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daquela  organizagao  e  orientou  a  eriagao  das  subdivisoes  estudantis  da  MAA.  Pub! icon  va¬ 
ries  irubalhos  de  pesquisa  em  Analise  Funeional,  Teoria  da  Aproximagao  e  Topol og in,  hem 
como  artigos  pedagogicos,  E  especialmente  conhecido  por  sens  livros  didaticos  em  Mate¬ 
rnal  ica,  que  estao  entre  os  mais  ulilizados  no  mundo,  Ex  isle  m,  atualmenle,  mats  de  uma 
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da  Matemdiica  e  seu  semi  nano  annul  de  Historic  da  Matemdliea  c  uni  dos  mais  concorridos 
entre  os  formandos  dc  Matematica  dc  Davidson.  Puhlicou  varios  artigos  sobre  Matcmatica  do 
Ensino  Superior,  hem  como  irabalhos  de  pesquisa  em  sua  area  de  especial  izagao,  a  Gcomeiria 
Diferencial|  Aiualmente  e  membro  do  com  lie  editorial  da  serie  de  livros  dc  problem  as  mate- 
malic  os  da  MAA  e  consultor  do  Mathematical  Reviews . 
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ano  letivo  de  1995- 1996  foi  professor  associado  visitante  no  Swarihmore  College.  Pnblicou 
varies  artigos  sobre  o  ensino  e  a  avaliagao  do  Calculo,  bem  como  trabalhos  de  pesquisa  em 
sua  area  de  especial izagao,  a  Teoria  de  Grupos  Finilos.  Ocupou  varies  posies,  inclusive  de 
presidente  e  tesoureiro,  na  segao  sudeste  da  Mathematical  Association  of  America  (MAA). 
Aiualmente  e  professor  consultor  do  Serviyo  de  Avaliagao  Educacional  de  Calculo  Avanga- 
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PREFACIO 


SOBRE  ESTA  EDIQAO 


(>  principal  foco  desla  nova  edigao  foi  aumentara  compreensao  estudantil  per  meio  de  uma 
revisao  cuidadosa  da  exposigao  do  texto;  a  eriagao  de  novos  tipos  de  problemas,  ern  particular 
os  Exerefcios  de  Compreensao  e  os  exerefcios  de  En focando  Conceilos;  e  a  revisao  de  muitos 
exemplos,  acrcsccntando  mais  passes  e  reform  ulando- os  para  maior  elareza. 

Recursos  ComputacEonefis  Nesta  edigao  fornecemos  muitos  exemplos  e  exerefcios  para 
os  professores  que  queiram  utili/.ar  ealculadoras  gr&ficas,  s  isle  mas  de  eomputagao  simbolica 
ou  outros  progranias.  Contudo,  esses  exemplos  e  exerefeios  sao  implcmentados  de  tal  manei- 
ra  que  e  possfvel  utilizer  o  lexto  em  disciplines  em  que  os  recursos  com putacionais  sao  uti- 
lizados  am  pi  am  onto,  modemdamente  ou  ate  mesmo  nao  utilizados.  Para  dar  um  fundamento 
sol  id  o  ao  uso  desses  recursos  comp  u  lac  ionais,  incluimos  uma  segao  denominada  Graft  cos  de 
Fungoes  UtlUzando  Catculadoras  e  Recursos  Gomputacionais  (Segao  1 .2).  Novos  comenta- 
rioSj  de  n  o  mi  nados  Dominio  da  Tecnologia,  dire  cion  am  os  estudantes  para  aplicagdes  tecno- 
logicas  i accrues  e  uteis.  Os  exercieios  que  exigern  recursos  computaeionais  estao  marcados 
com  fcones  para  lacditar  a  idemifieagSo. 

Internet  Esie  texto  e  suplementado  pelo  site 

w  w  w.  w  i  I  ey  .c  ot i  i/col  lege/a nton 

Exposigao  Revisada  Cada  paginaf  cada  explicagao  e  cada  exemplo  foram  criticamente 
reexam i nados  e  tiverain  sua  exposigao  refeila,  onde  nccessario,  para  levar  os  estudantes  di- 
reto  ao  cerne  das  questoes.  Os  Ap£ndices  A,  B,  C  e  D  da  edigao  anterior  foram  dcslocados 
para  a  web.  Os  inodulos  Expand  indo  a  Horizonte  do  Cdicuh  agora  estao  na  internet  e  os 
estudantes  sao  dirigidos  a  eles  em  paragrafos  in  t  rod  u  tori  os  aos  niesmos,  com  o  enderego  na 
internet  ao  final  dos  eapiiulos  apropriados  no  texto. 
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VIII 


NOVIDADES  NA  OITAVA  ED1QA0 


Exercfcios  Novos  a  Atualizados 

Os  novos  Exerckios  de  Compreensao,  no  imcio  dos  exercfcios  de  cad  a  segao,  con¬ 
tent  uma  colcgao  busica  do  quatro  a  oito  exercfcios  planejados  para  locar  cm  apt  i  does 
e  eon  cellos  basic  os  da  segao.  Os  es  Lucian  tes  podem  utili/ar  esses  exercfcios  como 
uma  maneirn  concisa  de  lestar  sen  conheeiincnlo  de  eada  segao.  As  resposlas  dos 
Exercfcios  de  Verifieagao  Rapida  aparecem  ao  linal  dc  eada  segao, 

O  novo  eon  junto  Enfacando  Conceit  oh  em  eada  grttpo  de  exercfcios  destaea  os  exer- 
efeios  que  sao  mais  eoneeiluais. 

Os  Exerckios  de  Revisdo  substiuifram  os  Exercfcios  Sup  lenient  ares  ao  Linal  dc  eada 
capflulo.  U  ma  selegao  desses  exercfeios  podc  ser  utilizada  para  rover  concedes  inipor- 
tanies  demro  do  eapilulo  ou  eon  si  ill  ir  as  verilieagoes  do  mesrno.  A  3  cm  disso,  as  cole- 
goes  de  exercfeios  foram  conferidas  e  expands  das  para  incluir  uma  maior  varied  ade  e 
uma  equi  Valencia  mais  acentuada  entre  exercfeios  pares  e  mi  pares. 


Introduce)  a  Fungoes  Exponenciais  e  Logantmicas  no  Imcio  O  Capflulo  1  agora 
contem  o  material  basico  relative  a  fun  goes  iuversas,  logarftmicase  exponenciais  (que  na  edi¬ 
gao  anterior  e stava  no  Capftulo  4). 

Notas  Margtnais  Comcntarios  marginais  g  era  is  ebamam  a  a  ten  quo  para  ideias  no  texto  ou 
fornecem  ideias  adicionais.  Esses  comeniarios  gerais  e  os  den om i n ados  Domtn to  da  Tecno- 
login  substituem  os  comcntarios  intitulados  Para  o  Lei  for  da  edigao  anterior, 

Analise  de  Fungoes  O  material  traditional  sobre  “esbogo  de  curvas”  aparece  como  parte 
da  Analise  de  Fun  goes  (Segbes  5, 1-5,3).  A  Segno  53  foi  revisada  para  obter  um  equilfbrio 
melhor  entre  os  metodos  do  Caleulo  e  o  uso  de  reeursos  eompmaeionais  no  grafico  de  fun- 
goes.  A  segao  sobre  mo  vi  men  to  retilfneo  foi  transferida  para  o  final  do  capflulo  para  fueiJitar 
a  transigao  da  discussao  de  gidticos  para  o  tdpico  de  maximos  e  mtnimos  de  fungoes.  Assim, 
podemos  tratar  de  apticagdes  mais  cedo  nesse  capflulo. 

Teenicas  de  Derivagao  A  segao  de  Teenicas  de  Deiivagao  (Segao  3.3)  e  dedieada,  agora, 
as  regras  basic  as:  derivada  dc  uma  con  stun  te  e  dc  potencies  dc  .v,  a  regra  do  multiple  constantc 
e  as  regias  da  soma  e  da  dlferenga.  As  regras  do  prod  u  to  e  do  quociente  foram  dc  sloe  ad  us  para 
uma  segao  propria  (Segao  3.4), 


OUTRAS  CARACTERISTICAS 


Flexibilidade  Esta  edigao  foi  feita  com  uma  ftexibilidade  planejada  para  servir  a  um  amplo 
espcctro  dc  fi  lose  das  do  Caiculo,  desdc  a  mais  Uadi  cion  a  I  ate  a  mais  inovadora.  Os  reeursos 
compuiacionais  podem  ser  eufati/ados,  ou  nao,  e  a  ordem  de  muitos  topic  os  pode  ser  permu- 
tada  livremcnte  para  acorn  od&r  as  necessidades  e spec  dices  do  professor. 


Revisao  deTrigonometria  Muitos  alunos  sao  atormentados  por  deficiencies  cm  Trigo- 
nometria,  de  modo  que  indium  os  uma  revisao  de  Trigonometria  no  A  pend  ice  A. 


Notas  Historical  Nesta  edigao  foram  manlidas  as  notas  histdrieas  c  as  biografias  que,  des- 
dc  sua  primeira  edigao,  sao  uma  rnarca  dcste  iivro.  Todoo  material  biograbco  foi  dcstilado  do 
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referencias  has  it:  as  com  o  objetivo  de  capturar  as  personal  i  dad  es  das  grandes  male  ices  e 
t  raze- Ids  com  vida  aos  estudames. 

Exercicios  Gradativos  Alguns  conjimtos  dc  exercfcios  sao  gradativos*  comeg  and  o  com 
problem  as  rolineiros  e  progredindo  para  problemas  de  maior  difieuldade. 

Rigor  O  desaflo  dc  escrever  mn  bom  Eivro  de  Cdleulo  esid  Cm  obier  o  Cquilfbrio  correto 
entre  o  rigor  e  a  dareza  Nosso  objelivo  e  apresenlar  uma  Matematica  rigorosa  na  maior 
extensao  possivcl  cm  um  fratamenlo  introdutorio.  Quando  a  clarcza  c  o  rigor  col  idem, 
escolhcmos  a  clarcza;  contudo,  acreditamos  que  6  impoitanic  oestudante  entender  a  dife- 
renga  entre  uma  demonslragao  precisa  e  um  argumento  informal,  de  modo  que  tentamos 
tornar  elaro  quando  os  argumentos  apresentados  sao  informais  ou  para  motivagao*  A  teoria 
envoi vendo  argumenios  de  aparece  em  seqdes  separadas,  podendo  ser  esiudada  ou  nao, 
dc  acordo  com  a  preferencia  do  professor. 

Nivel  Matemattco  Estc  (exit)  foi  escrito  cm  um  nfvel  matematico  que  pennita  a  preparagao 
do  estudame  para  as  mais  variadas  profissoes  que  requeiram  uma  solid  a  formagao  maternal  i- 
ca,  ineluiudo  a  Engenharia,  vuiius  dencias  c  a  Administragao, 

Computagao  Grafica  Ncsia  edigao  fazemos  use  extensive  da  niodema  computagao  gra¬ 
de  a  para  csclarcccr  conceit  os  c  desenvoiver  a  habitidadc  do  estudantc  dc  visual  izar  oh  jet  os 
matemStieos,  particularmente  os  do  espaqo  tridimensional  Para  aqueJesqne  trabalham  com 
recursos  computacionais,  h£  varies  exercfcios  que  foram  projetados  especia linen te  para  de¬ 
senvoiver  a  habilidade  dc  gerar  c  analisar  curvas  c  superficies  mate  mat icas. 

Aplicabilidade  do  Calculo  Um  dos  objeiivos  primaries  desta  edigao  e  esiabelecer  a  re¬ 
lag  ao  do  Calculo  com  o  mundo  real  c  com  as  expericncias  propria  s  do  e  stud  ante,  Esse  tema 
c  mantido  ao  Ion  go  de  exemplos,  exercfcios  c  mddulos.  As  apiicagoes  dadas  nos  exercfcios 
foram  escolhidas  para  fornecer  ao  estudante  uma  iddia  da  aplicabilidade  do  Calculo. 

Equagdes  Diferenciais  no  Infcio  As  ideias  basicas  de  equaqdes  difereneiais,  problemas 
de  valor  initial,  campos  dc  diregoes  ecurvas  integrals  sao  imroduzidas  simullaneamente  com 
integragao  e  depois  revistas  com  mais  dctalhes  no  Capitulo  9. 

Opgao  Pararrietrica  no  Infcio  De  acordo  com  a  tendencia  moderna  dc  discut  ir  as  equa- 
gocs  parametricas  no  infcio  da  discipline,  introdu/imos  as  curvas  parametrieas  na  Segno  1 .8, 
para  depois  rover  o  assimto  no  Capitulo  1 1 ,  onde  discuttmos  os  assumos  re  laden  ados  ao  Cal¬ 
culo,  Os  proles  sores  que  preferirem  a  traditional  discussao  das  equagdes  parametricas  mais 
larde  nao  encontrarao  problema  algum  cm  posterior  o  material  da  Segao  1.8  ale  a  discussao 
sobre  Geometria  Analftica  no  Capitulo  1 3 . 

Princfpios  do  Calculo  de  Integrals  O  tradicional  capitulo  sobre  Tecnicas  de  Integragao 
e  denominado  “Princfpios  do  Calculo  de  Integrals"  para  refletir  uma  abordagem  mais  moder¬ 
na  do  material.  O  capitulo  enfuUza  mdtodos  gerais  e  o  papcl  de  recursos  computacionais  no 
I  Li  gar  de  truques  especdicos  para  ealeular  integrals  compile;  ad  as  ou  obscufas. 

Apendice  de  Equagdes  Polinomiais  Como  muitos  estud antes  tern  ditkuldades  em  re- 
sol  verequagdes  polinoniiais,  inclmmos  o  Apendice  B,  em  que  revisamos  o Teoiema  da  Fato- 
ragao,  o  Teorema  do  Resto  e  o  proccdimcnto  para  cri  eon  tear  raizes  radonais. 

Regra  dos  Guatro  A  “regia  dos  qualm"  di/.  respeito  a  apresentagao  dos  conccitos  dos 
pontos  de  vista  verbal,  algebrico,  visual  e  numdrieo.  De  acordo  com  a  fllosofla  pedagogica 
at  uni,  sc  in  p  re  que  indie  ado,  utilizamos  essa  abordagem. 


SUPLEMENTOS 


SUPLEMENTOS  PARA  O  ESTUDANTE* * 


Student  Solutions  Manual  Neil  Wigley 

O  Manual  de  Solubles  parao  Esmdanie  (eni  inglfis)  fornccc  solugoes  detalhadas  para  os  exer- 
cicios  unpares  do  livro. 

Uma  Variavel:  ISBN  Q-47I-67205-X 
Varias  Variaveis:  ISBN  0-471-67212-2 


Student  Study  Guide,  Brian  Camp 

O  Guia  de  Estudos  para  o  EsUidanie  (etn  ingl£s)  eonltSm  ideias  centrals  e  sugeslftes  de  estudo, 
hem  como  amostras  de  provas  paraeada  segno  e  capftulo  do  livro. 

Uma  VarMvel:  ISBN  0-471-67206-8 
Varias  Variaveis:  I  SB  N  0-47  3  -672 1 3-0 


SUPLEMENTOS  PARA  0  PROFESSOR** 


Instructor's  Manual,  III  Bivens  e  Siephen  Davis 

O  Manual  do  Professor  (eni  inglOs)  fornece  cron  og  ram  as  e  pianos  de  ensino  para  cada  segao 
do  livro.  A  maioria  dos  pianos  de  ensino  eontem  uma  lisia  nfio  numerada  dos  pomos  essen- 


eiais  a  sereni  enfatizados.  A  discussao  de  cada  segao  eonelui  com  uma  amostra  de  rrabalho 


de  casa  para  os  alunos. 
ISBN  0  47 1  -67202-5 


*  Di.spoiii  vd  somcme  no  mercatlo  norEe-iiiitcnuiiio, 

**  Gs  profess  ores  in  lores. sad  os  cm  receber  material  de  apoiofem  inctes)  devem  cnlnarcm  contatocom  a  Bookman  Edilora  pclo 
e  txj  e re^o  sec  rcmr  i  ned  iiorial  ff-a  rt  mod . com  ,br  e  encami  1 1 1  lar  comprovante  de  d ocC ncsa , 


Suplementos  xi 


Instructor^  Solutions  M  annul,  Neil  Wig  ley 

0  Manual  de  Solutes  para  o  Pro  lessor  (cm  inglCs)  conidm  soiugoes  detalhadas  para  lodos 
os  exereieios  do  Hvro. 

Uma  Variavel:  ISBN  0-471-67203-3 
Varias  Variaveis:  ISBN  0-471-72429-7 


Test  Bank,  Henry  Smith 

O  Banco  de  Testes  (cm  ingles)  contem  uma  variedude  de  perguntas  e  respostas  para  cad  a  se- 
gao  do  Hvro. 


ISBN  0-47 1 -67204- 1 


PARA  O  ESTUDANTE  E  O  PROFESSOR 


Modulus  Horizonte  na  Internet 

A 1  guns  eapitulos  selec  ion  ados  term]  n  am  com  referencias  a  modulus  na  interne  L  denominados 
Expand  indo  o  Horizonte  do  Cdlculo.  Como  o  no  me  indica,  esses  modulus  tom  o  propbsito  dc 
levar  o  esiudante  urn  passe  aleni  do  texto  traditional  de  Calculo.  Eles  sue  opdonais,  podem  ser 
usados  como  projetos  para  irahaltia  cm  grupo  ou  individual  e  podem  ser  usados  polos  professo- 
res  na  disciplina,  For  exemplo,  ha  mddulos  que  Irabalham  iteragao  e  sistemas  dinamicos,  equa- 
gocs  do  movimcnto,  apiicagao  dc  inlcgragao  a  projeto  dc  cstrada  dc  fcrro,  colisao  dc  conicta  com 
a  Terra  e  mode  I  age  m  de  furacoes,  Esses  mddulos  podem  ser  enconlrados  no  site 

w  w  vv.  hook  ma  n. com.br 


OUTROS  RECURSOS 


eGrade  Plus  e  uma  ferramema  on-line  poderosa  que  disponibiliza,  lanto  para  profess  ores 
quanto  para  estudames,  uma  eolegao  integrada  de  rccursos  de  etisino  e  aprendizado  num  site 
f£cil  dc  utilizer  (em  ingles).  O  eGrade  Plus estu organ izado cm  torno das  atividades esseneiais 
cxecutadas  pclo  professor  e  pclo  aluno  cm  sala  dc  aula: 


Para  Prof esso res 

*  Pro  pa  re  e  Apresen  te :  Cr  i  c  apre  sc  n  tagdes  de  an  1  as  u  ti  H  /.a  ndo  tod  os  os  re  c  u  rsos  o  fereci  d  os 
pela  Wiley,  taiscomo  versoes on-line  do  Hvro,  apresentagoes  em  PowerPoint  esimulagoes 
i literal ivas,  tornando  mats  efidente  seu  tempo  de  prepare  de  aula.  Esses  eomeudos  podem 
ser  facilmente  adaplados,  person alizados  e  completados  para  atender  as  demandas  de  sua 
disciplina. 

*  Crie  Trabalhos  de  Casa:  Automatize  a  elaboragao  e  a  corregao  dc  trabalhos  de  casa  c  de 
testes  utilizando  banco  s  de  testes  lorn  ec  id  os  pela  Wiley  ou  escrevendo  seu  prdprio  banco. 
Os  trabalhos  de  casa  dos  alunos  scrao  automat icamentc  avaliados  e  as  notas  langadas  em 
sua  planilhade  notas.  c Grade  Plus  podc  eslahelecer  vinculo <5  enlre  os  problemas  passados 
para  Casa  e  as  segues  on-line  do  Unto,  disponibilizamlo  urn  ussessoramento  contextual iza- 
do  para  os  alunos, 

*  Registre  o  Progresso  dos  Alunos:  Mantenha  urn  registro  do  progresso  dc  Sens  alunos 
atraves  de  uma  plan  if  ha  das  notas,  que  the  perm  it  it  a  analisar  resultados  individuals  e  glo- 
bais  da  el  ass  e  para  determinar  seu  progresso  e  nfvel  de  entend  ini  onto. 

*  Adniinistre  sua  Disciplina:  eGrade  Plus  podc  ser  facilmente  integrado  com  outros  sis- 
tenias  de  administragao  de  classc,  planilhas  de  notas  on  oulros  reeursos  quo  possum  estar 
sen  do  utilizados  cm  sua  disciplina,  forneeendo  flexibilklade  para  construir  sua  propria 
disciplina,  com  seu  prdprio  eslilo. 


Para  l^stu dailies 

O  eGrade  PI lis  da  Wiley  forncce  re  lorn  o  instantSneo  aos  irabalhos  de  casa  e  um  tesouro  de 
material  de  apoio,  Essa  I  ere  amenta  poderosa  vai  ajudar  sous  alunos  a  desenvolver  a  com- 
piccnsao  conceptual  do  material  de  aula  e  aumcmar  sua  habilldade  de  resolver  problem  as. 

*  S turfy  & Practice:  a  drea  ^Estudc  c  Pratique”  (em  ingles)  estd  vineulada  diretamente  ao 
conteudo  do  livro,  permitindoaos  estudantes  revisar  o  texio  enquanto  estudam  e  elaboram 
os  irabalhos  de  casa.  Esse  pacote  itickii  os  segui tiles: 

*  Solugocs  de  Calculo  idili/ando  Just  Ask!  (Marc  a  Registrada)  (em  ingISs)  indie  pro- 
blcmas  que  se  relaekmam  com  material  dos  eapitulos,  tutorials  interativos,  solugoes  e 
respostas  delalhadas  e  orient  agues  para  solugoes. 

*  Exploragocs  do  Cakulo  (em  ingles)  consist e  numa  serie  de  aplicativos  interativos 
Java  que  permitem  ao  estudame  explorar  o  signilicadogeometricode  rnuilos  conceitos 
centrais  do  Calculo  1 . 

*  Revisao  de  Algebra  c  Trigonometria  (em  ingles)  e  uma  revisao  orient  a  da,  coni  ritnio 
ditado  pelo  usuai  io,  de  topicos  centrais  da  Algebra  e  Trigonometria  que  sao  essenciais 
ao  domfnio  do  Calculo* 

*  O  Manual  de  Solutes  para  o  Estudantc  (em  ingles)  comem  solugdes  dctalhadas 
para  exerefeios  selecionados  do  livro, 

*  O  Cilia  de  Estudos  para  o  Estudantc  (em  ingles)  oferece  sugestoes  e  dicas  de  estudo, 
ideias  c  conceitos  centrais  e  amostras  de  lesies  e  provas* 

*  Testes  On-Line  de  Calculo  (em  ingles)  oferece  oportunidadcs  para  auto-avaliagao  dc 
estudantes. 

*  Assignment:  a  area  “Trabalho  de  Casa”  (cm  ingles)  mantem  num  mesmo  lugar  todos 
os  irabalhos  que  voce  quer  que  seus  alunos  com  pie  tem*  facililando-lhes  ma  liter- se  em  dia. 
Os  estudantes  terao  acesso  a  uma  variedade  de  ferramentas  interativas  dc  resoEugao  de 
problemas,  bem  como  outros  reeursos  para  aumcmar  sua  conliangae  cn  tend  i  men  to.  Alem 
disso,  muitos  trabalhos  de  easa  eontem  um  {ink  par  a  as  segdes  eorrespondentes  do  livro 
multimfdia,  forneeendo  aos  estudantes  auxiliocontextualizado  do  assume  estudado  que  os 
ajuda  a  veneer  os  obstaeulos  na  resol ugao  de  problemas  a  medida  que  aparecerem. 

*  Grade  book;  uma  Plan  il  ha  Pessoal  de  Notas  (em  ingles)  permke  que  cada  aluno  con  lira 
suas  notas  de  irabalhos  anieriores  a  qualquer  mornento. 

Por  favor,  visile  o  site  www.wiley.com/colkge/anton  (cm  ingles)  ou  coil  lira  uma  demonstra- 
gao  on-line  cm  www.wiley.com/colkge/egradepliis.  Aqui  potlcm  scr  e  neon  trad  as  in  forma¬ 
tes  adicionais  (em  ingISs)  sobre  as  caract  eristic  as  e  vantagens  de  eGrade  Plus,  como  soliei- 
tar  um  test  drive  de  eGrade  Plus  para  este  livro  e  como  adapui-lo  para  uso  em  classe. 

The  Faculty  Resource  Network  A  Rede  de  Reeursos  para  o  Corpo  Docente  (em  in¬ 
gles)  c  uma  rede  para  o  uso  dc  proles  sores,  manlida  por  professores  do  Ensino  Superior 
dcdicados  ao  efelivo  uso  dc  tecnologia  cm  sal  a  de  aula.  Esse  grupo  pode  ajuda- lo  a  aplicar 
leenicas  inovadoras  em  sala  de  aula,  implementar  pacoies  especifccos  de  aplieaiivos  e  adaptar 
a  utilizagao  de  reeursos  as  tiecessidades  e  specific  as  de  cada  turnia.  So  J  kite  mats  in  form  agues 
ao  seu  represemante  local  da  Wiley. 
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MODELAGEM 

matemAtica 


COM  EQUAQOES 
DIFERENCIAIS 


i^WPTuitGS  dos  pdncfpios  em  Ciencia  e  em  Engenharia  dizem  respeito  a  relates  entre 
quantid&cfes  que  variam,  Como  as  taxas  de  variag^o  sao  representadas  matemati- 
camsnte  por  denvadas.  nao  e  de  surpreender  que  tais  principles  este]am  frequenie- 
mente  expresses  em  termos  de  equagoes  diferenciais.  Intraduzimos  o  concetto  de  uma  equagao 
diferencial  na  Segao  6,2,  mas  neste  capftulo  detalharemos  mais,  Disc  ultra  mos  alguns  modelos 
matematicos  import  antes  que  envoi vem  equagoes  diferenciais,  e  analtearemos  alguns  meiodoa 
de  resotugao  e  de  aproximagao  de  sotuedes  de  alguns  tip  os  ba  sices  de  equagoes  diferenciais. 
Contudo,  seremos  somente  capazes  de  tocar  levemente  esie  topi  go,  deixando  muitos  assuntos 
importantes  em  equagoes  diferenciais  para  curses  completamente  dedicates  a  este  assunto. 


To  to:  A  datacdo  por  carbono  de  ossos  de  bisdo  chamuscados,  encontrados  em  1950  no  Novo  Mexico  no  proximidade  das 
“pontas  de  Folsom”,  confirmou  que  caqadores  human  os  viviam  na  area  entre  9000  e  8000  anas  antes  da  era  crista,  A  da- 
taydo  por  carbono  sera  estudada  neste  capftulo. 

9.1  EQUAQOES  DIFERENCIAIS  DE  PRIMEIRA  ORDEM  E  APLICAQOES 

Nesta  segdOy  huroduziremos  terminologia  e  conceit  as  bdsicos  que  dizem  respetfo  a  equaedes 
diferenciais,  Tambem  discimremos  metodos  para  resolver  certos  tipos  bdsicos  de  equagoes 
diferenciais  e  daremos  a! gum  as  aplicaqoes  de  nosso  trabalho. 


Tabda  9AA 


EQUA.CA0  f>ll  i;k!-.\ClAl. 

ORIll-.M 

dy 

i = 3? 

3 

6^  +  8v  =  0 
dx1  dx 

2 

d\'  dy  ■ 

-i  —  +  (r  -  1  )y  -  e* 
dt 3  dt 

3 

y / _ y  —  ^2.1 

! 

3 

[I 

K, 

2 

■  TERMINOLOGIA 

Na  Segao  6.2  vimos  quo  uma  equagao  diferen cud  c  uma  equagao  que  involve  uma  on  niais 
derivadas  de  uma  fungtlo  deseonhecida.  Nesta  segiio,  denotaremos  a  fungao  desconhedda 
por  y  =  y(x),  a  men  os  que  a  equagao  diferencial  venha  de  um  problem  a  apJieado  envolvendo 
o  tempo,  quando  a  denotaremos  por  v  =  y(t).  A  ordem  da  equagao  difereneial  e  a  ordem  da 
maior  derivada  que  cla  eontem.  Alguns  exemplos  estao  dados  na  Tabela  9.1.1.  As  duas  ul¬ 
timas  equagdes  da  tabela  estao  expressas  na  notagao  “Iinha*\  que  nao  esperilka  a  variavel 
independent  de  mane  ini  expltcita,  Em  get  al  sonios  capazes  de  dizer  a  partir  da  propria  cqua- 
C;fu>  ou  do  eontexto  no  qua  I  e!a  surge  se  devemos  interpreiar  /  eomo  dy/dx  ou  eomo  dy/dt. 


■  SOLUQOES  DE  EQUAQOES  DIFERENCIAIS 

Uma  fungfio  y  -  y( x)  6  uma  soluqao  de  uma  equagao  difereneial  num  intervalo  aberto  /  se  a 
equagao  esliver  satisfeila  idemieamente  em  /  quando  y  e  suas  derivadas  forem  substitufdas  na 
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A  solug&o  geral  (2J  da  equagao  de 
primeira  ordem  (1 }  tern  uma  constan¬ 
ts  arbitraria.  Mais  geralmente,  a  sotu- 
gio  geral  de  uma  equagao  tiiferenciaf 
de  enesima  ordem  tem  n  constantes 
arbitranas.  Isso  e  pfaustvel,  pais  sao 
necess&rias  n  integrates  para  re- 
cuperar  uma  lungao  a  parti r  de  sua 
en&sirna  derivada. 


equagao.  For excmplo,  y  =  c'"'  e  uma  solugao  da equagao difercncial 

dy 


dx 


-  v  —  e 


2x 


(!) 


no  intervalo  /  =  (-oc,  *4-oo)t  pois  substiluindo  y  e  as  suas  derivadas  no  lado  esquerdo  dessa 
equagao  obtcmos 


dy 

dx 


—  —  y  =  —  [e2,t]  -  e 2x  —  2elx  —  elx  =  e Zt 
dx 


para  tod  os  os  valorem  reals  de  x,  Porim,  esla  nao  e  a  unica  solugao  em  /;  por  exemplo,  a 
fungao 

y  =  Ce*  +  e*  (2) 


tambem  e  uma  solugao  para  todo  valor  real  da constants  Ct  pois 


v  -  -=-[Cex  +  O']  -  (CO  +  e-x)  -  (Crr  +  2e2x)  -  (Cex  +  e“),  -  e 
dx  r  ax 


,2x 


9.i 


Depois  de  desen  volveralgu  mas  tecnicas  de  resolugao  de  equagoes  como  a  dada  em(l), 
p  ode  re  m  os  most  car  quo  todas  as  solugdes  de  ( l )  em  (-oo,  +oo)  podem  ser  obi  \  das  subsfitu  in- 
do  a  eonstante  C  em  (2)  por  valores.  Em  um  dado  intervalo  /,  uma  solugao  de  uma  equagao 
difercncial  a  partir  da  qua!  podem  sei  deduzidas  todas  as  solugdes  naquele  intervalo,  pela 
substituigao  de  constantes  arbitrarias  por  valores,  6  ehamada  de  solugao  gerai  da  equagao  em 
L  Ass  ini,  (2)  e  a  solugao  geral  dc  (1)  no  intervalo  /  =  {-oos  +oe). 

O  grail  eo  de  uma  solugao  de  uma  equagao  difcrcncial  e  chain  ado  de  eurva  integral  da 
equagao,  portanlo  a  solugao  geral  de  uma  equagao  differencial  produz  uma  famtlia  de  curvas 
integrals  corresponds  ntes  a  dife  rentes  possfveis  c  sc  o  I  has  para  as  constantes  arbitrarias.  Por 
exemplo,  a  1  ’igura  9.1.1  mostra  algumas  curvas  integrals  de  ( I ),  que  foram  obtidas  alribuindo- 
se  v  a  lores  para  a  eonstante  arbitraria  de  (2). 


Figura  9.1.1 


C  =  3  C  =  2 


■  PROBLEMAS  DE  VALOR  IN1CIAL 

Quando  um  problcma  aplicado  leva  a  uma  equagao  difercncial ,  em  geral  ha  condigdes  que 
determinant  va lores  espccificos  para  as  constantes  arbitrarias,  Como  regra  empmea,  nccessi- 
tamos  de  n  condigdes  para  dete  rm  mar  os  valores  de  todas  as  n  constantes  arbitrarias  na  solugao 
geral  de  uma  equagao  diferencial  de  ordem  n  (uma  condigao  para  cada  eonstante).  Para  uma 
equagao  de  primeira  ordem :  a  unica  eonstante  arbitraria  pode  ser  determinada  espeei  fie  an  do¬ 
se  o  valor  da  fungao  dcsconhecida  y{x)  cm  um  ponto  arbitrario  ,v0,  digamos  y(xtl)  =  ylr  Isso 
6  chamado  dc  condigao  initial ,  e  o  problcma  de  resolver  uma  equagao  de  primeira  ordem 
sujcila  a  uma  condigao  midal  6  ehamado  de  problcma  de  valor  initial  de  primeira  ordem . 
Geonictrica mente,  a  condigao  inieial  y(xu)  —  y.,  tern  o  efeito  de  isolar  da  famflia  completa  dc 
curvas  integrals  a  eurva  integral  quo  passa  pelo  ponto  yi;,). 
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Exempio  1  A  solugao  do  problema  tie  valor  inicial 


ft 

dx 


y  =  e 


ii 


7(0)  =  3 


pode  ser  obtkla  pela  subsiiluigao  da  condigfto  inicial  a  -  0,  y  —  3  na  solugao  geral  (2)  para 
encomrar  C.  Obtemos 

3  =  Ce  +e  -  C  +  I 

Assim,  C  =  2,  c  a  soluguo  do  problema  de  valor  iniciab  obtida  substituindo  esse  valor  de  C 

cm  (2)*  e  r  ^ 

y  —  2e  +  (T 

Geometrieamente,  esta  solugao  pode  scp’  vista  comoaeurva  integral  na  Figura  9,1.1  que  passu 
pc]o  ponto  (0,  3),  -4 


■  EQUAQOES  LIN  EAR  ES  DE  PRIMEIRA  ORDEM 

As  equagdes  de  primeira  ordem  mais  simples  sao  as  que  podem  ser  escritas  na  forma 

dy 

-  =  <?(*) 


dx 

Tais  equagoes  podem  ser  frequentemente  resolvidas  por  integragao.  Por  exempio,  se 

r-*! 


(3) 


(4) 


cniao 


C  x* 

=  J  x?  dx  =  —  +  C 


e  a  solugao  geral  de  (4)  no  interval©  /  -  (-oo,  +oo).  Mats  geral  men  te,  uma  equagao  difereneial 
de  primeira  ordem  e  denominada  linear  se  puder  ser  expressa  no  format© 


dx 


+  p(x)y  -  q{x) 


(5) 


A  Equagao  (3)e  oeaso  especial  de  (5)  que  resulla  quando  a  fungao p(x)  e  identicamenle  nu!a. 
Alguns  outros  cxcmplos  de  equagoes  difereneiais  I  incares  de  primeira  ordem  sao 


dy  ,  2 

Tk+x  y=ie ' 

dx  , 

—  +  (sen  x)  v  4*  xr  =  0* 
dx 

dy 

—  +  5v  —  2 
dx 

ptx)  -  JC2>q(x)  —  f' 

p(.\)  =  sen*.  if{x)  ~  — v"' 

pix)  =  5,  q(x)  =  2 

Vain  os  su  por  que  as  fungous  p(x)  e  q(x)  cm  (5)  sejam  contfnuas  num  nriesmo  interval  o 
/  e  tentaiemos  encontrar  solugoes  gerais  que  sejam  validas  em  /.  Um  metodo  para  isso  e  ba¬ 
se  ado  na  observagao  seguime:  se  deli  n  it  m  os  p  =  p(x)  por 


cniao 


Assim, 


n  =  e^w,lx 

“!*■  _  eJrMd*  ,  X.  f  p(x)dx  !tp{x) 


(6) 


dx 


d. 


d  dy  dp  dy 

—iny)  =  n—  +  —y  =  ji—  +  npixn 
dx  ax  dx  dx 

Multiplieando  ambos  os  membros  dc  (5)  por  obtemos 

dv 


O) 


Comhinando  com  (7),  resulla 


P~T  +  np(x)y  -  Mix) 

dx 


— 0-O’)  =  ftry(-t) 
dx 


(8} 
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Esta  equagao  pode  ser  resol vida  em  y  integrando  ambos  lados  em  relagao  a  x  e  eniao  dividin- 
do  tu do  por  ji  para  obtcr 

v  =  “  f  }iq(x)dx  (9) 

que  e  a  solugao  geral  de  (5)  cm  L  A  fungao  }x  em  (6)  e  chamada  dc  fator  de  integragao  dc 
(5)  e  esse  m£todo  de  encontrar  uma  solugao  geral  de  (5)  €  denominado  metodo  dos  fatores 
integrates .  Em  bora  seja  passive!  simplesmenlc  inemorizar  a  Formula  (9),  e  recomendavel 
resolver  equagGes  diferertdais  linearcs  de  primcira  ordem  seguindo  os  passes  utilization  na 
derivagao  da  formula,  como  segue. 


O  Metodo  dos  Fatores  Integrantes 
Passo  1  Calcule  O  fa  lor  iniegraiuc 

f i  -  efpixy*x 

Como  qualquer  \i  sera  suficiente,  podemos  tomar  a  constante  de  integragao 
eomo  sc  lido  zero  neste  pas  so. 

Passo  2  Multipliquc  am  bos  os  lados  de  (5)  por  \x  e  express©  o  result  ado  como 

d 

—  (fxy)  =  M(x) 

Passo  3  Iniegre  urn  bos  os  lados  da  equagao  oblida  no  Passo  2  es  eniao,  resol  va  para  y. 
Assegure-se  de  incluir  uma  constante  de  integragao  neste  passo. 


►  Exemplo  2  Resolva  aequagaoditerendal. 


dx 


Confirme  que  a  solugao  obtida  no 
Exemplo  2  esta  de  acordo  com  a  ob  - 
t:da  substtluindo  o  falor  integranle  na 
Fbrmula  (9), 


Solugao  Comparando  a  equagao  dada  com  (5),  vemos  que  se  trata  de  uma  equagao  linear 
de  primeira  ordem  com  p(.v)  =  -1  e  q{x)  =  e2\  Esses  coeftcicntes  sao  coniinuos  no  intcrvalo 
/  =  (— '.x;T  +oc).  de  modo  que  o  metodo  dos  fatores  integrants  produzira  uma  so  lug  no  geral 
nesse  intcrvalo.  O  pi  imeiro  passo  consiste  em  calcular  o  far  or  integrante.  Isso  da 

jj  _  eJfpl v)djs  _  €f{-l)dx  _  e~x 

Em  seguida,  multiplicamos  am  bos  lados  da  equagao  dada  por  fx  para  obter 

.xdy 

dx 

que  pode  ser  reeserita  como 


_  —  f  — i  ^  x 

e  - - e  v  =  e  e 


dx 


[e  y]  —  e 


A 


Integrando  umbos  lados  dessa equagao  em  relagao  a.v,  oblemos 


e  x  v  =  e'1  H-  C 


Finalmente,  resol  vend  o  em  v  obtemos  a  solugao  geral 

y  =  e2x  +  Ce  r  < 


Uma  equagao  diferencial  da  forma 

PM-r  +  Q(x)y  =  R(x) 
dx 
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Ng.o  6  aci  dental  que  o  problems  de 
valor  inicial  no  ExempJc  3  tan  ha  uma 
aolupao  tinica.  Em  geral,  se  a;,  6  um 
porno  qualquer  de  um  iniervalo  aberto 
/  no  qual  oa  ctieflcient&s  de  (5)  sejam 
continues,  entao  para  cada  nQmero 
real  y.  existira  sempre  uma  unica  so- 
lugSo  y  -  y(x)  de  (S)  em  /  para  a  qual 
valha  yf.v,,)  =  \\  [Exercicio  53(b)]. 


pode  ser  resolvida  dividindo  ludo  por  /^jc)  para  eoloear  a  equagao  no  formate  (5)  C  entao  apli“ 
car  o  mdtodo  dos  ta  tores  integrants  No  on  tan  to,  a  solug&o  res  a  I  tan  te  some  me  sera  vdlida  nos 
interval  os  ein  que  a  mb  os  p(x)  -  £>(x)/P(x)  e  q(x)  —  R(x)fP(x)  sejam  continues. 


►  Exemplo  3  Resol va  o  problems  de  valor  inicial 

J(i)  -  2 


dy 

x-r —  y  —  X , 

dx 


Solugdo  A  equagao  diferencial  podc  ser  reescrila  na  forma  (5)  dividindo-se  a  mhos  os 
membros  por  .v.  Assim  obtemos 

dy  1  ... 

-f - y=]  (10) 

dx  x 

em  que  q(x)  =  1  6  con t in u a  em  (-oo,  +qg)  e  pix)  -  -1/x  e  contmua  em  (-oo,  0)  e  cm 
(0,  +oe).  Como  devemos  terp(x)  e  qix)  comfnuas  num  mesmo  intervalo  e  eomo  nossa  eon- 
digao  inicial  requer  uma  solugao  com  a  -  I,  vamos  encontrar  uma  solugao  geral  de  (1 )  no 
intervalo  (0,  +oo),  Nesse  intervalo  temos  \x\  - x,  de  mode  que 


J  p(x)dx  =  —  f  —  dx  =  —  In  | a- |  =  —  In x 


Tumsmdo  a  eun  startle  dli 
integra^ito  iguftl  a  0 


Assim,  um  fator  de  integragao  para  prodtizir  uma  solugao  no  intervalo  (0,+oe)  e 

1 


„  —  efp(')ilx  _ 


Multiplieando  am  bos  lados  da  Equagao  ( 1 0)  por  esse  fator  de  integragao  obtemos 


I  dv 


I 


1 


- 2?  _  v 

x  dx  x~  x 


on 


d 

dx 


x 


y 


1 

x 


Assim,  no  Intervalo  (0,  +oo), 


x 


In  x  +  C 


da  qual  segue  que 


y  —  x  In  x  -f  Cx 


(11) 


A  eondigao  inicial  )■(  I )  =  2  requer  que  y  -  2  para  x  -  1 .  Subsliuiindo  esses  valores  em  (It )  e  re- 
solvendo  cm  C  obtemos  C  =  2  (conlira),  de  modo  que  a  solugao  do  problema  de  valor  inicial  e 


v-xIiix  +  2a  < 


■  EQUAQGES  DE  PRIMEIRA  ORDE1V1  SEPARAVEI3 

Ernbora  nfto  ex  1st  a  urn  me  lock)  geral  para  resolver  cquagoes  diferenciais  de  primeira  ordem 
naodineares,  veremos  agora  um  metodo  de  resol ugao  que  pode,  muitas  vexes,  ser  aplicado  a 
cquagoes  de  primeira  ordem  que  possarn  ser  expressas  da  forma 

/Ay)—  =  g(x)  (12) 

dx 

Tais  cquagoes  de  primeira  ordem  sao  denominadas  separdveis.  A  terminologia  decorre  da 
possibilidade  de  reescrcver  essas  cquagoes  no  iormato 

h(y)  dy  ^  g(x)  dx  (13) 

em  que  as  expressoes  envolvcndo  x  aparecem  de  um  lado  e  as  envoi vendo  v  do  outro  lado  da 
equagao.  ( )  proeesso  de  reescrever  (12)  no  Iormato  (13)^  denominado  separar  as  varidveis. 
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Para  motivar  um  meiodo  de  resoluqao  de  equagocs  separ&veis,  suponha  que  h (  v)  c  g(x) 
sejant  fungoes  continuus  de  suas  respectivas  variaveis  c  eonsidere  antiderivadas  H(y)  c  G(x) 
de  h(y)  e  #(x),  respectivumenle,  Hm  seguida,  iniegre  umhos  lados  de  {13),  o  I  ado  esquerdo  em 
rclagao  a  y  e  o  I  ado  dircito  e  ta  rclagao  a  x.  Entao  resulta 


j  h(y)dy  =  j  g(x)dx 


ou,  oquivEilcnicmente, 


H  (v)  =  G(x)  +  C 


(14) 


(15) 


onde  Cdenota  uma  constante  de  integragao.  Afirmamos  que  Lima  fungao  di  fere  no  i/ivel  y  = 
y(x)  c  uma  solugao  de  (12)  sc,  e  somente  sc,  v  satisla/.  a  Equagao  (15)  para  alguma  escolha 
da  cotistantc  C. 

Suponha  quo  y  =  y(x)  seja  uma  solugao  de  ( 12).  Entao  segue  da  regra  da  cade i a  que 


d  dHdy  d  v  dG 

-rimy)]  =  — -r-  =  *(>')/  =  *<*)  -  , 

ax  ay  ax  ax  ax 


(Id) 


Como  as  fungoes  //(y) c  G(x)  tern  a  mcstna  derivada  cm  rclagao  ax,  elas  tern  uma  difercnqa 
constants  (Teorema  5,7.3),  Desse  mode,  vemos  que  y  salisfaz  (35)  para  uma  escolha  apro- 
priadade  C.  Rcciprocamercte,  sc  y = _y(x)  for  deft nida  implicitamentepela  Equagao  (15)  entao 
a  derivagao  implfcita  mostra  que  ( 16)  e  valida  e  portanto  y(x)  e  uma  solugao  de  (12)  (Exercf- 
cio  59).  Em  vista  disso,  e  pr^tica  com  urn  dizer  que  a  Equagao  (15)  6  a  “solugao”  de  (12). 

Resumindo,  temos  o  procedi  memo  denominado  separaqao  de  varidveis  a  seguir  para 
resolver  (12). 


Separaqdo  de  Varidveis 

Fasso  1  Separe  as  variaveis  cm  (12)  reescrevendo  a  equagao  da  forma  diferencial 


h(y)  dv  =  g(x)  ek 


Fasso  2  Integra  ambos  lados  da  equagao  do  Passo  I  (o  lado  esquerdo  cm  rclagao  ayeo 
lado  direilo  em  rdagaox): 


ii(y)dy  = 


j  g(x)dx 


Fasso  3  Se  // (y )  6  uma  antiderivada  qualquer  de  h(y)  e  se  G(x)  6  uma  antiderivada  qual- 
quer  de  g(x),  entao  gemlmente  a  equagao 

/f(y)  =  G(x)  +  § 

define  implicitamente  uma  familia  de  soluqdes,  Em  aiguns  casos,  e  possivel  re¬ 
solver  essa  equagao  implicitamente  em  y. 


►-  Exemplo  4  Resolva  a  equagao  diferend al 


dy 

dx 

e  entSo  resolva  o  problem  a  de  valor  ini  dal 


-  —  4x  v2 


dy  -> 

—  =  — 4xv  . 

dx 


y{  0)  =  3 


Solugao  Para  y  ^  0  podemos  reescrever  essa  equagao  no  formato  ( 1 2)  como 
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Hgura  9.1.2 


Separando  as  variaveis  e  integrando,  obtemos 

dy  —  ■— 4x  dx 
7' 

/  ?■ iy ■ /-*“'* 

ou 

1 

- =*  -2a:2  4-  C 

31 

Re  so  ]  vc  n  do  para  v  como  uma  fungao  dex*  obiemos 

>?  =  2x2  -  C 

A  eondigao  inieial  y( 0}  -  l  requerque y  =  I  quando  x-0.  Substituindo  esses  valores  na  nossa 
solugao  da  C  =  —  1  (confira).  Assim,  uma  solugao  do  problem  a  de  valor  ini  dal  e 


Algumas  curvas  integrals  e  a  nossa  solugao  do  problema  de  valor  inicial  estao  esbogadas  na 
Figura  9.1.2.  < 


Um  aspecto  da  nossa  solugao  no  Exemplo  4  merece  um  comentario  especial  Se  a  con- 
digao  inicial  tivessc  sido >(0)  =  0  cm  vcz  dc  y(0)  =  I,  o  metodo  quc  utilizamos  teria  dcixado 
de  forncccr  uma  solugao  para  o  problema  dc  valor  inicial  (Excrcfcio  39).  Is  so  sc  deve  ao  fato 
de  que  precis  an  ios  supor  y  ^  0  para  poder  rees  crever  a  eq uagao  dy/dx  =  -4xy2  no  formato 


1  dy 

- —  =  — 4v 

y2  dx 

E  importante  lemhrardcssas  hipbieses  qutando  uma  eq  uagao  difcrencial  for  manipulada  alge- 
brioamertte. 


►  Exemplo  5  Resol va  o  problema  de  valor  inicial 

(4  v  -  cos  y)  —  -  3.v  -  =  0,  v(0)  =  0 

dx 

Sola  $ao  Podeni  os  rc  escrever  e ssa  eq  uagao  n  a  font la  (12)  com  o 

(Ay  -  cos>  )~  -  3.v2 
dx 

Separando  as  variaveis  e  integrando,  obtemos 

(4  v  —  cos  y  )  dy  —  3 x’  dx 

I  (4y  —  cos  y)  dy  —  f  Xx2  dx 


ou 


2  y2  —  sen  y  =  x*  +  C 


(17) 


A  Eq  uagao  (17)  define  as  solugbes  da  eq  uagao  diferencial  impliciiamente;  ela  nao  pode  ser 
resol  vida  explicitaniente  para  y  como  uma  fungao  de  x. 

Para  o  problema  de  valor  inicial,  a  condlgao  inicial  v(0)  —  0  requer  que  y  =  0  se  x -  0. 
Substiluindo  esses  valores  em  (17)  para  determinar  a  constants  de  iniegragao,  obtemos  C  =  0 
(verifique).  Assim,  a  solugao  do  problema  dc  valor  inicial  6 

2y2  -  sen  y  -  .r  < 
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Curvas  integrals  para 

(4v  -  cos  y)  —  -  \x~  -  0 
dx 


Figura  9.1,3 


POMfWIO  DATECNOLOGIA 

Atguns  CAS  pattern  fazer  graficos  de 
equagoes  implfcitas.  A  Figura  9.1.3 
mostra  os  yr^ficos  de  { 1 7}  paia  C  =  0. 
±  3 .  ±2  e  ±3 .  Usando  um  CAS  q  ue  faga 
o  gr&lico  de  equagttes  implfdias,  teia  o 
manual  e  tents  repotir  esta  figura. 


Algumas  curvas  integrals  e  a  solugao  da  problema  de  valor  inicial  do  Exeinplo  5  estao 
esbogadas  na  Figura  9. 1 .3. 

CGticlufrnos  esta  segno  coin  algumas  aplicagoes  de  equagoes  diferenciais  de  primeira 
ordem. 


APLlCApGES  EM  GEOJVIETRIA 


►  Exemplo  6  Eneonlre  Lima  curva  no  piano  xy  quo  passe  par  (0t  3)  e  cuja  reta  langente  em 
um  pon to  (a\ y)  tenha  iiiclinagao  2 x/y\ 


(IS) 


09) 


Solugao  Como  a  inclinagao  da  reta  tangente  e  dyidx,  temos 

d  v  2  a 
7x  =  3^ 

e,  como  a  curva  pnssn  par  (0,  3),  temos  a  condtgao  Inicial 

3(0)  =  3 

A  equagao  ( 1 8)  £  se  pa  ravel  e  pode  ser  eseriia  como 

y"  dy  =  2.r  dx 

port  an  to, 

=  j  ltd,  «,  JjW  +  C 

Tem-se  da  condigao  inicial  (19)  que  y  =  3  so  x  =  0.  Subsriluindo  esses  valores  na  ultima 
equagao,  obtemos  C  =  9  (vertfiqiie),  portanto,  a  equagao  da  curva  desejada  e 


dy-1  =  x-  4-  9  au  y  “  (3x  +  27) 


■  PROBLEMAS  DE  MISTURA 

Em  um  problema  tfpico  dc  mistura,  um  tanque  esta  chcio  ate  um  nfvel  cspecificado  com 
uni  a  solugao  que  con  1cm  uma  quant  idadc  conhccida  dc  uma  subs  lane  ia  soluvel  (di  games 
sal).  A  solugao  compleiamente  mislurada  e  pemiilkla  fluir  do  tanque  a  uma  tax  a  conhccida, 
c  ao  niesmo  tempo  uma  solugao  com  uma  c  once  nt  rag  ao  conhccida  da  suhstancia  sol  live  [ 
e  acrescenlada  ao  tanque  a  uma  laxa  conhccida  que  pode  oil  nao  diferir  da  laxa  de  vazuu. 
A  medida  que  o  tempo  pass  a,  a  quantidade  de  suhstancia  soluvel  no  tanque  ini,  cm  geral, 
variar,  e  o  problema  de  mistura  usual  procura  determinar  a  quantidade  de  suhstancia  no 
tanque  num  instance  cspecificado.  Esse  tipo  de  problema  serve  como  mode  I  o  para  tnuitos 
outros:  descarga  e  (ill rage m  de  poluemes  em  um  rio,  injegao  e  absorgao  de  medica memos 
na  correntc  sanglimea  e  migragao  dc  cspecies  para  dentro  c  para  fora  dc  um  si  sterna  eco- 
Itfgico,  por  exeinplo. 


Cj? 


5galSes/min 


►  Exemplo  7  No  instance  t-  0,  um  tanque  content  4  libras  de  sal  dissolvido  cm  !  00  gaioes 
de  agua.  S upon ha  que  agua  sal  gad  a  contendo  duas  libras  de  sal  por  galao  seja  acrescenlada  ao 
tanque  a  uma  taxa  de  5  gaioes  por  niinulo  e  que  a  solugao  misturada  seja  drenada  do  tanque  a 
mesma  taxa  (Figura  9.1,4).  Encontre  a  quantidade  de  sal  no  tanque  apds  10  minutos. 

Solugao  Seja  y(0  a  quantidade  de  sal  (em  libras)  ap6s  /  minutos.  E  dado  que  y(0)  =  4,  e 
queremos  eneontrar  v(  10).  Comegaremos  por  encontrar  uma  equagao  diferencial  que  seja 
satisfeila  por  y(t)r  Para  fazer  isso,  observant  os  que  dy/di,  que  e  a  taxa  segundo  a  qua  I  a  quan¬ 
tidade  de  sal  no  tanque  esta  variando  com  o  tempo,  pode  ser  expressa  como 

dv 


dt 


=  taxa  de  enlrada  -  taxa  de  sat  da 


Figura  9.  E4 


(20) 
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nude  a  taxa  de  e nr  rad  a  6  aqucla  scgundo  a  qua  I  o  sal  crura  no  tanque  e  a  taxa  de  sarda  e  ague- 
la  scgundo  a  qua  I  o  sal  deixa  o  tanque.  Mas  a  taxa  scgundo  aqual  o  sal  crura  no  Lanquc  e 

lax  a  dc  cmrada  =  (2  Ib/galoes)  ►  (5  g  aloes/ min)  =  10  lb /min 

Uma  vez  que  a  uguu  salgada  enira  e  sat  do  lanquc  a  uma  mesma  taxa,  o  volume  dela  no  tanque 
permuneee  con  stance  cm  lOOgaloes*  Assam  deeomdos  t  minutes*  o  tanque  content  v(f)  libras 
de  sal  por  100  guides  de  igua  salgada,  e  ponanto  a  lax  a  segundo  a  qual  o  sal  dcixa  o  tanque 
naquclc  instance  e 

'(t)  y( 0 


taxa  dc  safda  =  ( Ib/ga  Iocs)  ■  (5  guides /min)  — 

V  100  / 


20 


Ib/min 


Portanto,  (20)  pode  ser  esc  rite  como 


^=10-4 

dt  20 


dy  y 

ou  —  H - -  If) 

dt  20 


0  !t)  20  30  40  50  60  70  m 
Tempo  /  (min) 


quo  6  uma  equagfto  diferencial  linear  de  primeim  ordem  satisfeka  por  y(0-  Como  e  dado  que 
y(0)  =  4,  a  (ungao  y(/)  pode  ser  oblida  resol vendo- sc  o  problema  de  valor  inicial 

d  y  v 

+  ^  =  y(0)=4 

dr  20  “v 

O  tat  or  integranlc  para  essa  equaguo  difcreneial  6 

fi  _  =  et/2 o 

Se  multiplicarmos  ambos  os  inembros  da  equagao  por  /is  obteremos 

-(e'my)  =  K)e‘m 
dt 


Figura  9.L5 


O  gr^fico  mostrado  na  Figura  9.1,5 
sugere  que  j(/)  — >  200  quando 
f  — >  +oo.  Isso  significa  que  num  pe* 
riodo  estendido  de  tempo  a.  quanli- 
dade  de  sal  no  tanque  tende  para 
200  libras.  De  urn  argumento  fisico 
Informal  para  expliear  por  qua  esie 
resufiado  &  de  ser  esperado. 


e‘n\ 


-I 

v(0  =  200  +  Ce~tm 


10 e'mdt  =  2(KV,/20  +  C 


(21} 


A  eondigao  inicial  afirma  que  v  —  4  quando  t  “  0.  Subsiiiuindo  esses  valores  cm  (2 1 )  e  resol 
vendo  para  C  result  a  que  C-  “196  (verifique),  port  an  to 


yfr)  =  200  -  I  %e 


(22) 


O  g rati co  de  (22)  e  most  ratio  na  Figura  9. 1 .5.  No  instance  t  =  10,  a  quanlidade  de  sal  no 
tanque  6 


v(  1 0)  =  200  -  1  Ww'0,5  =  81,1  111  -4 


■  UM  MODELO  DE  QUEDA  LIVRE  RETARDADA  PELA  RESISTENCIA  DO  AR 

Na  Segfto  6.7,  consideramos  o  modelo  de  queda  livre  de  um  objeto  movendo-se  ao  Ion  go 
de  um  eixo  vertical  proximo  da  super  tide  da  Term,  Supos-se  naqucle  modelo  que  nao  ha 
res  is  tend  a  do  ar  e,  ass  im.  a  unica  forga  agin  do  sobre  o  objeto  e  a  gravidade  da  Term,  O  nosso 
objetivo  aqui  e  cncontrar  o  modelo  que  lcve  cm  conta  a  resistencia  do  ar.  Coin  esta  finalidadc, 
vumos  fazer  as  seguinies  hipdteses; 

*  O  objeto  move-se  ao  longo  de  uni  eixo  vertical  s  cuja  or j gem  esta  na  superfreie  da 
Term  e  cujo  sentido  positive  e  para  cima  (Figura  6,7.6  no  Volume  1), 

*  No  instante  t  =  0  a  a  Itura  do  objeto  €  y,  e  a  sua  ve  loci  dude  v[r 

*  As  uuicas  forgas  sob  re  o  objeto  sao  a  forga  da  gravidade  da  Terra  F0  -  -mg  agindo 
para  baixoe  a  forga  FH  da  resistencia  do  ar  agindo  no  sentido  oposto  ao  do  movimen- 
lo.  A  forga  Fk  e  chamada  de  forga  dc  retardamento. 


Neeessitaremos  tarn  hem  do  seguinte  resultado  da  Ffsica; 
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9.1.1  SKt;i  nda  lei  do  MoviMENTO  de  newton  Se  mu  objeto  com  massa  m  GStivGr 
sujeito  a  Lima  forga  F ,  e-ntao  c!e  adqmrc  uma  acelcragao  a  quc  sabs  la/  a  equagao 

jF  -  ma  (23) 


No  case  de  movimenlo  de  queda  livre  retardada  peia  resistSncia  do  ar,  a  forqa  Ifquida 
agindo  sobre  o  objeto  e 

Fa  +  Ft  =  ~m8  +  fh 

c  a  acelcraean  c  d's/df,  tie  modo  quc  a  seguuda  lei  dc  Newton  implies  quc 

d2s 


—mg  4-  Fr  =  m 


dr 


A  expevimentaqao  mostra  que  a  lorga  Fk  da  resisiencia  do  ar  depends  do  form  ale  do  ob¬ 
jeto  £  dc  sun  velocidade  -  quanto  maior  lor  a  velocidade,  maior  sera  a  Tore;  a  de  re  turd  a  men  to, 
Ha  inuilos  modelos  possfveis  para  resisteneia  do  ar,  mas  Liin  dos  mais  basic  os  supde  quc  a 
lorga  de  retard amento  Fj:  e  proporc tonal  a  velocidade  do  objeto,  isle  e,  que 


F/t=-cv 


unde  c  6  uma  constants  positive  que  depends  do  formate  do  objeto  e  de  propric dudes  do  ar* 
(O  sinal  de  menos  garanie  que  a  forga  de  rctardamento  seja  oposta  ao  senlidode  movimenlo.) 
Substituindo-se  is  so  em  (24)  c  escrcvendo  d 2  sfdt1  como  dv/dt%  obtemos 


—mg  —  cv  =  m 


dv 

df 


Dtvidindo-se  per  m  e  rean  anjando 


dv  c 

-  +  -v  =  -g 
d  t  m 


que  6  uma  equaqao  diferencial  linear  de  primeira  ordem  na  fungao  desconhecida  v  -  u(f)  com 
p(t)  =  c/m  e  q(t)  -  — g  [ver  (5)].  Para  urn  objeto  especHico,  o  coeflcienie  c  pede  ser  determinado 
experimental  me  nte,  portanto  podemos  super  que  nu  g  e  c  sejam  constantes  conhecidas.  Assim, 
a  fungao  velocidade  u  -  u(f)  pode  ser  obtida  resoivendo-se  o  problem  a  de  valor  inicial 


dv  c 

—  +  —!■  =  -g,  l)(0|=l)„ 

dt  m 


(25) 


Uma  vc  z  en  com  rad  a  a  fungao  velocidade,  a  fungao  posicao  $  =  ${t)  pode  ser  obtida  rcsolvcn 
do  o  problems  de  valor  inicial 

ds 


dt 


=  u(0,  .v(0)  =  A'q 


(26) 


No  Bxereicio  47,  pedimos  ao  leitoi  que  resoiva  (25)  e  most  re  que 


Note  que 


mg 


lim  u(f)  — 

/  C 


(27) 


(28) 


(verifique).  Assim,  a  velocidade  escalar  |u(r}|  nao  cresce  mdefmidameme,  como  na  queda 
livre;  cm  vc/.  disso,  devido  a  rcsistencia  do  ar,  da  tends  a  uma  velocidade  limits  finita  i\ 
dada  nor 

mg  mg 

V F  - - -  =  —  (29) 


*  Ouiros  moddos  cornu  ns  ftupSenu^ie  P'K=  -  rr'  ou.  mais  geralmeme,  i-\  =  -re  para  algum  valor  de/). 
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Essli  £  a  velocidade  e  scalar  terminal  do  objelo  e  (28)  6  chained  a  de  velocidade  terminal. 


A  intuiqaosugere  qua  proximo  da  velocidade  lifnite,  a  velocidade  t!Cf)  varia  muito  lentamente;  isto  e,  ditfdt  0. 
Assim.  nSo  deve  causar  surpresa  que  a  velocidade  limits  possa  ser  obtida  informalmerte  de  (25)  fazendo 
dufdi  -  0  na  equagao  diferencial  e  reeolvendo  para  il  Dessa  forma,  obtemos 


o  que  esta  de  acordo  com  f£8), 


4^  EXERCICIOS  DE  COWIPREENSAO  9,1  ( Verpagina  595  para  respostas,) 


1.  Assoeie  cada  equagio  diferencial  com  sua  famfiia  de  solugftes. 

dy  t  ^ 

(a)  a- -7"  =  v  -  (I)  v  =  x-  +  C 

(lx 

(b)  v"  -  4  v  _ (ii)  v  =  Ci  sen  2,v  +  C?cos2.v 

d  v 

(c)  —  =  2x  .  (iii)  v  —  Cje~'v  +  C^e~ix 

d.x 

(d)  ^-4  —  — 4y  _  (iv)  y  st=  Cx 

dxl 

2.  ResoLva  a  cquacao  diferencial  de  primeira  ordem 

dy 

~  +  pix)y  =  q(x) 
ax 

complctando  os  passos  a  seguir. 


Passo  1  Caieule  o  tutor  de  iritegragao  //  = _ , 

Passo  2  M ulti pliquc  ambus  lados  da  equagSo  pelo  fator  de 
inlegiaqao  e  exprcssc  o  re  su  Ratio  coma 


Passo  3  In icgre  ambus  lados  da  equagao  obbda  no  Passo  2 
e  resol  va  em  y  - . 


3,  So  y  —  C\e2-'  +  ci  a  solugao  genii  de  am  a  equagao  di- 

fereneiab  cntao  a  ordem  da  equagao  e _ e  a  solugao 

da  equagao  diferencial  que  satrsfu/. a  condigao  uncial  y(0)  =  I, 
y(0)  =  4  d  dada  per  y  = _ . 


4.  R  esc  I  v  a  a  equ ague  d  i  fe  re nci  al  se  para  ve  I  de  pii  me  i  ra  ordem 

dy 

it(y)~  =  g(x) 

(lx 

eompletandoos  passes  a  seguir. 

Passo  1  Separe  as  variavcis  e screven do  a  equagao  na  for¬ 
ma  diferencial  _ _ . 

Passo  2  In  teg  re  ambos  lados  da  equagao  do  Passo  1: 


Passo  3  Sc  H(y)  6  uma  antiderivada  qualqucr  de  h(y\  G(x)  6 
uma  antiderivada  qualqucr  de  g(x)  e  uma  con  stance 
nao  especificada,  cntao,  conforms  sugerido  no  Passo 
2,  a  equagao  _____  cm  geral  defitiM  implicita- 
mente  uma  famfiia  dc  sohigoes  de  h(y)  dy/dx  -  g(x)< 


5.  (a)  O  griifi co  tie  uma  fungao  diferenci^vcl  y  =--  y(x)  passa  pdo 
ponto  (0, 1 )  e  em  cada  ponto  P( x*  y)  do  gralico  a  reta  tangen¬ 
ts  e  perpendicular  a  reta  que  possa  por  P  c  pda  origenr  En- 
contrc  uni  problem  a  de  valor  inicial  cuja  solugao  seja  v(Ar). 

(b)  Oxplique  por  que  a  equagao  diferencial  da  parte  (a)  6  se- 
pa ravel.  Resol va  O  problems  de  valor  initial  usaudo  on  a 
separagaodc  variaveis  ou  uni  argumento  geomdtrico. 

6*  No  instance  i  =  0,  urn  tanque  coruem  30  g  de  sat  dtssolvido 
em  60  litros  de  Sgua,  Suponha  que  Agua  salgada  contendo  5  g 
de  sal  por  litre  de  dgua  d  acreseentada  ao  tanque  a  uma  taxa 
de  3  litres  por  minute  e  que  a  solugao  misiurada  6  drenada  do 
tanque  a  mesma  taxa.  E  lab  ore  um  problema  dc  valor  inicial 
que  seja  satisfcito  pda  quantidade  y(f)  dc  sal  no  tanque  no 
inslan  te  r,  Nao  encontre  a  solugao  do  problem  a. 


EXERCICIOS  9-1  0  Becurso  Srafico  [c]  CAS 


1.  Con  Sir  me  que  y  =  3r  e  uma  solugao  do  problema  de  valor 
inicial  y'  =  3.v2  y,  y(t))  =  3. 


2,  Confirms  que  y  =  2  V4  q_  2  cos  r  q-  1  6  uma  solugao  do  proble 
rna  de  valor  inicial  v'  =  x3  —2  sen  rx\  v(0)  =  3, 


(0)  -  3 
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3-4  De  a  ordcm  da  equagao  diferencial  c  confirine  que  as  fungocs 
da  lam  ilia  dad  a  sac  solitudes. 


dx 

3.  (a)  ( I  +  x)—  =  y;  v  =  c(i  +  x) 

ax 

(b)  y"  +  y  —  0;  y  —  c\  sen  /  -3-  q  cos; 
ih 

4.  (a)  2~  +  y  =  x  -  1 :  y  =  ce~x/z  +  x  -  3 

ax 

(b)  y”  —  y  =  0;  y  =  t-i  +  +  c?£-f 


5-6  Use  difcrenctacao  tinplfeita  para  confirmar  quc  a  cqun<;ao  de¬ 
fine  solitudes  impheitas  da  equate  diferencial 


5.  | iiv  =  .vr  +  C; 


</v 


,.3 


7  da  1  -  2.iy2 

6.  jt2  4-  xy2  =  C;  2a  +  v2  +  2a v — -  =  0 

ax 


7-8  As  equates  line  ares  de  primeira  ordcm  ncsies  oxcrcfcios  po- 
deni  ser  reescritas  coma  equates  de  primeira  ordem  separ*Sveis. 
Resol  va  as  equates  usando  tamo  o  m£tododo$  1 ’a Lores  integran- 
tes  quanto  o  metodo  das  varidveis  separadas  e  deiermine  se  as  so- 
3 u goes  obi i das  sao  iguats, 

dy 

7.  (a)  ™  +  3v  =  (J 

ax 

8,  (a)  —  —  4a  v  =  0 

ax 


9-14  Resol  va  a  equa^ao  difcrcncial  polo  mdtodo  dos  fat  ores  in- 
tegrantes. 

dy  , 

9.  -f-  +4v  =  e^ 
d  x 

11.  y'  +  V—  COS(<?T) 
i  dy 

13.  (.r  +  l}—  +  xy  =  0 
ax 


1 5-£4  Resolve  a  equa^ao  diferencial  por  separate  de  variavcis. 
Quando  for  ra/oaveL  expresse  a  famflia  de  solutes  como  lunges 
explfcitas  de  a. 


10,  “+2av  =  a 

dx 

11  2—  +4v  -  1 
dx 

dy  1 

14.  —  -3-  v  -f  - - 

dx  '  3  — 


-  0 


dy 

(b)  -f-  -  2y  =  0 
dt 

1  „ 
(b)  -=-+}'  =  0 
at 


15. 


dy 

dx 


y 

X 


y  l  +  a2  dy 

17.  ,  -7-  =  -a 

I  +  y  dx 

19.  (2  +  2 y7)y=exy 


d  v  . 

16.  —  =  2(1  +  v2)x 
dx 

18.  (1  +A4)—  =  — 

dx  y 

20.  y*  —  —Ay 


21. 


23. 


1  -  V 


y  sen  x  —  V  cos2  x  —  0  22.  v'  —  (1  +  a)(  1  4-  x2)  —  0 


dy 

dx 


v"  —  y 


sen  _v 


=  0 


dv 

24.  v - -  see  .v  —  0 

dx 


25.  Em  eada  parte,  deiermine  a  soluqao  da  equable  diferencial 


dy 

x - E-  v  =  x 

dx 


que  satisfa^a  a  condi  $ao  inicial 


(a)  yd)  =  2  (b)  y(—  I )  —  2 

26.  Em  eada  parte,  determ i  tie  a  solucao  da  equa^ao  diferencial 


dy_ 

dx 


=  XX 


que  satisfy^  a  a  condiyao  ini  dal 
(a)  v(0)  -  1  (b)  >  (0)  =  i 


27. 


28. 


dy_ 

dx 

dx 


-  2a  y  =  2a,  y( 0)  -  3 


dt 

29.  \r  — 


H-y  — 2.  y(0)  —  i 

3x2 


V  (0)  —  7Z 


2y  +  cos  y  * 

30,  y*  —  xey  =  2ey ,  y(0)  =  0 


31. 


dx  2 1  +  3 


v( 0)  =  - 1 


dt  2 y  -  2 

■-ij 

32,  ’t1''  cosh  a  *f  v  setih  a  —  cosh  a  , 


y(0)  =  1 


33,  (a)  Esboce  algumas  curvas  integrals  tipieas  da  equacao  dife- 

renda!  y*  =y  /  2a. 

(b)  Determine  unia  cquacao  da  curva  integral  que  passe  peto 
ponto  (2,  l). 

34.  (a)  Esboce  algumas  curvas  integrals  tipieas  da  equa^ao  dife¬ 

rencial  y*  =  -a  /y, 

(b)  Determine  uma  equa^ao  da  curva  integral  que  passe  pelo 
ponto  (3, 4). 


35-36  Resolva  a  cquayfio  diferencial  c,  cnulo,  use  um  recurso 
computacional  para  gerar  cinco  curvas  integrals  para  acquaqao, 

H  35.  (a2  +  4)--  +  a  v  —  0  hd.  36,  v'  +  2v  —  3^r  —  0 
dx 

37-38  R  esc  3  va  a  eq  nag  3 o  d  i  fe rene i  a  l  e  e n  tao  u  ti  l  i  /.e  u  m  rec  u  r- 
so  gra lie o  computacional  para  gerar  cinco  curvas  integrals  da 
equaqao, 


038,  yf  — 


v 


]  +  V2 


39.  Suponha  que  a  condigao  inicial  no  Exemplo  4  tivesse  si  do 
y(0)  =  0.  Mo st re  que  nenhuma  das  solucoes  geradas  no 
Exemplo  4  satisfaz  ossa  condigao  inicial  e  entao  resol  va  o 
problem  a  de  valor  inicial 

dy  ^ 

—  =  — 4av2,  v(0)  =  0 

dx 

Par  que  a  mdtodo  do  Exemplo  4  deixa  de  t’ornccer  essa  sol u^ do 
particulai? 

40.  Encontre  todos  os  pares  ordenados  (a;,.  y0)  tais  que  se  a  coei- 
diciio  inicial  no  Exemplo  4  for  irocada  por  v (-*,,)  =  y(r  entao  a 
solucao  do  problcmu  de  valor  inicial  resultante  estara  detinida 
cm  todos  numeros  reals. 


4L  Encontre  uina  equagao  de  uma  curva  quc  corte  o  eixo  x  no 
ponto  2  e  cuja  reta  tangente  cm  qualquer  ponto  (a,  y)  ten  ha 
inclinagao  xe  \ 
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•••••  42,  Use  itin  recur  so  gralteo  computational  para  gerar  Lima  curva 
que  passe  pdo  porno  ( I ,  E )  e  cuja  reui  range  me  cm  (x.  y)  seja 
perpendicular  a  rem  por  (x,  y)  com  indiriagao  -2y/(3,v"). 

43.  No  in st ante  i  =  0,  urn  tanque  contem  25  g  de  sal  dissolvidas  em 
50  litres  -de  dgua.  Entao  igua  salgada  eon  ten  do  4  g  de  sal  por 
litre  6  acrescentada  ao  tanque  a  uraa  taxa  de  2  Iitros/tnin  e  a 
solugao  misturada  6  drenada  do  tanque  a  mesina  tax  a. 

(a)  Quanto  sal  haven  no  tan  quo  nuni  instante  de  tempo  arbi¬ 
trary  t? 

(h)  Quanto  Sill  havera  no  tanque  apbs  25  mi  nut  os? 

44.  Urn  tanque  conic m  inieialmenie  200  guides  de  agua  pura.  Num 
it  is  tame  i  =  0,  £gua  salgada  contend®  5  libras  de  sal  por  galao  i5 
acrescentada  ao  tanque  a  uni  a  tux  a  de  20  guides  por  mi  nulo  e  a 
so  lug  So  mislumda  6  drenada  do  tanque  a  mesma  taxa, 

(a)  Quanto  sal  havera  no  tanque  num  instante  de  tempo  arbi¬ 
trary  t? 

(b)  Quanto  sal  haverd  no  tanque  apds  30  mi  nut  os? 

45 .  I i  m  i,  a  nc|  ue  com  u  i  na  ea  p  act  d  ade  de  1 .000  gal  de  s  c  on  (dm,  ini?, 
eialmente,  500  guides  de  agua  polufda  com  50  libras  de  poluen- 
te.  No  instante  t  -  0t  dgua  pura  e  acrescentada  a  uma  taxa  de  20 
guides  por  minuto  c  a  solugao  misturada  c  drenada  a  uma  taxa 
de  10  galdes  por  minuto.  Quanto  poluente  havera  no  tanque 
quando  ele  chegar  no  ponto  de  transbordar? 

4fi,  A  agua  em  um  lag®  polufdo  contem  iuidalmente  I  libra  de  sais 
de  meredrio  por  100.000  guides  de  agua.  O  l ago  6  circular  com 
um  dia  metro  de  30  metros  e  uma  profundi  dado  uni  forme  de 
3  metros.  A  agua  polufda  e  bombeada  do  lago  a  uma  taxa  dc 
1,000  gal  ties  por  bora  e  subsimn'da  por  agua  lie  sea  na  mesma 
taxa.  Con  sir  u  a  uma  label  a  que  mostre  a  qu  anti  dude  de  mere  U  no 
no  lago  (em  libras)  no  final  de  cada  bora,  por  utn  perfodo  de  12 
horns.  Discuta  qualquer  bipdlese  feila.  [Use  264  galbes/m  \] 

47,  (a)  Use  o  metodo  dos  fat  ores  integranles  para  deduzir  a  solu- 

qan  (27)  do  problema  tie  valor  initial  (25).  [No! a:  lembre 
que  c\  m,  e  g  sao  constames,] 

(b)  Mostre  quo  (27)  pode  scr  expressa  em  term  os  da  veloei- 
dado  terminal  (29)  com o 

»(0  =  e-*r/rM«c  +  vt)~  v, 

(c)  Mostre  que  se  ,v(0)  =  ,y0,  entao  a  fungao  posiqao  do  objelo 
pode  ser  ex  press  a  como 

j(r)  =  .s'o  -  M  +  —  (u0  4-  u*)0  “  e~*thr) 

8 

48,  S  upon  ha  que  urn  para-quedista  total  men te  equipado  pesando 
240  libras  ten  ha  uma  veloeidade  terminal  dc  1 20  pcs  por  scgim- 
do  com  o  p&ra-quedas  fee h ado  c  de  24  pcs  por  segundo  com  o 
p3ra-quedas  aberto,  Suponha  tamb£m  que  esse  p£ra-quedi$ta 
suite  de  um  aviso  a  uma  altura  de  1 0.000  pds*  caia  durante  25 
segundos  com  o  para-quedas  leehado  e  entao  caia  o  trajeto  res- 
[ante  com  o  pim-quedas  abort o. 

(a)  S  upon  do  que  a  veloeidade  micial  do  p^ra-quedista  seja 
Kero,  use  o  Exercfcio  47  para  encontrar  a  veloeidade  verti¬ 
cal  do  piira-quedista  e  sua  allura  no  instante  em  que  abrir  o 
para-quedas.  [Useg  =  32  pes/s2.] 

(b)  Use  uma  calculadora  para  cneontrar  uma  solugao  numerica 
para  o  tempo  tola!  em  que  o  para -q ued ista  permanece  no  at; 


49,  A  fig ura  abaixo  d  um  diagrams  esquemStico  dc  um  circuit® 
eldtrtco  em  sdrie  RL  bdsico,  que  eomein  uma  feme  de  energia 
com  uma  voltagem  dependentedo  tempo  de  V(t)  volts  (V),um 
resistor  com  uma  res  is  tend  a  cons  tante  de  R  ohms  (Q)  e  um 
indutor  com  uma  indtitancia  constantc  de  L  henrys  (H).  O  Icitoi 
que  nao  sou  her  nada  sob  re  dreuitos  deni  cos,  nao  precisa  se 
preocupar;  tudo  que  precisa  saber  e  que  a  teoria  da  eletrieidade 
afirma  que  uma  cor  rente  de  Jit)  amperes  (A)  flui  at  raves  do  cir- 
cuito  onde  /(/)  satisfaz  a  cquagao  ditercndal 

L—  +  RI  =  V(f) 
at 

(a)  Determine  /(/)  sc  R  =  IQ  Q,  L=  5  H,  V  for  a  constantc  20  V 
e  /(Q)  =  Q  A. 

(b)  Q  que  aeontece  com  a  corrente  em  um  Ion  go  peiiodo  de 
tempo? 

R 

- m - 

V(t) 

_  Figure  Ex-49 


DeteiTtiinc  Jit)  parao  drcuiloeletrico  do  Rxciefcio  49  se  R  =  6  Q, 
/,=  3  H,  V(t)  =  3  sen  /  V  e  /(())  5A. 


51.  Um  fbgtieie,  disparado  vert i cal mente  para  cima  a  parti r  do  re- 
ponso  no  instante  t  =  0,  tem  uma  massa  micial  dc  mv  (inclutndo 
o  eombuslfvel).  Supondo  que  o  combustfvel  seja  comumido  a 
uma  taxa  const  ante  A\  a  massa  m  do  foguete,  enquanto  o  com- 
bus  Live!  estiver  seitdo  queimado,  sci^  dada  por  m  ~  mt)  -  h. 
Pode  ser  mostrado  que  sc  a  resistencia  do  ar  for  desprezada  e  os 
gases  do  combustfvel  forem  expel idos  a  uma  veloeidade  cons- 
tante  c  em  relag  ao  ao  foguete,  entao  a  veloeidade  v  do  foguete 
ira  satisfazer  a  equaqao 


—  ck  —  mg 


ortdc  g  c  a  acelcraqao  da  grasidadc. 

(a)  Determine  e(0-  Icmbrando  que  a  massa  m  c  uma  fungao  dc  (. 

(b)  Suponha  que  o  combustfvel  seja  responsavd  por  80%  da 
massa  micial  do  foguete  e  que  todo  o  eombuslfvel  seja  con- 
sumido  em  100  segundos.  Determine  a  veloeidade  do  fo¬ 
guete  em  metros  por  segundo  no  instante  em  que  acabaro 
co m bu st fve I.  [ To m e  g  =  9,8  m/s  e-  c  =  2, 5 00  m/ s , j 

52,  U  ma  ba  lade  m  ass  a  m  6  di  spa  rada  vert  S  ca  I  me  ute  para  c  i  ma  co  m 
urn  a  veloeidade  i  metal  dc  v(i,  c  torna-se  inais  lenta  pda  I’orga 
dc  gravidade  c  uma  forqa  de  res i stone i a  do  ar  dc  kv\  onde  g  e 
a  aceleragao  constantc  dev  id  a  a  gravidade  e  k  uma  constantc 
positiva,  Enquanto  a  bala  move-se  para  cima,  a  sna  veloeidade 
u  satisfaz  a  equagSo 

dv  2 

m—  =  —{kv  +  mg) 
at 

(a)  Mostre  quo  sc  x  -  .v(f)  for  a  a  I  tura  da  bala  aci  ma  da  boca  da 
arma  no  instante  U  entao 

dv  , 

m v  —  =  —{kv  -ting) 
ax 
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(h)  Expresse  a  cm  termos  de  v  dado  que x  =  0  quando  v  =  viy. 
(c)  Supondo  que 

Vd  —  988  m/s,  g  —  9.8  ml s3 

in  =  3.56  x  It)"3  kg,  Ar  —  7,3  x  IQ-6  kg/m 


use  o  resuliado  nu  parte  (h)  para  eneommr  a  allura  aringida 
pela  bala.  \Suge\fav\  determine  a  vdocidade  da  bola  cm 
seu  porno  mais  alio,  j 


53-54  Suponha  que  um  lanquc  eomendo  uin  Ifquido  tenha  uma 
abertura  para  o  ar  no  topo  e  uma  salda  na  base,  alravds  da  qua  I 
o  liqukio  pode  ser  drenado.  Tem-sc  da  lei  dc  Torricelli  da  Fisica 
que  se  a  safda  I'or  aberta  no  insianie  t  -  0,  eniao  a  catia  instame  a 
prol'umiidade  h{i)  do  Ifquido  0  a  area  ,4(7?)  da  superffeie  do  Ifquido 
estao  relacionadas  por 

dt 


onde  k  6  uma  const  ante  post  it  va  que  depends  de  Tat  ores  eomo  a 
viscosidade  do  liqukio  e  a  area  da  segao  transversal  da  salda.  Use 
esie  resuliado  nesses  exerclcios*  supondo  que  h  seja  dado  em  pes+ 
A(!i)  em  pe.C  e  i  ein  segundos. 


53.  Suponha  que  o  tanque  dlindrieo  na  ligura  abaixo  esteja  eheio 
are  uma  pro  fun  didade  de  4  pes  no  instance  t  =  0  e  que  a  constan- 
te  na  Ed  dc  Torricelli  seja  k  =  0.025. 

(a)  Encontre  hit), 

(b)  Quantos  minutes  ird  levar  para  esvaziar  completameme 
o  tanque? 


54 i  Siga  as  orientaqoes  do  Exercicio  53  para  o  tanque  eilfndrico 
na  figura  abaixo,  supondo  que  o  tanque  esteja  eheio  ate  uma 
prof irn  didade  de  4  p£s  em  /  =  0  e  que  a  constant  na  lei  de  Tor¬ 
ricelli  seja  k  =  0,025. 


Figura  Ex -53 


Figura  Ex-54 


55*  Suponha  que  uma  particula  movetido-se  ao  longo  do  etxo.v 
eneoniTe  uma  lory  a  resisierUe  que  im prime  uma  aceleragao 
dc  a  -  dv/dt  =  —  —  tA  Dado  quo  x  =  0  cm  e  u  -  128  cm/s  em 
/  —  0.  encontre  a  veloeidude  v  e  a  posiqao.r  eomo  uma  fungao 
de  i  para  /  >  0, 

56*  Suponha  que  uma  particula  movendo-se  ao  longo  do  eixo  x 
c  neon  Ire  uma  lory  a  rests  rente  que  im  prime  uma  aceleragao 
de  ti  =  dv/dt  —  -  0*0 2 s/v.  Dado  que  x  —  0  cm  c  v  -  9  cm/s  em 
!  =  0,  determine  a  vetoeidade  v  e  a  posigao  x  eomo  uma  fun- 
yao  de  i  para  /  >  0. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


57.  I  )eterm  i  ne  u  m  prob !  em  a  de  val  or  in  ic  ial  c  uj  a  sol  ugao  sej  a 

f*  2 

v  —  COs  x  4-  f  e  1  dl 
Jo 

58*  (a)  Prove  que  q ua  1  que r  fu ngao  y  -  v(.v)  d  e  ti  nida  p  el  a  Equa  - 
gao  (9)  e  uma  solugao  de  (5)  no  intcrvalo  /* 

(b)  Co  aside  re  o  problema  de  valor  Inicial 

dy 

+  PWy  =  VW'  .vUo)  =  yo 

dx 

cm  que  as  fungdes  p(x)  e  q(x)  sao  am  has  contfnuas  num 
imervalo  aberto  /.  Usando  a  solugao  geral  de  uma  equa- 
gao  linear  de  prrmcira  ordem,  prove  que  este  problema 
dc  valor  inicial  tern  uma  sotugao  unica  ern  /. 

59*  Use  derivagao  implldta  para  provar  que  qualquer  fungao 
dil’ereneidvel  delinida  implicitamenie  por  (15)  6  uma  so- 
lugao  de  ( 1 2). 

60*  (a)  Pro  ve  que  as  so  I u  goes  nao  precise m  ser  dnicas  para 
p  rob  I  e  mas  dc  valor  inicial  mo-lmcaros,  cncontrando 
duas  solugoes  para 

Jv 

3  —  =  .v.  y(0)  =  0 

ax 

(b)  Prove  que  as  solugoes  nao  preeisam  existir  para  proble¬ 
ms  de  valor  inicial  nao-lineares*  most  ran  do  que  nao 
existe  solugao  para 

dv 

y-~  =  -Xi  y(0)  =  0 

dx 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  9.1 


1.  (a)  Civ)  (b)(iii)  (c)(i)  (dKii)  2-  Passo  1 :  Passo  2:  /.ty,  nci(.\)\  Passo  1:  —  j  jiq(x)dx  .1,  2:  e2x  +2xea 

dy 


4,  Passo  1:  h(y)  dy  =  g(x)dx:  Passo  2:  j  h (v)  dy  =  j  g(x)dx:  Passo  3:  H(y)  =  G(x)  +  C  5*  (a) 

dv  f T 

(b)  A  equacao  pode  ser  escrila  na  forma  y—  =  —  x  e  tern  a  solucao  v  —  V  3  —  —  1  <  x  <  L 

6-^+S-l5')<0>-30' 


dx 


y(0)  =  1 

v 
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9.2  CAMPOS  DE  DIREQOES;  METODO  DE  EULER 


Nest  a  seqdo,  reexam  inaremos  a  concetto  de  campon  de  dire  goes  e  discatiremos  am 
metodo  para  apmximar  numericamente  as  sol  a  roes  de  equagoes  de  primeira  ordetth  As 
aproximapdes  munericas  sdo  important  cs  nos  casos  cm  que  a  equa^iio  diferencial  ndo  pode 
sec  resol  vida  exatamente. 


Em  problemas  aplicados  onvolvendo  o 
tempo,  e  comum  usaf  t  como  a  varia- 
vel  independents  caso  3  m  que  esta- 
r&mos  int®r@a$ados  em  equagtos  da 
forma  /  =  /(/,  y),  onde  yf  =  dy/tti. 


m  FUNQOES  DE  DUASVARIAVEiS 

Aqui,  estaremos  interessados  em  equag&es  de  primeira  ordem  que  sao  expressas  com  uma 
derivada  sozinha  de  um  I  ado  da  equagao.  Por  cxcmpLo, 

>■'  ~  x'  e  yF  =  sen  (xy) 

A  primeira  dessas  equ agues  envoi ve  somentex  no  lado  direito,  logo  tern  a  forma  y  -fix). 

Porcm,  a  segunda  equagao  cnvolve  x  cy  no  lado  direito,  logo  tern  a  forma  /  =  f{x>y),  ondc 

o  simbolo  f( x,  v)  representa  uma  fungao  das  duas  variaveis  x  c  y.  Mais  adiante  no  livro  es- 

ludaremos  com  maior  pmfundidade  f  ungous  deduas  variaveis,  mas  por  ora  basta  ponsarem 

fix.  y)  como  uma  formula  que  produz  uma  unica  said  a  quando  forem  dados  como  en  trad  as 

valores  de  x  e  y.  Por  exempkg  se  .. 

f(x,  v)  =  .v"  +  3v 


se  as entradas forem x  =  2ey  =  -4, entao a safda  £ 

f(2,  -4)  =  2'  +  3(-4)  =  4  -  12  = -8 


Em  cad  a  ponto  (x,  y)  de  uma  curve 
integral  /  =  /0;r),  a  reta  tangente 
tern  incISnagao  fix.  y). 


Figura  9.2,1 


■  CAMPOS  DE  DIREQOES 

N a  Segao  6.2,  introduzimos  o  conceito  de  um  campo  de  diregoes  no  contexlo  das  equagdes 

difereneiais  da  forma  y  =  /(x);  os  mesmos  prinefpios  aplieam-se  aequagoes  difereuciais  da 

forma  , 

v  =f(x,y) 

Para  vcr  isso,  vamos  ncvisara  itleia  basics.  Se  interprelarmos  y’  como  a  inclina^ao  da  rela  tan- 
geiue,  cniao  a  equagao  difercncial  alirma  que  cm  eada  ponto  (x,  y)  sobrc  uma  curva  integral, 
a  inclinagao  da  reta  langenie  e  igual  ao  valor  de  /  naquele  porno  (Figura  9.2.1).  Por  exeinplo, 
suponha  que  fix,  y)  -y- x,  caso em  que  tenios  a  equagao  diferencial 


v  =  y  -  .v 


(0 


Uma  descrigao  geomerrica  do  conjumo  de  curvas  integrals  pode  ser  obtkla  escolhendo-se 
uma  malha  ret  angular  de  pontos  no  piano  xy,  calc  til  an  do -se  as  inclinagoes  das  ret  as  tangent  es 
as  curvas  integrals  nos  pontos  da  malha,  e  dc  sen  ha  ndo  pequcnos  scgmcntos  das  retas  tangen- 
tes  naqueles  pontos,  A  figura  resultante  e  ehamada  de  campo  de  diregoes  ou  um  campo  de 
inclinagoes  para  a  equagao  diferencial  porque  mostra  a  Aliregao"  ou  a  "indinagao5'  das  cur¬ 
vas  integrals  nos  pontos  da  malha.  Quanto  mais  pontos  forem  us  ados  na  malha,  melhor  sera 
a  descrigao  das  curvas  integrals.  Porexemplo,  a  Figura  9.2.2  mostra  dois  campos  de  diregoes 
para  (1)  —  o  primeiro  obtido  a  mao  usando  uma  malha  de  49  pontos  mostrado  na  tabela  em 
anexo,  c  o  segimdo,  que  da  uma  imagem  mais  clara  das  curvas  integrals,  foi  obtido  usando 
uma  malha  de  625  pontos  e  um  CAS. 

Aeon  fece  que  a  Equagao  ( 1 )  pode  ser  resol  vida  exatamente,  ja  que  pode  ser  escriia  como 

y  -  v  -  -x 

que,  por  comparagao  com  a  Equagao  (5)  da  Segao  9.1,  6  uma  equagao  linear  de  primeira 
ordem  com  pix)  -  -i  e  q(x)  =  -x.  Deixamos  a  cargo  do  lei  tor  usar  o  metodo  dos  fat  ores  inte~ 
gi antes  para  mostrar  que  a  solugao  geral  dessa  equagao  6 

y  -  x  +  I  +  Cex  (2) 

A  Figura  9,2.3  mostra  algumas  curvas  integrals  sobreposlas  ao  campo  de  diregoes.  Observe, 
porem,  que  nao  e  neccssario  ter  a  solugao  geral  para  cons Iruir  o  campo  de  diregoes.  Na  reatb 


Capitulo  9  f  Modelagem  Mateinatica  com  Equates  Diferenciats 


vaejorhs  i  >b  fix.  v)  =  y  -  x 


y  =  -3 

y  -  -2 

y  =  -l 

y  =  0 

y=  1 

y  =  2 

if 

jt  =  “3 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

x  =  -2 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

A  =  - ! 

-2 

- 1 

0 

1 

2 

3 

4 

x  —  0 

-3 

-2 

-i 

i) 

1 

2 

3 

A  =  1 

-4 

-3 

_2 

-1 

0 

1 

2 

A  —  2 

-5 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

x  -  3 

-6 

-S 

-4 

-3 

_2 

-1 

0 

Fi^ura  9.2.2 


Confirms  quo  o  primoiro  carapo  do  di- 
reg5e$  na  Flgura  9.2.2  esta  de  acoido 
com  os  vaiores  na  Eabeta  em  anexa 


dade*  os  campos  de  diregoes  sao  import  antes  principalmente  porque  podem  ser  construidos 
nos  casos  eni  q ue  a  equagao  diferencial  nao  pode  ser  resolvida  exatamenle. 


►  Exempt  1  No  Exemplo  7  da  Seglo  9. 1  consi  dentines  um  problema  de  mislura,  no  qua  I  a 
quantidade  de  sal  y(f)  eni  um  tanque  no  instante  /  t’oi  most  rad  a  satisfazer  a  equagao  diferencial 


+-v 


X 

> 


Figura  9.23 


que  pode  ser  reeserita  eomo 


dy  y 

~Jt  +  20 


Subsequeniemenie,  encontramos  que  a  solugao  genii  dessa  equagao  e 

>■(>)  =  2<X)  +  Ce~'m 


e,  entao,  enconiramos  o 
[a  quant idade  c on bee  i  da  de  sal  y(0)  no  instante  f  =  (>].  No  entanto,  tem-se  a  parti r  de  (4)  que 


Jim  y(f)  =  200 

r 


Flyura  9.2.4 


para  todos  os  v  a  lores  de  C  portanto  nao  importando  a  quantidade  de  sal  presente  inieialmen- 
te  no  tanque,  a  quantidade  de  sal  no  tanque  vai  acabar  estabilizando-se  em  200  libras,  lsso 
pode  ser  visto  tainbeni  geomefri  cam  erne  a  panic  docampo  de  diregoes  para  (3),  mostrado  na 
Figura  9,2.4.  Esse  eanipo  de  diregoes  sugere  que  se  a  quantidade  de  sal  presente  imcialmente 
no  tanque  for  maior  do  que  200  libras,  entao  da  ira  decrescer  regularmente  no  tempo  cm  di- 
regao  ao  valor  limits  de  200  libras  e  se,  inieialmente  for  menor  do  que  200  libras,  entao  ela  ira 
crcscer  regularmente  eni  diregao  ao  valor  limitc  dc  200  libras.  Q  eanipo  de  diregoes  tambein 
sugere  que  se  a  quantidade  presente  inieialmente  for  de  exalamente  200  libras,  entao  a  quam 
lidade  de  sal  no  tanque  permaneeera  constante  nas  200  libras,  lsso  i  am  hem  pode  ser  visto  de 
(4),  uma  vez  que  C  =  0  neste  caso  (verifique).  M 


m  METODO  DE  EULER 

Nosso  proximo  objetivo  e  desenvolver  tun  metodo  para  aproximar  a  sol ugao  de  um  problema 
de  valor  initial  da  forma 

y*  =  /U-  y),  y(x0)  =  yo 


Nao  vamos  tentar  aproximar  y(x)  para  todos  os  valores  de  x;  em  vez  disto,  vamos  escolher  um 
pequeno  incrcmcnto  Are  localizar  na  aproximagao  dos  valores  de  y(x)  numa  sucessao  de  valores 
de  x  disunites  At  unidades  urn  do  otttro,  comeg ando  em  x;r  Vamos  denotar  esses  valores  de  x  por 


X\  —  Xq  4-  Ax,  X2  —  X|  +  Ax,  X3  —  X2  +  Ax,  X4  —  X3  +  Ax, . . . 
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S.HS.'i.HK  WK  i*.’ 


■■ ■  ■S  ■■■  S  -S  ■>  'i  “S  -Vi  **r 


(v4-  y.}) ' 


(%  y,:) 


/•  /  /  jf  /  >  /  x  p  y  .-■ 

*  ft  f  f  t  f  i •  f  f  f  f  f  f  f 

/  ity  *  >;/  //V  t  'ft  *.'*.*  'fit 

/  jf.'V.y  /.y  /  <./;/  /  /y  /y;/ 

r  ft  ft  if  it.f-t.tt-f-~iti.it 
t  t  f  i  t  it  t  t  t  f  i  t  f  t  t  t  t  t  t 
t  f  f  i  f  /  t  f  t  t  ,/  /  f  t  /  f  t  t  /  / 

t  f  J  t  /  t  t  !  t  t  /  f  f  t  /  /  f  t  /  t 

t  >  Ittit  tit  tttf  i  i  !  i  t  ! 
t  t  t  t.  f  i  t  f  i  t  f  i  i  f  t  t  i  t  t  i 

t  r  t  t  f  t  t  f  f  t  f  t  t  f  t  f  f  t  i  f 

f  f  t  s  f  f  }  f  I  /  i.i  i  t  t  t  f  t  i  i  t 

I  /  i  t  /  t  t  t  t  i  t  i  t  /  t  t  l  f  t  ' 

t  f  i  t  l  t  I  i  t  t  (  *  f  if  f  f  i  !  I 


(X 


fl+-  L’  y  Hi  f-  t 


->^i-yw 


Rfjum  9.2*6 


e  denotaremos  as  aprox  imagoes  de  y(x)  nesses  pontos  par 

3'(.Vi).  Vj  «S  v(A'2>.  V?  as  y(.r,)T  >’4  as  y(_r4), . . . 


V'l 


A  iconic  a  que  ire  m  os  descrever  para  obler  estas  aprox  imagoes  e  chain  ad  a  de  metodo  de  Euler. 
Em  bora  haja  mclhores  tnctodos  de  aprox  imagao  disponfveis,  mint  os  deles  us  am  o  metodo  de 
Euler  co mo  ponio  de  partida,  de  modo  que  e  importante  enleiider  os  concedes  subjacenies. 

A  kieiu  basica  do  metodo  de  Ruler  6  comegar  no  ponto  inicial  eonhecido  (a;i+  >'lJ  e  tra- 
gar  um  segmento  de  reta  na  diregao  deierminada  pelo  campo  de  di redoes  ale  atingir  o  ponto 
(al,  yr)  coni  coordenada x  igual  a  ae  =  as,  fAa  (Figura  9,2.5),  Se  Aaj  for  pequeno,  entao  c  razo- 
avel  esperar  que  este  segmento  de  ret  a  nao  desviard  muito  da  curva  integral  v  -  y(  v)  e,  ass  i  in, 
v,  devera  aproximar  muito  bem  \-(jrl),  Para  obter  as  aprox  imagoes  subseq  dentes,  repet imos  o 
processo  usando  o  campo  de  di  redoes  como  um  guia  a  cada  pas  so.  Comeg  ando  no  extreme 
(A'r  yt),  l  ray  am  os  um  segmento  de  rota  determinado  pelo  campo  de  diregdes  ate  atingirmos 
o  ponto  (Xy,  y2),  com  coordenada  a  igual  a  x2  =  jq  +  Ax,  o  deste  ponto  tr  again  os  um  segmento 
de  ret  a  determinado  pelo  campo  de  diregoes  ate  o  ponto  (xp  y:),  com  coordenada  a  igual  a 
jc,  —  x2  +  Ax,  e  ass  ini  por  diante.  Con  lorme  indicado  na  Figura  9.2.5,  isso  produz  uma  I  inha 
poligonal  que  tende  a  seguir  de  perto  a  curva  imegraL  Portanto,  e  razoavel  esperar  quo  os 
valorem  v,  y2,  yv  yp>,,  aproximem  muito  hem  x(x2)> )ix$\  v(a4),..., 

Para  explicar  como  podem  ser  calculadas  as  aprox imagoes  \\*  >,*  v^.^vamos  foea- 
lizar  um  segmento  de  reta  tfpico.  Con  forme  indicado  na  Figura  9.2.6,  stiponha  que  tenha- 
mos  eneontrado  o  ponto  (a,  ,  yj  e  que  queiramos  determinar  o  proximo  ponto  (  vj2+l,  vjj4|)5 
onde  xn+  L  —  AJr  -f  Ar.  Como  a  inclinaqao  do  segmento  de  reta  ligando  esses  pontos  6  deier¬ 
minada  pelo  campo  dc  diregoes  no  ponto  iniciaU  a  indmagao  e  /( xf:,  yj,  c  portanto 


JWi  -  y«  JVi+|  -;J,| 


A  A 


—  ./  Crfl .  ytJ ) 


-Ot-t-  E  “  A-rt 

a  qual  pod  cm  os  rcescrcver  como 

}'r i+l  =  >«  +  f{xn*  y„)  Ax 

Esta  formula,  que  e  o  ponto  central  do  metodo  de  Ruler,  nos  diz  como  usar  eada  aproximagao 
para  ealcular  a  proxima. 


Metodo  de  Euler 

Para  aproximar  a  solugao  do  problema  de  valor  inicial 

/  =  fU  y  y),  v(ao)  =  y0 

procedemos  como  segue: 

Passo  1  Escolha  um  ml  m  era  A  a  diferente  de  zero  para  servir  como  um  incremento  ou 
tamanko  de  pas  so  ao  I  on  go  do  eixo  xt  e  sejam 

Xi  =  Xq  -|-  A  a,  x%  —  A' i  -F  Ax*  a  a  “  xx  +  Aa+  * , , 

Passo  2  Galenic  sucessivamente 

>’3  =  Jo  +  f(*0>  Vo)  A  A 

>2  “  )ri  +  f(xy>  >fi)AA 
J3  =  J2+  f(X2ty2)&X 

- 

M 

>«-i  =  ,v„  +  f(x„,  y„)  A.v 

Os  numeros  y,,  y2,  y,,...  ncssas  cquacocs  sao  aproximagoes  de  y(jrt),  y(x2), 
y(A3) . 
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►  Exemplo  2  Use  o  metodo  de  Euler  com  o  tamanho  de  passo  0,1  para  lazer  Lima  tabela 
de  valores  aproxjmados  cia  solu^ao  do  problem  a  de  valor  initial 

/  =  y-x,  v(0)  -  2  (5) 

no  intervale  0  <  x  <  I . 

Solu^ao  Neste  problema,  terries  que  f(xt  y)  =  y  -  x  ,  xa  =  0  e  y,,  =  2,  A I  dm  disso,  uma 
vez  que  o  tamanho  de  pas  so  6  0,1,  os  valores  de  x  nos  quais  os  valores  aproximados  serao 
obtidos  sao 

X\  =  0,  l„  X'2  ~  0,2,  a>  ss  0,3, . .  „ ,  —  0,9,  .v i o  =  I 

As  ires  primeiras  aproxima^oes  sao 

Ji  =  yo  +  f(x 0t  yo)A  v  =  2  4-  (2  -  0)(0J)  =  2;2 

yi  —  +  f(x it  yi) A,v  —  2,2  +  (2,2  —  0J)(0J)  =  2S4 1 

-  V2  +  /(-Qt  yi)&x  =  2,4 1  +  (2,4 1  -  0,2){0t  t)  =  2.63 1 

Aqui  esla  uma  maneira  de  organ izar  as  JO  aproximagoes  arredondadas  para  5  casas  deci- 
mais: 


MllTQDO  !>!■ 

HUU-R  PARA  \ 

*'  =  y-x*y{ P)  = 

2  com  Ax  =  0J 

n 

x« 

yn  )a.l 

>Wi  =y„+Ax„,y„)&x 

0 

0 

2,00000 

0.20000 

2,20000 

1 

0,1 

2,20000 

0,21000 

2,41000 

2 

0.2 

2,41000 

0,22100 

2.63100 

3 

0,3 

2,63100 

0,23310 

2,86410 

4 

0.4 

2.86410 

0.24641 

3,1 1051 

5 

0,5 

3,11051 

0,26105 

3,37156 

6 

0.6 

3.37156 

0.27716 

3.64872 

7 

0,7 

3,64872 

0,29487 

3,94359 

8 

0,8 

3.94359 

0,31436 

4,25795 

9 

0.9 

4,25795 

0,33579 

4,59374 

10 

1,0 

4.59374 

— 

- — 

Observe  que  cad  a  emrada  na  ultima  eoluna  lorna-sc  a  pioxima  cnlrada  na  terccira  eoluna,  -M 


Conic  procedi rnento  pr^nico.  o  erro 
absolute  nuina  a  proximate  produ- 
zeda  pelt?  metodo  de  Euler  e  aprexi- 
madamente  proportional  ao  tamanho 
da  passo;  assim,  reduzindo  o  tama¬ 
nho  de  passo  pel  a  metade  reduz-se 
apraxirnadamente  oserros  absolute 
e  percentuai  pete  metade.  PorPm, 
reduzindo-se  o  tamanho  do  passo 
tamppm  aumenta  a  quantldade  da 
compu(a$5o.  aumentando.  desse 
modor  o  potential  para  nrvaFS  erros  de 
arrendondamento.  Deixaremos  os  de- 
taEhes  do  esiudo  da  questao  da  erros 
para  curses  de  Equaqbes  Diierenciais 
ou  de  Analise  Numerica. 


8  PRECISAO  DO  METODO  DE  EULER 

Tern-se  apart ir  de  (5)  e  da  eondi^ao  inieial  y(0)  =  2  que  a  solugao  exata  do  problema  de  valor 
inicial  no  Exemplo  2  6 

y  =  x  +  1  +  e x 

Assim,  riesse  caso,  podemos  comparer  o  valor  aproximado  de  y(x)  produzido  pelo  metodo  do 
Euler  com  a  aproximagSo  decimal  dos  valores  exatos  (Tabela  9.2, 1 ).  Na  Tabela  9.2, l ,  o  erro 
absolute  6  calc ul ado  como 

jvalorexato  -  aproximagao] 

e  o  erro  percentuai  como 

|  vat  or  ex  at  o  —  apro x  i  m  agao  | 

— ~  .  ■  ="  X  J  tJU  /p 

|valor  exato  | 
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Tabela  9.23 


X 

SOI.LjCAO 

HX  AT  A 

APK{  >X  EM  At;  AO 

m  HULhK 

liRKO 

AHSOl.l  to 

fkko 

I’HRCtHNTUAI, 

0 

2,00000 

2,00000 

0,00000 

0,00 

03 

2,20517 

2,20000 

0,00517 

0,23 

02 

2,42140 

2.41000 

0.01140 

0.47 

03 

2,64986 

2.63100 

0,01886 

0,71 

0,4 

2,89 1 82 

2,86410 

0.02772 

0.96 

03 

3,14872 

3,11051 

0,0382 1 

1,21 

0.6 

3.42212 

3,37156 

0.05056 

1.48 

0,7 

3,71375 

3.64872 

0,06503 

1,75 

03 

4.02554 

3.94359 

0.08195 

2.04 

0,9 

4,35960 

4,25795 

0,10165 

233 

3 .0 

4.71828 

4.59374 

0.12454 

2.64 

EXERCICIOS  DE  COMPREENSAQ  9.2  (Verpagina  602  para  respostas.) 


1 .  Assode  CEida  equate  difereneial  com  sen  campo  do  di reifies. 

(a)  yf  =  y _  (b)  yf  =  2xy _ 

(c)  y  =e~y _  (d)  yf  =  lxy1 2 _ 
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2*  Na  I i  aura  abaixo  c  dado  o  campo  do  di redoes  do  y;  =  v/.v  nos 
[ 6  pernios  de  mal ha  (a,  y),  em  que  x  =  “2,  -  I ,  1 ,  2  e  y  -  -2,  - !  , 
1 ,  2.  Use  esse  campo  de  di  redoes  e  um  raciocfmo  geom&rico 
para  cnconlrar  a  curva  integral  que  passa  pelo  pomo  (1, 2). 
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Figure  Ex-2 


3,  Quando  utilizamos  o  metodo  dc  Euler  no  probJcma  de  valor 

inicial  y'  =  fix,  y),  v(.vq)  =  vqs  obtemos  y„+i  a  partir  de 
yfjT  xfl  e  A  a  por  mcio  da  formula  y,!+ \  = _ > 

4,  Cons  id  ere  o  pmblema  dc  valor  inicial  yf  —  y,  y(0)  —  I. 

(a)  Use  o  nidtodo  dc  Euler  coin  eineo  pass  os  para  aproxiinar 
><!)« 

(b)  Qu  at  6  c  valor  ex  aio  tie  y ( 1 )  ? 


EXERCICIOS  9-2  0  Recurso  Grafico  [c]CAS 


1.  Esboce  o  campo  do  diregoes  para  y'  =  jcyf  4  nos  25  pent  os  de 

malha  (x,  y),  dados  por  a  =  -2, -1 . 2  e  y  =  -2,  -t  2. 

2,  Esboce  o  campo  dc  dircgocs  para  y'  +  y  —  2  nos  25  pontes  dc 

malha  (v,  yf  dados  per  a  =  0,  1 . 4  c  y  =  0.  1  4. 


X  Um  campo  de  di  redoes  para  a  equagao  diferencial  y*  =  1  -  v 
esta  mosirado  na  figura  em  artexo.  Em  cada  parte,  esboce  o  g  ra¬ 
il  co  da  solugao  quo  satis  fa/  a  condiqao  inicial. 


(a)  y{0)  =  -1 


(b)  y(0)  =  1 


tc)  y(0)  =  2 
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Figura  Ex-3 


:  4.  Kcsolva  o  problem  a  dc  valor  initial  no  Exercicio  3  e  use  urn 

recurso  grdfico  computational  para  confirmar  que  as  curvas  in¬ 
tegrals  dessas  solugdes  estao  dc  acordo  com  os  esbogos  obtidos 
a  partir  do  campo  de  diregoes. 

5.  Um  campo  dc  dire  goes  para  a  equagfto  di  fere  tidal  y*  =  ly  -  x 
csta  na  abaixo.  Em  cat! a  pane,  csboce  o  grdfico  da  solu- 
gao  que  satisfaz  a  condi  gao  iniciai. 

(a)  y(!)  =  t  (b)  v(0)  =  -1  (c)  >'(-!)  =  0 
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l’igura  Ex -5 


-!  6.  Kcsolva  o  problem  a  de  valor  initial  no  Exercicio  5  e  use  um 
recurso  grafico  computational  para  coufirmar  que  as  curvas  in- 
teg  ra  is  dessas  solugOes  estao  de  aeordo  com  os  esbogos  obtidos 
a  partir  do  campo  dc  di  redoes. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


7.  Use  o  campo  tie  diregoes  no  Exercicio  3  para  fa/er  uma  con¬ 
jee  Lura  sobre  o  com  portamento  das  sol  agues  de  /  =  1  -  v 
quando  x  — h-og,  e  confirme  sun  conjectura  ex  am  in  an  do  a 
solugao  gem  I  da  equagao, 

8*  U sc  o  campo  dc  diregdes  no  Exercfcio  5  para  fazer  uma 
conjectura  sob  re  o  et’eito  dc  y0  no  comport  a  memo  da  so 
kiguo  do  problems  de  valor  initial  y  -  2 y  -  ,v,  y(0)  -  y0 
quando  x  — >+o^\  c  veriftque  sua  conjectura  ex  a  ini  nan  do  a 
solugao  do  problem  a  de  valor  iniciai. 

9.  Em  cad  a  parte,  as  socle  a  equagao  difcreneial  com  o  campo 
de  dire  goes,  e  ex  pit  que  o  sen  raciocimo. 

(a)  y*  —  I  lx 

(d)  y*  -  y1  -  I 

(f)  y*  =  (sen  .x)(sen  y) 


(b)  y  =  1/ v 

,  ,  ,  x  +  y 
(e)  v  — 
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Fignry  E\-9 


Fcl  10,  Se  o  leitor  dlspuser  de  um  CAS  ou  um  recurso  grallco  compu- 
tacionai  capaz  de  gerar  campos  dediregoes,  consuke  o  manual 
e  veriftque  as  res  post  as  obit  das  no  Exercfcio  9  gerando  os  cam- 
pos  tic  dire  goes  para  as  equagoes  diferenciais. 

1 1 ,  (a)  Use  o  m etotl o  de  Eul  er  eo  m  u  m  t  a m an  h  o  dc  pas  so  A  x  =  0,2 

para  aproximar  a  solugao  do  problems  de  valor  iniciai 

/  .=  -v  +  _v,  y(0)  -  I 

no  intervalo  0  <  x  <  L 

(b)  Resol  va  exatamente  o  problema  de  valor  initial,  e  ealcule  o 
erro  e  o  erro  pcrccntual  cm  cad  a  apraximagao  da  parte  (a). 

(c)  Esboce  a  solugao  exata  c  a  solugao  aproximada  no  mesmo 
si  sterna  de  coordenadas, 

12,  Allrmou-se  no  final  dost  a  segdo  que,  reduzindo  o  tamanho  do 
passo  no  indtodo  de  Euler  pela  inetade  rednz-se  aproximada- 
mente  pcJa  metade  ,  tainbdm,  o  e  rro  em  cad  a  aproximagao, 
Confirme  quo  o  erro  em  y(  I )  flea  reduzido  aproximadamente 
a  metade  se  o  tamanho  de  pas  so  usado  no  Exercfcio  1 1  for  de 
Ax  —  0,1, 
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13-16  Use  o  metodo  de  Euler  com  tamanlio  de  passo  Ax  ou  At 
para  aproximar  a  solugao  do  problems  de  valor  i  racial  no  intervalo 
dado,  Apreseme  sua  resposta  como  uma  tabela  eum  grdfieo. 


13.  dy/dx  =  *fy%  >(0)  =1,  0  <  x  <  4,  Ax  =  0,5 

14.  dyfdx  —  .v  —  y2,  y(G)  =  1,  0  <  x  <  2,  Ax  =  0,25 

15.  dy/dt  =  cosy,  y(0)  =  lt  0  <  t  <  2,  A;  =  0,5 

16.  dy/dt  =  e~-\  y(0)  —  0,  0  <  t  <  1,  At  —  0,1 

17.  Considers  o  problems  de  valor  idcial 

y'  =  senjrf,  y(0)=0 

Use  O  mdtodo  de  Euler  com  5  passes  para  aproximar  y(  I ). 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


IS.  (a)  Mostre  que  a  solugao  do  problema  de  valor  iniciaJ 
yf  -  y(0)  =  0  e 

y(.v)  =  f  e~t2di 
Jo 


Use  o  metodo  dc  Euler  com  Ax  =  0,05  para  aproximar 


o  val  or  dc 


e  ji  dt 


e  compare  a  resposla  com  aquela  produ^ida  per  urn 
rccurso  computational  com  eapaeidade  de  imegiagao 
niimdrica. 


39,  A  (igura  abaixo  m  ostia  uni  canipo  dc  di redoes  para  a  equa- 
gao  differencial  y'  =  -  a7v, 

(a)  Use  o  canipo  de  di  redoes  para  estimar  yf  V)  para  a  solu- 
gao  quo  satis faga  a  eondigao  incial  y(0)  =  I . 

( b)  Co  m  pare  a  su  a  est  i  m  at  i  va  ao  val  or  ex  at  o  de  y  { | ). 
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Figum  Ex- 1 9 


2ft.  Considere  o  problema  tie  valor  initial 


dy  _  4y 

dx  2  T 


y(0)  =  1 


(a)  Use  o  metodo  de  Euler  com  tamanho  dc  passo  Ax  =  0.2: 
0.1  ■  0,05  para  obter  ties  aprox imagoes  dc  y(i). 


(b)  Esboce  as  tres  aproximagdes  versus  A.v  e  fag  a  uma 
conjeetura  sobre  o  valor  exato  de  y(  1 ),  Explique  o  seu 
raciocinio. 

(c)  Verilique  a  sua  con jectura  enconirando  exatamente  y(  l ), 

21.  Dizemos  que  lieu  campo  de  diregdes  da  forma  yJ  —  fix)  € 
uuiomnuK 

(a)  Explicate  per  quo.  para  campos  de  diregoes  autonomos, 
os  s  eg  memos  de  retas  tangemes  ao  longo  de  qualqucr 
reta  hori/onial  sao  paralelos. 

<b)  A  pa  I  av  ra  autonomo  si  g  ill  1  ica  '1  nde  pendente'' .  Em  qu  e  sen  - 
tide  e  independetue  am  campo  dc  diregoes  aittonomo? 

(c)  Sej am  Giy)  u  ma  ant  i  de ri  vada  de  I  / 1  fix)  \  e  C  u  m a  cons  - 
lantc.  Expliquc  por  que  qualquer  time  So  dcnvavel  de  fi- 
nida  impliciiameme  por  (7ty)  -  -r  =  C  e  uma  solugao  da 
equagiio  yf  ™  /(y). 

22*  (a)  Resol  va  a  cquagao  y'  —  y fy  e  most  re  que  qualquer 
solugao  que  nao  seja  const  ante  tern  urn  gnifico  que  e 
edneavo  para  cima  cm  toda  parte. 

(b)  Ex  pi  i que  como  a  concluslo  da  parte  (  a)  poderia  ser 
obdda  di retamente  a  parti r  da  equagao  yr  —  ^/y,  sem 
resolve-la. 

23.  (a)  Use  deiivagfio  implicita  para  eneontrar  urn  campo  de  di¬ 

regoes  ctijactirva  integral  que  passa  pelo  porno  (L  1 )  seja 
dclinlda  tmplicitainente  pel  a  equagao  ay  —  x~y  =  0.. 

(b)  Pi'ove  t|ue  se  y(x)  e  uma  curva  integral  qualquer  do  cam¬ 
po  de  diregoes  da  pane  (a),  enlao  .v [y(-v)]3  —  a  “  v(a>  e 
uma  fungao  constante. 

(c)  Encontre  u  ma  eq u  agao  q  ue  de  fi  tia  i  mpli  eitamen te  a  cur- 
va  integral  que  passa  pelo  ponto  (-1,  -1 )  do  campo  de 
diregoes  da  parte  (a). 

24,  (a)  Use  derivagao  implicita  para  eneontrar  um  campo  dc  di- 

reebes  cujacurva  integral  que  passa  pelo  ponto  (tl  0)  seja 
deftnida  iinplicitainente  pel  a  equagao  .ve-v  +  yex  —  0. 

(b)  Prove  que  se  y(.v)  d  uma  curva  integral  qualquer  do 
campo  de  diregoes  da  parte  (a),  entao  .ve  v: +  )h(.v)cJ 
e  uma  fungao  constante^ 

(c)  En co  nt  re  u  ma  eq  uagao  q  1  ic  dc  fi  na  i  m  pi  i  c  itamcn  te  a  cur¬ 
va  integral  que  passa  pelo  ponto  (L  I)  do  campo  de 
diregoes  da  parte  (a). 

25*  Expliquc  a  conexno  entre  o  tnetodo  dc  Euler  c  a  a  proximo- 
gao  linear  local  disci  it  id  a  na  Segao  3*8  (ver  Volume  1  )* 

26.  Considere  o  problema  de  valor  inicial  yf  =  y?  y(0)  =  1  e 
seja  yls  a  aproximagao  de  y(l )  usando  0  metodo  de  Euler 
com  n  pas  sos, 

(a)  Faga  uma  conjcct  u  ra  sob  re  o  valor  oxaU  >dc  !iny,..t w  y„ . 
Expliquc  seu  raciocmio. 

(b)  Encontre  uma  formula  explicit  a  para  yn  c  use- a  para 
confer!  r  sua  conjcct  Lira  na  parte  (a). 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  9.2 


1.  (a)  IV  (b)  111  (c)  1  (d)  II  2.  j  =  2x,jc>0  3.  y„  +  /(jt„.v,() A.v  4.  (a)  2,48832  (b)  e 
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9.3  MODELANDO  COM  EQUAQOES  DIFERENCIAIS  DE  PRIMEIRA  ORDEM 


Como  mu  it  as  das  teis  fundamentals  da  Ffsica  e  das  Ciencias  Socials  envolvem  taxas  de 
variagdo,  nao  devena  constitute  uma  su  epees  a  que  tais  lets  sejam  mod  cl  ad  as  par  eqitagdes 
diferen  ciais.  Nest  a  segdo,  discut  iremos  as  ideias  gerais  de  rnodelagcm  com  e  qua  goes 
diferenciais  e  investigaeemos  alguns  mode  l  os  import  antes  que  pod  cm  ser  aplieados  ao 
crescimento  populacionai  a  datagdo  par  carbon  o,  d  Medici  no  e  d  Ecologia. 


M  CRESCIMENTO  POPULACIONAL 

Uni  dos  modelos  mais  simples  de  creseinicnto  populacionai  csta  bascado  na  observagao  dc 
que  qua  ndo  populagdes  (pcssoas,  plan  las,  bacterias  e  moscas-das-frutas,  por  exemplo)  nao 
estao  restritas  por  limitagoes  anibientais,  elas  tendem  a  ere  seer  a  uma  taxa  proporcional  ao 
Lamanho  da  populagao  ~  quanto  maior  lor  a  populagao,  mais  rapidameme  ela  ere  see. 

Para  tradtizir  este  principio  em  urn  modelo  matematieo,  suponha  que  v  =  v{/)  denote  a 
populagao  no  ins  tame  r.  A  cad  a  mo  memo,  a  lax  a  de  crescimento  populacionai  em  relagao  ao 
tempo  e  dyldp  port  an  to  a  hipdtese  de  que  a  taxa  de  crescimento  seja  proporcional  a  populagao 
c  descrita  pel  a  equagao  diferencial 


dy 

~dt 


=  ky 


(1) 


onde  k  d  uma  const  ante  de  proporc  ion  alidade  positiva  que  pode  ser  usual  men  te  determ  inada 

experimentalmente.  Ass  ini,  sc1  a  populagao  for  eonhecida  em  algum  instante,  digamos  y  -y,, 

cm  t  =  0,  entao  a  formula  geral  para  a  populagao  j(f)  pode  scr  obtida  resolvcndo-se  o  proble- 

ma  de  valor  inieial  . 

d  v 

-f-  -  ky.  y(0)  =  jo 
at 


■  FAR  M  AGO  LOG  I A 

Quando  uma  droga  (digamos,  penidlina  ou  aspirina)  e  adniinistrada  a  um  indivfduo,  daemra 
na  correme  sangiiinea  e,  entao,  e  absorvida  pelo  corpo  no  deeorrer  do  tempo,  Pesquisas  m6- 
dicas  mostraram  que  a  quantidade  dc  uma  droga  p  re  sente  nessa  cor  rente  tendc  a  deercscer  a 
uma  taxa  proporcional  a  quantidade  de  droga  presente  -  quanto  mais  droga  estiver  presume 
na  corrcntc  sangtimea,  mais  rapidameme  ela  sera  absorvida  peto  corpo. 

Para  uadu/ir  este  principio  em  um  modelo  matematieo,  suponha  epic  v  -  v(r)  seja  a 
quantidade  de  droga  presen  to  na  eorrente  sangiiinea  no  l  list  ante  t.  A  cada  instante,  a  taxa  de 
variagSo  de  y  em  relagao  a  t  e  dyfdt,  portanto,  a  hipotese  de  que  o  deereseimento  da  taxa  seja 
proporcional  a  quantidade  y  na  correme  sangiifnea  lraduz-se  na  equagao  diferencial 

dy  . 

i  -  -*>  <2) 

onde  k  e  uma  constants  de  propore  ion  alidade  positiva  que  depende  da  droga  e  pode  ser  de¬ 
ter  min  ad  a  expert  men  talm  erne.  ()  sinal  negative  e  icquerido,  pois  y  dccresce  com  o  tempo. 
Assim,  se  a  dosagem  inieial  da  droga  for  eonhecida,  digamos  y  =% em  t  =  0,  entao  a  formula 
geral  para  y(t)  pode  ser  obtida  resolvcndo-se  o  problema  de  valor  ineial 


dy 


dt 


r  =  -ky '*  y(P)  =  Jo 


■  DISSEMINAgAO  DE  UMA  DOENQA 


Suponha  que  uma  doonqa  comegc  a  se  espalhar  em  uma  populagao  de  L  inch  videos.  A  logicu 
sugere  que,  em  cada  instante,  a  taxa  segundo  a  qual  a  doenga  se  espalha  ira  depender  de  quantos 


individual  esiao  afetados  e  de  quantos  nao  estao  -  a  medida  que  mais  indivld  nos  estiverem  afeta¬ 


dos,  a  oporlunidade  de  disseminagao  da  doenga  Lende  a  e  reseer,  mas  ao  mesmo  tempo  ha  me  nos 
indhiduos  que  nao  foram  afetados,  portanto,  a  disseminagao  da  doenga  tende  a  decrescer.  Desta 
fonna,  cxistem  duas  infiuencias  confidantes  sobre  a  taxa  segundo  a  qual  a  doenga  se  espalha. 
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Para  iraduzir  isso  cm  urn  modelo  matemalieo,  s upon ha  quo  v  =  y(r)  seja  o  numcro  de 
indmduos  que  tern  a  doenga  no  mstanic  r,  logo  necessariamente  o  numcro  de  indivfduos  que 
nao  lem  a  doenya  no  instantc  t  &  L-  y\  Quarcdo  o  valor  de  y  cresce,  o  valor  de  L  -  v  dceresce, 
assim  as  influencias  coni!  it  antes  dos  do  is  valores  sohre  a  tax  a  de  disscminagao  dyfdt  sao  leva- 
das  em  conta  pela  equagao  diferencial 


dy 

-  =  ky{L  -  j) 

onde  k  e  uma  constante  de  propord  on  alidade  posit  iva  que  depende  da  natureza  da  doenga  e  dos 
pad  roes  de  comporlamemo  dos  indivfduos  e  pode  ser  deierminada  experimental  mente.  Ass  ini, 
se  o  numero  de  indivfduos  afetados  for  conhecido  em  urn  certo  instantc,  digamos  y  =  _yy  em 
t  —  0,  emSo  a  formula  geral  para  y(/)  pode  ser  oblida  resol vendo  o  problema  de  valor  inieial 


dy_ 

dr 


■  MODELOS  DE  CRESCIMENTO  E  DECAIMENTO  EXPONEMCIAL 

As  equagoes  ( 1 }  e  (2)  sao  exemplos  de  uma  elasse  geral  de  modelos  chamados  modetos  expo¬ 
nentials,  Em  geral,  os  modelos  exponential  surgem  em  siluagoes  nas  qua  is  uma  quantidade 
crcscc  ou  dceresce  a  uma  tax  a  quo  6  proportional  ao  monlanlc  de  quanlidade  presents  Mais 
precisamente,  vamos  fazer  a  seguiiitc  definigao: 


9,3. 1  defjni^ao  Dizemos  quo  uma qnantidadej  -  y(t)  tern  uni modelo  de crescimento 
exponential  se  el  a  ere  seer  a  uma  taxa  que  e  proporeionai  ao  tamanho  da  quamidade  pre- 
seme,  c  dizemos  que  tern  urn  modelo  de  decaimento  exponential  se  ela  dceresce  a  uma 
(axa  que  e  proporeionai  ao  tamanho  da  quamidade  presente,  Assim,  para  um  modelo  de 
crescimento  cxponencial,  a  quamidade  y(0  satisfaz  a  uma  equagao  da  forma 

~  =  ky  (k>  0)  (4) 

dr 

e  para  um  modelo  de  decaimento  exponential,  a  quamidade  y(t)  satisfaz  uma  equagao 

da  fornia  * 

—  —  —  kv  (k  >  0)  (5) 

dt 

A  constante  k  e  chamada  de  constante  de  crescimento  ou  constante  de  decaimento,  eon- 
forme  apropriado. 


As  equagoes  (4)  e  (5)  sao  lin  cares  e  de  primeira  ordeni,  pois  pod  cm  ser  rceseritas  eomo 

dy  dy 

—  ~ky  =  0  e  —  +ky  =  Q 
dt  '  dt 

am  has  ten  do  a  forma  da  Equagao  (3)  na  Segao  9.1  (mas  com  t  em  vezde  a  eomo  variavel  inde- 
pendeme);  na  primeira  equagao,  temos  que  pit)  —  -k  e  q(t)  —  0  c  na  segunda  j?(t)  =  k  e  q(t)  —  0. 

Para  iiustrar  eomo  essas  equagoes  pod  cm  ser  resol  vidas,  suponha  que  uma  quamidade 
v  —  v(/)  tenha  um  modelo  de  crescimento  exponential  e  que  eonbeganios  o  tamanho  dela  em 
al gum  instantc,  digamos  y  —  quando  t  =  0.  Dessc  modo,  a  formula  geral  para  y(t)  pode  ser 
obtida  resol  vendo- se  o  problema  de  valor  inieial 


dy 

ii~ky=0. 


v(0)  =  vo 


Multi  pi  icundo*sc  am  bos  os  memhros  da  equagao  diferencial  pelo  fat  or  mtegranle 


1 1  —  ^ ^ 


=  o 


oh  tern  os 
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E  com  urn  nas  apfrcagdes  chamar  a 
taxa  de  crescir^enio  relative  de  raxa 
de  crescimento,  mesimo  que  nao  es- 
teja  realmenfe  correto  (a  taxadecres- 
cinnento  e  dyidt).  Entretanto,  a  pr^ttca 
&  tao  cornu  mi  que  a  segulremos  aqui. 


No  Exemplo  1 ,  a  taxa  de  crescimento 
for  dada,  logo  rrSo  ha  a  necessidade 
de  ca  leu  13-1  a,  Se  a  laxa  de  cresci- 
nwito  ou  decatmento  um  modeb 
exponential  6  desconhecida,  ent&o 
pode  ser  cabulada  usando  a  condi- 
q$q  initial  e  o  valor  de  v  em  urn  outro 
ponto  no  tempo  (Exercfelo  24). 


c  enta  integran  cm  re  aga  a  t,  btem 

e~kty  =  C  u  y  =  Ceki 

c  ti  igfi  inicia  im  ica  ue  v  -  Vo  uan  t  -  0,  e  n  eiem  Lie  C 
im,  a  uga  r  b  etna  ear  inicia  6 

y  —  yqekt 

Dei  am  acarg  eit  rrn  trar  ue  e  y  -  y  t  ti  er  uni  m  e 
nencia  e  ev  0  =j0fenta 


y0  edfi  ue 


e  ecatment  e 


v  =  y$e 


■ki 


1 


I  i  lNTERPRETA?AO  DAS  CONSTANTES  DE  CRESCIMENTO  E  DECAIWIENTO 

ignitica  a  c  n  tante  &  na  Formu  a  e  7  e  er  enter  i  ree  ami  nan 
e  uague  i  crenciai  uc  5  rigem  a  e  La  ormu.  a  Pie  cm  T  n  ca  m  e 
ere  ciment  e  nencia  saE  nag  a  4  e  erree  eritac  m 


k  = 


dyjdt 


y 


a 


ueafirma  ueata  a  ecre  ciment  ,  e  m  uma  raga  e  r  a  u  aga  ,  ermanece  c  n 
lame  n  torn  t  e  e  ta  c  n  tame  6  k  P  r  e  ta  raza  ,  k  e  chama  a  e  toxa  de  crescimento  re- 
lativo  a  u  aga  He  mum  e  re  arata  a  ecre  ciment  re  ati  c  m  uma  rcenta 
gem  im,  uma  La  a  ecre  ciment  re  ati  c3  runi  a  e  e  Lem  emumm  c  e 
ere  ciment  e  nencia  ignifica  ucA  =  0*03  na  game  ate,  a  c  n  tante  fcem  um  m  e 
c  ecaiment  e  nencia  c  eh  am  a  a  e  toxa  de  decaiimmto  relaltvir 


►  Exemplo  1  De  ac  r  c  m  a  a  agbe  ni  a  ,  a  w  aga  mun  ia  em  1998 
era  cT  a  r  ima  amente,  5,9  bi  hoc  ectaa  crcccn  a  uma  ta  a  cm  t  rn  c  1,33  a 
an  Sli  n  uni  in  e  ecre  ciment  e  nencia ,  e  time  a  u  aga  mun  ia  n  inici 

an  e  2023 

Soluqdo  am  u  r  ue  a  u  aga  n  infei  e  1998  era  e  5,9  bi  hoe  e  earn 

t  “  tem  ec  rri  e  e  c  meg  e  1998  email 
y  -  u  aga  mun  ia  em  hi  hoe 

m  c  meg  e  1998  c  rre  n  eaf  =  0,  egue  a  rneci  ue 

>?o  =  v(0)  “  5,9  (bilhoes) 

rn  ata  a  ecre  ciment  e  e  1 ,33  k  =  0,0 3 .33,  eguc  e  uea  u  aga  mun  ia 

n  in  tame  t  era  it  n 

y(t )  -  yQeu  =  5,9e0  0  33  8 

m  c  meg  e  2023  c  rre  n  ea  tern  ec  rri  er  =  25an  2023-1998-25 

an  ,  eguc  e  8  ue  a  u  agTi  mun  ia  em  2023  er^i  c 

>’(25)  =  5,9^-0133(25)  Rj  8_2 

ue  e  uma  u  aga  e8,2bihoe,a  r  inui  amente  M 


■  TEMPO  DE  DUPLICAQAO  E  MEIA-VIDA 

Se  a  uanii  a  e  y  ti  er  um  m  e  e  ere  ciment  e  nencia  ,  enta  tem  neee  ati 
ara  tamanh  inicia  brar  Schama  e  tempo  de  duplicaqdo  e  e  >- tier  um  m  e  e 
ecaiment  e  nencia ,  enta  tem  re  ueri  ara  tamanh  ngina  e  re  uzir  a  meta 

eechama  e meixi-vtda  tem  e  it  icaga  eameia  i  a  e  en  em  tnente  ata  a 

e  ere  ciment  u  e  ecaiment  e  na  a  uanti  a  e  rc  etue  inicia  mente  Para  er  i 
u  nha  u ey  =  yi  tenhaumm  e  ecre  ciment  e  nencia 

y  _  yoetl 
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Modelo  de  creseimento 
exponential  com  tempo 
de  dupiica^ao  T 


Modelo  de  deeaimento 
exponeneial  com  meia-uida  f 

Figura  9,3,1 


e  sc ja  T o  tempo  requerido  para  y  dobrar  o  seu  tamanho.  Desla  lorma,  no  tempo  t  —  To  valor 
de  y  sera  2y0  e,  porta  nto,  de  (9) 

2jo  -  >'o ekT  ou  ekr  -  2 


Tbmando-se  o  log  aril  m»  natural  de  a  mhos  os  I  ados  resulta  que  kT=  In  2,  porta  rs  to  0  tempo  de 
duplieagao  e 

1  (10) 


T  ^  -  In  2 
k 

Deixaremos  eomo  exereicio  mostrar  que  a  Formula  (10)  tambem  da  a  meia-vida  de 
um  modelo  de  deeaimento  exponential.  Observe  que  csta  formula  nao  envoi vc  a  quanfidade 
initial  y[}y  de  niodo  que  cm  um  modelo  de  creseimento  ou  de  deeaimento  exponeneial,  a  quan- 
tidade  y  dupbca-sc  (ou  reduz-se  ao  meio)  a  cada  7’ unidades  (Figura  93,1  )♦ 


►  Exemplo  2  Tem-se  a  partir  de  (10)  que,  com  uma  laxa  de  creseimento  contircuada  de 
1,33%  ao  a  no,  o  tempo  de  duplieagao  para  a  populagao  m  undial  sera 

i 

T  =  - - —  In  2  ^  52,116 

0,0133 

ou  aproximadamente  52  anos.  Assim,  corn  uma  taxa  de  creseimento  anual  continuada  de 
1,33%,  a  populagao  de  5,9  bilboes  em  1998  dobra  rd  para  1 1,8  bilboes  no  ano  de  2050  e  do- 
brara  outra  vez  para  23,6  bilboes  cm  2102,  + 


m  DECAIMENTO  RADIOATIVO 

E  um  fato  da  Ffsiea  que  os  elementos  radioativos  se  desintegram  espontaneamente  em  um  pro- 
cesso  ehamado  deeaimento  radioativo.  Os  ex  per  intent  os  tern  mostmdo  que  a  taxa  de  desinlegra- 
gao  e  proportional  a  quant idade  de  eiemento  presente,  o  que  implica  que  a  quantidade  y  -  y(t)  de 
elemenlo  radioativo  e  uma  fungao  do  tempo  com  um  modelo  de  deeaimento  exponeneial 

Todo  eiemento  radioativo  tern  uma  meia-vida  especiTica;  por  exemplo,  a  meia-vida  do 
carbono- 14  radioativo  esta  em  torno  de  5.730  anos.  Assim,  a  partir  de  (10),  a  constante  de 
deeaimento  para  este  eiemento  6 


,  3  ,  „  In  2 

k  —  —  In  2  —  - 

T  5.730 


^  0,000121 


e  isto  implica  que  se  homer  y0  unidades  de  carbono- 14  presente  no  instame  t  —  0,  entao  o 
numero  de  unidades  presenles  depois  de  /  anos  sera  de  aproximadamenie 


y(r)  =  y0e 


-0,000121? 


(II) 


►  Exem  p  lo  3  Sc  i  00  grama s  d  e  c  arho  n  o- 1 4  rad  ioa  i  \  vo  fore m  ar  n  i  aze  n ad  os  e  m  u  n  i  a  caver 
na  por !  .000  anos,  quantos  gramas  restamo  no  final  desse  period o7 

Solu^ao  A  partir  de  (11)  com  ya  -  100  e  t  =  1 .000,  obtemos 

>>(1.000)  =  100e“ooool2Kl  ooo)  =  1 00, -fl- 121  ft;  88.6 

Assim,  restarao  eerca  de  88,6  gramas,  < 


m  DATAQAO  POR  CARBONO 

Quando  o  nitrogen  io  na  pane  superior  da  atmosfera  da  Terra  e  bombardeado  pel  os  raios  cos- 
mi  cos,  prod  Liz- se  o  eiemento  carbono- 14  radioativo,  Este  carbono- 14  combi  na-se  com  o  oxi- 
gento  para  formar  o  didxido  de  carbono,  o  qua  I  6  e  tiger  i do  pel  as  plantas,  que  por  sua  vez, 
sao  eomidas  pelos  animals.  Dessa  maneira,  to  das  as  plantas  e  os  animals  vivos  absorvem 
quant  i  duties  de  carbono- 14  radioativo,  Em  1947,  o  dentist  a  nuclear  a  eh  eric  ano  W.  E  tabby® 


W.  F.  I.ihby,  "KadLtiearhtvn  l>i«inj“.  American  Scwaht.  veil.  44.  pp.  VS-E 12. 
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propos  a  teoria  que  a  porcentagem  de  carbono- 14  na  atnioslera  e  em  lecidos  vivos  de  plantas 
da niesma.  Quando  umaplantaou  am  animal  metre,  o carbono- 14  no  tecidocomcga a decair. 
Assieii,  a  Idade  de  urn  artefalo  que  eontenha  material  animal  ou  vegetal  pode  ser  estimada 
dclcrrmnando  qua!  a  percent  age  m  que  re  si  a  do  sea  eon  leu  do  de  carbono-  E4  original.  Varies 
proeedi  merit  os  ehamados  dataqao  por  carbono  ou  datagao  par  radiocarbono  foram  desen- 
volvidos  para  medir  csta  percent  age  m. 


O  sSu-tlsS:  io  de  Tuiini 


►  Exemplo  4  Em  1988,  o  Valieano  auiorizou  o  Musen  Brilanico  a  daiar  a  relfquia  de 
pano  eonheeida  como  o  Sudario  de  Turim,  possivelmenie  o  sudario  de  Jesus  de  Nazare. 
Este  pano,  que  apareceu  em  1 356,  contem  o  negative  da  imagem  de  urn  eoipo  humane  que 
se  acreditava  no  rnundo  inteiro  ser  o  de  Jesus,  C)  relatdrio  do  Museu  Britanieo  mostrou  que 
as  libras  no  pano  cominham  emre  92  e  93%  do  carbono- 14  original.  Use  esta  informagao 
para  estimar  a  idade  do  sudario. 


Solngao  A  pardr  de  (1 1 ),  a  fragao  de  carbono- 14  original  que  permanece  apds  /  anos  e 


y(t) 


—  e 


-0.000121/ 


)'Q 


Tomando-sc  o  logaritmo  natural  cm  ambos  os  membros  e  resolvcndo -se  para  t,  obtemos 


I 


In 


v(0 


0.000121  \  jo 

Assim,  tomando-se  y(f)/yti  come  sende  0,93  e  0,92,  obtemos 

I 


t  = 


0.000121 

I 

0.000121 


In (0,93)  600 


In (0.92)  ^  689 


Isso  sign  idea  que,  cm  1988,  qua  n  do  o  teste  foi  lei  to  a  idade  do  sudario  estava  entre  600  e 
689  anos,  colocando  desta  forma  a  sua  origem  entre  1299  e  1388  dC.  Portanto,  aceitan- 
do-se  a  val idade  de  datar  per  carbono- 1 4,  o  sudario  de  Turin  i  nao  pode  ser  de  Jesus  de 
Nazare.  < 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  9.3  (Verpagina  61 1  para  respostas.) 


1 .  S  u  pon  h  a  q  tie  u  m  a  qua  n  t  i  d  ado  y  —  y( /)  ten  Era  u  i n  me )de  1  o  de  c  res¬ 
et  memo  exponential  coin  constitute  do  cresei  memo  k  >  0. 

( a )  y(f)  sat  i  s  faz  u  ma  eq  u  agao  d  i  fere n  d  a  ]  de  p  ri  m e  i  ra  ord e  m  do 
lipo  dyfdt  =  , 

(h)  Em  termos  de  A\  o  tempo  de  duplicagao  da  quantidade  y  e 

( c )  Se  y0  =  y(Q)  e  a  q li an t id ade  inicial  de  y .  entao  Lima  for m u ] a 
explfcita  para  y(f)  c  dad  a  per  y{t)  =  _ 

2.  S  upon  ha  que  urn  a  quantidade  v  -  y(/)  tenha  um  model  o  de  de- 

cai  mento  exponcncial  com  const  ante  dc  deeaimento  k  >  0. 

(a)  y(/)  satis  la/,  uma  equate  tiilcrcncial  de  prirneira  ordem  do 
tipo  dyidi  -  _ .. 

{b )  Ein  temios  de  L  a  tnc t a  - v ida  d a  qu an tidadc  y  6  _ , 

(c)  Se  vJf  =  j(0 )  e  a  q u an l idade  inicial  de  vT  en tao  ti ma  for m u  1  a 
explfcita  para  j(0  e  dada  per  y(t)  - _ , _ r. 


3*  Suponha  que  a  meia-vkki  de  um  element o  radtoalivo  seja  dc  1 
mi nu to.  Sc  32  g  dcsse  clcmcnto  estiverem  contidos  num  red- 
piente  1 3  horns  e  00  minulo,  eniuo  a  quant  idade  presents  is 
1 3  boras  e  05  minutos  serd _ ♦ 

4.  Uma  coldnia  de  moseas-das-fruias  cresce  exponencialmente  a 

uina  taxa  de  2%  per  dia.  Se  o  tamanho  inicial  da  coldnia  for 
dc  1 00  dess  as  moscas.  entao  depois  dc  t  dios  o  tamanho  dess  a 
co Ionia  sera  de  y(0  =  _ _ 

5.  Suponha  qLie  um  quadrado  esteja  aumentando  dc  tal  maneira 

que  a  taxa  de  variagSo  de  sua  area  seja  igual,  cm  magnitude,  ao 
seu  perf metro.  Se  A  =  A(t)  for  a  firca  do  quadrado,  entao  4(0 
salisfax  a  equagao  dc  prime! ra  ordem  dAtdt  = _ . 
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EXERCICIOS  9.3  H  Recurso  Grafico 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


L  (a)  Suponha  quo  urn  a  quantidadc  y  =  yU)  cresga  a  lima 
tax  a  proportional  ao  quudrado  da  qua  mi  dado  proseme 
e  que  em  r=  G  ela  seja  yrr  Delerinine  uni  problem  a  de 
valor  Inidal  cuja  solugao  seja  v(/). 

(b)  Suponha  quo  uina  quaiuidade  y  =  v(7)  decresga  a  um a 
taxa  proportional  ao  quad  ratio  da  quantidadc  prescnte 
e  que  em  /  =  0  ela  seja  vih.  Determine  um  problem  a  de 
valor  inicial  cuja  solugao  seja  y(f). 

2.  (a)  Suponha  que  inn  a  quantidadc  y=y(t)  varie  de  tat  mode 
que  dyfdt  -  k^/J\  onde  k  >  0.  Descreva  em  pa  lavras  a 
variagao  de  y, 

( h )  S  u  po n  h  a  q  ue  u  in  a  q  ua  n  ti d  ad e  y  =  y(7 )  van  e  de  ui  I  rn  ode 
quo  dyldi  -  -ky\  onde  k  >  0.  Descreva  em  palavras  a 
variagSo  do  v. 

3*  (a)  Suponha  que  uma  partfcula  so  tnova  ao  longo  de  um 
eixo  s  tie  tal  forma  que  a  sua  vclocidadc  u(f)  seja  sem- 
pre  a  me  lade  de  s(t).  Determine  uma  equagao  differen¬ 
cial  cuja  solugao  seja  j(r). 

(b)  Suponha  que  um  objeto  se  inova  ao  longo  de  um  eixo  s 
de  tal  forma  quo  a  sua  aeeleragao  a(t)  seja  sempre  o  do- 
bro  da  veloddade,  Dei  ermine  uma  equagao  difcrenciaL 
cuja  sol lic ao  seja  .v(/), 

4.  Suponha  que  um  eorpo  sc  mova  ao  longo  dc  um  eixo  .r 
atravds  de  um  meio  res  is  ten  tc  dc  La!  forma  que  a  ve  Loci  da- 
de  v  -  v(/)  decresga  a  uma  taxa  que  seja  o  dobro  do  qua- 
drado  da  veloddade* 

(a)  Encontre  uma  equagao  diferencial  cuja  solugao  seja  a 
vclocidadc  v{t). 

(b)  Encontre  uma  equagao  diferencial  cuja  solugao  seja  a 
posigao  s(/}. 


S.  Suponha  que  uma  populagao  inicial  de  10,000  baetdrias  eresga 
exponential  mente  a  uma  taxa  de  2%  por  hora  e  que  y  -  y(t)  e  o 
mimei'o  de  baetdrias  presences  /  boras  mais  tarde. 

{ a)  Encon  tie  u  m  piobl  em  a  dc  va  lor  inicial  cuj  a  so  I  ugao  sej  a  y{  f ). 

(b )  Encon t  re  u  ma  form  u  3  a  para  y  ( t) . 

(c)  Quanto  tempo  leva  para  a  populagao  inicial  de  bacterias 
dobra  i'? 

(d)  Quanto  tempo  leva  para  a  populate  de  baetdrias  at  digit 

45000? 

Uma  celula  da  bacteria  E.colii  divide-se  em  duas  ceiulas  a 
eada  20  minutes  quando  colocada  em  culture  de  nuirientes. 
Seja  v  -  yU)  o  ndmero  de  ceiulas  presences  t  minutos  apds 
uma  utiica  celula  tersido  coloeada  na  cultura.  Suponha  que  o 
crcsciincnto  da  bacteria  seja  aproximado  por  um  mode  I o  de 
cresdmento  exponencial  contfmux 

(a )  Encon  i  re  li  m  problema  dc  valor  in  i  cia  l  cuj  a  so  I  ugao  sej  a  _v(  r). 

(b )  Enc  out  rc  u  ma  lorn  mi  a  para  yf  t) . 

(c)  Quantas  cdulas  estao  presences  apds  2  hoi  as? 

{d)  Quanto  tempo  leva  para  o  numcro  dc  ceiulas  atingir 

1,000,000? 


7*  O  radon-222  e  um  gas  radioed vo  com  uma  meia-vida  de  3,83 


nos  pordes  das  casus  C  o  Ministerio  da  Saikle  sugerc  que  se 
lechem  os  porous  para  evitar  a  entrada  do  gas.  Suponha  quo 
5.0  x  10  alomosde  radon  li  quern  presosem  urn  poraonomomento 
em  que  ele e  selado e  que y(t)  seja  o  numero  de  dtomos  presemes 
t  dias  mais  tarde, 

( a)  Encontre  u  rn  problema  de  v alor  i  n  ie  i  al  e  uja  solugao  se  ja  y (?) . 

(b)  Encontre  uma  formula  paray(f). 

(c)  Quant  os  atomos  estnrao  presumes  apos  30  dias? 

(d)  Quanto  tempo  levari  para  decair  90%  da  quantidadc  ori¬ 
ginal  do  gas? 

8.  O  polouio-210  6  um  ele  men  to  radioativo  com  uma  meia-vida 
de  140  dias,  Suponha  que  10  mili  gramas  do  elemeiHo  sej  am  co- 
locados  em  um  rccipiente  de  chumboe  que  y(0  seja  o  niimero 
tie  mili gramas  presen l es  ( ditis  mais  tarde. 

(a)  Encontre  um  problema  de  valor  inicial  cuja  soluqao  seja  y(t). 

(b)  EnetJiUre  uma  formula  para  yOy 

(e)  Quantos  miligramas  cstarao  presentes  apds  10  semanas? 

(d)  Quanto  tempo  Icvata  para  decair  70%  da  quantidadc  inicial? 

!>.  Suponha  que  100  moscas-das-fmtas  sej  am  coloeadas  em  um 
recipieme  de  acasalamento  que  possa  suportar,  no  max i mo. 
5.000  mo  seas.  Supondo  que  a  populate  cres^a  expotiiencial- 
inente  a  uma  taxa  dc  2%  poi1  dias  quanto  tempo  Ievara  para  o 
rccipiente  atingir  a  sua  eapacidade? 

1 1>*  Sup o n ha  que  a  ci dade  de  Gray  Rock  te n h a  t i do  u m a  po p u  1  ac a o 
de  10,000  em  1998  e  de  12.000  em  2003,  Supondo  que  o  mo¬ 
del  o  dc  creseimento  c  exponenejal,  em  que  a  no  a  populagSo 
atingird  20.000? 

IL  Uma  ctentista  deseja  deter  minar  a  meia-vida  de  ceria  subs  tan - 
cia  radioativa.  Ela  detenu  ma  que  em  exatainente  5  dias  uma 
ainostra  de  10,0  miligramas  da  substaneia  decal  para  3,5  mi  li  - 
gramas,  Baseado  nestes  dados,  qua  I  ser&  a  meia-vida? 

12,  Suponha  que  30%  de  eerln  sub  stand  a  radioativa  decal  a  cm  5 
unos. 

(a)  Qual  d  a  meia-vida  da  subsume i a  em  anos? 

(b)  Suponha  que  uma  certa  quantidadc  desta  substaneia  seja 
estocadaem  uma  cavema.  Qual  d  a  porcentagem  |■en1anes- 
ceiUe  apds  f  anos? 

13,  Em  cada  parte,  determine  um  model  o  de  crescimento  ex  pone  n- 
eial  v  -  yuE"  que  satlsfaga  as  eondigoes  dadas 

(a)  y,h  =  3;  tempo  dc  duplicagao  7’=  6. 

{ b>  y(0)  =  4:  taxa  dc  cresci  men  to  2%. 

(c)  y(  I )  =  I ;  y{  1 0)  =  200. 

(d)  y{  I )  -  2:  tempo  de  duplicagao  7  -  6. 

14,  Em  cada  parte,  determine  o  modulo  de  decai  memo  expo  none  ia  I 
y  =  yuc  que  sal  is  fag  a  as  condigoes  dadas, 

(a)  yr>  -  10;  meia-vida  T-  5+ 

(b)  >'(0)  =  JO;  taxa  de  decaimento  1.5%. 

(e)  >*<!)=  !00;><L0)=  J. 

(d)  y(! )  =  10;  meia-vida  T=  5. 


Capitulo  9  /  Modelagem  Matematica  com  Equates  Diferenciars  609 
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015.  (a)  Faga  um;-i  conjee  tura  sob  re  o  efeito  nos  gtaficos  de 
y  s=  y(.sel:  e  y  =  yQe  Ar  de  variar  k  e  man  ter  yCl lixo.  Con¬ 
tinue  a  sua  eonjectura  com  am  recur  so  gralleo  com¬ 
putational. 

( h )  Fee  a  u  m  a  ct  >n  jee  lu  m  sob  re  os  e  fe  i  tos  n  os  g  re  fi  cos  d  e 
y  =  y0e"  e  y  =  de  variar  y(t  e  maniei  A  fixe.  Con¬ 
firms  a  sua  conjectura  com  am  reeii rso  grdlico  com¬ 
puted  on  a3. 

Hi.  (a)  Qua!  sera  o  efeito  sob  re  o  tempo  de  duplicate  c  a 
meia-vida  de  uni  modelo  exponential,  de  au  men  tar  yit  e 
man  ter  k  fixo?  Justifique  a  sua  nexposta. 

(b)  Qual  sera  o  efeito  sobre  o  tempo  de  duplieagao  c  a 
me  i  a-  v  ida  de  urn  model  o  exponencial.,  de  aumemar  A  e 
manier  yn  lixo?  Justilique  a  sua  resposla. 

17,  (a)  Ha  uni  t  clique,  chamado  de  Regra  dm  70,  que  pode 
ser  us  ado  para  ohler  cslimutivax  rapid  as  do  tempo  de 
duplicate  e  meia-vida  de  um  model o  exponencial.  Dc 
acordo  com  esta  regra,  o  tempo  de  duplicagao  ou  meia- 
vida,  e  aproximadamente  70  dividido  pela  porcentagcm 
da  taxa  perce  ntual  dc  crescimento  ou  de  deca indent 0. 
Por  exemplo,  mostramos  no  Exemplo  2  que,  com  uma 
tax  a  de  c  re  sc  i  memo  coniinua  tie  1 33 %  ao  ano,  a  po¬ 
pulated  mundial  dobraria  a  cad  a  52  a  nos.  Este  resul- 
tado  esta  de  acordo  com  a  Regra  dos  70,  uma  vez  que 
70/1,33  «  52,6.  Explique  por  quo  essa  regra  fun  dona. 

(b .)  U  sc  a  Regra  dos  70  para  est  i  in  a  r  o  to  in po  de  d  li  pi  i  c  agao 
de  uma  populate  que  ere  see  exponcntialmente  a  uma 
taxa  de  3  %  ao  a  no, 

(c)  Use  a  Regra  dos  70  para  estimar  a  meia-vida  de  uma 
populaeao  quo  decresee  exponencialmcme  a  uma  tax  a 
de  3.5%  por  bora. 

(dj  Use  a  Regra  dos  70  para  estimar  a  taxa  de  c  reset  men  to 
que  seria  requerida  para  uma  populate  crescendo  ex¬ 
ponencial  me  arc  dobrar  a  cada  10  an  os. 


18*  Determine  uma  formula  para  o  tempo  de  triplicate  dc  um 
modelo  de  crescimento  exponential. 

19.  Fan  1950,  uma  cquipe  de  pesquisa  escavancjo  proximo  de  Fol¬ 
som,  Novo  Mexico,  encoiurou  ossos  de  bisao  chaimtscados 
junto  com  ale  tunas  ponlas  de  projeteis  cm  forma  dc  foliia  {c  ha- 
mad  os  de  “pontas  de  Folsom"),  quo  foram  man  ti  fat  u  rad  as  por 
uma  tribe  dc  cagadorcs  palio-indigena.  Ficon  daro  pel  a  eviden¬ 
ce  a  encon  trad  a  que  o  bisao  havia  si  do  cozinhado  e  eomido  por 
quern  fez  as  pontas.  de  modo  que  a  dalagao  por  radiocarbono 
possibilitou  aos  pesquisadores  deter  minar  quando  os  cagadores 
vagaram  pel  a  America  do  Norte.  Os  testes  mostraram  que  os 
ossos  continham  entre  27  e  30%  do  ctirbono-14  original.  Use 
esla  iuformagao  para  most  rar  que  os  cagadores  viveram  aproxh 
madamente  entre  9000  e  8000  aC, 

020,  (a)  Use  um  recurso  computational  para  fazer  um  grafico  de 
PK l1L  versus  l  onde  6  a  porcentagem  de  earbono-14 
nemanesceme  em  um  anefaio  apds ;  anos. 

(b)  Use  o  grafico  para  estimar  a  porcentagcm  de  earbono- 
14  quo  deveria  cstar  presente  no  teste  de  1988  do  Su- 


dario  deTurim,  para  quo  ele  tivesse  side  dc  Jesus.  [Ver 
Exemplo  4.] 

21.  (a)  AeeiUt-se  eorreniemeiHe  que  a  meia-vida  do  earbuno-34 
pode  variar  ±40  a  nos  de  sen  valor  nominal  de  5.730  anos. 
Esta  variaqao  torn  a  possfvel  daiar  o  Sudario  de  Turim  como 
sendo  do  tempo  de  Jesus  de  Nazarc?  |  Ver  Exemplo  4.] 

(b)  Reveja  a  subse^ao  da  Segao  3.8  intitulada  Propagagao  dc 
Elios  em  Aplicagoes.  e  entao  est i me  o  erro  percent ual  quo 
result  a  na  idade  coinputada  de  um  arte  fate  a  parti  r  de  r  % 
de  erro  tta  meia-vida  do  earhono- 1 4. 


22.  Observou-se  experimentalmente  que  a  uma  lemperatura  cons- 
tame  a  taxa  de  variagao  da  pressao  alniosfci  sca  p  cm  relagao  a 
altitude  h  acima  do  nfvd  do  mar  e  propoicional  a  pressao. 


(a)  Supondo  que  a  press  ao  ao  nfvel  do  mar  seja  pir  determine 
um  problema  de  valor  inical  cuja  solugao  seja p(h).  \ Nota\ 
a  equagao  diferencial,  rteste  caso,  envoi vera  uma  constante 
de  proportional  idade,] 


(b)  Ache  uma  term  u  la  para  p(h)  cm  atm  o$  I  eras  (atm)  se  a 
presssao  ao  nfvd  do  mar  for  de  1  atm  e  a  5.000  pcs  acima 
do  nivel  do  mar  for  dc  0,83  atm. 


23,  (a)  Most  re  que  sc  h  >  1.  entao  a  equagao  y  -  yj?  pode  ser 
expressa  como  y  =  y^e"  para  algmna  constante  positiva  k 
[Nota:  isso  mostra  que  se  b>  1  e  se  y  crescer  dc  acordo  com 
a  equagao  y  =  y(p\  entao  y  tern  um  modelo  dc  crescimento 
exponencial] 

(b)  Most  re  que  se  0  <b  <  1 ,  entao  a  equagao  y  =  yj?  pode  ser 

“ij- 

expressa  como  y  —  )\y~  para  alguma  constante  positiva  A, 
[Afofrr:  isso  mostra  que  se  0  <  b  <  \  c  se  y  dec  air  de  acordo 
corn  a  equagao  y  =  yub\  entao  y  tern  um  modelo  dc  dccai- 
mento  exponencial.] 

(c)  Expresse  y  =  4(2')  na  forma  y  =  y!;ie 

(d )  Ex  presse  v  =  4(0,5  )  na  forma  y  =  y(ie~L'. 


24,  Suponha  que  uma  quant  idade  y  ten  ha  um  modelo  dc  cresci- 

metuo  exponencial  y  --=  yc/''  ou  dc  decaimenlo  exponencial 
y  =  .vthc  c  que  y  =  V|  em  t  =  r,.  Em  cada  caso.  determine  uma 
formula  para  A  cm  ten  nos  d  cy(1,  y,  c  supondo  que  r,  ^  o. 

25.  (a)  Most  re  que  se  uma  quant  idade  y  =  y(t)  tiver  um  modelo 

exponencial  e  se  y(/E)  =  yL  c  v(ri)  -  y2,  entao  0  tempo  de 
duplicate  ou  a  meia-vida  7'e 


{(y  -  f|)ln2 
ln()i/>'i) 


(b)  Durante  um  certo  pcriodo  de  E  bora  o  nurnero  de  baetdrias 
cm  uma  colonia  cresee  25%,  Supondo  um  modelo  de  eres- 
cimento  exponencial.  qual  e  o  tempo  de  duplicagao  para  a 
CO  Ionia? 


2b,  Suponha  que  P  do  la  res  ten  ham  si  do  in  vest!  dos  a  uma  taxa 
de  juros  arniais  de  r  x  100%,  Se  os  juros  acumulados  forem 
crcditados  na  coma  ao  final  do  a  no,  entao  dizemos  que  eles 
sao  c.ompostos  amuihuenre:  se  forem  crcditados  no  final  de 
um  period*  >  de  6  meses.  dizemos  que  sao  compostoa  semes - 
rrahrteftie,  e  se  forem  creditados  no  final  de  cada  perfodo  de 
3  ineses.  dizemos  que  sSo  compos tos  trimestralmente.  Quan¬ 
to  mats  freqtientementc  os  juros  forem  compostos,  melhor  e 
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para  o  investidor,  uma  vezque  mais  juros  rendem  juros  sob  re 
si  mesmo. 

(a)  Most  re  que  se  os  juros  forem  compostos  n  vezes  ao  ano 
ern  intervales  iguahneme  espagados,  entio  o  valor  A  do 
invest!  men  to  ap6s  t  anos  6 

/  r\at 
A  =  P(1+-) 

(b)  Pode-se  imaginar  juros  sendo  com  post  os  a  cad  a  dia.  a  cada 
bora,  a  cada  minuto  c  assim  por  diantc;  levado  ao  I  i  mite, 
pode-se  coneeber  juros  compos tos  a  cada  instante  de  tem¬ 
po;  Isto  6  chamado  compos  contmua,  Assi  m,  pels  par¬ 
te  (a),  o  valor  A  de  P  dolarcs  apos  1  a  nos.  quando  tnvestidos 
a  uma  tax  a  anual  de  r  x]  00%,  composios  continuamenie  6 

A  -  lini  p(  I  +  - )'U 

Use  o  fato  de  que  limiT_»o  ( I  +  .v  ) l/v  —  e  para  provar  que 
A  =  Pie*. 

(c)  Use  o  result  ado  da  parte  (b)  para  mostrar  quo  dinheiro  i  ri¬ 
ves  tide  a  juros  com  post  os  commuos  eresce  eontinuamente 
a  umataxa  proporcionat  &  quam  idade  prose  ate. 

27.  (a)  Se  $  1.000  forem  i  fives  ltd  os  a  8%  ao  ano  compostos  conti- 

nuamenlc  (Exerdcio  26).  qua  I  sc  id  o  valor  do  invest  i  men  to 
apds  5 anos? 

(b)  Se  for  desejado  que  urn  invest! memo  a  ao  ano  com- 
posto  con  tin  name  me  deva  ter  um  valor  de  $10,000  apds  10 
an  os.  quanto  deve  ser  i  n  vest  i  do  agora? 

(c)  Quanto  tempo  leva  para  que  um  investimento  a  8%  ao  ano 
com  posto  coiUinuamente  dobre  sen  valor? 

28.  Qua!  6  a  laxu  de  juros  efetiva  de  uma  tax  a  de  j  uros  anual  de  r% 
com  p  osta  c  omi  n  u  amen  te  ? 


29-32  A  lei  de  resfriamento  de  Newton  aflrma  que  a  tax  a  segundo 
a  qua]  decrescc  a  temperatura  de  um  objeto  que  csta  esfriando  c  a 
taxa  segundo  a  qual  ere  see  a  de  um  objeto  que  est;i  esquentandosao 
proporcionais  a  dilerenga  entre  a  temperatura  do  objeto  e  a  tempe¬ 
ra  turn  do  meio  ambieme.  Use  esse  resultado  nestes  exerefeios. 


29.  Um  copo  de  agua  a  uma  temperatura  de  95°C  6  eoloeado  numa 
sal  a  com  uma  temperatura  eons  [ante  de  21  XL 

(a)  Supondo  que  a  lei  de  nesfriameiuo  de  Newton  sc  apliqne, 
estabelega  e  resol va  um  problema  de  valor  inieial  cuja  so- 
lugao  seja  a  temperatura  da  %ua  t  minutes  apds  ser  colo- 
cada  na  sala.  \Nota:  aequagaodifercnciaJ  i  rd  envoi  ver  uma 
consmme  dc  proporcionalidade,] 

(b)  Quantos  minutes  levara  para  a  ago  a  ati  ngir  uma  temperatu- 
ra  de  51  °C  se  ela  esfria  a  85°C  cm  1  minuto? 

30.  Um  copo  de  limonada  a  uma  temperatura  de  40° P  6  eoloeado 
cm  uma  sala  a  uma  temperatura  constants  de  7fPF  e,  l  hora 
mais  tarde,  a  sua  temperatura  6  dc  52°F.  Most  re  que  ;  boras 
apds  a  [3  monad  a  ter  si  do  colocada  na  sala,  sua  temperatura  6 
dada  por  7=70-  30e'CL\ 

31 .  O  grande  detetive  Sherlock  Holmes  e  seu  assistenle  Dr  Watson 
discutem  o  assassinate  do  ator  Cornelius  McHam.  Ele  foi  fe- 


rido  h  bal a  na  cabega  e  o  seu  ator  substitute,  Barry  Moore,  foi 
encon  trade  de  pe  sobre  o  corpe  com  a  arma  assassin  a  na  mao, 
Varnos  eseniA-los: 

Watson;  Case  aberto  e  feehado  -  Moore  e  o  assassino. 

H  o  I  m  es :  N  ao  va  S  ao  depres  sa.  Wat  son  —  voce  e  s  la  e  squ  ece  n  - 
do  a  Ijci  de  Res  fri  amen  to  de  Newton! 

Watson;  Q  que? 

Holmes:  Ele  men  tar,  meu  caro  Watson  -  Moore  foi  one on- 
trade  de  pe  sobre  McHam  as  IQhOOmm  da  nolle, 
quando  o  legist  a  anotou  a  temperatura  do  corpo  do 
mono  dc  77,9CJ,F  c  lambdm  ano  ton  que  a  tempera- 
uira  no  term 6 metro  da  sala  marcava  72!'E.  As  I  Ih 
06 mi n  da  nolle  o  legisia  fez  uma  outra  anotagao  de 
que  a  temperatura  do  corpo  era  de  75. 6° E  Uma  vex 
quo  a  temperatura  normal  do  corpo  e  dc  98,6yF,  e 
co mo  Moore  estava  no  palco  das  6b  as  8b  da  node, 
Moore  6  obviamenle  inccente. 

Watson:  CD  que? 

Holmes:  As  ve/cs,  voce  6  ulo  obtuso,  Watson.  Pega  para 
qualqucr  cstudantc  dc  CCticulo  resolver  isto  para 
voc6, 

Watson:  Hum.... 

Como  6  cjuc  Holmes  sabia  que  Moore  era  inocente? 

32,  Suponha  quo,  no  Instante  /  =  0,  um  objeto  coin  uma  tempera¬ 
tura  dc  Tjj  c  eoloeado  em  uma  sala  a  uma  temperatura  cons- 
[ante  de  Ttr  Sc  Tn  <  T.r  entao  a  temperatura  do  objeto  ira  subir 
enquanto  que  sc  7],  >  T(l  ola  Irii  baixar.  Supondo  que  a  Id  de 
res  fri  a  me  nto  de  Newton  se  aplique.  most  re  que  cm  am  bos  os 
cases  a  temperatura  7  (0  no  instante  t  e  dada  pot 

TO)  =  Ta  +  (7b  -  7>-1' 

ondc  k  e  uma  const  ante  posiliva. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


33-37  Em  model  os  populacionais.  mu  it  as  vezes  e  importante  que 
o  lamanho  da  populagao  tenda  a  uma  consume  posiliva  L,  que 
den  omi  names  eapaddade  de  tolerCincia  do  si  stem  a.  Um  model  o 
com  ess  a  propriedade  6  t’ornecido  pela  equagdo  diferencial  Iogfs- 
iica.  dada  por 


As  solugte  da  equagdo  logfstica  tern  aplieagdes  na  model agem  do 
cresciinctuo  populacional,  na  disseminagao  dc  lima  doenga  c  na 
Ecobgia.  Esses  exerefeios  desenvolvem  a!  gum  as  das  propriedades 
e  aplicagdes  da  equagao  logfstica. 

33.  (a)  Most  re  quo  as  fun  goes  con  statues  y  =0o  v  =  L  silo  so¬ 
il!  goes  da  equagao  logfstica. 

{ b)  E %  p I i q ue  por  q i le  o  m odd o  1  ogi st i co  deve  ter  um  co m ■ 
portamento  parecido  com  o  do  modelo  de  crescimento 
exponencial  sc  y  for  muito  pequeno  ein  reagao  a  L. 

(c)  Expltquc  por  t[ue  y  cresce  se  y  <  L  c  y  decrcscc  sc  y  >  L. 

( d )  Para  q  uni  s  valo  res  d  e  y  e  m  ax  i  ma  a  mxa  d  e  ere  sci  memo 
de  y  cm  relagao  a  /? 
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34.  Suponha  que  y  -  y(r)  satis faga  a  equagilo  logfstica  com  o 
valor  inicial  y0  =  y(0)  do  y. 

(a )  Use  sc  pa ragao  do  va  ri  (\  vei  s  pa  ra  ded  u  zi  r  a  sol  ugao 

_ _ y&L _ 

vq  +  (L  -  y0)e~kl 

(h)  Use  a  parte  (a)  para  most rar  quo  lim  v(i)  —  L. 

t  — * 

■•■^35.0  grflfico  de  Lima  solugao  -da  equagao  logistics  e  cun he- 
cido  conio  mnn  curia  hgistica  e.  so  yu  >  0.  ela  tem  urn 
de  quatro  for  niatos  gerais,  que  depen  deni  da  relate  entre 
ylhC  L.  Em  cada  parte,  suponha  que  k  —  1  e  use  um  recursn 
eomputacional  para  esbogar  a  curva  logfstica  que  satisfaz 
as  con  didoes  dadas. 

(a)  y{i>L  (b)  y>=L 

(c)  U2<  y\ ,  <  L  (d)  0  <  yti  <  L!  2 

36-37  E  mostrado  o  grafico  de  urn  mode  I  o  legist  ico 

v£)i 

v  — - —  -  — 

yo  +  (L  -  yo)e~k! 

Fstirne  v(>.  L  e  L 


b  j  38*  Eshoce  uma  solugao  do  problem  a  de  valor  inicial 

39.  Suponha  quo  o  crcscimcnto  dc  Lima  populagao  y  -  y(f)  seja 
dado  pel  a  equagao  logfstica 


(a)  Qual  6  a  populagao  no  ins  tame  t  -  0? 

(b)  Qual  £  a  capacidade  de  tolerancia  /.? 

(c)  Qual  6  a  constants  £? 

(d)  Quando  a  populagao  atinge  a  metade  da  capacidade  de 
tolerancia? 

(c)  Determine  urn  problema  de  valor  inicial  cuja  solugao 
seja  v(r). 

40.  Suponha  que  o  crcscimcnto  de  uma  populagao  y  =  y(/)  seja 
dado  pela  equagao  logfstica 

1.000 

'  _  T  +  Wr^ 

(a}  Qual  e  a  populagao  no  instantc  t  -  0? 

(b)  Qual  e  a  capacidade  de  tolerancia  L  - 

(c )  Qual  £  a  c  on  st  an  te  k  ? 

(d)  Quando  a  populagao  atinge  75%  da  capacidade  dc  tole- 
rancia? 

(e)  Determine  urn  problema  de  valor  inicial  cuja  solugao 
seja  y{t). 

R41«  Suponha  que  cm  um  alojamento  universitario  esistam  1 .000  es- 
tudantes.  Ap6s  as  fen  us,  20  estudantes  do  alojamento  retoruam 
com  gripe  c,  5  dius  mais  tarde,  35  cstudantes  eslao  gripados. 

(a)  Use  um  modrio  logfstica  para  determinar  um  problema 
de  valor  inicial  cuja  solugao  seja  o  ntimero  de  e  stud  an¬ 
tes  que  esiarao  gripados  /  dias  ap6s  o  retorno  das  fdrias, 
[Nota\  a  equagao  dife  rend  a  1,  neste  easo,  envoi  verd  uma 
eon  statue  de  proporcional  idade.  ] 

(b)  Rcsolva  o  problema  de  valor  inicial  c  use  o  que  foi  dado 
para  encontrar  a  const  ante  de  proporcional  idade, 

(c)  Faga  uma  t  libel  a  que  i lustre  como  se  espalha  a  gripe  dia-a- 
dia  por  um  period o  dc  duas  semantic 

( d )  U  se  li  m  rec  li  is  o  co  m  p  u  lac  E  on  a  1  pa  ra  gera  r  u  m  g  ra  fico  q  Lie 
flu  sire  como  se  espalha  a  gripe  por  um  perfodo  de  duas 
semanas. 


60 
5  +  7c 


RESPOSTAS  DOS  EXERCiCIOS  DE  COMPREENSAO  9.3 


In  2  In  2 

L  (a)  ky  (b) -  (c)  vo^  2.  (a)  -kx  (b)  -  (c)  yoe“*f  3.  I  g  4,  lOOr"’"'1 

k  k 


k 


5.  4  JI 
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9.4  EQUAQOES  DIFERENClAiS  LINEARES  HOMOGENEAS  DE  SEGUNDA  ORDEM; 
A  MOLAVIBRANTE 


Nesta  seg doy  mostraremos  coma  resolver  uma  colegao  import  ante  de  equates  diferenciais 
de  segunda  ardent .  Como  uma  aplkagdo,  estudaremos  a  movimento  de  uma  mola  vibrante. 


m  EQUAQGES  DIFERENCIAIS  LINEARES  HOMOGENEAS  DE  SEGUNDA  ORDEM 
COM  COEFICIENTES  CONSTANTES 


Uma  equagdo  differencial  linear  tie  segunda  ardent  c  uma  cquagao  da  forma 


+  p(x) 


dy 

Tx 


+  q(x)y  =  r(x) 


ou,  com  notagao  alternativa. 


+  p{x)yf  +  q(x)y  =  r(x) 


Sc  r(x)  lor  ideal  i  came  nte  nuia,  enluo  (1)  reduz  a 


d2y 


dx2 


q  + 


dy 

dx 


-\-q(x)y  =  0 


que  6  chamada  de  equagSo  difereneiat  linear  homogenea  de  segunda  ordem. 

Para  estudar  as  solugoes  de  equagocs  diferenciais  lineares  honiogeneas  de  segunda  or¬ 
dem,  e  litil  imroduzir  alguma  terminologia.  Di/emos  que  duas  fungoes/e  g  sao  linearmente 
dependentes  se  uma  e  um  multiple  constants  da  outra.  Se  nenhuma  das  duas  e  um  multiple 
conslanle  da  outra,  eniao  dizemos  que  as  I'ungoes  sao  linearmente  independents.  Ass i  in, 


fix)  —  sen  a  e  g(x)  =  3  sen  x 


sao  linearmente  dependentes,  mas 

f(x)~x  e  g(x)=x2 

sao  linearmente  in  depen  dentes*  C)  tcorema  a  seguir  c  central  no  cstudo  de  equagocs  diferen- 
eiais  lineares  homogeneas  de  segunda  ordem. 


E  math  or  dei>car  uma  demons!  ragao 
complex  do  Teorema  9.4.1  para  uma 
discipline  de  Equates  Diferenciais. 
Parte  da  argumentagio  pode  ser 
ancontracfa  no  Capituto  3  do  livro 
Elementary  Differential  Equations, 
3th  e&,  John  Witey  &  Sons.  New  York 
2004,  de  W.  E.  Boyce  e  R.C.  DiPfima. 


9.4.]  teokema  Con  side  re  a  e quay  do  homogenea 


+  p(x)-f  +  q(x)y  =  0 
dx 


cm  que  as  f undoes  p(x)  e  q{x)  sao  contmuas  em  algtrn  intervalo  comum  L  I  judo  existent 
solitudes  linearmente  inde pendente s  j]  (jt  )  e  yj  {x )  de  (2)  em  LAlem  disso ,  dado  q unique r 
par  de  so!  u  goes  linearmente  hide  pen  dentes  yE  (x )  e  v?  (x )  de  (2)  em  f  temos  que 

y  (a-  )  =  cj  y,  (a  )  +  Ciy2(A)  (3) 

e  uma  sol  undo  geral  de  (2)  em  b  Is  so  signifies  que  cada  sohtedo  de  (2)  em  f  pode  ser 
obi  id  a  a  parti  r  de  (3 )  escolhendo  v a!  ores  ap  top  ri  ados  das  const  aides  C\  e  tq ;  reciprocal 
mentCy  (3)  e  uma  sotugdo  de  (2)  para  quaisquer  escolhas  de  C\  e  tq. 


Vain  os  nos  concentrar  em  equagocs  lineares  honiogeneas  de  segunda  ordem  do  tipo 


dy 

+  P~r  +  ?v  -  0 

dx 


em  que  p  e  q  sao  constants >  Como  as  lun goes  eonstantes  p{x)  =  p  e  q(x)  =  q  sao  contmuas  em 
I  —  (— +■*),  segue  do  Tcorema  9.4.1  que  para  obter  uma  solugao  geral  de  (4)  c  suficiente 
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L.embre  que  as  solugoes  complexes 
de  uma  equagao  polinomial  eh  em 
particular,  de  uma  equagao  quadrdti- 
ca.  ocorrem  coma  pares  conjugates 
a  -t-  bi  e  a  -  bL  desde  quo  os  coefi- 
cientes  da  equagao  sejam  reais. 


encontrar  duas  solugocs  linearmcntc  hide  pen  denies  v3  (x)  c  32  U)  em  /,  A  solugao  geral  sera, 
entao*  dada  por  v(_v)  =  c\  \  \  (x)  4-  C2yi(x)  ornie  c\  e  ('2  sao  eonstanles  arbitr£ria$, 

Comecaremos  proemando  sola  goes  de  (4)  da  forma  y  =  emx>  Isso  6  motivado  pelo  faro 
de  a  prime  Lra  e  a  segunda  derivadas  dessa  fungao  serem  multiples  dela  mesmo,  0  que  sugere 
que  possu  resultar  uma  solugao  de  (4)  da  escolha  apropriada  de  m.  Para  encontrar  esse  m, 
substiUHmos 


me 


an 


nre 


mx 


cm  (4)  para  obter 

(m2  +  pm  +  q)emx  =  0  (6) 

que  vale  se,  c  somente  sc, 

m2  -f  pm  -E  q  =  0  (7) 

pots  emx  ^  0  para  cad  ax. 

A  Equagao  (7),  quo  e  ehamada  de  equagao  auxiliar  de  (4),  pode  ser  obtida  de  (4)  subs- 
Lituindo  d2y/dx2  per  nr,  dy/dx ,  por  m  (=  m 1 }  e  y  por  I  (=  m°)f  As  solugOes,  m\  e  rn 2, 
da  equagao  auxiliar  podem  ser  ejicoiitradas  por  fatoragao  ou  pel  a  formula  quadratics,  Essas 
solugoes  sao 


ye  -  44 


m 


Dependendo  de  p 1  —  4 q  ser  positive,  nuio  ou  negative,  essas  raizes  serao  distimas  e  reais, 
iguais  e  reals,  ou  conjugadas  com  pi  ex  as.  Considcraremos  cad  a  um  desses  cases  separada- 
monte. 


■  RAIZES  REAIS  DISTINTAS 

So  m  1  e  mi  sao  raizes  reais  distintas,  entao  (4)  tem  as  duas  solugocs 


Nenhumadas  tungoes  e,itl  1  e  cmrx  e  um  multiple  eonstanfc  da  outra  (Exercfcio  29)t  porta n to, 
nesse  casoT  a  solugao  geral  de  (4)  c 


y(x)  —  c\emiX  +  cie 


/tjj.r 


(9) 


►  Exemplo  1  Encontre  a  solugao  geral  de  y!>  —  y  —  6y  —  0. 
Solugao  A  equagao  auxil iar  e 


m~  —  m  —  6  =  0  ou,  cquivalentemente,  (m  -+-  2 )(m  —  3)  —  0 
de  modo  que  suas  raizes  sao  m  =  -2,  m  =  3.  Assim,  por  (9),  a  solugao  geral  da  equagao  dife- 
rencial  6 


—2x 


y  =  c\e  “  +  c2e 


.bl¬ 


onde  C\  e  Cn  sao  const  antes  arbitnirias.  < 


M  RAIZES  REAIS  IGUAIS 

Se  mi  e  m2  sao  raizes  reais  iguais,  digamos  m A  =  m2  {—  m),  entao  a  equagao  auxiliar  forne- 
ee  somente  uma  solugao  de  (4): 


M  os  l  rare  m  os,  agora,  que 


v3  (x)  =  emx 

yi(x)  =  xt™ 


(10) 
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6  uma  segunda  soluguo  linearmente  independents  Para  ver  isso*  observe  que  p2  -  4q  =  0 
em  (8),  ja  que  as  raizes  sao  iguais.  Assim, 

m  =  nt)  —  iu  2  =  — p/2 

e  ( 10)  pode  ser  escrita  eomo 

V2(x)  =  X€~}f'~lX 

Derivando,  obtain  os 


>■; f.v )  =  (i  -  |jc)  e(~pi2^  e  y£(x)  =  (~x  -  p)  e~l<,nix 

de  modo  que 

v?(.v)  +  py'2(x)  +  qyz(x)  = 


(~X  -pj+p(l~  ~x)  +  qx 


;  p/iu 


4 


J  xe1 


•-p/2)x 


Mas  p2  —  4q  =  0  implica  que  {  —  p1/ 4)  4-  q  =  0,  portanto  (II)  simplifica  para 


01) 


y%W  +  p/2(x)  +  qyz(x)  ~  0 

o  que  nos  diz  que  y?(.v)  e  uma  solugao  de  (4),  Pode  ser  mostrado  que 

y\(x)  =  emx  e  y3(jc)  -  xe*x 

sao  iinearmenie  independentes  (Exercfeio  29)s  portanto*  nesse  case,  a  solugao  geral  de  (4)  6 


y  =  (:,ewt  +  c%k<Fx 


(12) 


►  Exemplo  2  Encontre  a  solugao  gcral  de  y"  —  8y'  4-  1 6 y  =  0, 

Solugao  A  eq  uagao  au  xiliar  e 

m2  —  8m  +  16  =  0  ou,  equivalenlcmentc*  {m  —  4)’  =  0 
de  mo  do  que  m  =  4  e  a  unica  raiz,  Assimt  por  ( 1 2),  a  solugao  geral  da  cquagao  diferencial  e 

y  =  c\e4x  4-  c2xe4x  < 


■  RAIZES  COMPLEXAS 

Sc  a  cquagao  aim  liar  lem  rai/es  complex  as  m\  —  a  +  hi  e  m  ?  =  a  —  hi,  eniao  a  mb  as 
yi  (,v)  =  eax  cos  bx  e  v?(jc)  =  eiiX  sen  bx  sao  solugfres  Iinearmenie  independents  de  (4)  e 


v  =  e**x{c  1  cos  bx  4-  c-i  sen  bx) 


e  a  solugao  geral.  A  prova  disso  sera  discutida  nos  exercrcios  (Exercieio  30). 


►  Exempio  3  Enconire  a  solugao  geral  de  y"  4-  y*  +  y  =  0. 


Solugao  A  eq uagao  auxiliar  m~  4  m  4-  I  —  0  lem  raizes 


m  1 


-I  4- 

2 

-I  -  -4 


Hi?  = 


2 
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Assim,  por  (13),  com  a  =  - 1/2  e  h  —  V3/2,  a  solugao  geral  da  equagdo  diferenciai  6 


y 


V3  V3  \ 

f’i  COS  —  „V  -h  C2  SCJ1  -  —x  1 


4 


■  PROBLEM  AS  DE  VALORES  1NIC1AIS 

Quando  urn  problem  a  tYsico  leva  a  uma  equagao  diferenciai  de  segunda  ordem,  geralmente 
ha  duas  eondlgdes  no  problema  que  deterniinam  valores  espedficos  para  as  duas  const  antes 
arbiirdrias  na  solugSo  geral  da  equagao.  As  eondigoes  que  especificam  o  valor  da  solugao  yu) 
e  dc  slllI  denvada  y'(jr)  cm  x  =  x$  sao  chamadas  condiqoes  initials.  Uma  equagfio  diferen¬ 
ciai  de  segunda  ordeni  com  condi  goes  iniciais  e  chain  ad  a  de  problema  de  valores  initials  de 
segunda  ordem. 


►  Exemplo  4  Resolva  o  problema  de  valores  iniciais 

ytf  —  y  =  0.  y(0)  =  l,  /(0)  -  0 

Solugao  Pri meiro  preeisamos  resol  ver  a  equagao  diferenciai ,  A  eq uagao  aux i liar 

m2  —  1—0 

tem  raizes  m  j  —  L  m2  —  -  1,  portamo,  por  (9),  a  solugao  geral  e 

y{x)  =  C]tx  4*  c2e~x  (14) 

e  a  derivada  dessa  solugao  6 

yf(x)  —  C]tx  -  C2e~x  (15) 

Substituindo x  =  0  cm  ( 14)  e  (15)  e  usando  as  eondigoes  iniciais  y(0)  =  J  e  /(0)  =■  0,  obte- 
mos  o  si  sterna  de  equagdes 

Ci  +  C2  =  I 
Cl  -  C2  =  0 

Resolve ndo  esse  sistema,  obtemos  c(  =  i  c2  —  L  logo,  por  (14),  a  solugao  do  problema  do 
valores  iniciais  e 

y(x)  =  +  ~er  '  =  cosh  a  a 


Indufmos  o  resumo  a  seguir  como  uma  referenda  rap i da  para  a  solugao  de  equagdes 
diterenciais  lineares  homogencas  de  segunda  ordem  com  coeficientes  constants. 


Resume 

EquACAo:  /'  +  py  +  qy  -  0 
e-quacAo  aijxiuar:  nr  +  pm  +  q  -  0 

cascj  sdiugAo  tai-ts  ai. 

raizes  reals  di  stint  as  mj ,  m2  da  y  -  qe?"rt,r  +  c^e*1** 

equagao  auxiliar 

raizes  reals  iguats  m \  =  nr  (=  m)  da  y  -  C\ ewx  +  trxt1*™ 
equagao  auxiliar 

raizes  complexes  f  =  a+bi,  m2  -  a-  hi  y  -  ^(c [  eos hx  -t-  r2  sen  bx) 
da  equagao  auxiltar 
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o 


Figura  9.4*2 


m  VIBRACOES  DE  MOLAS 


Conclmmos  esia  segao  com  um  modelo  de  Engenharia  que  leva  a  umaequag&o  difereneial  tic 


segunda  ordem  do  tipo  (4). 

Con  forme  mostra  a  Figura  9.4.  i ,  considerc  um  bloco  dc  massa  M  suspense  por  Lima 
mo  la  vertical  e  deixado  em  mna  ptmqdo  de  equilibria >  S  upon  ha  que  0  bloco  seja*  entao,  Colo- 
cado cm  um  movimento  vibratbrio  vertical  puxando-se  ou  cmpurrando-sc  o  bloco csoltando- 
o  no  instante  t  —  0.  Estarcmos  interessados  cm  cnconuar  um  modelo  matematieoque  dcscrcva 
o  movimento  vibratdrio  do  bloco  no  decorrer  do  tempo. 


Bloco  em 
equiSib-rio 


Figura  9*4 A 


Posigao 

natural  Bloco  em 

da  mola  equilibria 


Mola 


est  icada 


Para  iradu/ir  esse  problems  em  forma  mateniatica,  introduzimos  um  eixo  vertical  veujo 
sentido  posilivo  e  para  cima  c  cuja  origem  esia  na  eonexao  da  mola  com  o  bloco  quando  o 


bloco  estiver  em  equilibria  (Figura  9.4.2).  Nossa  meta  e  encontrar  a  coordenada  v  =  y(r)  do 
topo  do  bloco  como  uma  fungao  do  tempo,  Para  issoT  vamos  neeessitar  da  Segunda  Lei  do 
Movimento  de  Newton*  que  esc  re  vem  os  como 


F  -  M a 


Cm  vez  de  F  —  tna ,  como  na  Formula  (23)  da  Segao  9. 1 .  Fazemos  isso  para  evitar  eonfusao 
coni  a  letra  “m "  da  equacao  auxiliar.  Tambem  utilizaremos  os  dots  resultados  seguintes  da 
Fisica. 


9*4*2  lei  de  iiooke  Se  uma  mola  for  esticada  (ou  cotnprimida)  L  unidades  alem  de 
sua  posigao  natural,  eniao  ela  puxa  (ou  empurra)  com  uma  forbade  magnitude 


F  =  kl 

onde  k  e  uma  eonstante  positlva,  chant ada  de  eonstante  da  mola,  Esta  constants,  que  e 
medida  em  unidades  de  forga  por  unidade  de  comprimenfo,  depend c  de  fa  to  res  tais  como 
a  espessura  da  mola  e  a  sua  composigao*  A  forga  exercida  pela  mola  d  chamada  de  for^a 
restauradora. 


9*4*3  peso  A  forga  gravitaeional  exercida  pela  Terra  sobre  um  objeto  6  chamada  de 
pew  do  objeto  (ou  rnais  precisamente,  seu  peso  terras  ire).  Tem-se  a  panir  da  Segunda 
Lei  do  Movimento  de  Newton  que  um  objeto  de  massa  M  tern  um  peso  w  dc  magnitude 
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co mo  es lames  supondo  aqui,  entao  a  forga  da  gravidude  da  Terra  csta  no  sentido  negative, 
dc  niodo  que 

to  =  -Mg 

O  peso  de  uni  objeto  e  medidoem  unidudes  de  forga. 


at 


distancia  L< 


TT 


I 


L - *' 


0 


5 


ft 


Eloco  em 
equHibno 


Figura  9*43 


+  >' 


f  1 

L-y(t)  < 

U(0 

Idgura  9-4,4 


5 

5 


y'~ 

ft 


O  movimenlo  do  bloco  na  Figura  9.4. 1  ira  depender  de  quanto  foi  o  esUCurnentO  ou  a 
compressao  initial  e  das  forgas  que  agem  sobre  o  bloco  enquanto  clc  sc  mover,  Em  nos  so 
modelo,  i  rein  os  sapor  que  existem  so  me  me  duas  dessas  forgas:  sen  peso  w  e  a  forga  rest  an  ra- 
dora  F.  da  mola.  Em  particular,  iremos  ignorar  forgas  como  resistencia  do  ar,  forga  de  atrito 
interna  da  mola,  forgas  devidas  ao  movimento  do  suporte  da  mola  c  assim  por  diante.  Com 
ess  as  hip  biases,  o  model  o  C  Cham  ado  de  mode  to  harmonic  o  simples  e  o  movimenlo  do  bloco 
e  eh  am  ado  de  movimento  harmonica  simples, 

Nossa  meta  e  produzir  uma  equagao  diferencial  cuja  solugao  dc  a  fungao  posigao  y(/) 
do  bloco  como  uma  fungao  do  tempo.  Faremos  isso  determinandoa  forga  Kquida  FU)  que  age 
SObrc  o  bloco  em  um  tempo  qualquer  /  c,  entao,  aplicamos  a  Segunda  Lei  do  Movimenlo  de 
Newton,  Uma  vez  que  as  unicas  forgas  agindo  sobre  o  bloco  sao  o  sen  peso  w  =  -  Mg  e  a  for¬ 
ga  rcstauradora  F '  da  mola.  e  uma  vez  que  a  aceleragao  do  bloco  no  instame  t  e  /'(f),  segue 
da  Segunda  Lei  do  Movimenlo  de  Newton  que 


Fsit)  -  Mg  =  My"(t) 


(16) 


Para  expressar  F  it)  em  lermos  de  y(t)s  eomegaremos  por  exaniinar  as  forgas  sobre  o  bloco 
quando  clc  csta  cm  sua  posigao  dc  cquilibrio.  Nesta  posigao,  a  forga  dirigida  para  batxo,  a  do 
peso,  eski  pcrfeilamente  equillbrada  pela  forga  rcstauradora  da  mola,  para  cinia,  de  lal  forma 
que  a  soma  destas  duas  forgas  deve  ser  zero.  Assim,  supondo  que  a  eons! ante  da  mola  e  k  c 
que  ela  foi  eslicada  a  uma  dist&ncia  de  L  unidades  aiem  de  seu  comprimemo  natural  quando 
o  bloco  esta  em  equilfbrio  (Figura  9.4.3),  entao 


kL  —  Mg  —  0 


(17) 


Agora  vamos  examinar  a  forga  rcstauradora  agindo  sobre  o  bloco  quando  o  ponio  de 
conexao  tern  coordenada  y(r),  Nesse  ponto,  a  extre  ini  dude  da  mola  foi  deslocada  dc  F  -  y(t) 
unidades  de  sua  posigao  natural  (Figura  9,4.4 )T  de  mode  que,  pela  Lei  de  Hooke,  a  forga  res- 
tauradora  c 

F, (t)  -  UL  >(/))  =  kL  ky(r) 

o  que,  a  partir  dc  (1 7).  pode  ser  reescrito  como 

FAt)  =  Mg  -  ky(i) 

Substituindo  is  so  cm  (16)  e  cancelando-se  os  termos  Mg,  obtem-se 

— ky(t )  —  ) 

que  pode  ser  reeserita  como  a  equagao  homogenea 


A  equagao  auxiliar  para  ( 3  S)  e 


y  (o+(  -  |  j(o  =  o 


m2  +  —  —  0 
M 


(IB) 


que  tem  rafzes  imaginarias  m\  —  \fkf  Mi,  «h  =  -  rfk/Mi  (pais  k  e  Msao  positives).  Segue 
que  a  solugao  geral  de  ( 1 8)  6 


(19) 
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Confirnne  que  as  fungoes  da  fan  ilia 
[1 9)  sao  soEugoes  de  (1 8), 


c  ct  cm  (19),  tomarcmos  como  eondigoes  iniciais  a 


Para  determinar  as  coiistanlcs  c 
posigao  e  velocidade  no  instance  t-  0.  Mais  preeisamente,  pc  dimes  ao  letter  mostrar  no  Excr- 
cicio  40  que  sc  a  posigao  do  bloco  no  instantc  t  =  0  for  yn  e  sc  a  velocidade  inicial  do  bloco  for 
zero  (ou  seja,  o  bloco  foi  solto  do  repouso),  entao 


y(0  -  Jo  cos 


(20) 


Essa  formula  descreve  uma  vibragao  periodica  de  amplitude  |  yj,  periodo  T  dado  por 


e  IVeq  tie  nc  i  a  /  dad  a  por 


(Fig ura  9,4,5), 


T  —  —  2n\/  M /k 

VUm 

1  _  s/k/M 

*  ~  T  ~  2  7i 


(21) 


(22) 


Figura  l>.4.5 


Mol  a  inicisJmenteesticada  (yi{  <  0} 


►  Example  5  Suponha  que  o  bloco  na  Figura  9.4,2  esiique  a  mola  por  0:2  m  cm  equili¬ 
bria*  Suponha  tanibcm  que  o  bloco  seja  puxado  0,5  m  abaixo  da  posigao  de  equilibria  c> 
entao,  solto  no  instante t  -  0, 

(a)  Encontre  a  fungao  posigao  yOj  do  bloco. 

( b)  Eneontre  a  amplitude,  o  periodo  e  a  freqiiencia  da  vibragao. 


So  lug  do  (a)  A  formula  apropriada  e  de  (20).  Em  bora  nao  sejam  dadas  a  massa  M  do 
bloco  e  a  constante  k  da  mola,  isso  nao  imporla,  pois  podemos  usai  a  condigao  deequiKbrio 
(17)  para  encontrar  a  razao  k/M  sem  ter  os  va lores  de  k  e  de  M.  Especibcamente,  nos  e  dado 
que  no  equilibrio  o  bloco  estica  a  mola  L  =  0,2  rn  e  sabemos  que  g  =  9,8  m/s".  Assim,  (17) 


implica  que 


=  8_ 
M  L 


(23) 


Substituindo  is  so  cm  (20)  result  a  que 


>  (/)  =  Vo  cos  7/ 

onde  y0  e  a  coordenada  do  bloco  no  instante  1  —  0.  Porem,  nos  e  dado  que  o  bloco  esta  inicial- 
menie  0,5m  abaixo  da  posigao  de  equilibria,  logo  y0  —  -0,5  e,  portanto,  a  fungao  posigao  do 
bloco  e  y{t)  =  -  Q,5cos  It, 
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Solugao  (b)  A  amplitude  da  vibragSo  e 

amplitude  —  | yo |  =  |  —  0,5|  —  0,5  m 
eT  a  parti  r  dc  (21),  (22)  c  (23),  o  period  o  c  a  frequcncia  sao 


period  o  —  T  —  2  n 


2n 

T 


s. 


freqtiencia  —  /  — 


I 

T 


Hz  < 


EXERC1C10S  DE  COMPREENSAO  9,4  {Ver pagina  622  para  respostas,) 


L  Uma  equagao  difereneial  linear  de  segunda  ordem  6  uma  equa- 
g3o  do  tipo _ _ ..  Essa  equaqao  d  homogenea  desde  que 


2.  (a)  Dtias  ftmqoes  sao  ditas  Imearmeme  independetires  desde 

que _ . 

(b)  Em  cada  parte,  determine  se  as  funedes /e  g  sao  linear- 
mente  independentes, 

(t)  fix)  -  sen  x,  gU)  -  sen  2a 

(ii)  fix)  -  sen  x  cos  a,  #(a)  =  sen  2x 

(iii)  fU)  "  In  x.  g(x)-  In  Jx 

(iv)  f{x)-  ex,  g(x)=e2x 

(v)  fix)  =  sen"  a,  g(x)  =  ]  -  cos  2a 

3.  Se  V]  (a)  e  ya(jr)  forem  solug5e$  linearmente  independentes 

de  uma  equate  difcrencia!  linear  homogSnea  de  segundo  gran 
(com  eocftdentes  sendo  fungous  eontimias),  enifto  a  solugao 
sera  I  dess  a  equagao  difereneial  ser£  y  =  . 


4,  Em  cada  parte,  use  a  informagao  duda  sobre  as  raises  da  equa¬ 
gao  auxiliar  para  eneoiUrar  a  sotugQo  geral  da  eorrespondente 
equagao  difereneial  linear  homogenea  de  segundo  gran  coin 
eocfic  ic  ntes  co n  st  an  t  cs. 

(a)  A  equ agao  auxitiar  to tn  d u as  rafzcs  reai s  d i sti n las  m a  e  m2 , 

(b)  A  equagao  auxiliar  tern  uma  linica  raiz  ni  de  multiplier- 
dade  2, 

(c)  A  cquagSo  auxiliar  lem  dims  rai/es  com  plexus  distinlas 
m i  —  a  4  hi  e  jmj  =  a  —  hi, 

5,  A  eq  u  aga  0  d  i  fc  ren  da  I  d  0  m  o  vi  m  e  n  to  h  arm  0 11  i  co  s  i  m  pies  de 
uma  massa  M  presa  a  uma  mola  de  consiante  de  mola  k  6 


EXERCICIOS  9.4  H  Recurso  Grafico  [c]CAS 


1 .  Con  ft  ra  qu  e  as  segn  i  n  les  I  n  n  goes  sa o  s  o3  u  gbe  s  d  a  equ  agao  d  t  fe¬ 
re  nei  at  y"  4  y  —  2 y  =  0  substituindo-as  na  equagao, 

(a)  e~2x  e  e* 

(b)  C\c-~  2x  +  cie. x  ( c  1 ,  C-2  co  ns  la  ntes) 


2 .  C on  ft  ra  q  u  c  as  segu i  n  tes  fu  n  goes  sao  s 0!  ugoes  d  a  eq  u  agao  dii’e- 
rencial  y"  +  4_vr  +  4y  —  0  substituindo-as  na  equagao, 

(a)  e^2x  e  Aje_Zi; 

(b)  c  \e~2i  4-  Q  xe  ~ 2 1  (e  1 ,  c  2  const  antes ) 

3-16  En coni  re  a  so  i  u  gao  ge  c  al  da  eq  u  agao  d  i  feren  ci a! , 


3.  >'■  4-  3/  -  4  y  =  0 
5*  y"  -  2/  +  v  =  0 
7.  f  4y  =  <) 
d2y  dy 
dx2  ~  Tx~{) 


11. 


d2y 

If2 


—  A-j-  +  4v  =  0 
dt 


d2y  d  v 

13.  +42T  +  !3v  =° 

dx2  dx 

15.  8v"-2y-v  =  0 


4.  yfr  4  5yf  4  6y  -  0 

6,  y"  -  byf  4  9y  =  0 

/'  +  5y  =  0 

„ ,  d*  v  ...  d  y 
10.  — 43y=0 
dx1-  dx 

VL  ff  -W^+25y 
dt-  dt 

(p  v  dy  „ 

14.  — 6-—  +  25y  = 
dx  dx 

16,  9y"  -  by  4  v  =  0 


=  0 
-0 


1 7-22  Resol va  o  prob  f  e ma  de  val  ore  s  i  nici  ai  s , 

17*  y"  4  2y'  -  3y  =  0,  y(0)  =  1,  y\0)  =  9 

18.  ytf  -  6 y  -  ly  =  0,  y( 0)  ^  5,  /  (0)  =  3 

19,  f  4  6/  4  9y  =  0*  y( 0)  =  2,  y^(0)  =  -5 

20*  y"  4  4 /  4  y  =  05  y(0)  =  5,  / (0)  =  4 

21.  f  4  4>f  4  5y  =  0*  y(0)  =  -3,  y'(0)  =  0 

22.  y"  -  6 V  4  1 3y  =  0,  y(0)  =  -2t  yf(i))  =  0 

23.  Em  cada  pane,  e  neon  ire  uma  equagao  di  feren  cl  a]  linear  homo- 
genea  de  segunda  ordem  com  codi  dentes  cons  tan  les  quo  ten  ha 
as  fun  goes  dadas  como  solugocs. 

(a)  ,V1  -  >'2  -  trlv  (b)  yi  =  e4r,  y2  =  are4-1 

(e)  y  1  —  e~  -  cos 4a t  —  e~x  sen  4a 

24.  Mostre  que  se  e 1  e  e~x  forem  solugdes  de  uma  equagSo  diteren- 
eial  linear  homogdiea  dc  segunda  oiLdent,  entao  cosh  xc  senh  x 
tarn  hem  sao  solugocs, 

25.  Enco  n  i  re  todos  os  valo  res  de  k  pa  ra  os  q  na  t  s  a  eq  u agao  d  t  fcrcnc  i  a  1 
y"  4  kyf  4  ky  =  0  ten  ha  uma  solugao  geral  da  forma  dada. 

(a)  y  ~  t‘i  cyjV  4  ciehx  (b)  y  =  C]CCiX  4  cixe** 

(e)  y  —  u\e<sx  cos  bx  4  C2C,fiJf  sen  hx 
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26.  A  equagao 


..2 


d2v 


V 


$  ~  +  p*  ~ + {*y  - 0  o >  °) 

dx  -  ax 

cm  quc  p  c  q  $ao  cons lames,  c  chamada  de  equaqda  equidimen- 
s  tonal  de  Euler.  Mas  ire  que  a  substkuigao  x  —  e:  transforma 
essa  equate  na  equagao 

d2y  ■  r/v 

+  0?  “  l)-r“  +  qy  —  0 


rfz2 


27.  Use  o  nesultado  do  Exercicio  2d  para  e  neon  (rar  a  solugao  gera!  de 

?t/2v  A  dy  , 

(a)  xz-~  +  3.V  —  +  2v  =;  0  (x  >  0) 


dx2 


dx 


j'/2  y  1’ 

(b)  x2-r±-x-/-  -2y  =  Q  (a:  >0) 
dx L  dx 


ENFOCANOO  CONCEITOS 


28.  Seja  yix)  uma  solugao  de  y"  +  py*  +  qy  =  0,  Prove:  $e  /? 
c  £/  sfio  constantes  positivas,  entao  lira  y(.v}  =  0. 

X  — -if-^ 

29*  Prove  que  as  fun  goes  seguintes  sao  linearmcnte  iudepen- 
demos. 


(a)  V]  =  V2  =  erajjr 


(«i  #  ^  2) 


(b)  V|  —  >’2  —  xe 


30.  Prove :  so  a  eqn aga o  auxili a r  do 

y”  -P  py  +  qy  =  0 

lem  raizes  com  pi  ex  as  a  +  hi  c  a  -  hL  entao  a  solugao  gera] 
da  equagao  diferencial  d 

y(x)  =  eax  (Ci  cos  hx  ■+■  C2  sen  bx) 

[Sugestdo:  us  and  o  substituigao.  veritique  quo  as  enrvas 
yi  =  e‘tx  cos  bx  0  y?  —  eUJf  soil  fot  sao  solugoes  da  cqua- 
gao  diferencial,  Em  seguida,  prove  que  y3  e  y2  sao  1  in  ear- 
men  te  independentes.] 

31.  Suponha  que  a  cquag^o  auxiliar  da  oquagSo 
y"  H 3-  py  +  qy  =  0  ten  ha  raizes  reais  disit  mas  ft  cm. 

( a )  M  ostre  q tie  a  fu ngao 

eitx.  _ 

^  (,.¥)  -  - - — 

p  —  m 

6  uma  solugao  da  equagao  diferencial. 

(b)  Use  a  regra  tic  V I  f opt E  at  para  m  ost rar  q  1 10 

1  i  eh  gtt(x)  =  xemA 

fi  —*m 

[Ohstavcuyjo:  0  lei  lor  con  segue  ver  come  0  resultado  da 
pane  (b)  loma  plausfvel  que  a  fungao  v(.v  )  ==  xe*tx  seja 
uma  solugao  dc  yTt  +  py  +  qy  =  0  quando  wi  for  uma 
raiz  repetida  da  equagao  auxiliar?J 

32  *  Co n  si  de  re  o  prob  to  m  a  de  re  sol  ve  r  a  eq  u agao  di  fei  enc  i  a  l 

/  +  ky  =  0 

sujolta  as  condigoes  _v(D)  =  0,  _v(,t)  =  0. 

(a)  Most  re  que  so  k  <  0  entao  y  -  0  e  a  tinica  solugao. 

(b)  M ostre  quo  sc  k  >  0  entao  a  solugao  e 

y  —  c  sen  Vkx 

onde  c  e  uma  const  ante  arbitral  in.  case  cm  quo 
X=  1, 22,  32,42, ..  . 
e,  caso  contralto,  a  tinica  solugao  6 y  =  0. 


33-38  Estos  cxcrcicios  cnvolvom  vibragoes  do  bloco  desenhado 
na  Figura  9,4.  ] .  Suponha  que  o  eixo  y  seja  tornado  como  na  Rguia 
9.4.2  e  que  se  aplique  0  mode  1 0  harmdnico  simples. 


33.  Suponha  quo  0  bloco  tenha  uma  massa  dc  2  kg.  quo  a  constants 
da  mol  a  seja  k  =  0,5  N/m  0  que  0  bloco  seja  empurrado  0,4  m 
acima  da  sua  posigao  de  equilibrio  e  sol  to  no  in  slant  e  /  =  0. 

(a)  Encontre  a  lungao  posigao  \4f)  do  bloco. 

(b)  Encontre  o  perfodo  e  a  freqiiSncia  da  vibragao, 

(c )  Esbocc  o  g ra  1  i  co  dc  y( / }. 

(d)  Em  quo  instanto  o  bloco  passa  pda  priincira  vcz  pda  posi¬ 
gao  de  equilibrio? 

(e)  Em  que  in st ante  o  bloco  atinge  pda  primeira  ve/.  sua  dis- 
lancia  maxima  abaixo  da  posigao  de  equilibrio? 

34.  Suponha  que  o  bloco  tenha  um  peso  de  64  libras,  que  a  constan¬ 
ts  da  mol  a  seja  A'  =  0.25  Ib/pe  e  que  o  bloco  seja  empurrado  I  pe 
acima  da  sua  posigao  dc  equilibrio  e  sol  to  no  instants  /  =  0. 

(a)  Encontre  a  fungao  posigao y(n  do  bloco. 

(b)  Encontre  0  perTodo  e  a  iVeqiiCncia  da  vibragao. 

(c )  Esboce  0  grd li co  de  y (/) , 

(d)  Em  que  instante  o  bloco  passa  pda  primeira  vez  pda  posi¬ 
gao  de  equilibrio? 

(c)  Em  quo  instanto  o  bloco  atingc  pda  primeira  vez  sua  dis¬ 
tance  maxima  abaixo  da  posigao  de  cqui I fbno? 

35.  Suponha  que  o  bloco  estique  a  mo  I  a  0.05  m  quando  na  posigao 
dc  equilibrio  e  quo  seja  puxado  0,12  m  abaixo  da  sua  posigao 
dc  equilibrio  c  solto  no  instantc  /  =  0, 

(a)  Encontre  a  fungao  posigao  y{?)  do  bloco. 

(b)  Encontre  o  pen  ado  e  a  frequence  a  da  vibragao. 

(c )  Esboce  o  g  ra  fi  co  de  y U ) , 

(d)  Em  quc  instanto o  bloco  passa  pda  primeira  vez  pda  posi¬ 
gao  dc  equilibrio? 

(e)  Em  que  instanto  0  bloco  atingc  pda  primeira  vez  sua  dis- 
tanda  maxima  acima  da  posigao  de  equilibrio? 


36.  Suponha  que  o  bloco  estique  a  mo  I  a  2  p^s  quando  na  posigao 
de  equilibrio  e  que  seja  puxado  2  pds  abaixo  da  sua  posigao  de 
equilibrio  e  solto  no  instantc  r  =  0, 

(a)  Encontre  a  fungao  posigao  y(f)  do  bloco. 

(b)  Encontre  o  perfodo  e  a  frequencia  da  vibragao, 

(c )  Esboce  o  g  rd  li  co  de  y { t) , 

(d)  Em  que  instantc  o  bloco  passa  pela  primeira  vez  pel  a  posi¬ 
gao  de  equilibrio? 

(e)  Em  que  instantc  0  bloco  atingc  pda  primeira  vez  sua  d is¬ 
land  a  maxima  acima  da  posigao  dc  equilibrio? 


37.  (a)  Para  quc  vet  I  ores  de  y  podemos  esperar  que  o  bloco  no 
Exeracio  36  a  lea  nee  sua  velocidade  maxima?  Conhrme  a 
suaresposta  para  esta  questao  mate  mat  icamcnte. 


( b)  Para  quc  v al  ores  dc  y  podc  m os  espc  rar  que  o  bl oco  al  ca  nee 
sua  velocidade  minima?  Confirme  a  sua  resposta  para  esia 
que  stHO  n latematicame n  te . 


38.  Suponha  que  uni  bloco  peso  w  lihi'as  c  vibie  com  um  perfodo 
i.le  3  s  quando  puxado  para  baixo  da  posigao  de  equilfbrio  e. 
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eniao,  sol  to.  S  upon  ha  lambdm  que  se  o  processo  [or  re  pet  i  do 
com  urn  peso  adirional  de  4  libras.  eniao  o  perfodo  serif  de  5  s, 

(a )  Enc  oni  re  a  constante  d a  i  no  I  a, 

(b)  Encontre  w. 

39.  Conforme  mostra  a  figura  abaixo,  suponha  que  urn  caninho 
de  brinquedo  de  massa  M  csleja  fix  ado  a  Lima  paredc  por  uma 
moia  coni  constants  A,  e  que  introduzamos  um dxoy  horizontal 
coj  a  origem  esieja  no  ponto  de  conexuo  cut  re  a  mo  la  e  o  Cairo 
quando  cm  equilfbrio.  Suponha  que  o  carro  seja  empunrado  on 
puxado  horizon laltne me  ale  um  porno  v0  e.  emiio.  solto  no  ins- 
tame  t  =  0.  Determine  um  problema  de  valor  inicial  cuja  solu- 
gao  seja  a  fungao  posigSo  do  caito  e  explicite  qualquer  hipbtese 
que  for  feita. 


MlflWmtH  .  M 


£>± 


>  Figura  Ex-39 


40.  Use  a  posigao  inicial  v(0)  -  yit  e  a  velocidade  initial  y(0)  =  0 
para  encontrar  as  consumes  c,  e  c2  cm  ( 19). 

4 1 .  U  m  h  I  oco  preso  a  u  ma  in o!  a  ve i  li  cal  6  desl  ocado  de  su  a  po s  i  gSo 
de  equilfbrio  e,  entao.  solto.  catisando  um  moviinento  vibrato- 
node  amplitude  |  >v, |  e  perfodo  1 . 

(a)  Most  re  que  a  velocidade  do  bl.oco  tcm  magnitude  maxima 
2  7i  |  yfl  |  fT "  e  que  o  maxi  mo  ocorrc  quando  o  bloco  esta  cm 
sua  posigiio  dc  equilfbrio. 

(b)  Most  re  que  a  aceleragao  do  bloco  tern  magnitude  maxima 
4tt"  |>f0 1/ 7 e  que  o  max i mo  ocone  quando  o  bloco  cstti  on 
no  tope  oil  na  base  de  sen  moviinento. 

42.  Suponha  que  o  movitnento  de  um  bloco  de  massa  M  seja  go- 
vernado  pelo  model o  harmonico  simples  (3  8),  Defina  a  energia 
potential  do  bloco  no  institute  t  como  sendo  AAfyCOD  e  a  etier- 
gia  chuUlca  do  bloco  no  i n slant e  t  como  sendo  iM|V(/)]2, 
Prove  que  e  constants  a  soma  das  energias  potential  o  tindtiea 
do  bloco. 


43-47  A  figura  no  final  do  c  nun  dado  mostra  um  si  sterna  massa- 
mola  em  quc  um  objeto  de  massa  M  e  suspense  por  urn  a  mol  a 
c  concci  ado  a  um  pistao  quo  sc  move  iuun  ctlindro  con  ten  do 
um  Ifquido  viscose.  Sc  nao  houver  fore  as  extern  as  atuando  no 
sis  torn  a,  dizemos  que  o  objeto  cstii  cm  movitnento  livre  e  o  mo- 
vim  onto  do  objeto  !ica  completamente  de  term  in  ado  pelo  deslo- 
camcnto  e  velocidade  do  objeto  no  ins  lame  i  -  0,  a  rigidez  da 
mala  medida  pcla  consiaiuc  A  da  inola  e  a  viscosidade  do  fluido 
no  cilindro  medida  por  uma  cotmante  de  amorteeimento  c.  Ma¬ 
te  mad  came  ate,  o  deslocamemo  v  =  y(f)  do  objeto  a  parti  r  de 
sen  ponio  dc  equilfbrio  6  a  solugdo  de  um  problem  a  de  va  lores 
imeiais  da  forma 

/  +  A /  +  By  -  0*  V(0)  =  v0t  ■/({))  =  u0 

onde  o  coeficiente  A  6  detenu  in  ado  por  M  e  c  e  o  coelitiente  B  e 
deterniinado  por  M  e  k.  Na  nossa  derivagao  da  equagao  (21).  con- 
side  ram  os  apenas  movi memos  cm  quc  o  coeficiente  A  era  zero  e 
nos  quais  o  objeto  era  largado  a  partir  do  repouso,  ou  seja.  cm  quc 
=  0.  Nesses  exerefeios,  con  side  rare  nios  problemas  de  valores 


iniciais  cm  que  umbos  o  coeficiente  A  e  a  velocidade  inicial  i\,, 
siio  nSo-nulos. 


M 


043,  (a) 


044.  (a) 


(b) 

(c) 


045,  (a) 


(b) 

(c) 

(d) 


04*,  (a) 
(b) 


(c) 

047,  (a) 

(b) 


Resolva  o  problem  a  de  valores  iniciais 
y"  +  2.4  V'  +  l,44v  =  0,  y(0)  =  Ly'(0)  =  2e  laga  o 
grafico  de  y  =  y(f)  no  intervalo  [0.  5  J. 

Encontre  a  d i static i a  maxima  acima  da  posigao  dc  cqulli- 
brio  at  i  net  da  pelo  objeto. 

O  grdllco  rle  y(0  sugere  que  o  objeto  nao  pussa  pel  a  posi- 
gao  de  equilfbrio.  Mostre  quc  esse  real  me  rite  e  o  caso. 


Resolva  o  problemade  valores  iniciais  yir  +  5yJ  +  2y  =  0. 
y(0)  =  1/2,  yr{0)  =  —4  c  faga  o  grafico  de  y  =  y(t)  no  in- 
tcrvalo  [0.  5J. 

Encontre  a  d  island  a  maxima  abaixo  da  posigao  de  equilf¬ 
brio  atingida  pelo  objeto. 


O  grSflco  de  y(r)  sugere  que  o  objeto  passu  pela  posigao 
dc  equilibrio  ex  at  amen  to  uma  vez.  Com  quc  velocidade  o 
objeto  passa  pela  posigao  de  equilfbrio? 

Resolva  o  profile m a  de  valores  iniciais  yfi  +  y'  +  5v  —  0. 
y (0)  —  1,  yr (0)  —  —3.5  e  faga  o  grafico  de  y  —  y(/)  no  in¬ 
ter  va  to  [0,  8], 


Encontre  a  distand  a  maxima  abaixo  da  posigao  dc  equilf¬ 


brio  atingida  pelo  objeto. 


Encontre  a  velocidade  com  que  o  objeto  passa  pda  posigao 
dc  equilibrio  pela  prime! ra  vez. 


Eneotui'c.  sem  fazer  comas,  a  aceleragao  do  objeto  quati- 
do  ele  passa  jicla  posigao  dc  equilfbrio  pela  prtmeira  vez. 
[Sugestao:  examine  a  equagaodiferencial  e  use  o  resulla- 
doda  parte  (c),j 


Resolva  o  problema  dc  valores  iniciais  ytf  +  y*  -f-  3y  —  0. 
v( 0)  =  -2,  y-(0)  —  i’o 

Encontre  o  maios’  valor  positive  de  para  o  qua!  o  objeto 
nao  sobe  mu  is  do  que  l  unidade  acima  da  posigao  de  equi¬ 
lfbrio.  \Sngestdo'.  use  uma  estratdgia  de  lentativa  e  erro. 
De  uma  esttmativa  ate  o  ccntdsimo  mats  proximo.] 


Faga  o  grafico  da  solugao  do  problem  a  de  valores  iniciais  no 
intervalo  [0.  8],  usundo  o  valor  de  Lqobtido  ua  parte  (b). 


Resol  va  o  problema  dc  val ores  i  ni  ci ai  s  v"  q-  3 . 5  v f  +  3  v  —  0, 
y(0)  =  l ,  y  (0)  =  w> 

Use  o  resulta do  da  parte  (a)  paiLu  encontrar  as  solugoes  para 
u„  =  2,  ult  =  — 1  e  t1,-,  =  -4 c  faga  o  grafico  dessas  ties  solugoes 
no  intervalo  [0, 4[  no  mesrno  si  sterna  de  coordcnadas. 

Disc  ni  a  o  efeito  da  velocidade  inicial  so  fire  o  movitnento 
do  objeto. 


622  Calculo 


[cl  48*  Se  o  bloc  o  na  Figuna  9,4.  t  for  de  sloe  ado  y0  uni  dudes  de-  sua  po- 
sigao  de  equiltbrio  e  for  so  I  to  com  utna  vclocidade  inicia!  de  vit, 
cm  vez  dc  scr  sol  to  com  uma  vclocidade  inictal  dc  zero,  entao  a 
sua  fungao  posigao  v(/)  dad  a  na  Equagao  (19)  deve  sat  is  Fixer  as 
eondiedes  lm dais  v(0)  =  y„  e  y'(0)  -  viy 

(a)  Mostrc  que 


(b)  Suponha  que  uni  bloco  com  uma  massa  dc  !kg  estique  a 
rnol a  0,5m  no  equilibrio.  Use  um  recurso  computadonal 
para  fazer  o  grdfico  da  fungao  posigao  do  bfoco  se  for  co¬ 
lon  ado  em  movimento  puxando  a  mol  a  para  baixo  J  m  e 
dando  uma  vclocidade  Lnicial  para  cimade 0.25  in/s. 

le)  Qua  I  c  o  deslocamemo  maxi  mo  do  bloco  de  sua  posigao 
dc  equiltbrio? 


ENFOCANDO  CONGEITOS 


49*  Considers  a  equagao  linear  homogenea  de  pi  i inetra  ordem 

dy 

—  +  p{x)y  =  0 

ondc  p{x)  €  uma  fungao  conlmua  nuni  intervalo/,  For  ana¬ 
log  i  a  com  os  resulted  os  do  Teorema  9.4.1,  e  de  se  e&perar 
que  a  solugao  geral  dess  a  equagiio  seja  da  forma 

y  —  cvj  (x) 

onde  y |  (a)  d  uma  solugao  da  equagao  no  interval o  /  c  c  d 
uma  constatitc  arbitraria.  Prove  que  isso  rcaimente  ocorre. 

50*  Prove  o  Teorema  9.4. 1  no  caso  especial  em  que  pix)  c  idem 
ticamente  nula. 


RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  9.4 


d2  v 


dy 


1.  +  p{x)~  -F  q(x)  v  —  r(x);  r(x)  =  0  2*  (a)  nenhuma  seja  um  multiple  constants  da  outia  (b)  Soineme  os  pares  de  (i)  e  (iv) 

dxz  ax 

sac  linearmente  indcpendciues.  X  C\}\ (a)  +  toy? U)  4*  (a)  y(.v)  =  Cie'"iX  4-  cod"-*  (b)  y(,v)  =  c\emx  +  C2xelflx 
(c)  y(,\)  —  e<tx (c]  cos bx  4-  Q sen hx)  5*  y"(0  4-  j  y(t)  —0 


EXERCICIOS  DE  REVISAO  DO  CAP1TULO 


CAS 


1.  Vimos  que  a  solugao  geral  de  uma  equagao  linear  dc  primeira 
ordem  envolve  uma  unit  a  constame  arbitraria  c  que  a  solugao 
genii  dc  uma  equagao  linear  de  segimda  ordem  envoi ve  duas 
consumes  arhitrarias.  De  uma  explicagao  informal  do  porqtic  6 
tie  sc  esperar  que  o  mfimero  dc  const  antes  arbitr^rias  seja  igual 
a  ordem  da  equagao, 

2.  (a)  Hu  u  me  re  os  pas sos  do  metodo  dos  faiores  integrantes  para 

resolver  uma  equacao  diferendal  linear  de  primeira  ordem. 

(b)  ()  que  devemos  fazer  sc  predsarmos  resolver  um  prohlema 
de  valor  ink  Sal  envoi  vendo  uma  equagao  diferendal  linear 
de  primeira  ordem  cujo  tutor  imegrante  nao  possa  ser  obti- 
do  dev i do  a  complex idade  da  integragiio? 

3.  Classiliquc  as  seguintes  equagdes  dilbiendais  de  primeira  or¬ 
dem  come  separiiveis*  Imeares.  am  bos  ou  uenhum  rides. 

dy  dy 

(a)  —  —  3  v  —  sen  x  (b)  ~  +  xy  =  x 


dx 
dy 

to  y-t  -X  =  1 

dx 


dx 

dx 


U  fc 

(d)  —  +  xy  =  sen(jey) 


dx 


4,  Quais  das  segu i  m es  eq ua goes  d i feren ei ai s  s So  separd vei s ? 


(a)  —■  =  f(x)g(y) 
dx 


(b) 


(c) 


dy 

dx 


=  /W  +  j?0’) 


dy_  _  /<-v) 

dx 
dy 


(d)  =  ^f(x)g{y) 

dx 


5*  Determine  se  os  metodos  dos  fatorcs  integrantes  c  a  separa- 
gao  dc  variaveis  produzem  a  mesma  solugao  para  a  equagao 
diferencia! 

dy 

-j-  ~  4.v  y  =  .v 
dx 

6-10  Rcsolva  a  equagao  diferendal  pelo  metodo  dos  faiores  ime- 
gi'antcs  oil  entao  por  separagao  de  variaveis. 


-2x 


1 


dy 

6*  —  +  3  v  =  e 
dx 

8*  — — F  y  —  — 

dx  1  i  +  ex 

d  v 

10.  3lgy - 7-  sec  x 

dx 


^  0 
=  0 


7.  ^  =  (I  +  VZ)JCS 
dx 

%  (1  +  y2)/  =  exy 


11.  yf  —  xy  =  a-,  v  (0)  =  3  12,  /  =  1  +  y%  y( 0) 

13.  y*  cosh  x  +  y  senhaj  =  cosh2  y(0)  —  2 

14.  xyf  +  2y  =  4x2,  y( I)  =  2 


=  1 


r5 


■,  y(i)  —  1 


15.  VH  =  - 

a  (I  +  y4) 

16*  v;  =  4v2  sec1'  Iv.  v(jt/8)  =  1 
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017*  (a)  Resolva  o  problema  de  valor  itiictal 

y'  —  v  =  x  sen  3,i\  y(0)  =  \ 

pclo  mdtodo  dos  fat  ores  intcgrantes,  usando  uni  CAS  para 
efetuar  as  integragSes  cli  ficeis* 

(b)  Use  um  CAS  para  resolver  diretamente  o  problema  de  va¬ 
lor  initial  e  contirmc  quo  a  sua  resposta  esta  de  acordo  com 
aquela  obtida  na  parte  (a). 

(c)  Faga  o  grafico  da  solugao. 

IS.  (a)  Esboce  a  curva  integral  de  2  yyr  =  I  que  pass  a  pdo  ponto 
(0,  1)  e  a  curva  integral  que  pass  a  pdo  ponto  (0,-1)* 

(b)  Esboce  a  curva  integral  de  v'  —  —2xy2  que  passa  pe.lo 
ponto  (0,  I ) 

19*  Um  tanque  coiuem  1.000  galoes  dc  a  qua  ire  sea,  No  install? 
le  /  =  0,  agua  salgada  contendo  5  gramas  de  sal  por  galiio  6 
despejada  no  tanque  a  uma  taxa  de  10  galSes  por  ininuto  e  a 
mistura  £  drenada  do  tanque  a  mesma  taxa.  Apos  15  minutos, 
o  pro ces so  e  interiompido  c  agua  frcsca  c  dcspejada  no  tan¬ 
que  a  uma  taxa  de  5  guides  por  minuto  e  a  solugao  e  drenada 
do  tanque  a  mesma  taxa,  Determine  a  quarUidade  de  sal  no 
tanque  no  instante  t  =  30  min. 

20.  Suponha  que  uma  sala  contendo  1.200  pds'"  dc  ar  esleja  livre 
de  mondxido  dc  carbon  o.  No  in  si  ante  t  =  0,  fumaga  dc  cigarro 
Contendo 4%  de  monbxido  de  eaibono d  inlroduzida  a  uma  taxa 
de  CU  pdsVmin  e  a  mistura  bem  circulada  e  ventilada  para  fora 
da  sal  a  h  mesma  taxa. 

(a)  Bncontre  uma  formula  para  a  porcentagem  de  monoxide 
de  carbon  o  na  sat  a  no  instante  L 

(b)  A  expos  igao  conti  nuada  ao  ar  contendo  0*012%  de  mo- 
ndxido  de  earbono  c  considcrada  perigosa.  Quanto  tempo 
levari!  para  aimgir  esse  nsvel? 

Fonter  num  problems  dij:  William  h.  Royce  -e  Richard  Cr  DilYi- 

ina.  Elementary  / ){fferenii<il  Equations,  8! h  bcl..  John  Wiley  &  Sons.,  New 
York.  2004. 

21.  Esboce  o  campo  dc  diregdes  para  y;  ~  xy/%  nos  25  pontos  de 

malha  (a,  y),  dados  por  \  =  0,  1 . 4 e  y  =  0h  1 , ,  4. 

22.  Resol  va  a  equ  agao  d  i  fere  no  i  al  v 1  —  x  y  /  8  e  encont  re  uma  fam  fJ  ia 
dc  curves  integrals  para  o  campo  dc  dircqoes  do  Exerticio  2L 

— ; - - - - - - - - — - 

23-24  Use  o  mdtodo  dc  Euler  com  o  lamanho  de  puss©  Ax  dado  para 

aproximitr  a  solugSo  do  problema  de  valor  inicial  no  interval©  dado* 

Aprcsente  a  resposta  em  forma  de  labcla  e  tambtin  como  gridico. 

23.  dyfdx  —  v/y.  y(0)  =  1*  0  <  x  <  4.  Ax  =  0.5 

24.  dyfdx  —  sen  y,  y(0)  =1,  0  <  x  <  2,  Ax  =  0.5 

25.  Con  side  re  o  problema  dc  valor  inicial 

y'  —  cos2xrc  v(0)  =  I 

Use  o  mdtodo  de  Euler  com  cinco  passes  para  uproximar  y(l ). 

26.  (a)  Use  o  metodo  de  Euler  com  tamanho  de  passo  At  =  QJ 

para  aproximar  a  sokigSo  do  problema  dc  valor  inicial 

/  =  I  +5/-y*  y(l)  =  5 
no  interval©  [1,2]. 

( b J  E  X;  t  erm  i  ne  o  e rro  perce m u  al  n  os  val  ores  co m  pu  tados. 


27*  Em  cada  parte,  determine  um  model  o  de  eresci  men  to  ex  pone  n- 
cial  y  =  yncf  que  sattsfaga  as  concludes  dad  as, 

(a)  yn  =  2;  tempo  de  duplicafao  T=  5, 

(b)  y(0)  -  5;  taxa  dc  creseiinento  1  *5%. 

(c)  y(l)=  l;y(10)=  100. 

(d)  _v(  I )  =  I  l  tempo  de  dtiplicagao  T=  5. 

28*  Su pon h a  q u e  u ina  p opu  1  ac ao  inicial  de  5.C KK)  bacl£r i as  c resc a 
exponencialmente  a  uma  taxa  dc  I  %  por  hora  e  que  y(/)  denote 
a  ndmero  de  baetdrias  presen tes  depois  de  /  boras. 

(a)  Encontre  u  m  p  roblema  de  valo  r  i  n  ic  i  al  c  u  j  a  sol  ugao  seja  y(Y) . 

( b)  Enco  in  re  uma  form  ls  I  a  para  y(s ), 

(c )  Qual  6  0  tern  po  de  d  u  pi  icagao  dc  ssa  po  p ti  I  agao '? 

(d)  Quanto  tempo  leva  para  cssa  po  pul  ague  dc  baetdrias  atingtr 
os  30.000? 

29.  Um  tec  i  do  e  neon  trade  numa  pirlinide  egfpeia  contain  78*5% 
de  seu  earbono- 14  original.  Esttme  a  idadc  do  tecido. 

30*  O  coinprimento  e  a  largura  de  um  reiangulo  estao  crescendo  a 
uma  mesma  taxa  constants  Prove  que  isso  implica  que  a  lax  a 
dc  variaqao  da  area  do  reiangulo  c  proporcional  ao  pen  metro 
do  retSngulo. 

3 1 .  Enco  n Lre  a  sol uguo  gera  t  dc  cada  eq uagao  di  fere nc i  al . 

(a)  -  V  -h  2y  =  0  (b)  4yrf  -  4 /  +  y  ^  0 

(c)  yft  +  yf  +  2y  =  t) 

32,  R csol  ^r^  o  pmb lema  de  va !  ore s  i  nicia  i  s* 

(a)  /f  +  2y"  -  3y  =  0,  y(0)  s=  1,  /(O)  -  5 

(b)  f  -  6yf  +  9 y  =  0,  .v(0)  =  2,  /( 0)  =  l 

(c)  f  -  4 y  +  13 y  =  0,  y{0)  =  L  /(&)  =  5 


33-34  Estes  excrcicios  envoi vem  vibracocs  do  bloco  desenhado 
\vd  Figura  9.4, 1 .  Stiponha  que  o  eixo  y  seja  tornado  como  na  Figura 
9.4.2  c  que  se  apliquc  o  modelo  liarmbnico  simples. 

33.  Suponha  que  o  bloco  tenha  uma  massa  de  1  kg,  que  a  cons  tame 
da  mo  la  seja  de  0.25  N/m  e  que  o  bloco  seja  empnrrado  0,3  in 
acima  da  sua  posigao  de  equiitbrio  e  solto  no  instante  t  -  0. 

(a)  Encotitre  a  fungao  posigao  \it)  do  bloco. 

(b)  Encontre  o  periodo  e  a  ttcqucncia  da  vihracao, 

(c )  Esboce  o  g  ra  I  s  co  de  y ( 0 , 

(d)  Em  que  instante  o  bloco  pa  ssa  pel  a  primeira  ve/  pel  a  po- 
sigao  de  cquilibrio? 

(e)  Em  quo  instance  o  bloco  alinge  pela  primeira  vez  sua  dis- 
t  noda  maxima  abaixo  da  posigao  dc  equ  lift  no? 

34*  Suponha  que  o  bloco  cstique  a  mola  0.5  pcs  quando  na  posigao 
dc  equitibrio  c  que  seja  puxado  1,5  pcs  abaixo  da  sua  posigao 
dc  equilibrio  c  solto  no  instante  i  =  0. 

(a)  Enco n  t  ic  a  fu  1 1 gfto  pos  i  gao  y(  t )  do  bl  oco . 

(b)  Encont  ne  o  periodo  c  a  frequeneia  da  vibragao. 

(c )  Esboce  o  «  ra  li  co  dey(U. 

(d)  Em  que  .instante  o  bloco  passa  pda  primeira  ve/  pela  posi- 
gao  de  equilibrio? 

(c)  Em  que  instante  o  bloco  alinge  pela  primeira  ve/  sua  dis¬ 
tance  maxima  acima  da  posigao  dc  equilibrio? 


a  p 


t 


u 


I  o 


SERIES  INFINITAS 


Pul  gas  grander  tem  pitfgas 
pequenas  ms  suas  costas,  e  pul - 
fas  pequenas  tem  pul  gas  mena¬ 
ces  ninth,  e  assim  par  diartte.  H 
as  puigas  grandes,  etas  mamas, 
par  sua  vez>  estao  nas  costas  de 
pul  fas  matures,  enquanlo  essas 
kunbthn  estdo  nas  tie  puigas 
maiores  aittda,  e  mat  ores  ainda 
e  assim  par  diame, 

— Augustus  De  Morgan 
Matemdiico 


os-t-e-  capital  o,  consideraremos  series  infinites,  que  sao  so  mas  que  envoi  vem  um  nu  me¬ 
re  infinite  de  term  os.  As  series  infinites  desempenham  um  papel  fundamental,  tanto  na 
Mate  matte  a  quanto  na,  Ciencia:  elas  sao  usadas.  por  exernplo,  para  aproximar  f  undoes 
trigonometrical  e  logarftmicas*  para  resolver  equates  dtferenciats,  para  caleuter  integrals 
dificeis,  para  ciiar  novas  fun^oes  e  para  construir  modelos  matematicos  de  Eels  ffsicas.  Como 
e  mipossivel  efetuar  di  retain  ente  a  soma  de  um  numerq  infinite  de  term  os,  um  objetivo  sera  de¬ 
li  oir  exa  tame  rite  o  quo  entendemos  por  soma  de  uma  sorte  infinite,  Porem,  diferentemente  das 
somas  Unites,  nem  todas  series  infinites  tem  realmente  uma  soma,  portanto  predsamos  desen- 
voIvgt  ferramentas  que  determinem  quais  series  infinitas  tem  soma  e  quais  nao  tem.  Uma  vez 
desen  vo! vidas  as  ideias  basEcas,  apl  Scare  in  os  o  rosso  irabalho;  mostraremos  corns  as  series 
infinitas  sao  utilfradas  para  catcular  quantidades  como  In  2t  er  sen  3D  ©  rtt  como  elas  sao  usadas 
para  criarf undoes  e/finalmente,  como  sao  usadas  para  model ar  leisfisicas. 


Foto;  A  perspective  cria  a  ilusdo  de  que  a  seqiiencia  de  pastes  telefonicos  continua  indefinidamente  mas  converge  em 
direqao  a  um  uniat  panto  infinitamente  distante. 

to.t  sequencias 


Na  lingua  gem  do  dia  a  dia ,  a  ten  no  seqiiencia  signified  uma  sucessdo  de  coisas  em  uma  ordem 
detetminada:  ordem  cronoldgica,  de  tamanho,  cm  logicci,  par  exemplo.  Em  Matemdtica,  a 
termo  seqiiencia  4  usado  comumente  para  denotar  uma  sucessdo  de  mi  met  os  cuja  ordem  e 
determinda  por  uma  lei  ouftmedo,  Nesta  segdo ,  desenvolveremos  algumas  das  uteias  basic  as 
re  f e rentes  a  sequencias  de  mini  eras. 


■  DERNI?AQ  DE  SEQUENCE 

Infonnalmeme,  uma  seqiihtcia  inftnita,  ou,  mats  simplesmeme,  uma  seqiiencia,  6  uma  su- 
cessao  sem  fim  de  numeros,  chamados  termos,  Entende-se  que  os  termos  tem  uma  ordem  de¬ 
ft  nidat  istod,  ha  um  primeiro  termo  at,  um  see  undo  termo  a2i  um  tereeiro  termo  um  quarto 
termos  a4  e  ass im  por  d  junto.  Tipicamente,  uma  seqiiencia  6  escrita  como 


rq  ,  ^2, 1/3,  ^4,  + . . 

onde  os  pontos  sao  usados  para  indicar  que  a  seqiiSneia  continua  indefinidamente.  Alguns 
exeni  p  I  os  espee  i  11  c  os  sao 


12^4 

1  H  -i  a  *  -i 


till 

■  T  ?  It  i)  >  “  t 


2  •  3f  4 


2.4.6-sB . 


1,-1,  1,-1,. 
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Cada  umadessas  sequ£ncias  tern  um  padrao  detinido,  o  cjnu  Ionia  facil  gerar  termos  ad i- 
cionais  sc  admitii  nios  que  esses  Icrmos  seguem  o  mesmo  padrao  que  os  term  os  apresenlados. 
No  cniantOf  lais  padrocs  podcm  ser  ilusorios,  portanto  e  melhor  lei  uma  rcgra  on  formula  para 
gerar  os  termos.  Uma  maneira  de  fazer  isso  c  pro  cur  ar  uma  tunguo  quo  relacione  cada  termo 
da  seqiiencia  ao  numcro  dc  sua  posigao.  Por  exemplo,  na  sequCncia 

2, 4, 6*  8,  . .  - 

cada  termo  6  o  dobro  do  numcro  da  sua  posigao;  isto  e,  o  enesimo  termo  da  sc  q  Lien  cm  e  dado 
pc  I  a  formula  2  n>  Denotamos  isso  cscrevendo  a  .sequencia  como 

2f  4, 6,8,,..,  2n , , , . 

Di /.emos  que  a  fungao  /(/;)  =  2n  d  o  termo  geral  desta  scqiicncia.  Agora,  sc  quisermos  saber 
um  lernio  cspccflko  dela,  preeisamos  somente  subsliluir  seu  n  timer  o  de  posigao  na  formula 
do  termo  geral.  Por  exemplo,  o  37-esimo  termo  da  scqiicncia  c  2  >  37  ~  74. 


Tabeta  10.1.1 


xOmhko  |)H 
k  isigAo 

1  2  3  4  ***  n 

TKKMO 

12  3  4  n 

■ -  -  - -  -  B  ■  +  - -  mwm 

2  3  4  3  n  +  1 

Tahela  10.1.2 


nCjmkro  hi- 
wjsigAo 

1  2  3  4  n 

TERMO 

}  \  \  {  _  \  ^ 

2  22  23  24  T 

►  Exemplo  1  Em  cada  parte,  determine  o  termo  geral  da  sequSrtcia. 

ao  12  11  /hi  HU 

7  j  ^  *  4  *  4,  +  1  ■  1 

I  _2  1  —1  Aft  1  ^  s  7 

\W  7  1  1+4*  ^  j  1  '  '  0  f  -A  ?  *  t  *  *  * 

Solugao  (a)  Na  Tube  la  10. 1.1,  os  quatro  termos  eonhecidos  foram  colocados  abaixo  de 
sen  nrimero  dc  posigao,  donde  vemos  que  o  numerador  6  igual  ao  mimero  de  posigao  e  o 
denominador  e  o  mimero  de  posicao  mais  I .  Isso  sugere  que  o  enesimo  termo  tom  o  name- 
rador  n  e  o  denominador  n  +  1 ,  con  forme  indicado  na  label  a.  Assirn,  a  sequencia  pode  ser 
ex  pres sa  como 

12  3  4  n 

r  y  y  y^’ 

Sohtqdo  (b)  Na  Tabela  10.1.2,  os  denominadorcs  dos  quatro  term  os  eonhecidos  foram 
expresses  como  poteneias  de  2  e  colocados  abaixo  do  seu  numcro  de  posigao,  donde  vemos 
que  o  ex  pome  no  denominador  e  igual  ao  numcro  de  posigao,  Isso  sugere  que  o  denomi¬ 
nador  do  enesimo  termo  c  2'\  conformc  indicado  na  tabela.  Assim,  a  scqiicncia  podc  scr 
ex  press  a  como 

I  I  I  I  1 

r  y  y  To . ¥'  ' 


Solti  gao  {c)  Esia  scqiicncia  6  identic  a  frquela  da  parte  (a),  exccto  polos  sinais  al  tornados. 
Assim,  o  enesimo  termo  da  sequencia  pode  ser  obtido  mulliplieando-se  o  enesimo  termo  da 
parte  (a)  por  (“  1  )/J+ 1 .  Estc  fator  produz  eorretamente  os  sinais  alternados,  uma  vc/  que  sens 

va  lores  sucessivos,  eomegando  com  n  -  1,  sao  1,-1,  1,-1 . Assim,  a  scqiifincia  pode  ser 

esc  rita  como 

I  2  3  _4  ,  » 

v  „  t  •*  4  9  S  \  / 


3  4  5 


n  4-  l 


Tabela  10.1.3 


nCm>-ko  m 
POSICAO 

12  3  4  n 

THkMO 

13  5  7  -‘In-  1  — 

Soltt gao  id}  Na  Tabela  10. 1 .3,  os  denominadores  dos  quatro  icrmos  eonhecidos  foram  co- 
locados  abaixo  de  sens  numeros  de  posicao,  donde  vemos  que  cada  termo  e  1  a  me  nos  do  que 
o  dobro  do  seu  ntimero  de  posigao.  Isso  sugere  que  o  enesimo  termo  da  sequencia  e  2n  —  1, 
conformc  indicado  na  tabela.  Assim,  a  sequencia  podc  ser  expressa  como 

1T  3,  5,  7,  . . .  t  2n  —  I ,  . . .  M 


Quando  o  termo  geral  de  uma  sequencia 

•f  ^  ]  .  &2  s  '  *  *  +  t  ^  Jtj  1 


(i) 


626  Calculo 


Consider©  a  sequencia  cujo  lermo 
geral  e 

f(n)  —  5  (3  -  5n  +  6tr  —  n3) 

Caicule  os  tres  primeiros  termos  e 
fa^a  uma  conjecture  sob  re  o  quar¬ 
to  Lermo.  Verifique  a  sua  conjeclura 
calculando  o  quarto  termo.  Quai  a  a 
mensagem  que  isso  I  ran  smite? 


for  conhecido,  nao  M  neeessidade  de  eser ever  oh  termos  iniciatsT  e  d  comum  escrever  so  men - 
le  o  tern  10  geral  envoi vi do  por  e haves.  Assim,  (I)  pode  set  escrito  como 


Por  exemplo,  a  seguir  estao  as  quairo  sequencing  do  Exemplo  1  expressas  em  notagao  coin 
chaves. 


SI  A  NOT  AC  At  >  U  >V!  CHAVhS 


I 

2 

4>> 

3 

4 

11  J 

r  u  t4<M 

2  ’ 

3 

4' 

sj " ' "  ■  ? 

n  +  1  * "  ’  *  1 

Lh  +  !  iw  -  ! 

1 

1 

1 

1 

!  1 

f  1  l+“ 

2' 

4* 

8 ' 

16  1 

■  2fi - 

l  2Pr  Li 

1 

2 

3 

4 

t  j  yj+ 1  11 

2’ 

3 

5  4 

’  ^  7  '  1 

"  ■  V  4  I  .  1  T  ■  B  ■ 

n  +  1  1 

l(  }  ti+  1  Li 

1, 

3*5, 

7,, 

■  -  ■  ■ 2«  ■ 

A  letra  n  em  (1)  e  ehamada  de  indice  da  seqiiSnda.  Nao  e  essential  usar  n  como  fndiee; 
qualquer  letra  que  nao  estiver  reservada  para  out  ms  propdsitos  pode  Her  usada.  Por  exem¬ 
plo,  podemos  considerar  o  ter  mo  generico  da  sequencia  a\,  , , ,  como  sendo  o  /t-esimo 

lermo  e,  neste  ease,  denotaremos  essa  sequencia  como  Alem  disso,  nao  c  esseneial 

comcgar  o  fndiee  em  I  ;  as  vczes,  6  mats  convcniente  comegar  em  0  (ou  algum  outro  intciro). 
Por  exemplo,  considere  a  sequencia 

1 1 1 1 
'  2  2='  2> 


Uma  forma  de  escrev£-Ja  e 


2" 


-3 


+» 


H  =  ] 


Eniretanto,  o  Lermo  geral  sera  mats  simples  se  tomarmos  como  termo  inicial  o  Q-eshno  lermo, 
e  neste  caso  pode m os  escrever  a  sequencia  como 


1 

2* 


«=0 


Comegamos  esta  segao  descrevendo  uma  sequencia  como  uma  sucessao  sem  fun  de 
numcros.  Em  h  ora  isso  iransmiia  a  ideia  geral,  nao  e  uma  definigao  mate  mat  ica  memo  salts- 
fatdria,  pois  depende  do  termo  “sucessSo”,  que  c  um  lermo  nao-definido,  Para  motivar  uma 
definigao  prccLsa,  considcrc  a  sequencia 

2, 4, 6,  8* , . . ,  2«( . . . 

Se  denoiarmos  o  lermo  geral  por  f{n)  —  2ny  enlao  podemos  escrever  essa  seqiiencia  eoino 

/( J)t  /(2),  /(3) . /(*),... 

que  e  uma  "list a"  dos  va lores  da  fungao 

f(/i )  =  2n,  n  =  1,2,3,.., 

cujo  domfnio  e  o  conjunto  dos  inteiros  posi lives.  Isso  sugere  a  seguinie  definigao. 


UK  LI  DiiFiNigAo  Uma  seqiiencia  6  uma  fungao  cujo  domfnio  e  um  conjunto  de  in¬ 
fernos.  Espeeifj  cam  cute*  consideramos  a  expressao  como  sendo  uma  notagao  aL 

ternativa  para  a  fungao  fin)  =  aat  n-  I,  2,  3,; .... 
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Quando  o  valor  inioial  do  indice  de 
uma  seqGGnda  nao  tor  ralevante  para 
a  diasussHo,  e  comum  osar  uma  no- 
ta^io  oomo  {aj  am  qua  «3o  h£  re- 
fr^ncia  ao  valor  iniciaS  de  n.  Pocfamos 
distinguir  entre  sequ^ncias  diferentes 
usancfo  leirae  diferenies  para  os  seus 
termos  geiais;  assfm,  {eg  }*l  b„ )  e  {cn } 
danotam  ires  seqiidnoias  diferentes. 


■  GRARCOS  DAS  SEQUENCtAS 

Uma  vez  quo  scquendas  sao  fungoes,  faz  sentido  falar  sobrc  o  grftfico  delas.  Por  excmplo,  o 
grafico  da  sequencia  { 1  hi  J'jjj  e  o  grafko  da  equagao 


y  =  — ,  n  —  3 ,2,  3, . . . 
n 

Como  o  I  ado  direilo  desta  equagao  este  defmido  someme  para  valorem  inleiros  positives  de 
tu  o  g  rali  co  con  si  sic  de  uma  sueessao  de  pomos  iso  I  ados  (Figura  1 0,1.1.#).  Is  to  6  distinto  do 
grniko  de 

1 

V  =  -  .  A  >  1 
X 


que  6  uma  eurva  contfnua  (Figura  1 0, 1 . 1  b). 


Figura  10.1.1 


■  LIMITE  DE  UMA  SEQUENCIA 

Uma  vez  que  sequencius  sao  f undoes,  podcmos  iridagar  sohre  os  sous  I  unites.  Pordm,  como  a 
sequencia  (r/J  esta  so  men  to  definidapara  valores  inleiros  dc  nt  o  unieo  liniite  que  faz  sentido 
c  0  de  att  quando  n  — >  +oo.  Na  Figura  10.1.2  Til  os  l  ram  os  os  graficos  do  quatro  seqliencias, 
cada  uma  comport ando-se  diferentemenle  quando  n  —>  ™kx>; 

•  Os  ternios  na  sequencia  {«  +  I }  ereseem  sem  cola, 

*  Os  tennos  na  sequencia  f  (- 1  f 4 1 }  oscilam  entre  - 1  e  L 

•  Os  termos  na  sequ&ncia  [n/(ti  +  1)}  ereseem  em  diregao  a  um  “valor  limite”  dc  I . 

*  Os  tennos  na  sequencia  {l  +  (  — ^)  }  lambem  tendem  a  um  “valor  limile"  de  1,  mas 
o  fazem  de  forma  osetiatdria. 


{u  +  \ 

r. 

L 

Figura  10.1,2 


ti  1  +" 

n  +  (  *»  *  > 


De  modo  informal,  o  liniite  dc  uma  sequencia  {a„}  pretende  dcscrcver  como  afl  com- 
porta-se  quando  n  -too.  Para  sermos  mais  especfticos,  diremos  que  uma  sequencia  { a7 } 
tende  a  um  limit  e  L  se  os  tennos  da  sequencia  tomarem-se,  final  men  te,  arbhrariametue 


Calculo 


prdximos  de  L ,  Gcomeu  icamenie*  isso  signified  que  para  qualqucr  numcro  e  posilivo  ha 
um  ponio  na sequencia  ap6$ o  qual  Lodos os  tcrmos  estuo entro as  rctas y^L-e  c  v =  A  +  e 
(Figura  10.1.3). 


4.  V 


L 


3  A 


Figura  I0J.3 


n 

> 


Deste  ponto  em  d  rente,  os 
termos  da  seqOGncia  estSo  a 
menos  de  e  unidades  de  L 


A  definiqau  a  seguir  luma  cssas  ideias  mais  precisas* 


Como  podoriamos  definir 

]  i  j  n  tt„  =  +20 

F|  -  ■  ;  -3C 

e 


lim  =  -*? 

■T  4-IC 


10,1.2  DliFlNigAO  Dizemos  que  uma  sequencia  { an }  converge  para  o  1 1  mite  L  se  dado 
qualqucr  £  >  0,  existir  um  ntimcro  inteiro  positive N ,  tal  que  -  L[  <  *  para  /j  >  A/.  Nesse 
case,  escrevemos 

lim  an  =  L 

u  — >  -t-« 


Dizemos  que  uma  sequencia  diverge  quando  nao  convergir  para  algum  limite  linito. 


►  Exemplo  2  As  duas  primeiras  sequencias  na  Figura  10,  i  .2  divergent  enquanto  que  as 
duas  rcstantes  convergcm  para  1,  isto  e, 

lim  ,  —  1  e  Um  [  1  +  {— A}wl  =  I  ^ 

n  -{-«  ]j  -(-  1  n  ->  -l-^  L  J 


O  teorenia  a  seguir,  que  daiemos  sem  prova,  nroslra  que  as  propriedades  usuais  de  I  inu¬ 
res  aplicarrvse  a  sequencias.  O  teorema  garante,  ainda,  que  as  tecnicas  algebricas  usadas  no 
calculo  de  limiies  da  forma  lim  tambeni  podem  ser  usadas  para  limites  da  forma  lim  - 


Propriedades  adicionais  de  I  smites 
decorrem  das  propriedades  no  Teore- 
ma  10.1 .3.  Por  exemplo,  use  a  parte 
fe}  para  mostrar  que  se  a/t—*L  e  se  m 
for  um  inteiro  positive,  entao 

lim  Utn)m  =  L"1 

n  ■  >  H 


10.1.3  II  CO  K  K  M  A  Suponhci  que  as  seqiiencias  ( at; )  e  \  hit  j  convirjani  respectivamgnte 
para  L]  eL2e  que  c  seja  uma  cons  tan  te >  Entao , 


(a)  lim  c  —  c 

tl  —*  +* 

(b)  lim  cati  =  c  lim  anmcL\ 

n  — *  +-3r  ft  — >  4-x 

( c )  lim  (an  -b  btl )  —  lim  an  -I-  lim  bn  —  L]  -j-  L 2 

n—  ► n  +x- 

(d)  lim  {an  —  bIt)  =  lim  an  —  lim  bn  =  L\  —  L2 

1 1  — *  +3C.  tl  —if  +-JC,  .Ff  ^  +2T 

(^)  lim  (aflbn)  —  lim  an  +  lim  b}J  =  L]Lj 

T\  — *  -|"ic 


lim 

P7  —*■ 


lim  att 

S\ 

I  i  jii  blt 

n  -* 


£1 

h-i 


(sc  L,  *  0) 
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+  > 


12  3  4  5  6  7  8 


$&/(.*)  — f  L  quango  .r— *  -bw, 
entao /p?)  — >  L  qusndo 

II  — >  +oor 

(a) 


Ay 


f(n)  —i  / ,  quango  u  — >  +«\  mas 
/(.v)  diverge  por  osci  Ia0es  quando 
.v— s 


►  Exemplo  3  Em  cada  parte,  determine  sc  a  scqiieneia  converge  ou  diver 
encontre  o  liniite* 


Sc  convergir, 


(a) 


n 


+» 


+  1  )fl=i 

i  -j-;c 


(C)  u-o,,+l- 

n 


n 


fh) 


(~D 


lt  -r  E 


II 


2h+  I 


(d)  18-2),.)+“ 


■f-K 


lt=l 


Sola qdo  {« )  Dividi  ndo  por  n  o  n u  eh erad or  e  o  de no m  i  nador,  obte m os 

I 


Lint  I  lim  1 

M  i  M  — *  +* 

__  —  \xm  — - —  =  - - — - — - =  - - -  - 

j[-m-«2h+  3  fl-^+»2-hi/n  lim  (2+1/ji)  lim  2  4-  lim  l/« 

« -+  +  K  H  -*  +  X  « — *  +X 


i  mi 


1 


1 


2  4-0  2 

As simt  a  seqii^nci a  converge  para 


50/u^ao  0)  Essa  scqiieneia  e  a  mesma  que  a  da  parte  (a),  exceto  pelo  falor  (-If  + ',  que 
oscila  entre  +1  e  ~3  ,  Assiin,  os  lermos  nessa  scqiieneia  oscilam  entre  valores  posilivos  e  ne- 
gattvos,  sen  do  que  os  term  os  com  minie.ro  dc  posigao  mi  par  sao  identic  os  aos  da  parte  (a)  e  os 
termos  com  ntimero  de  posiqBo  par  sao  os  negatives  dos  da  parte  (a),  Uma  vez  que  a  sequin- 
cia  na  parte  (a)  tern  um  limite  de  |  tern -sc  que  os  termos  de  posiquO  impar  nest  a  sequeneia 
tendem  a  enquanio  que  os  termos  de  posiqao  par  tendem  a  Logo,  esta  sequeneia  nao 
Lem  liinite  -  ela  diverse. 


Soln quo  (e)  U ma  vc 7  que  lim  1  In  —  0,  o  prod u t o  (- - 3  f +  \\h r)  osc i la  e ntre  va lores  pos i?i 

I1! 

vos  e  negatives,  sendo  que  os  term  os  de  posiqao  impar  tendem  a  zero  at  raves  de  valores  positi¬ 
ves  e  os  termos  de  posiqao  par  tendem  a  zero  alraves  de  valores  negatives.  Desse  modo, 


lim  (-l),J+1-  =  () 


I 


dc  modo  que  a  sequeneia  converge  para  zero. 


Soluqdo  id)  lim  (8  —  2u)  —  —  x,  portanto  a  sequeneia  {8  —  2ri  [TA  diverge.  *4 

IS  — »  +  3C 

So  o  tenno  geral  de  uma  sequeneia  for  f(n),  e  se  substituirmos  n  por  x,  onde  x  pode  va- 
riar  sobre  Lodo  o  i nier valo  [  \ ,  +qg),  entao  os  valores  de  f(n)  podem  ser  vistos  como  ^valores 
amoslrais"  de  fix)  tornados  nos  inteiros  positives.  Assirn, 

se  fix)  — >  L  quando  Jt  — >  -j-oc,  entao  f{n)  — >  L  quando  ii  — >  +x 

(Figura  10. 1  Aa)<  Porem,  a  reefproca  nao  e  verdadeira;  is  to  d,  nao  se  pode  inferir  que  fix )  ->  L 
quando  _\  — >  +oc,  a  partir  do  lato  de  que  f(n)  — >  L  quando  n  H-oo  (Figura  3  0. 1 .4/?). 


►  Exemplo  4  Em  cada  parte,  determine  se  a  seqiienda  converge  e,  caso  positive,  encontre 
seu  limite. 


(a)  I 


I  1 

2 1 


1 


(b)  1,2.  2-.  2*. 


Soluqao  Subslit uindo  n  por  x  na  primeira  sequeneia  oblemos  a  I’ungao  poloneia  (1/2) 
e  subslituindo  n  por  jr  na  segunda  sequeneia,  oh  tern  os  a  l’unqao  poloneia  2\  Leinbre,  ago- 


Figura  IfLt.4 
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ra*  que  sc  0  <  b  <  I ,  entao  bx  — >  0  quando  x  — >  Too  ct  sc  b  >1 ,  cntao  //  +oo  quando 
jc  — >  +oo  (Figura  1 .6. 1  do  Volume  1).  Assim, 

lim  e  lim  2“  = A 

/i  — *  +  h  2fl  n-f-\--xr 


►  Exempto  5 


In  l4 
—  j 


n  i  +® 


Sohicdo  A  expressao  rife'  6  uma  forma  indeterminada  do  tipo  oofoo  quando  n  — >  +oor  logo 
ponxamos  na  regra  de  L’HSpital.  No  entanto,  nao  podemos  aplicar  diretamente  csta  regra  a 
nfe  \  pois  as  l\mg  oes  n  e  e'  esEfto  defi  nidus  somente  nos  Intel ros  positives*  e  portanto  nao  sao 
funqoes  diferenciaveis.  Para  contornar  este  problem  a,  vamos  substituir  /;  por  x  e  aplicar  a 
regra  do  L’Hftpilal  a  fungao  xfe.  Assim  oblemos 


do  onde  conelufmos  que 


x  1 

lim  —  =  lim  -  =  0 

X  —*■  +X  .1  — *  +X  gx 


lim  ™  =  0  A 


►  Exempfo  6  Mostre  que  lim  3/Sr  =  L 

n  — >■  +  -:c 


lim 

jj  +* 


lim  u!n  =  lim  e(l/'lU""  =  e°  =  1 

fl  II  — ►  T* 


Pi1  hi  rc'ilfn  dc  LL PEOpidl 
aplicadaa  ( l/.v  >  In  .v 


A 


As  vezes,  os  termos  tie  posiqao  par  e  impar  comportam-se  do  forma  suficicntememe  di- 
fere  me,  de  tal  forma  quee  desejavel  invest  igar  separadameme  a  sua  eonvergencia;  O  teorema 
a  seguir,  cuja  prova  sera  omitida,  c  util  nestc  caso. 


10*1*4  teorema  Uma  seqiiencta  converge  para  am  fimite  L  se>  e  somente  se>  as 
seqiihicias dos  termos  de  posigao  par  e  dos  termos  de  posig.Uo  impar  convergem  ambus 
para  L 


►  Exemplo  7 


A  seqiienda 

1  I  I  3  1  1 

r  r  ¥'  ¥'  Yy 


L 


* 


Sc  un  — ?  L  c  ctt  — ?  L,  ont^G 

C 


Figura  10*1.5 


converge  para  zero,  uma  vez  que  as  sequin  etas  dos  termos  de  poslqao  pare  im  par  convergent 
am  has  para  zero,  e  a  seqiienda 

I  1  j  i  ]  i 

1  j  --j  *  *■  *  s  ■“  *  *  ■  “  ■ 

diverge,  uma  vez  que  a  seqiienda  dos  termos  fm pares  converge  para  I  e  a  dos  pares  para  0.  A 


M  TEOREMA  DO  CONFRONTO  PARA  SEQUENC1A 

O  teorema  a  seguir,  que  daremos  sern  prova,  e  uma  adapt agao  do  Teorema  do  Con  fro n to 
(2.63  no  Volume  1)  para  sequences.  Este  teorema  sera  util  para  encontrar  limites  de  sequen¬ 
ces*  que  nao  podem  ser  obi  id  os  diretamente. 
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10.1.5  teorema  {Teorema  do  Confranta  para  Seqiiencias)  Sejant  { a)}  \ ,  { bn  \  e  { c„ } 
sequenclas  tais  que 

af1  <  bf<  cf.  (para  (ados  os  valores  de  n  acima  de  a l gum  indice  N) 

Se  as  seqiiencias  ( an }  e  \  ctI }  tiverem  inn  limit e:  comum  L  quando  n  — >  +oo  enldo  { bn } 
tamhent  tent  o  limit c  I,  quando  n  — >  -Eec, 


Lembre-se  que  u  (or  una  intoiro 
positive,  enrao  "n  fa  to  rial") 

b  o  procSglo  cfos  u  primeiros  inteiros 
posiiivos.  Atbim  disso,  b  conveniente 
cfefinir  0!  =  1, 


►  Exempio  8  Use  uma  evicleneia  numdrica  para  fazer  uma  eonjectura  sobre  o  Iimite  da 
sequeneia 


e,  eniao,  confirms  quo  cla  esia  corrcia. 


Tahefa  10.1.4 


II 

nl 

it H 

1 

i  ,0000000000 

2 

0.5000000000 

3 

0,2222222222 

4 

0,0937500000 

5 

0,0384000000 

6 

0.0 1 54320988 

7 

0,0061  \  98990 

8 

0,0024032593 

9 

0.0009366567 

10 

0.0003628800 

i  1 

0,0001 399059 

12 

0,0000537232 

Solugdo  A  Tabs  la  10.1.4  obtida  com  um  recur  so  computational  sugere  que  o  iimite  da 
seqiiencia  possa  scr  zero.  Para  confirmar  isso  precis  am  os  examinar  o  Iimite  de 


= 


n\ 

n!i 


quando  n  — >  +oo.  Em  bora  isso  seja  uma  forma  indeterminada  do  tipo  oo/oo,  a  regra  de 
L1  Hopital  nao  ajuda,  pois  nao  temos  definigao dead  para  valorcs  uaomteiros  de X  No  entan- 
to,  vamos  eserever  a!  guns  lermos  e  o  ter  mo  gerul  da  sequential 


aA  =  1,  a2  = 


I  -2 
2^2 


a%  = 


1^2-3 
3  -  3  -"3 


On  = 


I  *  2  *  3  *  ■  *  n 


n  ■  n  ■  n—n 


Podemos  reescrever  o  temio  geral  como 


I  {  2  ■  3 -  -  -  n 
On  =  “ 


n  v  n  ■  /; 


n 


de  onde  flea  evidente  que 


0  <  an  <  - 


\ 

n 


Entretaulo,  as  duas  expressbes  de  fora  Lem  o  timile  0  quando  n  — >  +oo;  assim,  o  Teorema 
do  Co  n  fro  n  to  para  Seqiiencias  impiica  que  a!}  — >  0  quando  n  -*  +oc,  o  que  eon  firm  a  a  nossa 
eonjectura.  < 


O  leorema  a  seguirb  frequentemente  iltii  para  eucontrar  o  Iimite  de  uma  seqiiencia  com 
lermos  positives  e  negatives  -  cle  afinria  que  sc  a  seqiiencia  { |#J}  que  e  obtida  tomando-se 
o  valor  absolute  de  cada  termo  de  uma  seqiiencia  {aj  converge  para  0,  entao  [aa\  tambem 
converge  para  0. 


I0.L6  tkokhma  Se  lim  \an\  =  Q,  enfdo  Mm  an  —  0. 

n  n  — *  -E» 


DftMONSTRA^AO 

cases  temos 


Dependendo  do  sin  at  de  aJlt  oil  aft 


=  Kl  ou  a„ 


aj.  Assim,  cm  todos  os 


“kn|  5  On  <  \Ofi  | 
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Pore  ni ,  o  limilc  dos  dois  term  os  ex  lorries  e  Oe,  pnrtanto,  o  limite  de  an  e  0  polo  Teorema  do 
Confronlo  para  Sequences.  ■ 


►  Exemplo  9  Cons idere  a  sequent i a 


111  T 

I  __  _  - -  (-1)  — 

'  2’  22’  23 


Sc  Lomarmos  o  valor  absolute  de  cad  a  tcrnio,  ohiemos  a  seqiiSneia 

111  I 

2’  ¥'  2 ~ . 


que,  eon  lor  me  mostrado  no  Exemplo  4,  converge  para  0.  Assim,  a  parlir  do  Teorema  10.1 .0, 
temos  que 


lim 

n  — >  +y- 


(-iff 

2n 


=  0  * 


■  SEQUENCES  DEFINIDAS  RECURSIVAMENTE 

Algumas  sequencing  nao  surgem  de  uma  formula  para  o  termo  geral,  mas  em  vez  disso  de 
uma  formula  ou  conjunto  de  fdrmtilas  que  espedfkam  como  gerar  cada  lermo  da  seqiiencia 
a  parlir  dos  termos  que  o  precede  in;  dizemos  que  lais  sequ&ncias  sao  delinidas  recursive 
rnente,  c  ohamamos  as  formulas  que  as  definem  do  formulas  de  recitrsdo.  lim  bom  exemplo 
disso  6  a  regia  mccSnica  para  aproximar  raf/es  quad  rad  as.  Mo  Exercfcio  2 1  da  Se^ao  5.6  ( ver 
Volume  I ),  pedimos  ao  leitor  inosLrai  que 


(2) 


dcscreve  a  seqiiencia  produzida  pelo  Metodo  de  Newton  para  aproximar  x fa  como  um  zero 
da  funqao  fix.)  =  x 2  -  a ,  A  Tabela  10.  L 5  mostra  os  cinco  prlmeiros  termos  na  aplieaqao  da 
regra  mecaiiica  para  aproximar  \/2, 


Tabela  10.1.5 


n  x]  =  k 

.V|  =  1 

Xn  +  \  -  I  (xrr  4-  -=-}  APROXI  MACAO  DKOMAL 

(Valor  initial)  1,00000000000 

1  *2=1 

[  1  +  f  ]  =  I  1,50000000000 

2  *3=11 

[f  +  w]=  12  1,41666666667 

3  *4  =  11 

[fl+,4l  =  ii  1,41421568627 

4  .v5=q 

=  S  L41421356237 

5  *6  -  1 1 

r  665,857  2  1  386,731,08097  !  1 1 1^1 

L 470. 832  665 .857 /470. S3 2  J  627.0 i 3 .566.048  i+  1-  °  * 

Surnames  muito  docontexto  se  examinassemos  a  convergenciadc  sequeneias  defi  nidus 
recursivamenie,  porem  eoncluiremos  estu  seqao  com  uma  iccnica  util  que  pode,  algumas  vc- 
zes,  ser  usada  para  calcular  os  limit es  de  tais  seqiieneias. 
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►  Exemplo  10  Supondo  quo  a  seqtiencm  na  Tabcla  10.1 ,5  convirja,  m  astro  quo  o  limilc  6  \/2. 


Solugao  Supondo  quo  x„  — ¥  L,  querem  deterininar  L  Como  n  +  I  — » +oo  quando  n  — * +oo, 
6 1  am  hem  verdadc  que.v,^L  — >  /,  quando  tt  — >  +oc,  Assim,  se  to  ni  arm  os  o  li  mite  da  expressao 


1  /  2 
*"+l  “  2  V”  +  x 


;r 


quando  tt  —>  +tx>,  ohtcrcmos 


L  =  \  (/j  + 1 


quc  podc  sei  reesenia  cornu  l  -  2.  A  solugao  negativa  dcsia  cquagao  c  impossfvel  puis  jcff  >  0 
para  todo  logo  L  =  V2*  ^ 


EXERCICIOS  DE  CQMPREENSAO  10.1  ( Ver pagina  635 para  respostas.) 


L  Considers  a  seqiiencia  4,  6,  8.  10,  !  2,.... 

(a)  Sc  {arl  denota  essa  seqiiencia*  enlao  a \  - 


«4  -  ■ 


e«7- 


O  termo  geral  6  atl  - 


(b)  So  { b,i }  ^  dc  no  la  essa  seq  iienc  i  aT  on  tao  bn  = _ | 

i?4  = _ e  hs.  ~ _ .  O  ten  no  geral  c  bfl  - 


2.  O  q  llc  s igni tic  a  di/e r  que  u m a  seqik  ncia  { rt;, }  nfri ve rge  ? 

3,  Considers  as  seqtiSncias  {atl }  e  {£?„ }„  onde 

*(2«  +  i)  ,  (-iyj 

@n  —  —  ~  ’  ^  &n  — 


n * 


5 


Determine  quaisdas  segu lutes  seqtiStici  as  converge  in  e  quais 
divergent.  Se  uma  seqiiencia  converge,  indique  sen  Ei  mite, 

(a)  {flfl  f  (b)  f/^J  (c)  {2an-  1)  (d)  (^} 

(e)  {alt  +b»\  (0  {l/aH}  (g)  [ani bn) 


4.  Scja/ a  fimeiio  fix)  =  cos  ( f ,v)  e  defina  as  seqli&nclas  {alt}  c 
{bn  1  por  ari  =  /( 2n)  e  bn  =  f(2rr  +  I ). 

(a)  Exisle  limA  +zc  f  (a)? 

(b)  to  =  _ _ = _ _ . 

(14  = _ , 

(c)  {«„}  converge? 

(d)  b\  - _ _ hi  = _ .  b$  = _ _ , 

/?4  - _ _ . 

(e)  converge? 

( f)  A  seqtl £  no  i  a  j  /{ n ) }  eo  n  v erge  ? 

5.  Suponha  quo-  }v  { }  c  |cH(  sejain  sc q [tend as  tais  qite 
an  <  b„  <  cti  para  cad  a  n  >  10  e  que  am  has  {a,r)  e  (q)  con- 

virjam  para  !  2.  EiUao  o  Teorema _ _  para  Seqiiencias 

implica  qae  [bn }  converge  para _ . 


EXERCICIOS  10.1  H  Recurso  Grafico  [c]  CAS 


1.  Em  cada  pane,  cucontre  a  formula  para  o  termo  geral  da  se- 
qiieneta+  comeqando  com  u  —  L 


1 

1 

3 

1 

1 

1 

(a) 

■  V 

r 

(b) 

v  3T  9' 

27 T 

+  +  - 

(e) 

]  3 

5 

7 

(d) 

1 

4 

9 

16 

2 5  4’ 

6’ 

8  '■ 

ifii 

2.  Em  eada  panes  encontre  duas  Idnnulas  para  o  lermo  geral  da 
seqiifincia,  uma  comeqando  com  jr  =  I  e  a  otiLra  com  ti  —  0. 

(a)  I.  —t\  r ,  (b)  r.  — r1,  r3,  — r 4, . . , 

3.  (a)  Escreva  os  quatro  primeiros  ternios  da  seqiiencia  { I  +(-  \  'f } . 

comccando  com  n  -  0. 

( b )  Escreva  os  q  u at rn  prj  m e  i  ros  f  ermos  da  seq  iienc  i  a  { cos  kti  J , 
e omega n do  com  n  —  0. 

(c)  Use  os  rc  still  ados  nas  paries  (a)  c  (b)  para  expressar  q  lea- 
mo  geral  da  seqiiencia  4,  0, 4. 0,...  dc  duas  formas  dife ren¬ 
tes,  c  orner  undo  com  n  =  0, 


4.  Em  eada  parte,  encontre  a  formula  para  o  term  a  geral  usando 
latonais  o  comc^ando  coin  n  —  I . 

(a)  hll<2^*4,l>2-34*5‘6, 

1  *  2  3  4  ■  5  ■  6  -  7  ■  8, . . . 

(b)  1,  I  ■  2  -  3,  1  ■  2  ■  3  ■  4  ■  5,  I  -  2  ■  3-  4  -  5  ■  6  *  7, , ,  * 


5-22  Escreva  os  cinco  primeiros  icrmos  da  sequeneiat  determine 
so  da  converge  c.  se  isso  aconteccr.  encontre  o  litnite. 


5. 


8. 


n 


it  4”  2 


Ini  - 

it 


-fvi 


/!=  I 


n.  1 1  +(-\Y)X- 


n— ! 


tr 


2 n  4-  1 


+  y- 


n=  I 


r-  {2},txi 


9. 

In  n 

+y- 

10. 

Ii=\ 

ii 

n-i 

7T  I  +x- 
tl  SCI!  —  } 

n  Uj=f 


12, 


<-l) 


n 


u+  5 

-  i 

.  Pl—  I 


634 


Calculo 


13. 


15. 


(-d'S 


M 


+4G 


It  -h  I 

f(» +  1)01+2)1 

2n- 


I 

+* 


fJ  =  I 


14. 

16. 


n  j 

Determine  ea 

e  tienda  na  aite  a  ,  b  ,  c  c  n 

2n  J 

»=, 

ergem  Em  ca 

alinnati  ,  enc  ntre  imite 

V 

4 ?f 

ft  —  1 

34.  Para  uai  a  re 
h\  0,  /A  on  ergo 

ixi  e  b  a  e  uSneia  b ,  0,  h:\  0h 

u  tifl  tic  ua  re  ta 

Tift 


COS 


fl-1 


20. 


f  v^Ol-C, 


23-30  Enc  mre  term  gera  a  e  liencia,  c  nrtepn  c  m/i=  L 
etermine  e  a  e  ueticia  e  ei  erge  e.  e  i  ac  nlecer,  enc  ntre 
imite 


@35.  a 
b 


ce  i  £ncia  mimtfriea  am  azerumac  n  ectura 
i mile  a  e  iieneia  { sfu* 

eum  $  arac  nfirmai  a  uac  n  ectura 


[c]36.  a  ee  i  £ncia  num£rica  am  azer  uma  c  n  ectura  bre 
imite  a  e  denda  ( \/3FJ  +  ir1)^ 

b  c  um  S  ra  c  niimiar  ua  c  n  ectura 

37.  Su  n  ue  a  c  ticncia  a  a  e  a  F6rmu  a  2  e  ta  ega 
c  n  ira,  uc  met  E  cm  10  ara  m  trar  uc  i m i 
le  e  a  c  iiSncia  6 


13  5  7 

r  4h  o'  S’LJJ 


24.  0.  I 


1  2. 

32  J  42  1  '  J  ‘ 


28. 


3  5  A 
"  2'  2- 1 


3 


29.  (n/2-  73).  (73-7Su75-  V5).... 

1  1  i  1 

30  _  _  _  _  — 

35 ■  3* '  37  !  3* '  ■  ■  ■ 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


31*  De  i  e  cm  c  e  iienda  cu  term  e  te  am  en 
irc-IOc  10  e  ue  na  c  n  ir  am  c  grdfic  c  a 
e  iiSnda  ara  e  icar  ua  r  rie  a  e 

32*  a  Su  nha  ue/  ati  aga  Hin^o-*- /(-O  = +*  E 
f  e  uc  a  e  uencia{/(l/tf)}  c  11  ir  a  E  1  ue 

b  Enc  ntre  uma  unga  /ta  ue  limA_>u-  /Mna  e  t 
tama  a  e  U^nci a  [/(!/«)}  c  n  ir  a 

33*  a  megan  c  nwi  =  J,  c  ere  a  ei  rimeir  ter 
m  a  e  uenda  {aJ,  n  e 

1,  se  ti  tor  fmpar 
an  =  <  , 

tk  sen  tor  par 


a  Enc  mreuma  drum  a  e  recur  u  ara#K+l 

b  Su  a  uca  e  iiSnciae  n  iratu  e  met 
It)  ara  enc  ntrar  imite 

39.  n  i  ere  a  e  uSncia{fl„|l|*l,  n  e 


f  2 

a(}  =—  +  —  +  ■■■  + 
/i-  nl 


E  cm 


a  Enc  ntre  av  a?  e  aA 

b  ee  i  Sncia  numdica  ara  azer  uma  c  n  ectura  bre 
imite  a  e  udicia 

c  n brine  uac  n  ectura  e  re  an  rnia  echa  a 

c  ca  cu  an  imilc 


40.  Siga  a  me  ma  rientagde  E  erefei  39  c  m 

;2  22  „2 

tin  —  “T  H — T  +  - r 

n  it-  n 


b  megan  c  m  n  =  I,  e  c  n  i  cran  c  e  ara  a 

metite  term  are  c  im  are  ,  one  mrc  uma  or 
mu  a  ara  term  gera  a  e  iiencia 

%  21’  ' '  24’  2(^ 

c  megan  c  m  it  =  I,  e  c  11  i  cran  e  c  ara  a 

me  me  term  are  e  im  are  ,  enc  ntre  uma  6rmu 

a  ara  term  gera  a  e  (iSncia 

1  1  !  M  1  i  i 
■  3 !  3’  5’  5s  r  7'  9’  9  ’ 


41 

-42  ee  i  eneia  numerica 

ara 

azer  uma  c 

n  ectura 

bre 

imite  a  e  iiencia,  e  ent&  u 

e 

e  rema 

n  1 

lit 

ara 

iiencia  e  rema  10  1  5 

ara  c 

nlirmar  e 

ua  c 

n  ectura 

c 

c  rreta 

43*  a  m  c  tu  ante  erne  ia  entra  c  m  ndtner  0,5  cm  uma 
ca  cu  a  raecacuare  eti  arneiHe  ua  ra  nume 
r  n  i  r  man  e  an  =  0,5,  enc  ntre  uma  Ormu  a 
ara  term  gera  a  e  U^nciaf^}  euiimei  uea  a 
recem  n  i  r 


Capi'tuloiO  f  Series  Infinites  655 


h  elite  i  e  mnmacacua  ra  e  a^a  Lima  c  n  eclura 
hie  imile  tan 

c  nitrme  uac  n  ectura  ca  cu  an  imile  ean 

Para  uai  a  re  e#E)e  te  r  ce  iment  r  uzutna  e 
tiSneiac  n  ergente 


44.  Se  a 


/( v)  = 


2.x , 


0  <  .x  <  0,5 


e  iiencia  /  0,2  ,  /  /  0.2  J  f  f  0,2 
Lie  uu  re  ta 


2.x  -  L  0,5  <  x  <  I 

.  c  n  erge 


u  till 


■ 045.  a  e  am  recur  e  m  utaci  na  ara  gerar  gryfie  a 

e  na^il  y—  2*+.V  th  events  „  u  e  ara  az  era  mac  n 
eclura  brc  imite  a  e  iiencia 

1(2"  +  3"  )•'■)£, 

b  nfirme  ua  c  n  eclura  ca  cu  an  imile 
4fi.  ni  ere  a  e  iienda  fan}*T|  cu  en6  im  term  e 


I 

1  +  {kin) 


Lie  no  =  In  2  inter  reian 

e  iemann  e  uma  Integra  efini  a 


a„  c  m  a 


ma 


47.  Sea«w  a  r  me  i  e  f  x  -  Ux  n  inter  a  [  K  jtJ  Determine 
ca  e  Lie  no  i  a  (eij  c  n  erge. e  e  r  ea  ,  enc  litre  imile 


48,  c  iiencia  cu  term  a  1.1,2,3,5,8,13,21,  e  cha 
ma  a  seqiiencia  tie  Fibonacci  em  h  menage  m  a  \  c  nar 
“Fib  nacci’*  a  Pi  a  1170  1250  F  a  c  iiencia  tem  a  r 
rie  a  e  e,  c  me^an  c  m  E  “I”,  ea  a  term  C  a  ma 
i  reee  erne 

a  Den  ran  a  e  iiencia  r  {uj  ec  tneQan  rrr,  =  i  e 
a,  =  K  m  ire  ue 


- -  ==  1  4 - — 

rJfl+i  iin+i 


,%e  ft  >  I 


b  Dc urn  areu mem  ra/  &  e  ara  m  trar  uc  ea  e  iiencia 
c  n  erge  ara  a  gum  imile  I,,  enta  a  e  tiencia 
{on^/alfhl\  e  ec  n  ergir  ara  me  in  imite  L 

c  Su  n  ue  a  e  ii£ntia  (aHfl  f atj)  c  n  Era,  m  tre  ue 
eu  imite  e  (1  +  V5  )/2 

49.  Se  accitarm  at  c  ue  a  e  iiencia  [l/n}**j  c  n  or 

gc  ara  imite  L  =  0,  enta  ,  e  ac  r  c  m  a  Defini^a 

10  12,  ara  t  c  >  0,  e  i  te  um  inteir  ill  N  ta  ue 

\a„  —  L\  —  J{l/«)  —  0|  <  €  turn  n  >  N  Em  ca  a  arte, 
enc  mre  men  i  a  r  cN  it  ara  a  r  a 

a  c  — 0,5  b  e=0J  e  e  =  0.001 

50,  Se  accitarm  at  e  ue  a  e  iiencia 


n 


H  +  M  j:- 


fl  =  l 


e  ti  erge  ara 
1012,  ara  t 


imile  L  -  Lenta  ,  e  ac  r  c  m  a  Defim^a 
c  >  0  e  i  te  um  inteir  N  ta  ue 


n  +  1 


<  f 


nan  n  >  N  Em  ca  a  arte,  enc  nine  men  r  a  r  eN  ara 
ara  e  € 

a  £=0,25  b  e  =0.1  c  £=0.001 

51,  ea  Delim£&  30  3  2  ara  r  ar  ue 
a  a  e  iiencia  (1 //ijjj  c  n  erge  araO 

n 


h  a  e  iiencia 


n  +  3 


+  =e 


c  n  erge  ara  1 


ft=j 


52,  Enc  nire  r'\  n  e  /  Cum  numer  rea  [Sugestao: 

ii  i  ere  e  ara  amente  ca  \r]  <  I.  |r|  >  I,  r  =  1  e 
r=-\  j 


}/  RESPOSTAS  DOS  EXERCECIOS  DE  COMPREENSAO  10.1 


L  a  4  10  1  2f j  -+-  2  b  4  12  20  2j?  +  4  2,  Um  ant  i  te  3.  a  c  n  erge  ara  2  b  j  erge  c  e  n  eige  ara  5 

H  — > 

c  ri  erge  ara  e  i  erge  c  n  erge  ara  1  g  t  erge  4,  a  na  b  - 1  1  —  1  1  c  na  0  0  0  0 
e  im  ara  0  na  5,  n  r  nt  1 2 


10.2  SEQUENCIAS  MONOTONAS 


Ha  nutitas  sintacoes  itas  qitais  e  import  ante  sober  se  uma  seqiiencia  converge ,  sen  do.  todavia* 
irrelevant e  para  o  problem  a  o  valor  do  Finite,  Nesta  seqdo,  vamos  estitdar  vdrias  tec  ideas 
que  pod  cm  ser  ns  ad  as  para  determiner  se  tuna  seqiiencia  converge. 


M  TERMINOLOGIA 


megam  c  m  a  guiria  ternun  gta 


636  Calculo 


Observe  que  uma  sequencia  ores- 
eente  nao  prectsa  ser  esiritamente 
crescente  e  que  uma  sequencia  be* 
crescents  nao  precise  serestrilamen* 
te  decrescent®. 


10*2*1  uKHNigAG  ma  e  uSneia  (^1^  £  on  rnina  a 


esiritamente  crescente  c 
crescente  e 


ct[  <  a2  <  a*  <  ■  ■  ■  <  flu  <  ■  • 
cs j  ^  fl^  ^  ^  ■  ■  ■  ^  ^  ■ r  r 


estritam  ente  decreseente  e  a\ 
decreseente  c  a\ 

ma  c  uCneia  Lie  e  le  ere  cento 
e  aSncia  ue  e  u  e  triiamente  ere 


>  (ti  >  fli  >  ■  ■  ■  >  flH  >  ■  ■  - 

>  ^2  >  fli  >  ■  «  -  >  a, i  >  ■  ■  ■ 

u  cere  cento  d  en  rnina  a  monotona  e  uma 
cento  u  e  iriiamenle  ecre  eenie  6  en  mina  a 


estri tamen te  m  on otona 


gun  e  cm 
Figura  10  2  i 


a 


a 


na  abe  a  10  2  1 t  e  m  gr&fic  c  rrc 


n  ente  na 


Tube!  a  10*2.1 


si-.yurNCJA 


1  2  3 

2  *  3  *  4 


n 


«|rp-^  j  T  r 

n  +  1 


ill  X 

■  3  «  *  ^  *  -  J  1  S  S  J  * 

2  3  n 

1.  1,2, 2, 3,3,. . , 

1,1111 

’  *  2  '  2  ’  3  '  J  ’ "  ’  ’ 

■  1  1  I  f  |  \  11+  I  1 

2  .1  4  rt 


m-St  ice At> 


EslrJtnmenle  crescenie 


Estritamente  decreseente 

Cresecnic,  mas  nao  estiEiamente  crescente 


Decreseente,  mas  nao  esiritamente  decreseente 


Mem  crescente,  nein  decreseente 


i 

J 

<y 

f 

r*  •  1 

* 

in 

0,5 

- 

0,6 

* 

0.4 

m  9 

*  9  m  m  H 

J_J  .L.U_LJ-LT_l..f  1  y 

*  +  *  . 

E  3#5*7*9*ll*’ 

0,2 

h  **•* 

i  t  i  i  t  j  -0*5 

-  » 

2  4  6  8  10  12 

{(-ir'i)" 


Figura  10,2,1 


CaprtuloiQ  /  Series  Infinitas  $37 


Pode  unna  sequent;  ia  ser  tarda  eras- 
cenLe  quanto  decrescente?  Explique. 


nmeiraea  egun  a  e  uencia 


a  abea10  2  1  a  e  tritamente  in  not  na  atereeiraea 
uarta  e  ii£ndu  il  m  not  na  ma  nfi  e  tritamente  m  not  na  ea  uinta  e  iidicianu 
6  e  tritamente  ni  not  na  nem  in  not  na 


■  TESTE  DE  MONOTONICiDADE 

Fre  tieniemente  e  f  e  adivinhar  e  Lima  e  iiencia  a  a  6  m  not  na  u  e  tritamente 

m  n6t  na  c  ere  cn  a  aim  c  eu  rirneir  term  mu  ,  ara  term  cortex  a  ue 
n  a  ite  e  la  e  rret  „  e  em  rnecer  um  argument  matermltic  red  abe  a 
10  2  2  mece  ua  mandra  e  azer  i  ,  utnabaea  ana  i  crenga  c  i  term  u 
ce  i 
term 


are 


ea  utr  na  raza  e  term  Lice  i  e  e  u  tim  ca  e  ta  im  felt  tie 
a  iti  De  em  m  trar  ue  a  c  n  igoe  e  eeifica  a  a  em  ara  todos 
e  term  uce  i 


Tabda  10,2,2 


DIHiKtiNtJA  HNTRH 

TKRMOS  SUCkSSlVOS 

RA/  AO  DR  THRMOS 

si.'ohssivns 

ci.assihcaoAo 

«n  >  0 

«»+ 1 M,  >  t 

Esfritamente  crescents 

««*]  <  o 

««+  i/a»  <  i 

E  s  tri  tame  n  te  dec  resee  n  &e 

a„  + 1  -  a„  >  0 

4pr  +  3  —  1 

Crescents 

a«  +  i  ~a«  £  0 

rt„+  i/o„ < l 

Decrescente 

►  Exemplo  1 


e  i  erenga  e  term  uce  i 

I  2  3  n 

2’  3’  4'  n+  3 


ara  m  trar  ue 


Figura  10  2  2  euma  e  iienci a  e  tritamente  ere  ee rite 


Solugao  a  ra  term  Iniciai  ugere  ue  a  e  iiencia  e  e  tritamente  ere  cente 
Para  r  ar  i  ?  e  a  „ 


P  em  bter  an+l  ub  timin  n  r/i-s-l  na  ormu  a  Segue  ue 

n  +  1  n  +  I 

(/?■  -J-  1)  +  1  ft  H”  2 

im,  ara  is  >  J 


_  n  4-  1  n  _  ir  +  2«  -h  1  -  n2  —  2 n  _  1 

ft  4”  2  ft  4-  1  (ft  Hr  l)0i  +  2)  (ft  +  1){rt  4*  2) 

ue  r  a  ue  a  e  iiencia  6  e  tritamente  ere  cents  ^ 


►  Exemplo  2  ire  ue  a  e  Lifinda  n  E  em 

razoe  e  term  uce  i 


I  e  e  tritamente  ere  eente  u  an 


Solugao 


im. 


n  rme 


i  m  tra  na  uea  E  em  1 


n 

n  4*  1 


e 


&H+ 1 


w  +  1 

/i  +  2 


(ft  +  l)/(w  4*  2)  fi  4-  I  n  4-  I  ft~  4"  2n  4  I 
an  nf(n  +1)  n  -p  2  n  n 2  4-  2vi 


i 


638  Calculo 


m  numera  r  cm  1  c  cc  c  en  niina  r,  tcm  c  ue  an+ ,  /arJ  >  1  ara  n  >  1 
r  a  tic  a  e  ufincia  6  e  iriiamercte  crc  cenie  ^ 


e  em  a  eguir  i  u  tra  uina  tereeira  leemca  ara  elemninar  e  uma  e  uencia  6 
e  tritamentc  m  not  na 


labels  10.23 


►  Exempt©  3 


E  em  I  e  %  r  am 

1  2  3 
2’  r  4 1 


■  A  ■ 


uc  a  e  uencia 

12 


w  +  I 


PEiRIVADA  Dli 
/  PARA  X  >  1 

CONCLUSAO  PARA 

a  spqubncia 

COM  -  f(ll) 

fix)  >  0 

Bstrit  ame  n  te  crescents 

/'«  <  o 

Estritamcmo  dccrcsec  rile 

/'<4  2:  0 

Crescente 

fix)  <>  0 

Pecncsccnte 

e  e  iriiamente  ere  cenie  c  n  i  eran  a  i  eren^aea  raza  e  lerm  ace  i 
mente,  em  r  ce  er  a  eguinte  rma  Se  a 


ter  naii  a 


fix)  = 


x 


X  +  1 


e  m 


ue  ene  ini  term  a  e  iitmeia  6  ati  -  f  n  unga  ere  eente  ara  x  >1 ,  1 

(x  +  !)(!)- a-(I)  1 


/  «  - 


o-  +  l)2 


(x  +  ip 


>  0 


im. 


an  ~  /(/?)  <  /(«  +  0  “  fl,j+L 
ue  i  a  ue  a  e  iiencia  a  a  e  e  tritamenle  ere  eente  ^ 

Bin  gem ,  e  /  n  -  an  r  ene  im  term  e  uma  e  uencia,  e  e  /  r  i  erencia  e 
a  rax  >  l,  enta  re  u  ta  na  abe  a  10  2  3  em  er  u  a  ara  in  c  tigar  a  m  n  t 

nici  a  e  a  e  uencia 


■  PROPRIEDADES  VALIDAS  A  PART1R  DE  UM  CERTOTERMO 

4. 

A  e/e  ,  uma  e  Ueneiuc  m  rtu  e  erratic  amen  te  a  rinef  i  e  e 
cert  a  ra  P  re  em  ta  e  uencia 


i 


e  e 


\m  em  am 


9.  —8,  —17,  12,  L  2.  3,4.. 


2 


e  e  tritamentc  ere  eente  a  arlir  uinL  term 
erne  tritamentc  ere  eente,  c  i  a  c  m 
term  Para  c  ere  er  lai  e  iiencia  ,  am 


,  ma  c  m  uni  t  na 
r  tarn  eat  erratic  eu 
intr  uzlj  a  eguinte  termin 


e  ere  a  ilica  a 
uatr  rimeir 
gia 


10.2.2  definiC&o  Se  a  e  cartar  um  runner  finit  e  term  c  meg  e  uma  e 
uencia  r  r  uzi  a  uma  e  liSncia  c  m  uma  certa  r  rie  a  e,  enta  izem  ue  a 
c  liencia  rigina  tcm  e  a  r  l  ie  a  c  a partir  de  um  certo  termo 


P 


r  e  em  f  emb  ra  na  am  izer  ue  a  e  iiencia  2 
em  afirmar  ue  e  a  6  e  tritamentc  crc  eente  a  arlir  e  um 


e  a  e  tritamentc  ere  eente, 
cert  term 


►  Exemplo  4 

um  cert  term 


tre  uc  a  e  iiencia  H 


10* 


+x. 


n  =  I 


e  e  cniamcntc  cere  eente  a  artir  e 


a,t 


10" 

—  e 
hi 


t0fl+J 
(n  +  1)! 


Solugao  em 
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Figura  IU.2.3 


port  an  to, 

an+l  _  \Q*+lf(n  +  I)!  _  ]Q'T+l/f!  _  id  _  10 

an  lOVft!  10Jl(«  +  1)!  (/i  +  l)it!  n  -F  1 


A  partir  de  (3),  alt+l  ian  <  I  para  todo  n  >  10,  logo  a  seqtiencia  6  estri  tain  elite  deeresccntc  a 
partir  de  urn  certo  termo,  como  6  confinnado  pelo  grafico  na  Figura  1 0.2.3,  M 


■  UMA  VISAO  INTUITIVA  DA  CONVERGENCIA 

De  urn  mode  informal*  a  convergencia  ou  a  diverge neia  de  Lima  sequ&neia  nao  depende  do 
comportamento  de  sens  ternios  iniciais,  mas  aim  de  como  os  term  os  se  comportam  a  partir  de 
uni  certo  termo.  For  exemplo,  a  scquGncia 

^  _q  _n  17  I  -  i  I 

i-r  l  ^  A  f  *  ^  ^  ^  t  /j  T  "  "  " 

a  partir  de  um  certo  termo  com porta-se  como  a  seqtiencia 

,ii  i 

1  1  A  t  A  ’  “  1  ‘  '  4  •  m  m 

2  3  n 

e  logo  tern  um  limite  lgual  a  0. 


■  CONVERGENCIA  DE  SEQUENCIAS  MONOTONAS 


Os  dois  leoremas  a  seguir*  cujas  provas  serao  discuddas  no  final  desta  se^ao,  most  ram  que 


uma  sequcncia  monotony  on  converge  on  torna-se  infinita,  nao  podendo  ocorrer  divergcncia 
por  oseila^ao. 


10*2.3  teorema  Se  uma  seqtiencia  { a R }  for  crescente  a  partir  de  um  certo  termo , 
emtio  hd  da  as  possibitidades: 

(a)  Existe  uma  constants  M,  chamada  de  cota  superior  para  a  seqtiencia,  tat  que  an  <  M 
para  todo  n  a  partir  de  am  certo  termo  e>  nesse  caso *  a  seqtiencia  converge  para  um 
limite  L  satisfazendo  L  <  M. 

(b)  Ndo  existe  cota  superior  e7  nesse  caso,  Jim  aH  =  +w. 


Os  Teorema  s  10.2.3  e  10.2.4  sao 
exemplos  de  (core mas  tie  iwisteiiau] 
eles  nos  dizem  se  um  limite  existe 
mas  nao  dao  um  metodo  para  en- 
contra-lo. 


liK 2  A  it.OKi.MA  Se  uma  seqtiencia  { an }  for  dec  rest  erne  a.  partir  de  um  certo  termo  y 
emtio  existe m  duns  possibitidades: 

(a)  Existe  uma  const  ante  AL  chamada  de  cota  inferior  para  a  seqtiencia,  tat  que  an  >  M 
para  todo  n  a  partir  de  um  certo  termo  e,  nesse  caso *  a  seqtiencia  converge  para  um 
ti mite  L  satisfazendo  L  >  M* 

(b)  Nao  existe  cota  inferior  e,  nesse  caso,  lim  an  —  —  x. 

t\  — »  X'jC 


►  Example  5  Mostre  que  a  seqtiencia  - 


10H 


it! 


+* 


n-  I 


converge  e  encontre  o  limite, 


Soiuqao  Most  ram  os  no  Exemplo  4  que  a  seqtiencia  €  esLnlamente  decrescente  a  partir  de 
um  certo  termo.  Uma  vcz  que  tod  os  os  term  os  da  seqtiencia  sao  positives,  el  a  esta  limit  ad  a 
abaixo  por  M  =  0,  e>  porlanto*  o  Teorema  1 0.2.4  garantc  que  ela  converge  para  um  limite  nao- 
negativo  L  Pordm,  o  limite  nao  e  dirctamentc  evidentc  da  formula  107n!  do  enesimo  termo, 
logo  preci samos  de  uma  curia  engenhosidade  para  obtc-lo. 

i  xmhre-se  que  na  Formula  (3)  do  Exemplo  4  vim  os  que  term  os  sueessivos  na  sequ6ncia 
dad  a  estao  relacionados  pel  a  form  is  la  de  reeursao 

10 


|  — 


W+  I 


a, 


(4) 
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Calculo 


■  AXIOMA  OA  COMPLETUDE 


ondc  an  =  I07uL  Vamos  lomar  o  I i mile  quando  n  — >  +oo  cm  ambos  os  lados  do  (4)  e  usar  o 
faio  do  quo 

lim  a, J+]  =  dm  an  =  L 

!-  -5-  +KJ  FJ  — *  +X 

Obtemos 


L  —  lim 

J[  -Tf  +  « 


—  lim 


lim  - — —  lim  arl  —  0  ■  /,  —  0 

*-»■  -H»  U  1  n  -*•  + » 


e,  portamo. 


10Jr 

L  =  lim  — -  =  0  < 

H  “+  +«  /J I 


Nos  exercicios,  mosrraremos  que  a  t&cnica  ilustrada  no  Oflimo  exemplo  pods  seradapiada  para  obter 


x 


,PJ 


lim  —  =  0 

n  +#  If ! 

para  todo  vator  real  da x  (Exercfcio  27).  Esse  resultado  sera  util  poster! ernnente. 


(5) 


Nesle  livro*  acei tamos  sem  prova  as  propriedudes  usuais  dos  numeros  rcais  c,  dc  Jalo,  ncm 
mesmo  tcntamos  tlelimr  o  tcrmo  numero  real.  Em  bora  isso  seja  sufieienlc  para  muitos  pro- 
pb  silos,  eon  statou- se,  no  final  do  seculo  XIX',  quo  o  esludo  de  limiies  e  funqoes  no  Calculo 
requer  uma  formulacao  axiomalica  precisa  dos  numeros  rcais,  analoga  ao  desen volvi memo 
axiomMcodaGeomeiria  Eudidiana.  Embora  sem  tentarseguiresse  desenvolvimento,  neces- 
sitaremos  da  discussao  de  urn  dos  axiomas  sob  re  numeros  reals  a  fun  de  provar  os  Teoremas 
10.2.3  e  10.2.4.  Vamos,  primeiro,  introduzir  afguma  terminologia. 

Se  S  for  urn  conjunlo  nao-vazio  de  nilmeros  reals,  enlao  dizemos  que  u  6  uma  cota 
superior  para  S  sc  u  for  maior  do  que  ou  igual  a  lodo  numero  de  S  e  dizemos  que  /  e  uma 
cota  inferior  para  S  se  /  for  menor  do  que  ou  igual  a  todo  numero  de  5.  For  exemplo,  se  S 
for  o  conjunlo  dos  numeros  no  intervale  (1,3),  enlao  a  —  4,  10  e  100  sac  colas  sup eri ores 
para  Sc!  —  -10, 0  e  -  sao  colas  inferiores  para  S .  Observe  tambem  que  u  =  3  e  a  menor  de 
todas  as  colas  superiors  e  /  =  1  e  a  maior  de  todas  as  inferiores,  A  exisfencia  dc  uma  me¬ 
nor  cota  superior  e  de  uma  maior  cola  inferior  de  S  nao  6  acidenial;  c  uma  eonsequencia 
do  axioma  sesuime. 


10,2,5  axioma  (Axioma  da  Completiide)  Se  uni  con  junto  nao-vazio  S  de  numeros 
reals  tiver  uma  cota  superior,  entdo  ele  tern  uma  cota  superior  minima  (chamada  de  su¬ 
premo)  e  se  um  conjunlo  nao-vazio  S  de  numeros  reais  liver  uma  cota  inferior,  entdo  ele 
tent  uma  cota  inferior  maxima  (chamado  de  fnfimo). 


m :  m  0 NST rac AO  IX)  i  r  :or  i ;  m a  10* 2* 3 


(a)  Deinonslraremos  o  resuliado  para  seqiieneias  erescentes  e  deixamos  a  cargo  do  leiior 
adapt ar  o  argument o  para  sequencias  que  sao  erescentes  a  pari  I r  de  um  eerto  termo.  Su- 

ponha  que  exisia  uni  numero  M  ml  que  an  <  M  para  n .  =  1,  2 . Enlao  M  e  uma  cota 

superior  para  o  conjunlo  de  termos  da  sequencia.  Pclo  axioma  da  compleiitude,  ex  isle  um 
supremo  para  os  termos;  vamos  ehama-lo  de  L.  Seja  agora  e  um  numero  positive.  Uma 
vez  que  L  e  o  supremo  para  os  lermos,  L  “  e  nao  6  uma  cola  superior  para  os  termos,  o 
que  signifiea  que  existe  pelo  menos  um  tcrmo  ax  lal  que 


a  n  >  L  -  e 
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A1  cm  disso,  como  { aft }  c  Lima  sequCncia  crescenle,  devemos  ter 

afi  >  a  fit  >  L  —  z 


(6) 


quando  n  >  N.  Mas,  an  nao  pode  exccder  L  uma  vc/  que  L  c  uma  cota  superior  para  os 
termos.  Esin  observagao  junto  com  (6)  nos  diz  quo  L  >  an  >  L  -  c  para  n  >  i\\  logo  tod  os 


os  lei  mos  do  Ar-esimo  em  dianie  esiao  a  menos  de  e  unidades  de  L.  Isso  6  exalameme  a 


exigencia  para  ter 


lim  a, j  —  L 

II 


Finalmentc,  L  <  M,  pois  M  e  uma  cota  superior  para  os  termos  enquanto  que  L  6  o  supre¬ 
mo,  Is  so  de  mon  s  tra  a  parte  (a). 

( b )  Sc  nao  existir  um  numero  M  tal  que  <in  S  M  para  n  =  1 , 2,  entao  nao  iniportando  quao 
grande  A/seja  escolhido  havera  urn  termo  a.- tal  que 

a  jv  >  A/ 

c,  uma  vez  que  a  sequeneia  6  crescente, 


iit j  >  apt  >  M 

quando  n  >  N.  Assim,  os  termos  da  sequeneia  lornam-se  arbitral]  amen  le  grandes  a  metli- 
da  que  n  eresee.  On  seja, 

lim  an  —  M 


a-*- tx 


A  demon  sir  u^ao  do  Teorema  30.2,4  send  omitida,  uma  vez  que  <£  similar  h  do  Teorema  10.2,3, 


%/  EXERCICIOS  DE  CQMPREENSAO  1 0.2  ( Verpagina  642 para  respostas.) 


1.  C I  as  s  i  I  i  que  cad  a  seq  iiSnc  i  a  com  0  (C )  c  rescei  l  le,  { D)  doc  re  seen  - 
le.  ou  (N)  tiem  creseentc  nem  decresecirte. 


2. 


f 2n]  - -  )2^} 

5  —  n 


(-1  )M 

| 

Cl  a  ssili  que  cad  a  sequeneia  como  (M)  mono  ion  a.  (E)  cstrita- 
rnente  monotonaou  (N)  nao  monotona. 


-1 

r 

/r 


3*  Como 

n/\2(n  +  1)1  n1 
())  -  l)/(2 n)  ~  n2  -  l 


a  sequfineia  {(n  —  I )/ (2n)l  e  estrilamente 
4,  Como 


d 

— —  [ (-V  -  8)"]  >  0  para  jc  > 
d  x 


{3h  +  (-Dfl} 


{2«  +  (Hn 


a  sequSneia  {(//  —  8)3 }  c 


crescenie 


EXERCICIOS  10,2 


1-6  Use  «#f+,  -  ^ri,  para  mostrarque  a  seqiiencia  dada  6  estriia- 

mente  ereseenle  ou  estritamente  dccrescente. 

7-12  Use  «H+|  itin  para  mostrar  que  a  seqti&ncia  faj  dada  6  esiriia- 
mente  crcsccnte  on  estntamente  decic  sccnte. 

-i 


■  tii: 

k  (-=- 

1  4/1  -  1 


1 

I  -  - 

+« 

k 

3.  (  I 

it 

n=  i 

(  2ji  +  1  | 

-t-w 


n=t 


5.  In- 


6- 


7. 


10* 


H-  I 


fl  =  J 

|0n  l+» 


(2/0! 


8* 


11. 


w=  I 


1  +  2 
ir  +k 


1+* 

??  ~i 


9* 


7d 


12. 


/r=  3 


5* 

2^ 


+3C 


fl-l 
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13-18  Use  diferenda^ao  para  inostrar  quo  a  sequent  i  a  dada  i5  es- 
iriUimentc  eresceiHe  on  esiritamente  dccresccntC- 


I  fl 

X?- 

1  1 

13.  - 

i ■ 

14.  3  — 

[  2 /t  +  1 

fi—  i 

1  « 

+* 

u-l 


(.  i 

l  n  -j-  In  ft 


n—\ 


17.  | 

l  n  +  2 


lft.  {ne^J+r, 

18.  {arclg 


19-24  Mosire  que  a  seqiienda  dada  eh  a  pariir  de  urn  certo  termo* 
esirkamente  crescente  on  estritamenle  decre  scenic. 


19.  {2n}  -  7?i)+:i 

ft 


21. 


23. 


n2  +  10 
nl  +" 


1  17 

i 

22.  Of  -p  — 

il=l 

1  w 

3ft 


20.  {»■’  -  4*r}+* 

rt  =  1 

24.  {«VX=| 


W—  I 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


25*  (aj  Suponha  que  {a^}  seja  Lima  sequencia  mondtona  tal  que 
\  <  an  <  2  para  cada  n.  A  sequencia  deve  necessyria- 
memo  convergir?  Caso  afirmativo*  o  que  pode  ser  dito 
sobre  o  I  unite? 

(b)  Suponha  que  f aj  seja  uma  sequenda  mondtona  tal 
que  afl  <  2  para  cada  n.  A  sequencia  deve  necessaria- 
mente  convergir?  Caso  afirmatim  o  qtie  pode  ser  dito 
sobre  o  limUe? 

2<U  De  u Eli  cxemplo  de  uma  seqiienda  mondtona  que  nao  6  es- 
triiamente  mondtona  a  pariir  de  urn  ceno  termo.  O  que  deve 
ser  verdade  sobre  uma  iaE  sequencin'? 

27.  A  met  a  deste  cxcicicio  d  provar  a  Formula  (5)  dost  a  se^ao.  O 
csso  x  =  0  e  obvio.  porta nto  vamos  focal izar  no  casox  *  0. 

(a)  Seja  an  -  |  .v  [7  nl  Mostre  que 

Ul 


(b)  Mostre  que  a  seqiioncie  { </,  J  e  esirilaniente  decreseenie  a 
parti  r  de  um  certo  termo. 

(c )  M  ost  re  que  a  seq ii  e ne  i  a  { an }  co n verge . 

(d)  Use  os  resuliados  das  paries  (a)  e  (c)  para  moslrar  que 
a,.  — >0  quando  n  — >  +oo. 


(e)  Obten  h  a  a  F6 mi  ti  I  a  (5 }  a  pan  i  r  d o  res  u  I  ( ad o  d  a  pa n  e  (d ) . 

28*  Seja  {itj  a  sequencia  deli nida  necumvamente  por  =  V2  e 

an+ 1  —  V'2  +  £i;j  para  n  >  L 

(a)  De  os  1  res  p  ri  md  ros  te r rnos  d  a  seque  ne  i  a . 

(b)  Mostre  quo  on  <  2  para  n>  I . 

(e)  Mostre  que  afi+ 1  —  tt“  =  (2  —  *0(1  +  an)  para  n  >  L 

(d)  Use  os  res  it  I  lad  os  nas  [>ai'les  (h)  e  (c)  para  mostrarque  {aj 
6  uma  seqiiencia  esirilameme  crescente.  [Sugu/ao:  Se.ve 
y  forem  n  timer  os  reais  positives  lais  que  ,i  -  y'  >  0,  entao 
segue  por  faioragao,  que  .v  -  y  >  0.  | 

(e)  Mostre  que  {an )  converge  e  enc outre  o  seu  limite  L, 

29*  Seja  {al(}  a  seqiiencia  definida  recurs ivamente  por  £q  =  I  e 

an+l  =  \[an  +  0/an)]  para  n  >  I. 

(a)  Mostre  que  an  >  s/3  para  n  >  2.  f Sugestdo:  Qua l  C  o  valor 
m  mi  mode  \  [.v  +  (3/,v)J  para  v  >  0?  | 

(b)  Mostre  que  {aj  e  dccresccntc  a  partir  de  um  certo  termo 
[■Swg^vfflo:  Examine  altH  -  af.  on  ar ,  /iv,,  e  use  o  resuJtado  da 
parle  (a),] 

(c)  Mostre  que  converge  e  encontre  seu  I  Emile  L 

30,  (a)  Compare  as  areas  apropriadas  na  figura  abaExo  para  dedu- 
zir  a  seguinle  desigualdadc  para  n  >  2; 


hi  _r  di  <  In  ft!  < 


In  jr  dx 


(b)  use  o  result  ado  da  parte  (a)  para  mosirar  que 


ii”  (a + d"+i 

r  <  w!  <  — - - 

eflr~  1  g{} 


n  >  t 


(c)  Use  o  Teorema  do  ConlVonlo  para  SequCncias  (Teorema 
10.1 .5)  e  o  i esuliado  da  parte  (b>  para  mostrar  que 


lim 

—9  +  £c- 


1 

e 


3L  Use  a  desigualdade  a  esquerda  no  Exercicio  30  (b)  para  mos¬ 


trar  que 


lim  OTiT  —  -|-3c 

Jfl  — * 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  10.2 


1 .  C;  D;  N;  C;  N  2.  N;  M;  E  3.  I ;  crescenle  4.  S;  eshitmnente;  a  partir  dc  um  certo  ponlo. 
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10.3  SERIES  INFINITAS 


O  pmpdsito  desta  se0o  e  discatir  somas  com  urn  numero  infinite  de  tennos.  O  exemplo  metis 
conhecido  de  tais  somas  ocorre  na  representaqdo  decimal  de  nttmeros  reals.  For  exemplo, 
quando  esc  memos  \  na  forma  decimal  \  =  0,3333  *  *  - ,  q  it  ere  mo  s  dizer 

i  =  0,3  +  0,03  +  0,003  +  0,0003  +  ■  ■ 

a  que  sage  re  que  a  representaqdo  decimal  de  \  pode  set  encarada  coma  uma  soma  Infinita 
de  muneros  reals. 


m  SOMAS  DE  SERIES  INFINITAS 


Nos  so  primeiro  objelivo  e  delink  o  que  entendemos  pel  a 
n  timer  os  reais.  Comegamos  por  alguma  Le mi i nolog ia. 


“soma”  de  um  numero  infinite  de 


10*3*1  DtFfNigAO 

Uma  serie  infinita  6  uma  expressao  que  pode  ser  cscrita  na  forma 

3C, 

^  Uii  —  U  |  +  U2  1"  if 3  ~b  *  ■  ■  +  Wfr  +  ■  ■  ■ 

k=  1 

Os  numeros  jq,  u2t  «3 

,***  sao  chamados  tennos  da  serie. 

H  -V 

0*4  - 


03  - 
0*2  - 
0*1  - 


n 


03,  0*33*  0333*  „* 


Figura  10*3.1 


Como  e  impossfvcl  somar  dire  tam  erne  um  numero  infinite  de  ntimeros,  as  somas  de 
series  infinitas  sao  definidas  e  ealeuladas  por  um  processo  mdireto  de  limite,  Para  motivar  a 
idcia  blsie a*  eonsidere  a  decimal 

0,3333 ,  *  *  (1) 

Isso  pode  ser  visto  como  a  serie  infinita 

0*3  +  0*03  +  0,003  +  0*0003  +  ■  ■  ■ 

our  de  forma  equivalents 

3  3  3  1 

(2) 


3  3  3  3 

To  +  T^"i’ltf^To:'  + 


Como  ( 1 )  6  a  expansao  decimal  de  qualquer  definigao  ra/oavel  para  a  soma  de  uma  serie 
infinita  devc  fomeccr  {  para  a  soma  cm  (2).  Para  obier  uma  tal  definigao*  eonsidere  a  sc- 
guinte  seqiiencia  de  somas  (linilas): 

3 

st  =  —  =  0.3 

10 

3  3 

s2  =  —  -f  —  =0*33 
'  1 0  1 02 

3  3  3 

=  ”  "I”  T7T7  +  =  0,333 


10  102 


^  =  ro+w+w+w=03m 


A  sequencia  de  numeros  jq,  si,  53*  <v4, .  * ,  (Figura  1 0.3. 1 )  pode  ser  vista  como  uma  sucessao  de 
aproximagoes  da  '  soma''  da  s^rie  infinita*  que  queremus  que  seja  A  medida  que  avungamos 
na  sequencia,  cada  vex  mais  tennos  da  serie  infinita  sao  usados  e  a  aproximagao  fica  cada  vex 
melhnr*  sugermdo  que  a  soma  desejuda  de  |  deva  ser  0  limite  desta  sequencia  de  aprox imagoes. 
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Para  ver  que  e  isso  o  que  ocorre,  devemos  caleular  o  limite  do  termo  geral  da  sequencia  de 
aproximagcles,  is  to  e,  de 

3 

v  4 - ~r  4-  ■  ■  4  - 

3  0 


3  3 

Sji  ™  777  +  4 


10 


10' 


(3) 


O  problema  de  calcular 


lim  —  lim 

— >  f!  ™>  -|"Ot 


/  3  3 

\To  +  17P 


4  '  '  '  4 


3 


10" 


6  complieado  pelo  falo  de  que  o  ultimo  termo  e  o  numero  de  term  os  na  soma  varia  com  m  E 
mclhor  reescrever  Uiis  liniitcs  cm  uma  forma  fechada  na  qual  o  numcro  dc  termos  nao  varie, 
sc  possfvel.  (Ver  a  discussao  sobre  formas  feehadas  c  formas  abertas  que  segue  o  Exemplo 
3  na  Segao  6,4  do  Volume  I ).  Para  isso,  mulliplicamos  a  nib  os  os  I  ad  os  de  (3)  por  para 
obter 


— sn  - 


3  3 

4  ttt  H- 


10  "  I02  103 


3  3 

+  To«  +  io,,+1 


(4) 


e  entao  subtrafmos  (4)  de  (3)  para  obter 


I  3  3 

ufn  ~  To  ~~  itPr+l 


Como  t/H.f  0  quando  n  +oo,  segue  que 


lim  sM  =  lim 

u  ft 


I 

3 


O  que  de  not  am  os  escrevendo 


13  3  3  3 

-  — - 1 - 1-  - - L  „  ,  ,  _3_ - L.  ,  ,  . 

3  10  I02  I03  10" 

Motivados  pelo  excmplo  precede  n  re,  cstamos  agora  promos  para  definir  o  concetto  ge- 
ral  de  "soma”  de  uma  serie  infiniLa 


u  l  4  «2  4-  4  ■  ■  ■  4  w*  -)-■■■ 


Vamos  comeg  ar  per  a  I  gum  a  lerminologia:  seja  a  soma  dos  n  primeiros  termos  da  serie. 

Assim, 

S?  =  tt\  4  W  ? 

£3  =  U\  4  Ii2  4  H3 

fi 

5?i  =  U  I  4  it2  4  4  ■  ■  ■  4  Wn  =  Wjt 

*=l 


O  numero  e  ehamado  enesima  soma  par  cud  da  serie  e  a  sequencm  [sn } 
qiiencia  das  somas  par  dais. 


n~  I 


e  chamada  se- 
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Qua ndo  //  cresce,  a  soma  paieial  s„  -  u{-¥  u2  +  +  wfl  inelui  mats  e  mats  termos  da  serie. 

Assim,  se  sn  tende  a  um  limite  quando  n  — >  +  oc,  e  razoavel  quc  este  limite  scja  a  soma  de 
(ados  os  termos  da  serie.  Isso  sugere  a  seguinte  delmi^ao. 


ADVERTENC1A 


Na  linguag&m  do  dia  a  dia,  as  pata- 
vras  "seque-ncia”  e  "‘s^rie* 1’'  sao  COO* 
sid&radas  sin^nimas.  Cool u do,  am 
Maternities ,  h&  uma  difer&rtca  antre 
ess&s  dois  lofmos;  uma  saqu§ricia 
6  uma  sucessio  e  uma  6  uma 
sema.  E  essential  quo  voce  ten  ha  em 
mema  esta  diaiin^o. 


103*2  oi:hm{;ao  Seja  {sw }  a  sequeneia  das  somas  parciais  da  serie 


U  |  "1"  Wj  +  W3  H"  ■  '  ■  "h  Hft  +  ■  ■  ■ 


Se  a  seqiiSneia  {sj  convergir  para  utn  limite  5,  entao  dizeinos  que  a  serie  converge  para 
S  e  quo  S  e  a  soma  da  serie.  Dcnotamos  isso  cscrcvendo 

s=Yiul 

As  I 


Se  a  seqMncia  das  somas  parciais  divcrgir,  dizemos  quo  a  serie  diverge.  Uma  serie  diver- 


genie  nao  tern  soma. 


►  Exempio  1  Determine  sc  a  serie 

l—  l-h!  “1+1  —  IH - 

converge  ou  diverge.  Se  convergir,  e neon t re  a  soma. 

Soluqao  E  tetuador  concluir  que  a  soma  da  serie  6  zero  argumentando  que  os  termos  po¬ 
sitives  e  negatives  se  cancelam  uns  aos  o  litres.  Eniretanto,  isse  ndo  e  cor  re  to;  o  problem  a 
e  que  as  operaqoes  algebricas  que  sac  validas  para  somas  fin  it  as  nao  podem  ser  usadas  nas 
series  in  Hildas.  Poxteriormente*  discutiremos  eon  didoes  sobre  operaqoes  algebricas  com  uns 
que  podem  ser  ap  bead  as  a  series  infinitas,  pordm  para  este  exempio  usaremos  diretameme  a 
Definiqao  10.3.2.  As  somas  parciais  sao 


A? 


1>5  - 
1  - 
0,5  - 


H  10 


1.0.  UK  I.Q* 


Figura  10*3.2 


Si 
s 2 

£4 


=  l 

=  I  - 


I  -  0 
I  4-  1  =  I 

J  +  l  -  1  =  0 


e  assim  per  diame.  Logo*  a  sequeneia  das  somas  parciais  e 

1,0,  1,0,  1,0,*** 

(Figura  10.3.2)*  Como  essa  sequencia  e  divergent^  a  serie  dada  diverge  e,  conseqiientemen- 
te,  nao  ha  soma.  M 


■  SERIES  GEOMETRICAS 

Em  mmias  series  importames,  cada  termo  e  obiido  multiplicando-se  o  termo  precedente  por 
algumn  eonsianie  fixada.  Assim,  se  o  termo  inicial  da  serie  6  a  e  cada  termo 6  obiido  multipli¬ 
cand  0- sc  o  termo  precedent e  por  r,  entao  a  serie  tern  a  forma 


ark  —  a  +  ar  +  ar 2  +  ar*  +  ■  ■  ■  +  ark  +  ■  ■  ■  {a  ^  0) 

k=*  0 


(5) 
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This  series  sao  c  ham  ad  as  do  series  geometricas  e  o  numcro  r  c  chain  ad  a  de  razes  o  da  serie. 
Aqui  csiSo  alguns  exemplos: 


1  2.  - !~  4  — J-  - 1—  -  >  -  — )—  2,^  + 

3  3  3  3 

i  i"|t—  -  “r~  -  *  *■  4  -  nh  +  +  + 

10  102  I011  '  JO1 

I-i  +  i  — -4 - h  (— i>*+!d 

2  4  8  16  ;  2k 

14-14-14- - f  I  4 - 

1  —  I  H-  I  —  1  ’-h  ■  ■  ■  ( —  1  Hh  ■  ■  ■ 

l  -f  x  +  x2  +  x3  + - h  xk  +  ■■■ 


Algumas  vezes,  dessjcivel  come- 
qar  o  indice  do  somatdrio  de  uma  $£rie 
infinisa  em  £  =  0,  am  de  *  =  1  r  caso 
am  qua  considarariamos  ui:,  como 
o  zero-esimo  tar  mo  e  j0  -  :/i;f  como  o 
zero-e-simo  termo  da  soma  parcial. 
Pode-se  prove r  qua  mudaudo  o  valor 

inicial  do  indice  do  somatdrio  de  uma 

... 

serie  nao  tarn  afeito  na  convergence, 
na  divergence  ou  na  soma  da  s6rie  in¬ 
finite! .  No  caso  [5],  o  termo  geFai  teria 
stdo  mats  complicado  se  tiv£ssemos 
iniciado  o  indice  emU  l,  Qual  teria 
sido  esse  termo  gsraf? 


O  seguime  teorema  <S  o  result  ado  fundamental  na  convergence  das  series  geometrical 


1 0  .3 .3  TEO RE\  1 A  Uma  sei  i e  g  come trica 

DC 

ark  —  a  +  ar  +  ar2  +  ■  ■  ■  +  ark  +  ■  -  -  (a  ^  0) 
fr=o 

converge  se  1  r  \  <  l  e  diverge  se  \  r  \  >  L  Se  a  serie  convergir,  enrdo  a  soma  da  serie  e 


demonst ra^ “Ao  Tralemos  prinieiro  do  caso  |  r  |  -  1 ,  Se  r  -  1  s  entao  a  serie  e 


a  H-  a  +  a  +  a  +  *  *  * 

portanto  a  enesima  soma  partial  6  sa  =  («  + 1  )a  e  IimH_»P+*  s»  =  +*(«  +  \)a  =  ±x  (o 

sinal  dependendo  de  a  ser  postivo  ou  negativo).  Isso  prova  a  divergency  Se  r  =  -la  serie  e 

a  —  a  +  a  ™  &  H-  ■  ■  ■ 
logo,  a  seqiigneia  das  so  mas  pardai  s  6 

a.  0,  a,  0t  a,  0. . . . 

que  diverge. 

Agora  eonsideremos  o  caso  |r|  &  1 .  A  enesima  soma  partial  da  serie  e 


.v,j  =  a  ~f-  ar  -j-  ar  +  *  * -  +  ar1' 
Muitiplicando  a  mhos  os  I  ad  os  de  (6)  por  r;  obtejnos 

rs„  =  ar  +  ar 2  H - h  arn  + 

e  subtraindo  (7)  de  (6)  obtemos 


sn  --  rsn  —  a  —  ai 


.ip+i 


ou 


(1  -  r)y„  =  a  —  arn+' 

Uma  ve^  que  estanios  considerando  j  ^  L  isso  pode  ser  reeserito  como 

a  —  a  r 11+1  a  „  n.r 

S„  =  — - =  - - (1  - 


(6) 


(7) 


(8) 


I  -r 


1  —  r 


(9} 
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So  |r|  <  1,  cntao  rn+l  —  0  (porque?),  dc  modo  que  { sj  converge.  A  partir  dc  (9) 

lim  sn  — - 

«  -s.  J  —  r 


Se  |  r\  >  1 ,  entao  ou  r  >  J  on  r  <  -  I .  No  caso  r  >  1,  L i in J4  t_*  +*  r,t+]  =  +=c,  e  no  caso  r  <  —  l  ,  r,l+ 1 
oseilaemre  vaiores  positives  e  negatives  de  magnitude  ere  seen  te,  portamo  }.v,r}  diverge  cm  am- 
bos  cases,  ■ 


►-  Exemplo  2  A  serie 


it=0 


^  5  5  5 

5  ,+  _i_ 

4  4"  4k 


6  uma  serie  geomdtrica  com  a  =  5er=|.  Como 


r 


=  ^  <  1,  a  serie  converge  e  a  soma  e 


a 


\  -r 


1-J 


20 

T 


(Figura  103.3),  ^ 


►  Exempt©  3 


Encontre  o  mlniero  rational  representado  pela  dizima  periodica 


DO  MIN  10  DATECNOLOGEA 


0,784784784 . . . 


Os  slstemas  algebricos  de  compu- 
tagSo  Jem  coman  do  s  para  obter  a 
soma  do  series  convergentes.  Se  o 
leiior  dispuser  de  um  CAS,  use-o  para 
calcular  as  somas  nos  Exempbs  2  e 
3.  Tambem  voriflque  o  que  acontece 
quando  tontamos  caloufar  a  soma  no 
Exemplo  4{a}j 


Sola  gdo  Podemos  esc  rover 


0,784784784 , , .  =  0,784  q~  0,000784  +  0.000000784  +  . .  ■ 


portanto  a  di/imu  dada  6  a  soma  de  uni  a  sdrie  gcomdirica  com  a  =  0,784  e  r  =  0,00 1 ,  Assim, 


0,784784784...  = - 

I  -r 


0,784  0.784  784 

I  -  0,001  “  0,999  999 


< 


►  Exemplo  4  Em  cada  parte,  determine  sc  a  serie  converge  e,  nestc  caso,  encontre  sua 
soma. 


(a)  £\V*5 

k~\ 


2k  c  I  -k 


(ht  y> 


k 


J t-0 


Solugdo  (a)  Ossa  c  uma  serie  geometrica  mirna  forma  disfargada,  uma  vez  que  podemos 
escrcv£-Ia  como 

*  O k  *  /Q  "  ' 

E^  =  Eir=E9 


Jfc=l 


5k^1  \  5 

Jt=l  k=l 


Como  r  —  |  >  1,  a  serie  diverge. 


Sohigdo  (h)  A  forma  expand  id  a  da  serie  c 


jy- 1  +  x  *  *2 + + h + + xk + *  *  * 

*=[> 

A  serie  e  uma  stiie  geometriea  com  a-  1  e  r-x,  logo  converge  se  \x\  <  1  e,  caso  contrario, 
diverge.  Quando  a  serie  converge,  sua  soma  e 


oc 


1 


yv  =  - —  m 

h  1 
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►  Exemplo  5  Determine  se  a  serie 


A  soma  em  (10)  4  um  example  de 
Lima  teteseSpicia  O  none  vem 
do  fata  de  que  na  simpfificagao  da 
soma  uma  pares  la  de  cada  expressao 
entre  parenteses  cancela  uma  parce- 
la  na  prdxima  expressao  -entre  pairen* 
teses,  ate  que  a  soma  toda  colapse 
coma  um  teteso6pio  ret  rati  I,  restando 
a penas  duas  parcels. 


*v 


M 


j  i  i  i  i  i  l  j  a  j  i  l 


n 


2  4  6  S  10  12 

(a) 


+  >' 


6 

5 

4 

3 

2 

I 


{  'S'j  1 


'ill 


I  >  I  I  I  I  I 


w  y ]  yl  yy  yl  tS-  y  6  'Y! 


(« 


Somas  parciais  da  serie  harmonica, 


Ettf 


1 


I  l  i  J 

+  ~ — *  4~  — — r  +  - — —  4- 


t=i 


k(k  4*  I)  3-2  2  ■  3  3  ■  4  4-5 


converge  ou  diverge.  Se  convergir,  encontre  sua  soma, 
Soluqao  A  encsima  soma  parcial  da  serie  6 


SlJ  Mb 


1 


l  I  1 

+  — —  4-  —  H - 4- 


1 


a=i 


k{k  +  I)  I  '  2  2-3  3  ■  4 


n{n  +  I) 


Para  calcular  lim#J ree  sc  revere  mos  stf  numa  forma  fee  had  a.  Is,so  podc  ser  alcana  ado 
usando  o  metodo  das  fragoes  parciais  para  obter  (verifique) 


1 


3 


\ 


k(k+l) 


k  4-  1 


a  partir  do  q Lie  obicmos  a  soma 


‘-sft- 
( 


I 


k  +  I 


=  l'-i)  +  (j-j)+(|-j)+  '  +  (;-^T 


I  1 

1+|-2+2,+ 


~3+l)+ 


+ 


1  1 

n  ti 


ti  4-  I 


=  1 


I 


n  +  i 


(10) 


logo 


E 

A- 1 


;  -  - =  lim  A’,t  =  lim  ( 1 - - — 

k(k  +  I)  «  -+  +*  fl  ■+*  \  fl  4  3 


1  M 


M  SERIE  HARMONICA 

Uma  das  muis  importantes  de  todas  as  scries  divergenles  e  a  serie  harmonica 


que  surge  em  eonexaocom  os  sons  harm  on  i  cos  produzidospela  vibragao  de  uma  corda  musi¬ 
cal,  Nfio  6  imediaiamenteevideme  que  esta  serie  diverge.  Entre!  am  o,  a  diverge  neia  se  torn  ant 
apareme  quando  examinarmos  as  somas  parciais  em  detalhe.  Como  os  lermos  na  serie  sao 
todos  posit ivost  as  somas  parciais 

1  II  111 

*1  =  I  ■  .f2  =  1  +  $$  =  14-4-,  $4  —  l  4-  “  +  -  -h  “t . . . 

formam  uma  scqufinciaestriiamenic  cresccnte 


<  sn  < 


A  \  <  Sy  <  S3  <  * 

(Figura  10.3,4a).  Assim,  pclo  Teorcma  10.2.3,  podemos  provar  a  divcrgCncia  dcmonslrando 
que  nao  ha  ncnhunia constantc  M  que  seja  maior  do  que  ou  igual  a  cada  soma  parcial,  Para  isso, 
co  ns  ide  rare  mos  algumas  somas  parciais  select  ona  das,  a  saber,  *yy  $4?  syzt _ Note 


Figura  10*3,4 
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que  os  indices  sao  potencies  sueessivas  de  2t  de  mode  que  ess  as  sfu>  as  sonias  parciais  da 
forma  Ls>  {Figura  10.3.4/?).  FIssas  so  mas  parciais  satis  fazem  as  dcsigualdades 


1  4~  ^  ^  \ 

J4  =  J2  +  |  +  4  >  $2  H"  (|  +  5  )  =  $z  +  J  >  5 


is=i4  +  |  +  j  +  f  +  |  >i4  +  (5  +  5  +  |  +  |)=i4  +  5>  \ 
16 


\  r  I  r  trial  ,  1  t  3  j  I 


_ L  4-  J-  -L  d*  4. 

1  9  r  10  r  H  ^  12  ^  13  14  r  J5  n  16 

>i’8  +  (^  +  ^  +  1L  +  ^  +  1!5  +  ^  +  -^  +  ^)=is  +  5>f 


Si  V  l  ,hr->  t*nu«ui  ,!+!  + 

Id  f  -i^ub  JtpnVanLr  lYna  ■  r-imn.  airt^ut  ftt  frtpaiw 


r-j-A''i,  C;  J*  frr.  rffflif  r  ft  fuftini  fn*i  lirittMUta-  fMI  rir|^- 

urui,  lim  , 

i  nem  A ,  £4- }  +  j+  $  +  $  +  4.  3P  f  fjaJrniiei 

im  Jiis-.^umh  eunurkrtm  (irtttj.T  ?|i+t|tT.ir+rir=w;#) 

,Lki  1  -H+rt  +  A+  fi  +  *  C+  P+  E+  F,am 

c-  {+1  -Hfl+Ti  +  F>+^  p**- 11 f*  F*^  r 


^--+1+1!  + A+[i+jUfcfrXC- f  Xj  L_ 
=  ■  ■  ■  +T^4[t+r‘{’fritl^3P!>-i  3Djf^5 

fcr.  an  *<• 

£  Mi  r;  2C1  *j  houb  puni  p  £  Jimu  iium  t/Vi, 

tvp 


Esta  e  uma  prova  da  divergent;] a  da 
scric  harmonica,  coma  aparetx  num 
apfoirficc  da  publica^Io  pdstuma  dc 
Jacob  Bemott Mi.  A rs  G hi \ jecttatd r, 
quo  apareceu  em  1713, 


s&  > 


n  4-  I 


Sc  M  for  Lima  constants  quitlquCE  podemos  cnconfr&r  urn  hue  n  o  positivo  n  tal  quc  (ih-  1  )/2  >M. 
No  entanlo,  para  esse  n 

n  +  I 

s>  >  - — —  >  M 
2 

de  modo  que  nenhunia  constants  M  €  maior  do  que  on  igual  a  cada  soma  parcial  da  sdrie 
harmonica,  Isso  prova  a  divcrgcncia. 

Essa  prova  tie  divcrgcncia,  que  antedata  a  deseobcita  do  Calculo,  c  devida  ao  bispo 
c  professor  fiances  Nicole  Oresme  (1323-1382),  Essa  setic  acabou  atraindo  o  interesse  de 
Johann  e  Jakoh  Bernoulli  (ver  p+  93  do  Volume  3 )  e  levou-OS  a  comeqar  a  pensar  sobre  o  con¬ 
cede  geral  de  convergence  que  era  uma  ideia  nova  para  a  epoca. 


%/  EXERGIGIOS  DE  COMPREENSAO  10.3  {Verpagina  652 para  respostas.) 


1 .  Em  Matemdlica.  os  term  os  ''seqiienda*  e  "sdric"  nao  tern  o  nies- 

mo  signilicado:  uma _ d  uma  sucessao,  enquamo 

que  uma _ &  uma  soma, 

2.  Considers  a  serie 


E 

k=  I 


Ok 


8e  }  e  a  sequenda  das  somas  parciais  dessa  seiie,  entao 

^  i  _ •  ^  ■>  _ 


i3  “ 


■^  = 


e  ss  = 


3.  0  quc  signifies  dizer  que  uma  serle  uk  converge*} 


4,  Uma  sdie  geom^lrica  6  uma  sdrie  da  forma 

E - 


0 


Essa  sej-ie  converge  para 
rie  diverge  se _ 


5,  A  siSrie  harmonica  £  dada  per 


Vr 


k=  I 


se 


A  serie  harmonica  converge  ou  diverge? 


ssa  se- 


EXERCICIOS  10,3  0CAS 


1-2  Bm  cada  parte,  encontre  os  va tores  exatos  das  quatro  primei- 
ras  somas  parciais,  encontre  a  forma  fee  had  a  para  a  en&ima  soma 
parcial  e  determine  se  a  serie  converge  caleulando  o  3 i mite  da  end- 
si  ma  soma  parcial,  Se  a  serie  convergir,  obtenha  sua  soma. 


1*  (a)  2  +  ?  +  ^  + 


+ 


5*-' 


+ 


I  2  *> 2  2k~] 

(b)  7  +  7  +  T  +  ”-  +  ^r  + 

4  4  4  4 

I  I  E 

(c)  4.  ^ ,  +  - — -  4-  -  ■  -  4- 

2-3  3  4  4  *  5 

ft 


1 


(k  +  I  )(A  4  2) 


4 


»)  E4'-'  <cl  E  (fTa  -  rh) 
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3-14  Determine  sc  a  serie  converge  c,  sc  convergir,  enco litre  sua 


soma. 


5. 


1 7-20  Ex  pres  sc  a  dfzima  periodica  como  uma  fragao. 

17,  0.4444  ...  IS,  0,9999,.. 

19,  5.373737...  20,  0,451 14] 414  ... 

2 1 .  Len j bre  que  decimal  e.xaia  6  u i ria  dec i  mal  c uj os  digi tos  sao  tod c >s 
0  a  partir  de  a  I  gum  ponto  em  diante  (0.5  =  0.500., pot  exem- 
pio).  Mostre  que  uma  decimal  da  forma  O.^io? . . .  a,, 9999 . . , . 
otide  aIt  ^  9.  pode  ser  expressa  como  uma  decimal  exata. 


7-  Ett 


I 


9.  Y  — 

£—t  QL- 


(k  +  2  )(k  +  3) 

1 


9 k2  +  M  -  2 


14.  X]  S3*? 

k-l 


i-k 


15.  Assoc ie  uma  serie  dc  uin  dos  Exercfdos  3,  5,  7  ou  9  com  o 
gmlico  da  seqiieneia  de  suas  somas  pare ia is. 


16.  Assoc i c  uma  serie  dc  uni  dos  Excrcicios  4,  6,  8  ou  10  com  o 
giafico  da  sequent:  i  a  de  suas  somas  pare  ia  is. 


ENFOCAN DO  CONCEITGS 


22.  O  grande  maternal ico  sufgo  Leonhard  Euler  (biografia  na 
p.  3  do  Volume  1)  chegou,  algumas  vezes,  a  eonclusdes  er- 
radas  em  sen  pioneiro  traballio  sobre  series  mb  lit  as.  Per  ex- 
cmpJo,  Euler  deduziu  que. 

^  —  l  —  I  -P  I  —  I  +  ■  ■  • 
e 

—  I  =  I  +  2  +  4  +  8  +  •  ■  ■ 
substituindo  x  =  —  t  e  x  =  2  na  formula 

1 


—  1  4~  x  4*  Jt  4-  ,v "■(- 


I  —  x 

Qua!  d  o  problema  com  esse  raciocfnio? 

23*  Lima  bo  fa  e  largada  de  uma  altura  de  10  m.  Cad  a  vez  que 
bate  no  chao*  da  re  pic  a  vertical  mente  ate  uma  altura  que  <5 
J  da  altura  piecedenlu.  Eneontre  a  distancEa  total  que  a  bob 
pereori'e.  supondoque  repique  indeterm  in  ada  mente. 

24*  A  figura  abaixo  mostra  uma  “escadaria  infmita'’  construfda 
decu bos.  Eneontre  o  volume  total  da  escadaria,  dado  quo  o 
maior  dos  cubes  tern  urn  lado  de  comprimeuio  1  e  que  cada 
cubo  succ  ssivo  tem  um  I  ado  de  co  mprimemo  igual  a  metade 
do  I  ado  do  cubo  precede  nte. 


...  Figure  Ex-24 


25*  Em  cada  parte,  eneontre  a  forma  fee  ha  da  para  a  enesima  soma 
partial  de  serie  e  determine  sc  a  sene  converge.  Se  convergir, 
encoiHre  sua  soma. 


1  2  ,  ^  ,  k 

(a)  hr  —  -f-  In  —  4-  In  —  ■  ■  ■  4-  In - -B  -  ■  ■ 

2  3  4  k  +  I 

(b)  ln(l-l)+l„(l-i)  +  ln(l-l)  +  ... 


ln( 


1 


1 


(k  +  I)2 


26,  Use  series  geotn£lricas  para  mostrar  que 


(a)  ]T(-1)V  = 


Jt=0 


1  +x 


SC  —  1  <  X  <  1 
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>: 


I 


*=0 


c 


£>l) 


k2k  _ 

A 


k= 0 


4  -  .v 

i 

t  +  X2 


c 


2  <  x  <  4 


e  “  1  <  a  <  1 


rai  rece  erne  ire  ue  a  e  iieneia  angu  uce 
e  rai  azem  c  m  a  inkia  a  tent  uni  imue  e  0/3 

Fonie:E  le  rb  cma^baca  ei  ariig  7Wi.ttrq/«<y  de  am  Angulo  em  nm 

Ni'itriGio  htfiniknle  Ptfsso^.  r  3£ric  incaim  n,  uc  a  Lireeeu  cin  Sng  c 
n  The  College  Mathematics  Journal*  21,  ::5,  cm  hr  1 9lX) 


27,  Emca  a  arte,  cut  ntret 
e  n  ergo,  e  enc  a  ire  a  ma 


a  re  e.vc  m  uai  a  trie 
a  trie c  ma  nee  a  re  e.v 


a 

b 


e 


.¥  —  .V  ■'  4"  x^  —  x 2  H"  —  ■  ■  ■ 

12  4  8  1 

+  “  4 — t  4 — -  4-  —  +  -  * . 
x1  ,v3  x 4  x3  A 

4- 11  _2;'-  +  e~?x  +  e_4v  +  e^5x  4 - 


lado  inicial 


Figure  Ex-35 


28, 


tre  ue  ara  1 


a  re  real  e.v 


1,1,  I  ^  2  sen 

sen  x - sen  x  4 —  sen  x  -  sen  x  +  -  *  ■  =  - 

2  4  8  2  4-  sen  a 

29,  Sc  a  a  ,  urn  numer  rea  ua  ucrc  e  a  {dj  a  c  iieneia  efini 
a  recur  i  ainentc  r 

r^j+i  —  4“  1 ) 

Fagaumae  n  cetera  bre  imite  a  c  iieneia  ee  ntirme  ua 
c  n  eemra  e  re  an  an  cm  term  en,et  man  imtie 


30, 


31, 


32, 


33. 


’C— '  -Vk  +  1  —  Vk 
tre  ue  >  - - —  =  1 


*= 


\fk~  4-  k 


Ere  ue 


Wi__LU- 

tM  k+y  2 

1  i  I  3 

!re  “U"T3  +  r4  +  3T5+'"=4 


\  I  1 
tre  ue  4-  - — r  + 


1 


1  •  3  '  3  •  5  ’  5  •  7  +  "  ‘  2 


34*  n  mre  in  tra  a  (Tgura  cm  ane  ,  u  nha  ue  a  reta  Lv 
e  L2  rmem  urn  ingu  OA)  <0  <  jt/2,  cm  eu  nt  e  inter 
eg 3  P  m  m  Pti  6  c  c  hi  em  l a  n  uni  a  c  e  P 
mega n  em  P0  urn  caminh  em  xigue/ague  ecu  trui 

re  bale  n  Lice  l  amente  entre  L,  e  L:,  a  ng  a  er  en  i 
cu  ar  c  uma  reta  ara  a  utra  btenha  a  eguinte  ma  em 
term  cGc  e a 


36,  eu  Tra  (a  do  sobre  a  Configum^ao  dos  At  ribalds  e  Movimeti- 
tos  e  crit  n  an  e  1350 ,  hi  e  Li  ieu  ,  ranee  ic  e 
it  me,  u  u  urn  in 6i  go  metric  ara  bter  a  ma  a  trie 


E 

t=i 


k  _  1  2  3  4 

2»  =  2  +  4  +  8  +  16  + 


a  arte  a  a  figuru  abai  ,  ca  a  term  a  erie  e  re  re  en 
ta  e  a  area  e  urn  retilngu  ,  e  na  arte  b  a  c  n  fig  u  rag  a 
na  arte  a  i  i  i  i  a  em  ret  angu  c  m  area  A^A2jA^ 

btenha  a  ma  A  l  +  A2  +  A j+  ■  ■  * 


a  t? 

San  escafa 

Figura  Ex-36 

c] 37,  a  c  a  e  cu  S  c  n  egue  bter  a  ma  a  dric 

k 


E 


(3fr+[  -  2k+')&  -  2k) 


a  P{)P\  +  P]  Pi  4-  P2  P$  +  ■  * 


b  btenha  A  e/ftai  ue 


b  PoP}  +  P2P$+  P*P5+.* 
c  P[  P2  A-  PA  +  P$P  H-  ■  ■  ■ 


k 

(3*4-1  _  2A'+I)(3t  —  21) 


2k  A  2 kB 

3*  _  2*  +  3*+ 1  -  2k+l 


H - a - 4  Figurii  Ex-?4 

35,  n  l  ine  m  tra  a  figura  a  eguir,  u  riba  ue  urn  angu  0 
eabi  ecu  u  an  regua  e  c  m  a  ara  r  uzh  umrai 
Rr,  enta  angu  entre  e  a  inicia  6  hi  ecu  ara 

r  uzir  rat  R2  Dai  r  iantc,  rai  Rp  /\4,  Rs,  a 

c  n  mu  em  uce  a.  bi  cctan  angu  entre  i 


c  c  re  u  ta  a  arte  b  ara  enc  ntrara  rma  echa 
a  ara  a  ene  ima  ma  arcia  ,  e  enta  enc  ntre  a  ma 
a  i!rie 

Fonte:  H  tc  e  era'ci  i  a  a  ta  e  um  r  h  ema  lic  a  arcccta  na 
b  il  Fi  til  nnua  i  iamL  e  Putnam  ni  etili  n 


[c]38.  Em  ca  a  arte,  u  e  um  S  ara  enc  mrar  a  ma  a  £rie* 
ecu  ergirTeenta  c  nfirme  re  u  la  ca  cu  an  a  in  a 
manua  mente 


a  ^(-1)('+i2*32-(' 
k=  1 


I 
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l/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  10.3 

„  .  ,,  1  3  7  15  ( 

I.  seqiteneia;  serie  2.  :  — :  ] 

2  4  8  16 

4.  ark  {a  ^  0);  —  :  \r\  <  1;  \r\  >  I 

I  —  r 

1 0.4  TESTES  DE  CONVERGENCE 


Na  ultima  secdo,  mostramos  coma  encontrar  a  soma  de  uma  serie  encontraudo  uma  forma 
fechada  para  a  euesima  soma  partial  e  tomando  sen  Umite .  Ent  ret  auto  t  e  relativamente  raw 
que  possamos  encontrar  uma  forma  fechada  para  a  enhima  soma  pa  trial  de  uma  serie,  de 
modo  que  sdo  rtecessdrios  met  ados  alternatives  para  encontrar  a  soma  de  uma  serie.  Uma 
possibilidade  e  provar  que  a  serie  converge  e,  entdo ,  apmxhnar  a  soma  par  uma  soma  partial 
com  suficientes  termos  para  at  ingiro  grande  p  red  sdo  desejado.  Nestase^do,  desenvolveremos 
vdrios  testes  que  podem  ser  usados  para  deter  minor  se  uma  dada  serie  converge  ou  diverge. 


—  —  X  A  sequencia  das  sum  as  pa  rciais  converge. 

5,  y  i  diverge 
K 


m  TESTE  DA  DIVERGENCIA 

No  enunciado  do  result  ados  gerais  sobre  a  converges  eia  e  a  divergence  de  series,  e  con- 
veniente  usar  a  notaqao  V  tik  como  modelo  geaei  ico  de  uma  serie,  evitando,  desse  modo, 
o  problems  de  discutir  sc  a  soma  come^i  em  k  =  0  ou  cm  k  -  l,  ou  ainda  em  algum  outro 
valor.  Na  verdade,  veremos  logo  quo  o  valor  do  fndicc  initial  tS  irrclcvanie  para  a  quesluo  da 
convcrgeneia,  O  Ar-dsimo  lermo  de  uma  serie  infinila  uk  e  ehamado  term  a  geral  da  serie. 
O  teorema  seguinte  cstabelecc  uma  relagaoentrc  o  Umite  do  lermo  geral  e  as  propriedades  de 
converaencia  de  uma  serie. 


10.41  teorema  (Teste  da  Divergencia) 

(a)  Se  lim  uk  ^  0,  entdo  a  serie  V  uk  diverge. 

k  +od 

( b )  Se  lim  uk  =  0,  entdo  a  serie  ^  uk  pode  eonvergir  ou  divergin 


demons i  KA^  Af >  {a )  Para  demon  s  trar  esse  res  u  I  tado,  £  s u  fi  e  ien le  mostrar  q  ue  se  a  serie  c  onve  r- 
gir,  entao  lim*  =  0  (por  que?).  Vamos  demonstrar  a  parte  (ci)dessa  maneira  altemativa. 


Suponhanios  que  a  sdrie  convjrja,  O  lermo  geral  uk  pode  ser  escrito  como 

uk  =  sk  -  sk  „ ! 


(1) 


onde  sk  6  a  soma  dos  termos  ate  //,  e  sk_  t  e  a  soma  dos  termos  ate  uL_ .  Se  S  denotar  a  soma  da 
serie,  eniao  sk  —  S  e,  uma  vez  que  (k  -  1)  +oc  quando  k  — >  +oo,  tetnos  tambem 

lim* +K  S{.  „  ]  —  5.  Assimt  a  partir  de  ( I ) 


lim  uk  — 

k  — >■  -\- 


lim  (sk  “  .¥jt_ j )  =  5  —  5  =  0 

k  ->  +k 


DEMON5TRACAO  {b}  Para  demonstrar  esse  resultado,  e  suHeiente  produzir  lanto  uma  serie 
eonvergente  quanto  uma  divergente  para  as  qua  is  1  im*  +  —  0.  A  tubas  as  seguintes  series 

id  in  ess  a  proprtedade: 


1  I  I 

~  +  77  d-  ’  ’  ■  4  T7  4 

2  2 2  2k 


1  1 

1+-+-+ 
2  3 


1 

+  -  -b 
k 


A  primeira  e  uma  serie  gcometriea  eonvergente  e  a  seg  Linda  e  a  serie  harmonica  divergente. 
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ADVERTENC3A 


A  reciproca  do  Teorema  10.4.2  e  fal¬ 
sa.  Mostrar  que 

]im  iff.  —  0 

nao  prova  que  E  tlt  convirja,  pois 
e$&a  propriedade  pode  vater  i.anro  para 
series  drvergentes  quanto  para  conver- 
genies.  l-sso  esici  exempli  ficado  na  pro¬ 
va  da  pane  (f>)  doTeorema  10.4.1 . 


A  forma  alLCrnaliva  da  parte  (a)  dada  na  prova  prccedente  C  suflcicntcmcntc  important^ 
para  scr  desiaeada  para  referenda  future. 


10.4.2  teorema  Se  a  serie  y  w*  converge,  entao  ism  in:  =  0. 

it"*  +'J 


►  Exemplo  1  A  serte 


diverge,  visto  que 


E 

jL^! 


k  12  3  k 

- —  —  4-  —  +  —  *  4"  ’ - 1 

k  Hr  I  2  3  4  JH-  I 


+ 


lira  - - =  lim  - - —  =  I  ^0  ^ 

k  — *■  -f-"*  k  Hh  I  k  —• *  -t-«  J  4"  1  Ik 


M  PRGPRIEDADES  ALGEBRICAS  DAS  SERIES  INFINITAS 

Para  nao  estendcr  denials  o  texio,  omits mos  a  prova  do  resuhado  a  seguir. 


ADVERTENCIA 


Entercda  bem  o  item  (c)  do  Teorema 
10.4.3,  Em  bora  a  converge  no ia  nio 
afeiacte  quando  urn  numero  fini¬ 
te  de  teJ-mos  £  defetado  no  com  ego 
de  um a  s6rie  converge nte.  a  soma 
da  serie  e  aiterada  pela  remogao 
desses  termos, 


10.4.3  TEOREMA 

(a)  Se  Y  Hi  e  V  y*  sao  series  converge  ntes,  entao  +  vk )  e  —  ujt)  sao  series 
corivergentes  e  as  somas  dessas  series  estdo  relackmadas  por 

X  »  X 

E<«* + = E “* + E u* 

k-l  k- 1  i=l 

Y(llt  ~  vn  ~  E -  E  vk 

k=t  k=\  k=l 

(b)  Se  a  e  uma  const  ante  n  do- tut!  a,  entao  as  series  y  Uf  e  y  a  w*  am  has  convergent  on 
am  has  diverge  nr  No  caso  de  convergencia*  as  somas  estdo  relacionadas  por 

X  X 

Ea“*  — a  E  »* 

S=l  *=] 

(c)  A.  comet  ge/tcia  on  a  diverge  net  a  ndo  e  afetada  pda  re  ti  rad  a  de  urn  numero  finito 
de  termos  de  uma  series,  em  particular,  para  qualquer  numero  inteiro  positive  K,  as 
series 

Wjfc  ™  w  I  +  It 2  +  W3  +  ■  ■  ■ 

A=  I 

Tr 

^  &k  =  nK  +  it  £_j_j  H-  w /f+2  +  ■  ■  ■ 

d cowm^/i  on  atnbas  divergent. 


654  Calculo 


►  Exempfo  2  Obtenha  a  soma  da  serie 


Soluqdo  A  serie 


Vi 


V 


3  3  3 

^4*'_4  +  42  +  4^  + 


6  uma  stSric  geomblnea  converge  me  {a  —  r  —  j)ca  serie 

2  2  2  2 
SiFT  =2  +  I  +  s2  +  «  + 


Jt=  I 


^  Lima. s^riegcoineLr  tea  con  verge  nte  =  2>r  =  Assim,  pelosTeoremas  10.4.3(a) 

e  10.3.3,  a  serie  dada  converge  e 


A  /  3  2  \  A  3  A  2 

Al  4J  “  J  “  A  27  "  A  “ 


*=t 


4*  Z_J  5A  ~  1 
*=1  fr=l 


3 

4 


1- 


=  --  + 


►  Exemplo  3  Determine  sc  as  seguintes  $«5rie$  convergem  ou  divergem. 


A  5  5  5  5 

wEr  =  5  +  ^  +  3  +  "'  +  ;  + 


A— 1 


v — 1  I 

(b)  E  7  =  -  +  - + - + • 


<■=  1 0 


10  11 


12 


Soluqao  A  prirneira  sbrie  6  uina  conslame  vezes  a  serie  harmonica  divergente  e  portanto 
diverge  pela  parte  ( b )  do  Teorema  10.4.3.  A  segunda  serie  e  o  resuliado  de  omitir  os  pri- 
meiros  termos  da  serie  harm&nica  divergente  e  portanto  diverge  pela  parte  (c)  do  Teorema 
10.4.3.  * 


■  TESTE  DA  INTEGRAL 

A  relagaoentre  as  ex  press  oes 


A  1  f+*  1 

)  77  e  /  —r  d) 

t:k  *  a 


6  que  0  imegrando  da  integral  impropria  resulta  quando  0  mdice  k  do  lermo  geral  da  sbrie  6 
substitiudo  por  xy  e  os  limites  do  somatbrio  da  serie  sao  substituidos  pelos  limites  de  Integra- 
gao  correspondemes.  ()  seguinte  teorema  mostra  que  ha  unia  retagao  entre  a  eonverg&ncia  da 
serie  e  a  integral. 


10.4.4  TEOREMA  (Teste  da  Integral)  Seja  ^  sff:  uma  serie  com  termos  positivos.  Se 
f  e  umafunqdo  que  e  dec  re  scent  e  e  contmua  no  intervalo  [a,  +  00)  e  tal  que  uk  -f(k)  para 
cad  a  k  >  a,  entdo 

* 

YLUi  e 

k=  I 


/ 

J  a 


fix)  dx 


am  has  convergem  ou  amhas  divergem. 
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+  v 


12  3  4  *  *  ■  !}  +  3 


(a) 


A  .v 


[-2  3  4  ...  n 


cw 

Figura  10.4,1 


ADVERTENCIA 

Na  pari©  (D)  do  Ex©  mp!  o  4,  n§ o  go n- 
ciuamas  erroneamom®  que  a  soma 
da  series  a  l ,  porqu©  o  valor  da  inte¬ 
gral  correspondent©  £  1 .  Podemos  v©r 
que  isso  nao  o©orre  pois  a  soma  a 6 
dos  dois  primelros  termos  ja  e*ced© 
I .  Adi  a  rile  veremos  que  a  soma  da 
eerie  e  eyatamente  jr/6. 


A  prova  do  teste  da  integral  6  adiada  para  o  final  desla  segao.  Contudo,  o  argumento  centra] 
da  prova  e  capturado  na  Figura  10,4,1;  sc  a  integral  dtvergm  entao  a  sene  tambem  diverge 
(Figura  1 0,4. 1  a)  c  sc  a  integral  convergir,  entao  a  serie  tambem  converge  (Figura  10.4, !  b). 


►  Exemplo  4  Use  o  teste  da  integral  para  determinar  se  as  seguintes  sdries  convergem 


on  divergem. 


<*>Er  <h>En 


it=i 


j«r=  I 


Soluqdo  fo)  Ja  sahemos  que  esta  e  a  serie  harmonica  divergente,  assim  o  teste  da  integral 
provideneiara  somente  uma  outra  maneira  simples  de  estabelecera  divergence,  Se  suhstituir- 
m  os  k  por  x  no  ter  mo  geral  I  Ik,  oblcmos  a  fungao/U)  =  \Lx,  que  €  decrescent  e  e  con  tin  ua  para 
x  >  I  (como  cxigido  para  aplicar  o  teste  da  integral  com  a  -  I ).  Como 

r+*  i  fh  i 

/  -  dx  —  lim  /  -dx  —  linn  [h\b  —  In  1]  =  +c© 

J\  *  j  X 

a  integral  diverge  e¥  consequenlemenie,  a  serie  tambem. 


0  J 

Solu^do  (h)  Se  suhsti minims  k  por  x  no  termo  gem!  1  fk\  obtemos  a  fungao/U')  =  I  fx~\  que 
d  dec  re  scenic  e  contfnua  para  x  >  1,  Como 


rh*  i  r1 

j  —  dx  =  lim  / 

J]  4  “  b  -V  f  x  J , 


dx 


=  lim 

b  ->  +x 


HP 


-I  =  lim 

b— >  +x 


! 


]- 


-■V  tf  ~T-W-  J  l  if  '  T  ^  .1  J  5 

a  integral  converge  e,  conseqiientemente,  a  serie  converge  pelo  teste  da  integral  com  a  -  I .  + 


■  SERIES  p 

As  series  no  Exemplo  4  silo  casos  especiais  de  uma  classe  de  series  ehamadas  series  p  on 
series  hiper-hurmdmcas .  Uma  serie  p  6  uma  serie  inf  mi  la  da  forma 

A  1  T  i  1  I 

/  —=  I  4-  “  +  =  “b 

fcp  OP  Xp  bP 


k=  l 


V7  V} 


k? 


onde  p  >  0.  Exemplos  de  series  p  sao 


v-  I,  I  l  1 

>  7=l+-  +  -+  -'-  +  7  +  -” 

“  k  2  3  k 

Ail  i  I 

\  —  =  j - 1 - {-  — \ - i~ . . . 

/  ,  p2  2-  3-  k 2 

A  I  ,  I  )  I 

/  — —  —  1  H - —  ”h  — ”  +  "  ■ '  +  — — 


fc=l 


■Sk 


VI  V3 


O  seguinte  teorema  nos  mostra  quando  uma  serie  p  converge. 


!>  -  I 


p=2 


P  =  k 


1 0*4*5  TKORKMA  (Convergencia  de  series  p) 

Ail  i 

>  =  I  +  —  +  —  4- 

f(P  OP 


2  p  3  p 


+ 


kP 


4* 


converge  se  p  >  1  e  diverge  se  0  <  p  <  I 
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DEMOKSTRACAO 


Para  estabcleecr  cstc  resultado  quando  p  ^  I ,  usarcmos  o  teste  da  integral. 


i  tb 

—  dx  —  lim  /  a*  ’’ dx 

XP  f>->  +*  J j 


P 


I  i  m  ’ — — 

fr-++*  1  —  p 


h 


-  lim 

b  —> 


"  b1-** 

J-P 


Se  p  >  I ,  entao  1  -p  <  0,  port  a  it  to  bl  ~p  0  quando  b  —>  +oo,  Assim,  a  integral  converge 
|o  valor  €  -1  /( 1  -  p)  |  e,  consequen  (entente,  a  sdrie  lambem  converge.  Para  0  <p<  J ,  tem- 
se  q  lie  I  —  p  >  0,  porta  mo  bl  ~r  — >-hoc  quando  h  +oq,  logo  a  integral  e  a  serie  diverge  in. 
O  caso  p  -  1  6  a  s^rie  harmonica*  queja  mostramos  que  6  divergente.  ■ 


►  Exemplo  5 


diverge  uma  vez  que  e  uma  serie  p  coni  p  —  |  <  1.  < 


m  PROVA  DO  TESTE  DA  INTEGRAL 

Ames  de  podermos  provar  o  teste  da  integral,  n c cess i tamos  dc  um  resultado  basicosobrc  a 
conver|eneia  de  sdries  coni  termos  mo-negatlvos.  Se  w,  +  u2  +  *t\  +  ■  ■  +  uk-\-  —  6  uma  Lai  serie, 
entao  sua  sequencia  de  so  mas  parcias  e  crcscente,  is  to  eT 


Si  <  i'2  <  ^  <  ■  ■  -  <  Stt  <  * 

Assim,  pelo  Teorema  10.2.3*  a  sequencia  das  somas  parciais  converge  para  um  limite  S  se  e 
somenle  se  liver  alguma  cola  superior  M,  caso  em  que  S  <  M.  Se  nfto  houver  cola  superior, 
entao  a  seqtiSncia  das  somas  parciais  diverge.  Como  a  convergeneia  da  sequencia  das  somas 
parciais  corresponds  a  convergeneia  da  serie,  tern  os  o  teorema  seguinte. 


.10*4,6  teorema  Se  V  nk  e  uma  serie  com  termos  naomegativost  e  se  ext  stir  uma 
const  ante  M  tal  que 

Sn  —  U  ]  +  U2  +  ■  ■  1  +  (til  ^  M 

para  todo  ft,  entao  a  serie  converge  e  a  soma  S  satisfaz  S  <  M.  Se  ndo  exist ir  nenhum  tal 
Mf  entao  a  serie  diverge. 


Em  palavras,  esse  teorema  Implica  que  uma  serie  com  termos  ndo- negatives  converge 
se  e  somente  se  a  sequencia  de  suns  somas  parciais  for  l  i  mi  tad  a  superionneme, 

dumonstravao  DO  teorema  10.4.4  Precisarernos  apenas  mostrar  que  a  serie  converge 
quando  a  integral  converge  e  que  a  serie  diverge  quando  a  integral  diverge.  For  simplieidade, 
11  mi  tare  mos  a  prova  ao  caso  a  =  1|  Suponha  que  f(x)  satisfaqa  as  hipoieses  do  teorema  para 
x >  1 . Como 

/(l)  =  ffi,  f(2)  =  ttz,  . . . ,  j(n)  = 

os  valores de  podem  ser  interpretados  como  as  areas  dos  retangulos  mostrados 

na  Figura  10.4.2. 

As  seguintes  desigualdades  resultant  da  com  pa  rag  ao  das  areas  soh  a  eurva  y  ~  f(x)  com 
as  areas  dos  relSngulos  na  Figura  1 0.4.2  para  n  >  I : 

fix)  dx  <  it\  +  ii2  H - +  lift  =  su 


/ 


Figura  [Q.4.2« 


Sti  -  U \  “  U2  +  Ul  4 - 1-  tin  <  J  f{x)dx 

Essas  desigualdades  podem  ser  combinadas  como 


1  :LiUJV.i  1 0.4.2b 


/ 


H-j-1 


f(x)dx  < 


•v„  <  Ml  +  j  J 


f(x)dx 


Figura  it>*4.2 


(2) 
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Se  a  integral  j\  f(x)  dx  convergir  para  uin  valor  i  ini  to  L,  entao  a  parlir  da  desigualdade  do 
lado  direito  cm  (2),  obtcmos 


sn  <  u  t  4*  j 


fU  )  dx  <  u  I  +  j  f(x  )dx  =  U\  +  L 


Assiin,  cada  soma  partial  6  menor  do  que  a  constants  linita  U]  H-  e  a  serie  converge  pelo 


Teorema  10.4.6.  Por  omro  lado,  so  a  integral  /.+  ’’  f(x)  dx  di  vergii;  entao 


lim 

jj  4-« 


/«+! 

f(x)  dx  —  +» 


e  porta n to,  pelo  lado  esquerdo  da  destgualdade  em  (2),  decorre  lim  —  +^.  Isso  implica 
que  a  seric  tarn  hem  diverge.  f  ^  ■ 


lr  EXERCICIOS  DE  CGMPREENSAO  1 0.4  ( Verpagina  65£? para  respostas,) 

1.  O  teste  da  diverge*  ncia  atirma  qtie  se _ _ _ ^  0.  entao  a 

serie  uk  diverge. 

2 *  Sabendo  que 


3.  Como  j'* '  (1  /^fx)dx  =  4-ac,  o  teste _ aplicado  a 

serie  _ mostra  que  essa  $£rie _ , 

4.  U mu  serie  p  e  tuna  serfs  da  forma 

■IK- 

E - 

*=i 

Essa  s^rie  converge  se _ _ .  Essa  s£rie  diverge  se 


X!  — 1 —  =  >  e  V  ' 

^  k(k+  1)  ^ 


k=\ 


k=  I 


6*  5 


segue  que 


*  7 


>:  f  5i7i 


\2k(k  +  i)  6* 


EXERCICIOS  10,4  0  Recurso  Grafico  [c]  CAS 


1.  Use  o  Teoreniii  10,4.3  para  enconlrar  a  soma  da  sdrie. 


(a)  1  -  +  4)  +  (2?  +  4^)  +  * ' '  +  (2*  +  ^  1  + 


» (V  l)  +  (i 


k(k  +  1) 


2,  Use  o  Teorema  10,43  para  enconlrar  a  soma  da  sdrie. 


X 


«E 


1 


k=2  L 


10* 


<b)  I  f 


7 —it  + 1  _ 


2k+ 


1 1 


3-4  Para  cada  serie  p  dad  a.  idemifique  p  e  determine  se  a  serie 
converge. 


Vj 


I 


<a>  E  n 


A=l 


k=\ 


wi 

*=i 

■yz- 

<c)  E 

k= 1 

V. 


(d)  y> 


,-2/3 


*=l 


k=] 


5-6  Apliquc  o  teste  da  divcrgencia  c  escreva  a  conclusao  obtida 
a  seric. 


(a) 

E 

A=l 

+  I 

(b) 

■X4 

E 

*=i 

(,+ 

(c) 

* 

E 

cos  tor 

(d) 

E 

1 

A,r 

/V  r 

(a) 

a; 

E 

i, —  1 

k 

ek 

(b) 

■30 

E 

Ink 

(c) 

$5 

L  V 

1 

<d) 

*Xl 

Vk 

E 

*=i 

vr 

E 

k=] 

\fk  + 

1 

k 


k 


7-8  Confirme  ser  aplie&vel  o  teste  da  integral  e  use-o  para  deter- 
mtnar  se  a  sene  converge. 


<d>  E  r*  7-  c®)  E 


I 


5k  +  2 


cb)  e 


] 


A=l 


1  +  9k 
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s. 


8.  (a)  Y 


k 


'JC 


k=  l 


I  +k2 


<b>  Et; 


I 


k-  i 


(4  +  2Jt)v 


.v  2 


« 


».  V  -  io.  T  ~ 

"  £4-6  “  5ft 


t±  3 
* 


Jt  =  I 


ti.  V  -d= 


■w 


12-  E- 


Jtuzl 

7 


Et; 


rs.  V 


A=1 

“  -.2 


In  (A  +  l) 


«•  E  7T+  ' 


A  = 

*5 


+  3 


,tr  v2i-  - 1 

i6. 

t=i 

arc  tg  A’ 

TP" 


“•  E 


Ink 


*=3 

a 


"•E( 

JUl  ■ 


,  +  I 


1V-  Et 

k= 1 


2()*  E  m 


i 


A=l 


VFTT 


21.  EiZscn2(j) 


■K- 


22.  Yk 


?  _ t ■ 

Le  k 


k-\ 

jj 


k- 1 

K 


2.i.  Yn-'»' 


24.  ^  sedr  ft 


*=S 


t=t 


25-26  Use  o  teste  da  i  ntegral  para  investigar  a  relagao  enire  o  valor 
de  p  e  a  convepgSnda  da  serie. 


S3 


XJC 


2S-  E  t: 


k=2 


k(\nky 


*•  E 


1 


t=3 


Jt(ln  Jt)[ln(ln  Jt)]P 


y. 


«E 


Jt=i 


3£2  -  I 
it4 


m  ti  w  E~ 


rt=3 


it -2 


ft  - 1  )4 


32-37  O  Exereaeio  32  ira  mosirar  eomo  inna  soma  pareial  pode 
ser  usada  para  ohter  colas  su  peri  ores  e  mferiores  da  soma  da  sd- 
rk\  quando  as  hipolcses  do  iesle  da  integral  esiao  sat  is  Id  it  as.  Este 
res  id  lad  o  sera  necessario  nos  Exercfeios  33-37. 


32,  (a)  Seja  5^*=1  urn  a  serie  convei^gente  de  lermos  posi  lives 

e  seja/U)  uma  f'unqao  que  6  decrescente  e  eomfnua  em 
|>j,  +*)  c  tal  que  t.tj;  =  /{ft )  para  k  >  «.  Use  um  argu- 
mento  envoi vendo  area  e  a  figura  abaixo  para  mostrar  que 

r /(,m,<  e  «*  <  r.m<h 

Jii+l  i. _ _  ■  i  Jit 


£=«4-l 


Z"j£"  ^ 

k=  ]  w*  c  s(i  for  a 

en^sima  soma  partial*  entao 


s„  +  f 

J  n 


+»  r+"A 

f(x)dx  <  5  <  s„  +  /  fix) dx 

■X  l  Jn 


EMFOCANDO  CONCEITOS 


27.  Supenha  que  a  sdrie  Y]  eonvirja  e  a  serie  vk  divirja. 
Most  re  que  us  sdries  V’(i^  +  Va)  e  Y/[C  —  v*)  ambas 
divergem.  [Sugasiao:  sup  on  ha  que  +  L3)  convirja  e 
use  o  Teorema  10.4.3  para  ohter  uma  contradigao. ! 

28,  Obtenha  exemplos  para  mostrar  que  sc  as  sdries  ^if*  e 
^2  v&  am  has  divergem,  entao  as  sdries  YY  fv^  +  vn)  c 

podem  convergir  ou  divergir. 


29-30  Use  os  res u llados  dos  Exereieios  27  e  28,  se  necessario* 
para  deter  mi  nar  se  as  series  convergent  ou  divergem. 


33.  (a)  Atirmou-se  noExercicio  31  que 


■S. 


E 


2 

7T~ 


6 


-JT. 


29.  (.)  Y 


k= I 


A- -I 


30.  (a)  E 


k=2 


1 

+  k 

<»  E 

k=\ 

r  1 

1 

j3Ar  +  2 

kin 

1 ' 

(»E 

k=2 

ke~k~  + 

1 

k2  _ 

k  In  k 

] 


031.  Use  um  CAS  pain  conllrmar  quo 


I  7T2  ^  y-.  i  J74 

¥  ~  ~6  e  “T_Ti 

e*  entao,  use  esses  result  ados  em  eada  parte  para  encontrar  a 
soma  das  sdries. 


Mostre  que  sc  stt  for  a  cnesima  soma  parcial  dessa  serie. 
entao 

1  JT2  1 

Sn  +  - -  7  <  —  <  S,,  +  ~ 

ti  +  1  6  n 


(b)  Calculo  exatamente  s?  e  entao  use  o  resuliado  da  parte  (a) 
para  mostrar  que 

18  6  <  36 

(e )  U  se  u  m  rec u  rso  eo in  pu, t  ad  o  nal  para  co  n  ft  r mar  q  1 1  e  as  desi  - 
gualdades  da  pane  (b)  esiao  correias. 

(d)  Obtenha  colas  supenores  e  inferiors  para  o  erro  que  resulia 
se  a  soma  da  serie  for  apraximada  pela  ddcima  soma  pardal. 
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.14.  Em  cada  pane,  obienha  colas  super  tores  e  in  ter  tores  do  erro 
quo  resulta  se  a  soma  da  s^rie  for  aproximada  pda  duenna 
soma 


Ca)  Y, 


1 


X 


k= I 


(2k  +  I ): 


<w  Ernrr  tc)  Ei 

tl  + 1  Uek 


35.  Nosso  ohjeiivo  neste  problema  6  aproxirnar  a  soma  da  sdrie 
FLi  I  /£'■  com  duas  casas  decimals  de  prccisao. 

(a)  Mostre  que  sc  S  for  a  soma  da  se ri e  e  sr:  for  a  en^sima  soma 
parciaL  entao 


sn  + 


I 


<  S  <  Sn  + 


l 


2(«  +  1  )2  '  ”  '  2n2 

(b )  Pa  ra  duas  casas  de  ci  mats  dc  p  fee  i  sao.  o  cito  d  eve  ser  me  nor 
do  que  0.005  (verTabda  2.5.1  da  pag  150  do  Volume  1). 
Podemos  obtei  is  to  enconirando  um  intervalo  de  eompri- 
memo  0,01  (ou  me  nor)  que  con  ten  ha  S  e  aproxirnar  S  pelo 
ponlo  mediodaquelc  intervalo.  Enconrrc  o  me  nor  valor  dc 
n  tul  que  o  intervalo  conte  ndo  S  da  pane  (a)  ten  ha  um  com- 
pnmento  dc  0,0 1  ou  men  os. 

(c)  Aproximc  $  corn  duas  casas  decimals  dc  prccisao. 

36.  (a)  Use  o  metodo  do  Exercfeio  35  para  aproxirnar  a  soma  da 
serie  52*=  i  I  fk4  com  duas  casas  decimals  dc  prccisao. 

(b)  Foi  afirmado  no  Exercfeio  3 1  que  a  soma  desla  serie  e  rrJ/90. 
Use  um  rocurso  computational  para  continual'  que  a  respos- 
ta  dad  a  da  parte  (a)  tern  prccisao  dc  duas  casas  decimals. 

37*  Mostramos  na  Seqao  10.3  que  a  sdrie  harmonica  I  fk 

diverge.  Nosso  ohjeiivo  nesie  problema  d  demonstrate  que. 


embora  a  soma  parcial  desia  sdrte  ten  da  -t-oc,  el  a  o  fa/,  muito 
leniamen  te. 

(a)  Use  a  desigualdade  (2)  para  mostrar  que  para  n>  2 

ln(/j  +  l)  <  s„  <  1  +  111 « 

(b)  Use  a  desigualdade  da  parte  (a)  para  eneonlrar  corns  su- 
peri  ores  e  inferiores  para  a  soma  do  prime!  ro  milhao  de 
term  os  da  serie. 

(c)  Mostre  que  a  soma  do  pri  metro  bilhao  de  termos  da  sdric  d 
menor  do  que  22. 

(d)  Obienha  um  valor  de  n  tal  que  a  soina  dos  n  primeiros  ler- 
mos  seja  maiordo  que  100. 

38.  I  nvesti  site  a  icla^ao  outre  o  valor  de  a  e  a  convepgencia  da  serie 

i 

339.  Use  um  recurso  grafico  computational  para  confirmar  que  o 
teste  da  integral  e  aplieavel  i  serie  t  et  entao,  deter¬ 
mine  se  a  serie  converge. 

[c] 40.  (a)  Mostre  que  as  hipdteses  do  teste  da  integral  estiio  satisfei- 
tas  peia  serie  ^_ |  l/{£-*  +1). 

(b)  Use  um  CAS  e  o  teste  da  integral  para  confirmar  que  a 
serie  converge. 

(c)  Const  rua  uma  tabela  de  somas  pare  in  is  para  n  =  10.  20* 
30,...,  100,  mostrando  pelo  tnenos  seis  casas  decimais. 

(d)  Ease  ado  cm  sua  t  abet  a*  la^a  uma  conjectura  sob  re  a  soma 
da  sdrie  com  uma  prccisao  de  tr£s  casas  decimais. 

(e)  Use  a  parte  (b)  do  Exercfeio  32  para  veriticar  a  sua  con¬ 
jee  tiira. 


RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  10.4 


42  3  I  1 

1,  lim  itk  2,  — ;  —  3.  da  integral;  —  ;  diverge  4.  — ;  p  >  1;0<  p  <  1 

5  10  Jk  k*1  ~ 


1 0.5  TESTES  DE  COMPARAQAO,  DA  RAZAO  E  DA  RAIZ 


Nest  a  segdo,  d csenvol  ve  retnos  mais  at  guns  testes  has  teas  de  convergencia  para  series  com 
termos  nao-negativos ,  Posteriormeate,  vamos  mar  alguns  destes  testes  para  estudar  a 
convergencia  de  series  de  Taylor, 


M  TESTE  DA  COMPARAQAO 

Vamos  comc^ar  coni  um  teste  que  6  iitil  por  si  mesmo  e  f  am  hem  serve  na  construgao  de  ou- 
tros  testes  de  converge ncia  impor (antes.  A  iddia  subjacente  a  este  teste  c  usaj  o  conheeimento 
da  convergencia  ou  da  diverge  ncia  de  uma  serie  para  deduzir  a  convergencia  ou  a  divcrgencia 
de  uma  outra  serie. 


Nao  6  essenefat  no  Teorema  10.5.1 
quo  a  condicao  a£  <  bt  seja  vaiida 
para  todo  k,  conforms  enunciado:  a 
conciusao  do  teorema  permanece 
vs  Madeira  mss  mo  quo  a  condi9&o 
somento  ssja  v^lida  a.  partir  ds  um 
carlo  tormo, 


10.5.1  ikorkma  (Teste  da  Comparagdo)  Sejatn  V;=1  a^  e  VV=|  series  de  ter- 
mas  nao-negativos  e  suponha  que 


a\  <  h\ .  as  <  hs,  a\  <  - Qk  <  bk>  * .  - 

(a)  Se  a  “serie  maior'  Z/j,  convergir,  entao  a  "serie  menor'  Yak  tain  hem  converg  int. 

(b)  Se  a  "serie  menor”  divergir,  entao  a  "serie  maior"  Tb,  tambem  divergird. 
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Para  cada  retangulo,^  tc-da  a  ^irea 
e  Hi  6  a  3rea  da  parte  azul. 


Figura  111,5.1 


Vamos  deixar  a  prova  desse  teorema  para  os  exercicios;  porem,  e  lacil  visualizar  por  que  o 
Leorcma  6  verdadciro  iiuerprctando-sc  os  term  os  das  series  eonio  areas  de  ret&nguios  (Figura 
10.5.1).  O  teste  da  comparative  alirma  que  se  a  area  total  for  finite  entao  a  area  total 
a^-  tambem  dev  era  ser  finlta;  e  se  a  area  total  a%  for  infinity  entao  a  area  total  V 
lamhem  devera  ser  infinita. 


■  US  ANDO  0  TESTE  DA  COWIPARAgAO 

Ha  dots  passes  necessaries  para  usar  o  teste  da  comparable  na  determina^fio  da  converged  a 
de  uma  serie  Ylltk  com  term  os  positives: 

*  Fa^a  uma  eonjectura  sobre  a  convergencia  ou  divergeneia  da  serie  'ff 11  k  ■ 

*  Enconlre  uma  serie  que  prove  eslar  correta  a  eonjectura.  Se  a  eonjectura  foi  divergen¬ 
eia,  preeisamosencontrar  uma  serie  d  i  verge  nte  cujos  term  os  sejam  “menore.s”  do  que 
os  lermos  eorrespondentes  de  e  se  a  eonjectura  Foi  convergence  precis  am  os 
eneontrar  uma  serie  con  verge  nte  cujos  term  os  sejam  “maiores''  do  que  os  term  os 
eorrespondentes  de  V  . 

Na  maioria  dos  cases,  a  serie  V  cm  consideraqao  terd  seu  termo  geral  iij.  dado  em 
forma  de  uma  fragao.  Para  ajudar  no  proeesso  de  conjectural’  no  primeiro  passo,  formulamos 
dois  principios  haseados  na  forma  do  denominador  de  uk .  Esses  prinefpios,  as  vezes,  sugerem 
se  uma  serie  e?  provavelmente,  convergenle  ou  diverge  nte.  Vamos  cliama-los  de  “principles 
informal  s’ \  pois  elcs  nao  preiendem  ser  teoremas  formais.  De  fa  to,  nao  irenios  garanlirque 
e!es  funcionem  sempre.  No  entanto,  iuncionam  o  suiicienie  para  serem  uleis. 


10.5.2  prln C I  pi O  i n Ft ) rv i  a i .  Term  os  con sion  fes  i ? o  den ot n outdo r  de  h  *  pode ni  g e m l- 
mente  ser  eliminados  sem  a  fetor  a  convergencia  ou  a  divergeneia  da  serie . 


10,5*3  FR I N  c  1 i  MO  J  S  FO  K  ^  ia  I ,  Se  un i  path  wi  n  io  em  k  apa  re  ce  r  coma  i  im  fa  to  r  r  io  n ume  - 
radar  ou  denominador  de  ,  todos  os  termos  do  polindnuo  exceto  o  termo  dominant?, 
podem  ge raiment e  ser  descartados,  sent  of e tar  a  convergencia  ou  a  divergeneia  da  serie. 


►  Exemplo  i  Use  o  teste  da  comparagao  para  determ  in ar  se  as  series  a  seguir  eonvergem 
ou  divergent , 


(a)  Y,  ~7z 


I 


k=  t  v  ^  2 


w  E 


I 


2J k2+k 


Soluqdo  (a)  De  aeordo  com  o  Pri trcipio  10.5,2,  deve  ser  possfvel  eiimmar  a  conslame  no 
denominador  sem  afetar  a  convergencia  ou  a  divergeneia.  Assam,  a  serie  dada,  piovav  citric  nte, 
eompoi  ta-se  como 


1 


(i) 


k=  I 


que  e  uma  serie  p  (p  =  2)  divergente.  Desse  mode,  vanios  conjccturar  que  a  serie  dada  di¬ 
verge  e  ten  tar  provar  is  so  enconirando  uma  serie  divergente  que  seja  “me  nor”  do  que  a  serie 
dada.  Entrelanto,  a  propria  serie  ( I )  da  eonta  do  recado,  pois 


1 


1 


para  k  —  1,  2,... 


Assim,  pro  vanios  que  a  serie  dada  diverge. 
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Soluqao  (b)  De  acordo  com  o  Principle  i 0.5,3,  deve  ser  possivel  ellminar  todos  os  lermos 
do  polinomio,  exceto  o  dominantc,  sem  afetar  a  convergencia  ou  a  divcrgcncia.  Asshru  a  serie 
dada,  provavelmente,  com  port  a-se  como 


A  J_  _  A  J_ 


(2) 


que  converge,  urn  a  vez  que  e  uma  const  ante  vezes  uma  serie  p  convergent  (p  =  2),  Desse 
mode,  vamos  eonjecturar  que  a  serie  dada  converge  e  teniar  provar  isso  encontrando  uma  se- 
rie  convergentc  que  seja  “maior”  do  que  a  serie  dada,  Enlrctanto,  a  propria  serie  (2)  da  conta 
do  re c ado,  pois 


1 


1 


< 


2k2  +  2k1 


para  A  =  1t  2,,*. 


Assim,  prova  mos  que  a  serie  dada  converge,  *4 


m  TESTE  DA  COMPARApAO  NO  LI  MITE 

No  ultimo  exemplo,  os  Principles  3  0.3.2  e  1 0.5 A  forneceram  a  conjeclura  sohre  a  conver- 
g&ocia  e  a  divergSneia,  hem  como  as  series  necessarias  a  aplicagao  do  Lestc  da  eomparaqao. 
Infelizmentc,  enconlrar  a  serie  exigida  para  comparagao  nao  e  sempre  lao  dire  to,  de  modo 
que  vamos  considerar  uma  alternativa  ao  teste  da  eomparagao  que  e  usualmente  mais  facil  de 
sei  aplicada.  A  prova  esta  dada  no  Apcndiee  C. 


HK5.4  TKORKMA  (Teste  da  Comparaqdo  no  Limite)  Sejant  c  V  bk  series  de 
termos  positives  e  suponha  que 


,,  (h 

]  ]  m  — 

k  -*  +X 


Se  p  for  finite  e  p>  0.  emao  am  has  as  series  convergent  ou  umbos  as  series  divergent. 


Os  easos  cm  que  p  =  0  ou  p  =  +oo  estao  d i sc u tides  nos  exerefeios  (Exercicio  34). 


►  Exemplo  2  Use  a  teste  da  comparagao  no  limite  para  determ inar  se  as  series  a  seguir 
c  on  verse  m  ou  d  i  ve  rste  m . 


<a>  E 


i=i 


cr+i 


<b>E 


I 


2A2  +  A 


A  3k-  -  Ik2  4-  4 
{C)  ^  k7-k*  +  2 

k=l 


Solugdo  (a)  Como  no  Exemplo  1 1  o  Pnncipio  1 0,3,2  sugere  que  a  serie,  prova  I  velnienie,  se 
comporte  como  a  serie  p  di verge nle  (l),  Para  provar  que  a  serie  dada  diverge,  vamos  aplicar 
o  teste  da  comparagao  no  limite  com 


Obtemos 


1  ,  1 

ak  ~  —= - c  bt  = 

\fk  4-  I  \fk 


r  r  v  ”  i- 

p  =  inn  —  =  um  — — - =•  lim 

k  -*  bk  k  — *  +S.  +1  ft-*  -k™ 


=  \ 


1  + 


Jk 


Como  p  6  finito  e  positive,  tem-se  a  partir  doTeorema  10.5,4  que  a  serie  dada  diverge. 
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Sohtcao  (b)  Como  no  Exemplo  I ,  o  Prindpio  10,5.3  sugere  que  a  serie,  provavelmenie,  se 
comporte  como  a  serie  converge  me  (2).  Para  provar  que  a  serie  dad  a  converge,  vain  os  aplicar 
o  teste  da  comparaqao  no  l i mite  coni 


Obtemos 


I 

2F+T 


e 


1 


V  ak 

p  =  Jim 


..  2  k2 

Inn  ttt — r  --  Inn 

k  —  *  +5C  2k  “p  K.  A  -~v  4-X 


2  +  i 

k 


Como  p  e  fin  ito  e  positive,  icm-sc  a  part  i  r  do  Teorema  10*5.4  que  a  serie  dad  a  converge,  o  que 
esta  dc  acordo  com  a  eonelusao  obtida  no  Exemplo  1  usando  o  teste  da  comparaqao* 

Soiu$do  (c)  A  panir  do  Principio  1 0.5.3,  e  provdvel  que  a  serie  se  comporte  como 


que  converge,  ten  do  em  vista  que  6  uma  const  ante  vezes  uni  a  serie  p  converge  nte.  Assim,  6 
provdvel  que  a  serie  dada  convirja.  Para  provar  isso,  vamos  aplicar  o  teste  da  comparagao  no 
I i mile  a  sdrie  (3)  e  a  sdrie  dada,  Obtemos 


p  —  lim 

k  — >  -+■ 


3t'  -  21 k2  +  4 

IF  —  T  3k2 -2k6 +  4  k*  t 

- =  I  mi  - — - —  =  l 


3 

¥ 


3*7-3Jfe*  +  6 


Como  p  6  finito  e  positivo,  tem-se  a  partir  do  Teorema  10.5,4  que  a  serie  dada  converge,  pois 
(3)  converge*  < 


M  TESTE  DA  RAZAO 

Os  testes  da  eomparagao  c  da  comparag&o  no  lim  tie  dependeni  de  Inzer,  primeiro,  uma  con¬ 
jee  lura  sob  re  a  converge  ncia  e,  depois,  de  eneontrar  uma  serie  apropriada  para  a  comparagao; 
ambas  podem  ser  tare  las  difkeis,  caso  os  Principios  10.5.2  e  1 0.5.3  nao  possam  ser  aplicados. 
Em  tais  cases,  o  proximo  teste  pode  frequentemente  ser  usado,  uma  vez  que  funciona  exclu- 
sivamente  com  os  termos  da  serie  dada  -  ele  nao  requer  uma  conjcctura  inicial  sobre  con  ver¬ 
ge  nci  a  nem  a  descoberta  de  uma  sdrie  de  comparagao.  A  sua  prova  esta  dada  no  Apendice  C. 


Hi  *5, 5  TEOREMA  (Teste  da  Razao)  Seja  uk  uma  serie  de  termos  po si  liras  e  su- 
ponha  que 

p  —  3im  - 

Uk 

(a)  Se  p  <  1 ,  a  serie  converge. 

( b )  5c  p  >  1  on  p  =  a  serie  diverge. 

(c)  Se  p  =  1 ,  a  serie  pode  convert* it  on  divergir,  de  modo  que  deve  ser  tentado  outro  teste. 


►  Exemplo  3 

divergem. 


Use  o  teste  da  razao  para  determ  mar  se  as  series  a  seguir  converge  m  ou 


(2*): 


v: 


k-\ 


\ 

2k  -  l 


4k 
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Solugdo  (a)  A  se'rie  converge,  pc  is 

»A+1  l/(*+l)!  , .  k\  1 

p  =  3  am  - —  Lim - — —  =  lim  - =  lim  - =  0  <  1 

k  — '*  -H®  i tf.  k  —*■  -H*-  I  fk  f  k^>-  +*  “H  1 ) !  k—*  +*  k  4"  J 


Solugao  (h)  A  serie  converge,  pois 


llk-\- 1  r  k  +  \  2 

p  —  Um  - - -  =  Um  ■  — 

it  -ho  itk  2;r+l  k 


\  k  +  i 

lim  - ; - 

2  *-*■+«  k 


=  -  <  1 


So/flfao  (e)  A  serie  diverge,  pois 

«t+i  (fc+l)*+l  k\ 

p  —  lim  - =  !im  — - — —  •  “7 

«*  (&  +  l)E  kk 


..  a-  + 1 )*  /..i 

lim  -  -  ■ —  =  lim  M  +  7 

ft*  V  k 


=  e  >  1 


Vcr  E^nnula  (7)  Jin 

S-jCiio  2,3  do  Volume  I 


(f/)  A  serie  diverge,  pais 


/>  = 


\2(k  +  1}]!  4* 

lim  - =  lim 


(  Hf.  k  — *■  +5r  4*  ■! '  ^ 


1 


(2*)! 


=  7  lim  (2k  +  2)(2k+i) 
4 


lim 

k  —’  +■« 


—  +30 


'(2Jt  +  2)!  1 
”  '  4 


Sa/ufa#  te)  O  teste  da  razao  nao  ajuda,  pois 
p  —  3im - —  lim 


2k  -  I  1P  2k  —  l  ( 
-  =  Jim  - -  =  I 


k ->  +»  &-*+*■  2(k  — |-  ] }  —  I  I  H+k  21:  +  I 

No  entanto,  a  teste  da  integral  prova  que  a  serie  diverge,  pois 


l 


dx 


=  lim 


j: 


dx  I 

—  lim  -  In (2jc 


i  2,v  —  1  J]  2.x  ™  1  /*-*+«  2 


-»r- 


=  -|— DC 


Ambos  os  testes  de  comparaqao  e  de  comparaqao  no  limite  tambem  teriam  ftincionado  aqui 
(venfique).  + 


■  TESTE  OA  RAJZ 

Nos  easos  em  que  for  diffcil  ou  ineonvenienie  encontrar  o  limite  requerido  peio  teste  da 
razao,  o  proximo  teste  e,  as  vezes,  ll l i  1 .  Como  a  sun  prova  e  analoga  aquela  do  teste  da  razao, 
i  rentes  omiti-ia. 


10*5.6  TlsOREMA  {  Teste  da  Raiz)  Seja  J]  m*  uma  serie  de  termos  positives  e  sit  - 
pan  ha  que 

p  —  lim  —  lim  (h*)3'''"' 

k— ► +oc  k—>+x> 

( a )  Se  p  <  1,  a  serie  converge. 

(b)  Se  p  >  1  ou  p  =  +*,  a  serie  diverge , 

(c)  Se  p  —  I,  a  serie  pode  convergir  ou  divergir,  de  modo  que  deve  ser  temado  outro  teste. 
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►  Exemplo  4  Use  t>  teste  da  raiz  para  delerminar  se  as  series  convergent  ou  divergent 


(a) 


A  /4k  -  5 


3C 


(b)  E 


1 


k=  1 


<ln(Jt  +  3  )}k 


Solu^ao  (a)  A  seiie  diverge,  pois 


.  4k  —  5 

jo  =  1  i in  —  lim - -  =  2  >  1 

a— +*  i^+®2A  +  l 


So/ufao  (/?)  A  sene  converge,  pois 

p  —  I i in  =  Iim 


I 


k  —>  +* 


k  -  ->  +m  3n(A  I ) 


=  0  <  1  < 


EXERC1CIOS  DE  COMPREENSAO  10.5  ( Verpagina  655  para  respostas.) 


1.  A  serie 


y^  2k1  +  I 

A  on 


k-\ 


21 1*«  -  1 


per  comparable  com  a  sdrio  p  dada  por  JA 


2.  Como 


I 


(k  +  l)V3l+l  V'  +  * 

I  mi  - -YT- - —  Um  — — —  _ 

£“»+£*  k^/3k  3  3 


I 


a  sdrie  y^L-f  k*/3il 


pelo  teste 


3*  Como 


Iim 

k  “t-CiC 


(k  +  l)!/3*+1 


k'./V 

a  serie  i t!/3* 

4.  Como 


r  *  +  * 

lint  —  —  —  -h» 
3 


pelo  teste 


Iim 


1 


lA- 


Jfc  —  \  ^ ''  7  / 

asdricJ^L,  I  /A'--' :: 


V  L^*. 


tin  i 


I 


k^+s.  1/2 

.  pelo  teste 


=3=  0 


EXERCICIOS  10.5 


CAS 


1  -2  Faqa  uma  eonjectura  sobre  a  con  verge  nci  a  ou  a  divergGncia  da 

5-10  Use  o  teste  da  comparaQao  no  lijniie  para  delerminar  se  a 

sdrie  e  confirme-a  usando  o  teste  da  compara^So. 

serie  converge. 

v  §  E^2 


jt-=i 

X 


5F  -  k 


(b>  Ei 


3 


,  ,  k  -  1 

Jc=3  -I 


Ek  +  I 

im 


X 


<b>  E 


A4-bA 


fr=2  *=! 

3.  Hart  cad  a  parte,  use  o  teste  da  comparaeao  para  mostrar  que  a 
serie  converge. 


»  E 


I 


X 


3*  +5 


(b>E 


5  sci  r  k 
kt~" 


Jt=l  M 

4.  Em  cad  a  parte,  use  o  teste  da  compamcao  para  mostrar  que  a 
serie  diverge. 

A' 

-  (K\  >  — 


In  A' 

«  E  r 


®Et3 


k^\ 


A  — 3 


4A2  -  2Af  +  6 
8Jfc7  +  A  -  8 

7.  y-J— 

f 

zT  1/M2  -  3Jt 


x> 


6*  y— 

■  Qj> 


1 


ft=l 


9k  +  6 


8*  E 


a  a- +3) 


*=i 

3G 


9'  E  -Wr» 


»»•  E 


(A-  +  1)(A  +  2)(A  +  5) 

1 


fr-| 


k=i 


(2k  +  3)17 


11-16  Use  o  teste  da  raziio  para  delerminar  se  a  serie  converge.  Se 
o  teste  for  inconclusive,  dtga  is  so. 


K  ok 

11,  V  — 

£^t  M 


*  -k 


k=\ 


>*•  E*  5 


k=l 


U- 

A  Jti 

1S-  Ep 

A-]  * 


X 


13.  V  - 

w 


16. 


•  E* 


it 


r=i 


A-  +  1 
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1 7-20  Use  o  teste  da  raiz  para  determinar  sc  a  serie  converge.  Se  o 


teste  for  inconclusive!,  diga  isso. 


A  /3ft +  2Y 

i7-s(^) 


k= ! 
* 


- 1  ( 


A=  I 


*E£ 

*=t 


20.  V(] -«-*)* 


Jfc=±l 


21-44  Use  qua  Eq  tier  inetodo  para  determinar  se  a  sdrie  converge. 


-■  7* 

”-E* 


u 


24-  E 


jt=i 


ft! 

AMO* 

3* 


22. 


25. 


E 

*=i 

V. 

E*: 

fc=l 


I 


*  ft* 


2ft  +  1 


X!  s* 


A  =  1 

li 


26-  E  n 


ft2 


1  =  1 


ft5  +  I 


27.  f  ^ 


w 


*=1 

72 


29.  £ 


*■*  +  I 

1 


*  E 


fr=l 

K 


A=1 


75 


■M-  E 


*=] 

w 


*■  E 


V*C*  +  l) 

2+  Vfc 

(£+  I)3  -  1 

1 


30.  £ 


t=l 

K 


32. 


fc=| 


I  +  vA 


75 


,  V-7  *! 

-,6-  E  ^ 


E 


39.  V  — 

^  4  +  2" 


i=l 


42.  V  -  +  * 

£- ~t  M 


i=l 


ft!  +  3 


34. 


37. 


40. 


43. 


ft! 


Ef 

&=  i  h 

A  (ft  +  4)1 

Z_j  4U14A 

*=o 

A  A  In  ft 
^  ft'3  +  1 

(ft!): 

,=0  <“> 


2  4-  3*i 

2  +  (-])* 
5* 

4  +  | cos  k | 

35.  E 

Jt=l 

a 


In  ft 


-SteJ 

are  tg  ft 


*=l 


*=1 

*  'my2 


4l-  E  *i 

(t!)22‘ 


i_] 

■Jt 


1 


44,  V' 


*=1 


(2ft  +2)! 


45-46  Hncontre  o  termo  geral  da  serie  e  use  0  teste  da  mzao  para 
mostrar  qite  a  sdrie  converge. 


1-2  1-2-3  i -2-3-4 

45.  I  -j-  - -  + - —  + - + 

1-3  1-3-5  I  -  3 ■ 5 ■ 7 


1-3  1-3-5  1 ■ 3  ■  5  -  7 

46.  I  -p  —  -f-  —————  -f 


3! 


5! 


7! 


[<347.  £ 


A=i 


In  ft 


« 


48.  J2 


k= 1 


!*(*  +  1)1*' 

2.4+ 1 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


49.  (a)  Fag  a  uma  conjectura  sob  re  a  converg£ncia  da  serie 

^  !  sen  (tt /ft)  co  n  st  d  era  ado  a  aproximacao  linear 
local  de  sen  xem  x  =0. 

fb)  'feme  con  fir  mar  suu  conjectura  usundo  0  teste  da  com- 
paraguo  dos  I  i  mites. 

50.  fa)  Veremos  adiante  que  0  polmGmio  1  -  x~/2  6  a  “aprch 

ximaqao  quadrat  ica  local'*  de  cos  x  em  x  “  0.  Faqa  uma 
conjectura  sob  re  a  convergencia  da  sdrie 


considerando  essa  aproximagSo, 

(b)  lente  continual  a  sua  conjectura  usando  0  teste  da 
comparagao  no  limite. 


51,  Most  re  qtie  In  x  <  *Jx  se  x  >  0.  e  use  este  result  ado  para  in- 
vestigar  a  con  verge  n  eta  de 

A  In  ft  A  I 

(a)  S **  (b)  S  (in*>2 

52.  Com  qnais  va  lores  positives  de  a  a  sdrie  JPjjE ,  tai:/kfr")  con¬ 
verge? 

53,  Use  0  Teorema  1 0,4.6  para  provar  o  tesie  da  eomparagfto  (Teo- 
rema  10.5 .1), 

54.  Sejam  a^:  e  b%  series  dc  term  os  positivos.  Prove: 

(a)  Se  linijt_j.+w  (a^/b^)  =  0  e  Y1  converge,  entao  Ej 
converge. 

(b)  sSc  liin^-*  (cikfbi;)  — .  e  XA  diverge,  entao  at 

diverge. 


RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  10.5 


1.  diverge;  1/ftA 


2.  converge;  da  ra/fto 


3.  diverge;  da  ra/ao  4.  converge;  da  raiz 
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1 0.6  SERIES  ALTERNADAS;  CONVERGENCE  CONDIGIONAL 


Ate  agora  focal tzamos  exchisivamente  series  de  termos  nao-neganvos.  Nesta  se$ao> 
discittiremas  series  que  contem  termos  tan  to  postin' os  quanto  negatives. 


M  SERIES  ALTERNADAS 

As  series  cujos  term  os  se  alternam  entre  positivo  e  negativo  sao  ehamadas  de  series  alter na- 
das  e  sao  de  importune  ia  especial.  Algous  exemplos  sao 


k=  l 


1  I  II 

2~^3~4~^5  — 


Z>,)‘;  =  -'+5 

k=\ 


I  I  I 

3+4~5+ 


Em  geral,  uma  serie  allernada  lem  uma  das  seguintes  Ibrinas: 


I  yL  ^  ^  O-fc  ~  O]  —  til  -{"  (It,  —  ^4  “H  ■  ’  +  (1) 

k=] 


Y(- 1  =  —a\  +  a 2  —  tn  4-  04  —  ■  ■  >  (2) 

*=1 


onde  todos  os  ak  sao  positives,  cm  am  bos  casos, 

O  icojcma  a  seguirc  um  resultadoehave  sobre  a  convergence  de  series  aliemadas. 


10,6,  i  TROR 1:  M A  (Teste  da  S erte  A  Iternada )  Uma  se ri e  a  l te  rnada  dafo rma  ( I )  on  da 
forma  (2)  converge  se  as  duas  conduces  a  seguir  esttverem  sathfettas: 

(a)  a\  H  a2  0\  >  ■  ■  r  >  «jt  > 

(b)  I  im  ak  =  0 

A  -+  +» 


Fi^iira  i  0*6.1 


Nso  e  essential  que  a  condigao  (a) 
do  Teorema  to, 6.1  seja  v&isda  para 
todos  os  termos;:  uma  serie  a]ternada 
ira  convergir  se  a  condioao  (h)  for  ver- 
dadeira  e  a  condigio  (a)  for  verdadei- 
ra  a  pariir  de  um  certo  terrno, 


demonstracao  Vamos  considerin'  somenle  series  ulternudus  <ia  forma  ( I ).  A  iddia  da  prova 
6  mostrar  que  sc  as  condigoes  (a)  c  (h)  foreni  verificadas*  entao  as  scqticneuis  das  so  mas  par- 
dais  de  mdice  par  e  fnipar  convergeni  para  uni  limite  comum  S.  Decone,  entao,  do  Teorema 
10. 1 .4  que  a  seqiiencia  das  somas  parciais  converge  para  S. 

A  Figura  10.6. 1  mostra  como  sucessivas  somas  parciais  satisfazendo  as  condigoes  (a) 
e  (h)  aparecem  quando  piotadas  sobre  um  eixo  horizontal.  As  somas  parciais  de  indiee  par 

S2  j  -^4*  'Vt*  ■  ■  ■  p  SSti  j  ’  ■  * 

formam  uma  seqiiencia  crcsccnte  limitada  superiormentc  por  rq,  c  as  somas  parciais  dc 
indiee  impar  „  „  „  r 

1  Sn  Sy  t  S$  t  ...  1  S2n  - 1  *  -  * . 

formam  uma  seqiiencia  decrescente  limitada  inferiormente  por  0.  Assim,  pelos  Teoremas 
10.2.3  e  10.2.4,  as  somas  parciais  de  indiee  par  c  on  verge  m  para  algum  lirniie  SF  e  as  somas 
parciais  dc  indiee  fmpar  convergent  para  algum  limite  S0.  Para  comp letar  a  prova,  preeisamos 
mostrar  que  Sf  —  S(}.  Mas  0  (2/0-esimo  termo  da  serie  e  ~a2ll ,  logo  s7n  -  =  -a^  o  que  pode 

ser  esc  rile  como  _  _  « 

s2n~]  —  s2n  +  &2n 

Porcm,  2 n  — >  +00  e  2 n  -  I  — >  +oc  quando  n  — >  +00,  portanlo 

Sq  =  lim  S2n~i  —  lim  (j^n  A- a^)  =  Se  H“0  = 

n  +ac  “  ‘  n  —>  +x 


o  quo  comp  let  a  a  demonstragao. 
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A  na  parte  [a)  do  Exomplo  1  6 
chamada  yrn'e  harmonica  after tm- 
da,  Observe  quo  esta  serie  conver¬ 
ge,  ert quanto  que  a  s^rie  barm&ntca 
diverge, 


►  Exemplo  t  Use  o  teste  da  serie  alternada  para  mostrar  a  convergencia  das  series 
seguintes*  »  « 

»E<-'K 


*=i 


*■=] 


+  1 ) 


Sotugao  (a)  As  dims  eon di goes  do  teste  da  serie  alternada  estao  satisleitas,  pois 


I 


ak  —  -  >  - - 

it  k  H-  I 


i  ..  .  I 

=  ak+]  e  Inn  ak  —  lim  -  =  0 

i.  — *■  -f  ^  £  “*  +3C'  ft 


Sotucdo  (b)  As  duas  eondigdes  do  restc  da  serie  alternada estao  satisfeitast  pois 


fl*+i 
c h 


k  +  4 


A(*  +  I ) 


it2  +  4* 


k2  +  4* 


logo 


H"  l)(A'  +  2)  k  +  3  k~  HH  Sk  ™h  6  {k~  +  4A)  H-  (Ar  -h  6) 


fljt  >  tfjt+i 


<  1 


e 


lim  d* 

A  — >  +x 


—  lim 


A-f-3 


A:  +»  A  (A  H-  l ) 


lim 

k  -Hti 


I  _1 

ft  +  ft2 

i 

,  +  * 


=  o 


■  APROXIMANDO  A  SOMA  OE  SERIES  ALTERNADAS 

O  leorema  a  seguir  trata  do  erro  qtte  resuha  quando  a  soma  de  uma  serie  alternada  for  aproxi- 
mada  por  uma  soma  parcial. 


1  0.6*2  i  ko r eiv ] a  Se  uma  serie  a! tei nada  satisfaz  as  hipoteses  do  teste  da  serie  a Ite rna- 
dcu  e  se  S  for  a  soma  da  serie ,  entao'. 

(a)  S  esfd  entre  duas  somas  pare  ia is  sitcessivas]  isto  i\ 

Sn  <  S  <  Sn+ 1  OU  Sn+l  <  S  <  Sfl  (3) 

dependendo  de  qued  soma  partial  for  maior. 

(b)  Se  S  for  aproxtmada  por  syr  entao  o  erro  absolute  \  S  -  sn  |  satisfaz 

I S  —  Sj||  <  an+\  (4) 

Alem  dissot  o  sinal  do  erro  S  -  sB  e  igual  ao  do  coefidenie  de  an¥V 


Figura  10.6,2 


DEMONS  I  K A^AO  Vamos  provar  o  teorenia  para  series  da  forma  ( 1 ).  De  aeordo  com  a  Figura 
1 0,6.2  e  lembrando  da  nossa  observagao  na  prova  do  Teorerna  10.6  J  de  que  as  somas  pareiais 
de  in  dice  fmpar  formam  lima  seqtiencia  decrescente,  con  verge  Me  para  S,  e  as  somas  pareiais 
de  lndiee  par  formam  uma  sequeneia  cresccnte,  converge  nte  para  S,  vemos  que  as  somas  par- 
dais  sucessivas  oscilam  de  uni  lado  para  outro  de  S  em  passes  cad  a  vez  me  no  res,  sendo  que 
as  somas  pareiais  de  fndice  fmpar  sac  maiores  do  que  S  e  as  de  in  dice  par,  men  ores  do  que  S. 
Assim,  dependendo  de  n  ser  par  ou  fmpar,  temos 

^  rj  d  — ■  ■Sfr+ 1  on  Sf{  _|_  i  S  Zi;  S/j 


oque  prova  (3),  Aldm  disso,  em  qualquer  easo,  temos 

I S  ijj  |  ^  ]  i n + ]  ’5-j-j  I  (*^ ) 

Mas  s  -  s  —  ±  a  i¥l  (o  sinal  depende  de  n  ser  par  ou  fmpar).  Desse  modo  tein-se,  a  parlir  de 
(5)  que  |  S  -  st.  \  <  atitV  o  que  prova  (4).  Final mente,  como  as  somas  pareiais  de  mdice  fmpar 
sao  maiores  do  que  5 e  as  de  indiee  par  sao  menores,  lem-se  que  S- st,  tern  o  mesmo  sinal  que 
o  coeficiente  de  a/M  (verilique).  ■ 
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Em  palavras,  a  desigualdade  {4)  garante  que  para  urna  serie  que  satisfazas  hipfttesesdoteste  da  s£rie  alternada, 
a  magnitude  do  erro  que  resuHa  ao  aproximar  S  por  §  me  nor  do  que  o  prnieiro  ter  mo  nao  inctusdo  na  soma 
parcial  Observe  tambSm  que.  se  a i  >  th  >  ■ -  ■ >  a*  >  ■ j  ■,  entao  a  desigualdade  (4}  pode  ser  reforgada  para 

I  s  -  1- 


►  Exempt  o  2  Varnos  most  ran  mais  adiame  nestc  capitulo,  quo  a  soma  da  serie  harmonica 
alternada  e: 

In  2  —  I  -  —  q-  —  —  “  +  -  -  -  +  I  )*+f  “  +  *  •  ■ 

2  3  4  k 

Isso  esta  ilustrado  na  Figura  10.6.3. 


(a)  Acekando  isso  corno  verdadeiro,  e  neon  Ire  uma  cola  superior  da  magnitude  do  erro  que 
results  se  In  2  for  aproxi  made  pel  a  soma  dos  oito  primeiros  termos  da  stk  ie. 

(h)  Eneontre  uma  soma  parcial  que  aproxi  me  In  2  com  uma  easa  decimal  do  prccisao  (ale  o 
dccimo  mais  proximo). 


Gr^fico  dd  sequencia  dos  term  os 
e  das  enesimas  semes  paresis 
da  s£ne  harm&nlca  aterada. 

FEgura  1 0,6.3 


Solu^do  (a)  Tem-sc  a  partir  da  versao  relbrqada  de  (4)  que 

|  In  2  —  s% |  <  a<)  =  —  <0,12 

Como  veri ficagao,  vanios  calcuiar  exataniente  ,vv  ObEemos 

I  I  I  I  1  ]  1  _  533 

~  2  +  3  ”  4  +  5  ”  6  +  7  _  8  ' "  840 

Assiin,  coin  a  ajuda  de  uma  calculadora 


533 

|  In  2  -iK|  = 

In  2  -  — 

840 

to  0,059 


Isso  iik)5  tra  que  o  erro  esta  hem  abaixo  da  eslimativa  fornecida  pc  la  cota  superior  (6). 


Contorme  i lustra  o  Exemplo  2,  a  se  ¬ 
rie  harindnica  alternada  n^o  fomece 
uma  manesra  elidenle  de  aproximar 
It]  2,  uma  vez  que  e  necessario  fazer 
mustas  conlas  para  obter  uma  precU 
sao  razoavel.  Posteriormente,  desen- 
vofveremos  maneiras  melhores  para 
aproximar  logaritmos, 


Sofu^ao  ih )  Pa  ra  u  ina  pree  i  sao  de  uma  casa  dec  imal,  pree  isa  mos  esco  I  h  er  u  m  val  or  dent  a  \ 
que  |  In  2  -  s  j  <0,05.  Porem,  tem-se  apartir  da  versao  reforgada  de  (4)  que 

|  In  2  -  sa\  <  an+i 

logo  bastacscolher  n  lal  que  a„+i  <  0,05. 

Uma  maneira  dc  encontrar  n  6  usar  uni  rec urso  computac io rial  para  obter  valores  nu.nic- 
ricos  para  alr  alt  a  ate  encontrar  o  primeiro  valor  que  seja  men  or  do  que  ou  igual  a  0,05. 
Se  voce  fizer  isso  ira  encomrar  que  ele  e  a2i}  =  0,05;  isso  nos  niostra  que  a  soma  parcial  s]i} 
fornecera  a  prccisao  dcsejada,  Uma  oulra  maneira  para  encontrar  ri  c  resolver  a  desigualdade 

1 


n  +  I 


0,05 


algebrtcanienie.  Podemos  Inzer  isso  tomando  os  reefprocos,  revertendo  o  sen  tide  da  desigual¬ 
dade  e,  entao,  simplifieando  para  obter  n  >  19.  Assim,  ira  forneccr  a  pree i sao  desejada,  o 
que  esta  de  acordo  coni  o  results  do  anterior; 

Com  a  ajuda  de  urn  reeurso  computational,  o  valor  de  ,r!9  e  aproxi  mad  amen  le  sl9  ss  0,7 
e  o  valor  de  In  2  obiido  diretamcnie  6  In  2  w  0,69,  que  coincide  com  quando  arredondado 
para  uma  casa  decimal 


M  CONVERGENCIA  ABSOLUTA 

A  s^rie 

1  I  1  I  1  1 


+  »■  §■ 
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nao  st;  tijusta  a  nenhuma  das  categorias  estudadas  ate  aqui  -  ha  uma  mistura  de  sinais,  mas 
nao  e  a  I  tern  a  da.  Desenvolvercmos  ulguns  testes  de  convergencia  que  podem  ser  uphcados 
a  mis  series. 


10*6,3  DKi-iNiCAO  Di/cmos  que  urn  a  serie 


It k  =  it  |  +  4“  ■  ■  ■  +  ltk  +  ■  ■  ■ 

A-l 

converge  absolutamente  sc  a  sdric  de  valores  absohitos 


Y  I^Jtl  —  ]«i  I  +  ] w 2 1  +  ‘  ■  ■  +  l^tl  4-  j  ■  ■ 

k=  I 


convergir  e  dizemos  que  diverge  absolutamente  se  a  stfrie  de  valores  absolutes  divergir. 


Exemplo  3  Determine  sc  as  seguintes  series  convergem  absolutamente. 


I  J  I  1  I 

(a)  1 "  2  "  3 +  ¥  +  ¥  "  ¥  “ 


1111 
(b)  1  —  -  +  - —  —  H — ■  — 

'  2  3  4  5 


Solugdo  (a)  A  serie  de  valores  absolutos  e  a  sene  geometries  convergeme 

l  I  I  I  I 

'  +  2  +  ¥+3  +  3+¥  +  '" 

assim  a  dada  serie  converge  absolutamente. 


Sohigdo  (h)  A  stfrie  de  valores  absolutes  e  a  serie  harmonica  divergent 

ill! 

|  ^  ^  ^  q.  —  4“  ■  '  ■ 

2  3  4  5 

as  s  i  m  a  dada  sdri  e  d  i  ve  i  ge  ahso I  u  tam  ent  e .  M 


E  importantc  disdnguir  emre  a  nogao  de  convergencia  e  a  de  convcrgencia  absohita.  For 
Cxemplo,  a  serie  da  parte  (b)  do  Exemplo  3  converge,  uma  ve/  que  e  a  serie  harmonica  alter- 


nada;  no  entanto,  dcmonstiamos  que  eia  nao  converge  absolutamente,  Contudo,  o  teorema  a 
seguir  mostra  que  se  uma  serie  eonvergir  absolutamente,  entao  eia  converge. 


O  Teorema  10.6.4  fornece  urna  ma¬ 
rl  eira  de  dedu^ir  a  corwergSncfa  de 
uma  serie  com  lermos  posi  lives  e 
negatives,  a  partir  da  convergencia 
de  uma  serie  de  term  os  nio- negati¬ 
ves  (a  serie  dos  valores  absolutes}, 
fsso  e  importante,  pois  a  maioria  dos 
testes  de  convergencia  que  apresen- 
tamos  apJica-se  somente  a  series  de 
terrnos  nao-negativos, 


1 0,6.4  t  i  a  y  u  e  m  \  Se  a  se  rie 

'j. 

\ut  \  =  |  u  1 1  4-  \tti !  4-  —  -4-  |  ttk  1  4- '  ‘ ' 

Jt=i 

eonvergir  ent  do  a  serie 

Y.ltk  ~  ui  4-  “2  4 - +  Hi  4 - 

k=\ 

tambhn  converge. 
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demonstha^ao  Vamos  escrever  a  se'rie  Y  m*  eomo 


X 


K 


(a) 


a  v 


Figura  10*6.4 


y^«*  =  +  ik*d  -  [«*i] 


(7) 


k=\ 


k= I 


Estanios  s  upon  do  que  Y  |«i[  converge,  logo  se  p  title  rm os  mostrar  que  4-  |m*|)  conver¬ 
ge,  entfto  ira  seguir  de  (7)  e  do  Teorema  IQ. 4. 3 fa)  que  Y  « *  converge.  Ocorre  que  o  valor  de 
m*  +  I  ^  0  uu  2|ujt  j,  depen dendo  do  sinal  de  h*.  Assim,  em  tod  os  os  cases,  e  verdadeiro  que 

0<uk  +  |//A |  <  2|ut| 

Mas  Y  2|iijt|  converge,  uma  vez  que  6  urn  a  const  ante  vezes  a  serie  converge  me  Y  I;  logo, 
YliUk  -P  | h*|)  converge  pelo  teste  da  compara^ao.  ■ 


j 

k  V 

s 

-  m 

0,8 

- 

0,6 

0,4 

* 

w  . 
* 

0,2 

| 

• 

T  ■ 

n 

i  4  A   A  t 

0,2 

2 

4 

* 

6  8  10 

0,4 

0,6 

— ■ 

* 

►  Exemplo  4  M  os  Ire  que  as  series  a  seguir  convergent 


I _ l_  .  J_  J _ I _ i_ 

^  2  2 2  '  23  +  24  25  26  + 


(b)  y, 


cos  A 


*=l 


Soiugao  (a)  Observe  que  isso  nao  e  uma  serie  altcrnada,  pais  os  sinais  se  alternant  aos 
pares  apds  o  primeiro  termo.  Assim,  nao  temos  nenhum  teste  de  convergence  que  possa  ser 
aplicado  di  ret  amen  to,  Nocntanto,  moslramos  no  Exemplo  3(a)  que  a  seric  converge  absoluta- 
mente,  logo  o  Teorema  10.6.4  iniplica  que  ela  converge  (Figura  10.6,4a). 

Soht^ao  (b)  Com  a  ajuda  dc  uni  recurso  computational,  podemos  veri hear  que  o  sinal  dos 
termos  nesta  serie  varia  irregularmente.  Assim,  vamos  tesiar  a  converge nd a  absoluia|  A  sene 
dos  valores  absolutos  e 

cos  A' 


Ford  m, 


E 

jfc=j 


cos  A 

~ 


k1 


k2 


Gr^f icos-  das  sequSncias  de 
termos  e  das  enesrmas  somas 
paresab  da  s£rie  do  Exemplo  4, 


Mas  Y  f /*2  c  uma  seric  p  convergente  ( p  =  2),  de  modo  que  a  seric  dos  valores  absolutes 
converge  pelo  teste  da  eomparagao.  Dessa  forma,  a  s<5rie  dad  a  converge  absolutamenle  e, 
portanio.  converge  (Figura  J0,6.4b).  * 


■  CONVERGENCE  CONDICIOIMAL 

Em  bora  o  Teorema  10,6.4  seja  uma  fen  amenta  util  para  series  que  convergent  absolutamentc, 
de  nao  lbrneee  mlbrniagao  sobre  a  converge  nei  a  on  a  diverge  net  a  de  uma  serie  que  diverge 
absolutamentc.  Por  exemplo,  considere  as  duas  series 


]  - 


1  1 

2  +  3 


— ! 


1 

2 


1 

I* 

1 

3  ~~ 


+  (-0^'t  +  ■ 


1 


k 


I 

4 


1 

k 


(8) 


(9) 


Ambas  eslas  series  divergent  absolutamenle,  pois  em  cada  ease  a  sdrie  dos  valores  absolutes 
e  a  serie  harmonica  divergent© 
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Contudo,  a  serie  (8)  converge,  por  scr  a  serie  harmonica  altemndae  a  serie  (9)  diverge,  pois £ 
urn  a  con  stall  to  vezcs  a  serie  harmonica  diverge  nte,  Como  tcrniinologia,  dizemos  que  uma  se- 
ric  que  converge,  mas  diverge  absolulameme  £  uma  serie  que  converge  condicianalmente  (ou 
e  condicionalmente  converge  nte).  Assure  (8)  e  tuna  serie  condieionalinente  eonvergente. 


■  TESTE  DA  RAZAO  PARA  A  CONVERGENCE  A  ABSOLUTA 

Kmbnra  gciulnicnte  nuo  possa  scr  inferida  aconvergencia  ou  a  divergencia  de  uma  serie  a  pari i r 
de  sua  divergencia  absoluta,  a  variante  do  teste  da  razao  a  seguir  nos  fornece  uma  mancira  de 
deduzir  a  divergencia  a  partirda  divergencia  absoluta  cm  eertas  situaqdes.  Omitircnios  a  prove. 


!  40.5  t  KO  r  k  M  a  ( Teste  da  Razao  para  a  Con  verge  n  cia  A  bsol uta ) 

ser  ie  de  termos  n&o-mdos  e  suponha  que 


lim 

k-+  -r^ 


I 

\Uk\ 


Seja  Y u  k  nma 


(a)  Se  p  <  I ,  cut  do  a  sene  Y  uk  converge  absolutamente  e,  porlanto,  converge . 

(h)  Se  p  >  [  ou  se  p  -  -hoc,  entdo  a  serie  Y  diverge. 

(e)  Se p  —  I,  nenlmma  conchisdo  sabre  a  convergent: in  ou  a  converge  n  cia  absoluta pode 
ser  tirada  ckste  teste ♦ 


^  Exemplo  5  Use  o  teste  da  razao  para  a  convergent'  ia  a  bsol  uta  para  determi  nar  se  a  serie 


converge. 


■» 


2k 


a)  ^  E<-« 


t  (2k  —  I)! 


k=i 


k\  v_<  ^  3fr 

t=i 


String  do  {a)  Tomando  o  valor  absolute  do  ter  mo  gcra!  u^,  obtemos 

-  2_ 

:  ki 


.  t2* 

|M|fef  = 

'""IT 

Assim, 


v  [%+il  r 
p  =  tun  - -  =  hm 


2*+1 


•  «  =  i™ 


A->+»  \u%\  l)!  2k  | 

o  quo  implica  que  a  serie  converge  absolutamente  c,  portanto,  converge 

Sotugdo  lb)  Tomando  o  valor  absolute  do  termo  geral  obtemos 


=  0  <  1 


\m\  = 


(-1) 


*<2 1-  1)1 
3* 


(2k  -  I)! 
3* 


Assim, 


3* 


r  [«*+!  |  f.  \2(k  4  1)  —  1  ]! 
p  —  hm  — —  =  Inn  -  - — ■  -  ■  —  -  — ; 

£-*+*  | ttfc |  k-*  +*  3*+]  (2k  —  1)! 

[  (2k  4-  |V  ! 

-  lim  -  ■  --q.  .»  -  -  lim  (2k)(2k  4  1)  -  4^ 

3  (2k  —  I)!  3 

o  que  implica  que  a  serie  diverge.  < 


m  RESUMO  DOS  TESTES  DE  CONVERGENCE 

Concluimos  csta  seqao  com  um  resume  dos  testes  de  convergence  que  pode  ser  consultado 
eomo  referenda,  A  habilidade  de  eseolher  um  teste  adequado  £  desenvoivida  com  muita  pnUiea, 
Algumas  vezcs  alguni  teste  pode  ser  inconclusivo,  quandoentao  precisamos  tentar  outro  teste. 
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Res ii  inn  dns  Testes  de  Convergincia 

NOME 

AFIRMA^AO 

COMENTARIO 

Teste  da  Divergent' la 
(J0.4.I) 

Sc  li  in  ttfL  &  0,  entao  /  uj.  diverge, 

Sc  Jim  =  0t  entao  ^  h*  pode  on  nao 

con  vergii 

Teste  da  Integral 

(10.4,4) 

Seja  r#jL  U m a  serie  com  lennos  posit  ivos.  Se  /  for  tirna 

funqao  decresceiue  e  eonlmua  num  inlervalo  [a,  +«»)  e  lal 
tpie  Ur.  -  f{k)  para  cada  k  >  a,  entSo 

«  y*  +  w 

£»(  «  /  f($dx 

k=  l  Ju 

amhas  eonvcrgem  on  amhas  divergent* 

Este  teste  aplica-sc  apenas  a  scries  dc 
termos  positives. 

Tceiic  este  teste  quando  /(jt)  for  lad I  dc 
integral'. 

Teste  da  Compara^ao 
(10.5,!) 

1  \  M  \  H.  OQ 

Scjam  /  <r  _  gji.  e  ^  __  ( fry.  scries  dc  termos  nao-negauvos 
e  suponha  que 

(Tt  rt2<fr2. 

Sc  V  fry.  comergm  entao  ^  converge  e  sc 
divergir,  entao  ^  fry  diverge. 

Este  teste  aplica-.sc  apenas  a  scries  dc 
termos  nao  negativos, 

Tente  este  teste  em  dltiino  caso;  outros 
testes  sao  frcqiienlemcme  mais  face  is  de 
aplicar. 

Teste  da  Compara^ao 
no  Limite 

(10.5,4) 

Seja  in  e  ^  fry  series  dc  termos  positives  e  seja 

p  =  lim  ^ 

A’ — ^  +  oa  l}^ 

Se  0  <  p  <  +«,  entao  am  has  as  series  converge  m  o  u  ambas 
divergent 

Isso  6  niais  ficU  dc  se  aplicar  do  que  0  teste 
decomparavao,  mas  ainda  requeralguma 

habilidade  na  eseolha  da  s^rie  ^  hk  para 
comparagSo. 

Teste  da  Ra/ao 
(10.5.5) 

Seja  uk  uma  serie  tie  termos  positives  e  suponha  que 

p-  tin,  !kl 

(a)  A  stfrie  converge  se  p  <  !. 

(b)  A  sene  diverge  se  p  >  1  ou  p  =  +». 

(c)  O  teste  6  inconclusive  se  p  =  1 . 

rente  este  teste  quando  uk  envoi ver 
i'atoriats  on  potendas  A-estmas. 

Teste  da  Raiz 
(10.5.6) 

Seja  2_,  llk  lll,la  s^rie  termos  positives  e  suponha  quo 

P=  ,  li'»  tfh 

it — ^+w? 

(a)  A  sdiie  converge  se  p  <  1, 

(b)  A  sdric  diverge  sc  p  >  1  oti  p  =  +«. 

(c)  O  teste  6  inconclusive  se  p  -  1 . 

Tente  este  teste  quando  uk  envoi  ver 
pot£neias  A-csimas 

Teste  da  Serle  Alter na da 
(10.6.1) 

Se  Qf.  >  0  para  k  =  1,2,3, . .  .*  entao  as  sdrics 

-rt2  +  rt^  -*4+  ■  ■  ■ 

-rt|  +  “  #3  +  <*4  ~ 

con  verge  m  se  as  seguintes  conduces  forem  satileiias: 

(a)  rtE  >  rt3  >  — 

(b)  lim  a.  =  Q 

A"  +  GO 

Este  teste  aplica-se  a penas  a  sdries 
aUcrnadas. 

Teste  da  Kazan  para  a 
Convergence  Absolute 
(10.6,5) 

Seja  ^  iiy,  uma  s^rie  com  termos  naonulos  e  suponha  quo 

p=  lim 

A — ^  +£*5  |  l 

(a)  A  se'rie  converge  absolutamente  se  p  <  1. 

(b)  A  scrie  diverge  sc  p  >  ]  ou  p  =  +«. 

(c)  O  teste  e  incondusivo  se  p  =  1 . 

A  sdrie  nao  necessity  ter  termos  posit ivos 
e  mlo  precisa  ser  alternada  para  usar  este 
teste. 
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EXERCICIOS  DE  CQMPREENSAO  10.6  (Verpagina  675 para  respostas,) 


1.  O  (.[Lie  caracteriza  uma  s^rie  aUenmddl 

2.  (a)  A  sdrie 

C-l)*+l 

A-=] 


30 


f. 


E 


k 2 


converge  polo  teste  da  serie  altemuda  pois 


(b)  So 


* 


5=E 


(-D 


t+i 


k 2 


e  s<!  =  £ 


(-1) 


*+l 


k=  I 

entfto  ]  5  —  s$  \  < 


k=i 


e 


3.  Clas&ifUpie  cad  a  seqiigncia  como  eondicionahnenie  conver¬ 
gence,  absolmaineme  convergente  on  diverge  me, 

(a) 

fc=l 


k 


(w  ^(-i> 


k~l 

« 


(t)  £(-d‘- 


. »  - 1 
9A  +  15 

1 


*=i 

« 


(d)  E(_I)i+1^ 

4,  Sabendoque 


A(A  +  2) 

1 


3F' 


(k  +  l)V4f+l 

l*m  - ; - —  Inn 

ft-M-w  AJ/4-  k  -*  -H* 


(d)' 


l 

4 


dassifique  a  serie  (— I)aA4/4*  como  cundicionalmente 
convergente,  absolutamente  convergente  on  divergence. 


EXERCICIOS  1 0.6  0  Recurso  Grafrco  [c]  CAS 


1  -2  M  os  tre  q  ue  a  sdri  e  con  verge  co  n  I  i  rmando  q  u  e  sal  i  s  fay  as  h  i  p6- 
teses  do  teste  da  serie  alternada  (Teorema  1 0.6. 1 ). 


(~l)*+l 
2A  +  1 


3. 

k=  I 


k  +  1 
3  k  +  1 


5.  ^(-l/+1e-fc 

k—l 


4. 


£<-n*+l 

jfc=  l 


A  +  1 

s/A  4-  I 


6, 


E<-»* 


In  A 

T" 


7-12  Use  o  teste  da  razao  para  a  convergencia  absolute  (Teorema 
10,6.5)  para  detenu  mar  se  a  sene  converge  on  diverge.  Se  o  teste 
for  inconclusive,  diea  isso. 

V- 


7. 

E( 

! 

*Fl  j  W 

8. 

Si 

E<- 

l)t+lF 

k=i  K 

t=t 

9. 

'A 

E<- 

n 

10, 

K 

E<- 

■l>? 

k=  1 

A 

t=i 

11* 

* 

E<- 

*=  t 

-o‘t 

12* 

£<- 

ft=i 

/A" 

-d‘+1- 

A-! 

1 3-30  Classitique  a  serie  como  absolute  memo  convergente,  condi¬ 
tional  mente  convergente  on  divergente. 


fx  (— 0*+l 

14, 

E 

r.  1 

(-i)*+i 

15  fF-4)‘ 

h  x2 

A  (-ni+! 

17, 

to 

cos  Att 

„  f'H)*1"* 

ti 

i=  1 

Zw 

jt=i 

A 

' "  Z-v  A 

S: 

A  4-  2 

(_,)*+!  t2 

i=] 

DC 


A  (A  +  3) 


21,  y^sen 


i=i 

M 


23,  Y, 


k-2 


25. 


t.^2 

34 


27.  £ 


A  =2 

•M 


Ajt 

T 

<-1/ 

A-  In  k 

£ 

(-  l)t(A~  +  I) 
A*  +  2 


29  y-  (~1)t+'fe! 

'  ^  (2k  -  1)1 


k-\ 


k=  I 

14 


A3  +  1 


_  y  '  sen  k 

22-  Ett 


*=i 


*.  E 


(-D1 


Jt=] 


26,  V 


+  1) 

(-D*+3 


Ef  v'A  4*  1  4-  VA 


A-l 


28,  £ 


£=  I; 

(Ei 


A  cosAdt 

A*  +  \ 


30.  ^(-I)i+l 


2i  —  1 


3 


A  =  1 


k2+  L 


31-34  Cada  serie  satisfaz  as  hipdteses  do  teste  da  serie  alrema- 
da.  Para  o  valor  dado  de  n,  determine  Lima  cota  superior  no  erro 
absolute  que  results  sc  a  soma  da  sdrie  for  aproximada  pda  end- 
si  ma  so  in  a  pare  i  ill. 
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33.  >_J-  n  -  99 


t=i 

■w 


34‘  E  77 


Vk 


*=r 


(Jfc  +  1)  In  <*  +  L)* 


;  « 


35-38  ClIcIij  scrie  satisfa^  as  h  [poises  do  taste  da  serie  a  I  tarn  a- 
da,  Determine  tnn  valor  de  n  para  o  qual  a  endsima  soma  pai- 
cial  garanti  dame  rite  aproxima  a  soma  da  sene  com  a  pnecisao 
explicitada. 


3S-  E  ■ — r —  |erro|  <0,0001 


jt=t 

*  >  ■  \k+ 1 


36.  “ — - — |eTro|  <  0,0000 1 

j£_*'  J-f 

k=  \ 

37.  >  “ — — — ;  duas  casas  decimals 

t,  vf 


(t  + 1 )  in  (t  + 1 ) 


tuna  casa  decimal 


39-40  Encontre  Lima  cola  superior  no  erro  absolute  que  resulta 
sc  jj  u  for  us  ad  a  para  aproximar  a  soma  da  sene  geometries  dad  a. 
Calculc  sm  ar redo nd ado  cm  qualm  casas  dccimais  c  compare  esse 
valor  com  a  soma  exata  da  scrie. 


3  3  3  3 

«■  MM  .  -  J  ■  j  I  M'  L  I  E  J  ■ 

4  S  16  32 


2  4  8 

40..  ]  „  _  q.  - - —  + 

3  9  27 


41  -44  Cad  a  sdrie  satisia/  as  hipdtases  do  testa  da  serie  abemada, 
Aproxime  a  soma  da  sdrie  aid  duas  casus  dccimais  dc  precisao. 


1  1  \ 

41 .  1  —  —  -}-  —  —  —  -p 

3!  5!  71 


I  I  I 

42.  1  -  —  +  —  -  -7  +  -  ■ 
2!  41  6! 


43. 

44. 


1  I 

“;r^  + 


i 


i 


J  ’  2  2  ■  2-  3  -  2s  4  *  24 

E  1  I 

+ 


+ 


I 


Is  4- 4  -  3  35  +  4  -3  55  +  4^5  7-s  +  4  ■  7 


+ 


ENFGCANDG  CQNCEITOS 


[c]4 5*  A  proposia  deste  exe retain  e  mostrar  que  a  estimativa  de 
erro  na  parte  (b)  do  Teorema  10.6.2  podc  ser  demasiada- 
mcnie  conserved  ora  cm  ccrios  cases. 

(a )  U  sc  u  m  C A  S  p  ara  co  n  1 1  r ma  r  q  u c 


JT  ,  1  1  1 

7  =  1  —  “  +  -  —  -  + 

4  3  5  7 


(b)  Use  uni  CAS  para  mostrar  quo  |  (it/ 4)  —  S2s\  <  10  2. 

(c)  De  acordo  com  a  estimativa  de  erro  na  pane  (b)  do 
Teorema  10.6.2,  qual  o  valor  den  que  c  requendo  para 
assegurar  que  |{jt/4)  —  £„|  <  10'~2? 

46.  Prove  que  sc  Yi&k  converge  absolutamente,  entao  ttj. 
converge. 


47*  (a)  Obtenha  exemplos  que  most  re  m  que  se  ^  a*  converge, 
entao  podedivepgir  on  converge. 

( b)  Obta  n  h  a  ex  cm  pl  os  q  ue  m  osl  rem  que  be  ^  a\  co  nve  r go, 
entao  a&  pode  divergirou  convergir. 


48.  Most  re  que  a  serie  p  ahernada 

J_  J _ J_ 

2P  +  3  P  4  P  + 


+  <-I»l+,i?  + 


1 


converge  absolute  men  to  se  p  >  1,  converge  condicional  monte 
se  0  <  /» <  I .  e  diverge  se  p  <  0. 


49  -5 1  Pode-se  p ro  va  r  q  tie  q  u  a  1 q  tier  sd  r  i  e  que  for  const  it i  id  a  a  par- 
dr  tie  urn  a  sdrie  absoluiamerUe  convergente  rearm  nj  ando  os  ter- 
mos  6  absoluiarnente  convergente  e  teni  a  mesma  soma  que  a  sdrie 
origin al?  Use  este  fato  junto  com  as  panes  (a)  e  (b)  do  Teorema 
10.4.3  nestes  cxercicios. 


49.  Atinnou-se  no  Exercicto  31  da  Segao  10,4  que 

7 t2  I  I  I 

—  =  —  j - 

6  2£  3"  4“ 

Use  tsso  para  mostrar  que 

7T  111 

-  =  - 1 - 1_T,. 

8  32  52  J2 

51).  Use  a  sene  para  Tr76  dada  no  excrcfeio  prccedente  para  mos¬ 


trar  quo 


7T2  111 

- — -  1 - -I - S-  ,  .  . 

12  21  32  42 


51.  A  fi  rm  on -se  n< >  Eve  rcic  i  o  3 1  da  S ega  o  1 0.4  q  uc 

jr4  I  ]  1 

-  ”  ]  -f-  -  -j-  -  -I- - -I-  '  ■  ■ 

90  24  34  44 

Use  tsso  para  mostrar  que 

e  iii 

%"  l  +  F  +  F  +  r  +  '" 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


52.  Pode-se  provar  que  os  termos  de  qualquer  sCrie  condicio- 
nalmente  convergente  podem  ser  rearranjados  para  dar  ou 
lima  sdrie  divergeme  ou  uma  sdrie  condieioiiiilmcnte  con¬ 
vergente.  c  li j  a  soma  c  qualquer  ndmero  dado  S.  For  exem- 
plo.  alirmou-sc  no  Excmplo  2  que 


.  -  ,  1  I  1  ]  1 

,n2.,_  +  +  +, 


Moslre  que  podc  mos  rearranjar  esta  scric  de  lal  mancim  quo 
a  soma  seja  |  In  2  rcescrevcndo-a  como 


\Sugestaa:  Some  os  dots  primeiros  termos  em  cada  par  dc 
parenteses.  | 


53.  Co  aside  re  a  serie 


(a)  Mostre  que  essa  seric  diverge. 

( b)  IZxpliq no  por  que  o  teste  da  se ri e  al ternad a  Mo  pode  se r 
aplicado  a  ossa  serie. 
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]  54,  (a>  Use  u m  recu rso  g \i\  1 1  co  pa ra  t; y/.e r  o  g id  flco  de 

4x  -  I 


/(■O  = 


4v2  —  2.v 


*  >  I 


Vs 


(b )  B  aseado  nesse  graft  co.  pode  m  os  cl  iz  er  que  a  sene 

Ej.  ,i  4 k  —  I 

(— i)t+  - 
i=! 


4 A' 2  -  2A 


converge?  Ex  pi  i  que  o  sen  raciocfnio. 

55.  Como  ilusin'ido  na  figure  ao  I  ado,  inn  besouro  eomega  a 
artdar  a  partir  de  urn  ponto  A  sob  re  um  fio  com  ISO  cm  de 
compnmento.  Ole  vai  ate  o  fim  do  I i o .  entao  para  e  anda  no 
serin dn  oposto  ao  longo  de  uma  rnetade  do  eomprimento  do 
fio,  para  novamenie  e  anda  no  sentido  oposto  ao  longo  de 


um  ter  go  do  compiimento  do  fio,  para  novamente  e  anda 
no  semi  do  oposto  por  um  quarto  do  compiimento  do  fio  e 
assirn  por  diante,  ate  quo  para  pda  miMsima  vez, 

(a)  De  Cotas  superior  e  interior  da  di  stand  a  entre  o  besou¬ 
ro  e  o  ponto  A  quando  ele  final mente  pdra. 

como  a  ti  mi  ado  no  Excmplo  2.  suponha  que  a  soma  da 
sdrte  harmonica  alternada  seja  In  2.1 

( b)  I  >e  cot  as  su  peri  or  e  i  n  fe ri  or  d  a  d  i  sta nc i  a  t  ota  I  qu e  o  be¬ 
souro  pe  re  or  re  aid  final  mente  pa  ran  ISugestao:  use  a 
desigualdade  (2)  da  Segao  1 0.4,] 

- - 

< - -  I  SO  cm - ► 

Figura  Ex-55 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  10.6 


L  Os  terinos  altcrnam  cm  re  positi  vo  c  negative.  2.  (a)  t  >  ^  |  > 


1 

(k  +  I  )2  ” 


lim 

k 


0  (b)  ,QQ 


3.  (a)  condicionalmente  convergente  (b)  divergent  (c)  absoHuamenie  convergent  (d)  condicionalmemeconvergeme 

4.  absolutamente  convergenie 


10-7  POLINOWIIOS  DE  MACLAUR1N  E  DE  TAYLOR 


Numa  aproximagao  linear  local,  e  us  a  da  a  reta  tan  ge  ate  ao  grdfico  de  uma  fungao  para 
abler  uma  aproximagao  linear  da  fungao  na  vizjnhanga  do  ponto  de  tan  gender  Nesta  segdo, 
canside  rare  f  nos  coma  pod  ere  was  melhomr  a  eficdcia  da  aproxtmagdo  linear  local  it  sand o 
potindmios  de  ordem  malar  coma  fungoes  aproximantes.  Tamhem  invest! garemos  o  erro 
assodado  com  teds  aproximagoes. 


m  APROXIMAQOES  QUADRATICAS  LOCAIS 

Lembre-se  da  Formula  ( l )  da  Segao  3,8  do  Volume  I ,  cm  quo  vimos  quo  a  aproximagao  linear 
local  do  uma  fungao  /  cm  uni  ponto  aq  e 

m  ^  f(x0)  A- ff(x^(x  -  xQ)  (!) 

Nessa  formula,  a  fungao  aproxi manic 

p(x)  -  /(.vo)  +  flxoKx  -  xa) 

c  um  polinomio  de  prime! m  grau  satisfazendo  p ( a(>)  =  f(x o)  c  p\x$)  —  ff(x o)  (veridque). 
Assinp  a  aproximagao  linear  local  de  /  cm  xq  lem  a  propriedude  de  que  o  seu  valor  e  o  de  sua 
dcrivada  coincide m  com  aqueles  de  /  cm  a0+ 

Sc  o  grdfico  de  uma  fungao  /  liver  uma  “curvatura”  pronundada  em  um  ponto 
entao  podemos  esperar  que  a  prccisao  da  aproxi mag  fio  linear  local  dc  /  cm  _vq  ini  decreseer 
rapkkimenie  a  rnedida  que  nos  alastarmos  de  Aq  (Figura  10.7. 1 ).  Uma  maneira  de  traiar  este 
problema  6  aproxi  mar  a  fungao  /  cm  .vo  por  um  polinomio  p  de  grau  2  com  a  propnedade 
dc  que  o  valor  de  p  e  o  de  sues  duas  primdras  derivadas  coinc idam  com  os  de  /  em  .vq,  Isso 
garante  que  os  graficos  dc  f  cp  nao  somente  tern  a  mestna  reta  tangente  em  ,v0,  mas  tanibem 
lem  curvatures  na  mesma  diregao  em  xq  (ambos  concavos  para  cima  ou  concaves  para  baixo). 
Como  resultado,  podemos  esperar  que  o  grafico  dc  p  permanega  proximo  ao  graft  co  dc  /  por 
um  intervale  maior  em  tor  node  xq  do  que  o  grafico  da  aproximagao  linear  local.  O  polinomio 
p  c  denominado  aproximagao  quadrdtica  local  def  no  ponto  x  — 
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Colin  Maclaurin 
( 1 698- 1746)  M  cue  m a- 

tko  escoces.  0  pai  de 
Maclaurin,  um  pastor, 
morreu  quando  o  me¬ 
at  no  tin  ha  somente  seis 
meses  de  tdadc  e  sua  mac  quan¬ 
do  ele  csiava  com  mwe  anus.  E!u 
lbi  cnado,  ontHo,  por  um  tio  que 
tamb^m  era  um  pastor.  Maelau- 
rin  ingreKSou  na  Universidade  de 
Glasgow  como  um  estudanie  de 
Teologia,  mas  depots  de  um  ano 
transfeini-se  para  a  Mtuenidtica. 
Com  dezcssete  an  os,  apesar  de 
sua  juventitde,  recebeu  o  EftuLo  de 
inestre,  comegando  a  lecionar  no 
Marischal  College  em  Aberdeen, 
na  Escdcia.  Ele  cnconlrou  Isaac 
Newton  durante  unia  visits  a  Lon- 
dres,  cm  171 A  c  daf  em  diantc,  tor- 
nou-se  um  discfpulo  de  Newton. 
Durante  esia  dpoca,  a  I  guns  dos 
me  tod  os  analiticos  de  Newton 
estavam  seudo  amargamente  cri- 
5  [cades  por  grandes  mat  email  cos, 
e  muitos  dos  trabalhos  im  pc  ram¬ 
ies  de  Maclaurin  result aram  dos 
sens  esforyos  em  defender  geome¬ 
tric  amenta  as  ideias  de  Newton. 
Um  trabalho  de  Maclaurin,  Um 
Trot  ado  de  Ftuxatiio,s  (1742),  foi 
a  prime  i  ra  formulagfio  si  sternal  ica 
dos  metodos  de  Newton,  Q  tratado 
foi  lei  to  t<io  cuidadosameme  que 
sc  Lomou  padrao  de  rigor  matemd- 
tico  em  OeIIcuIo  aid  o  trabalho  de 
Cauchy,  em  1821.  Maclaurin  foi 
tamb^m  um  notavel  ex  peri  men¬ 
ial  ista.  Ele  desenvolveu  in  d  metm 
inventus  nice  an i cos  engenhosos, 
fez  imponantes  observances  as¬ 
tronomical,  realizou  calculus  alu- 
ariais  na  area  do  seguros  e  ajudou 
a  mclhorar  os  mapas  das  i  I  has  em 
tomo  da  Escbcia. 


Para  ilustrar  esta  ideia,  vamos  Lentar  eneontrar  uma  formula  para  a  aproximaqSo  qua¬ 
dratics  local  dc  uma  fungao  /  cm  x  =  0.  Esta  aprox  imayao  tent  a  forma 


f(x)  &  Co  -H  C]X  +  C2X2 

onde  ctp  e  ,  e  c2  devem  ser  eseol hides  de  tal  forma  que  os  valores  de 

p(x)  =  Co  +  Cl^  +  C2X2 

e  de  suas  primeiras  duas  dcrivadas  coincidam  com  os  de  /  cm  0,  Assim,  queremos 

p( 0)  =  f(0),  pf(0)  =  fX 0),  pXO)  -  fX 0) 


Mas  os  valores  de  p{ 0),  p/0)  e  p1  (0)  sao  os  seguintes: 

p(x)  —  CQ-bCiX  +  C2-V2 
p'(x)  —  C[  +  2  c2x 
p"W  =  2d 


p(  0)  -c0 
P'(  0) 

//'( 0)  =  2c2 


Assim,  segue  dc  (3)  que 


A)  ™  m>  ci  -  fXo >,  c2  - 


n  o) 


(2) 


(3) 


c  substituindo  esses  valores  cm  (2)  rcsulta  a  seguinte  formula  para  a  aproximagao  quadratics 
local  dc  /  cm  x  =  0: 


m  *  m  +  fxo)x  +  --4--^ 


(4) 


►  Exemplo  1  Encontre  as  aprox imagoes  linear  e  quadratics  locals  dc  ex  cm  x  -  0  c  faqa 
juntos  os  graticos  tie  <rv  e  das  duas  aprox  imagoes. 

Sofu{'do  Sc  tomarmos  f(x)  —  ext  entao  f  ix)  =  f*r{x)  =  e*  c,  porlunto, 

/<())  =  /’( 0)  =  /"(0)  =  e°=\ 

Assim,  a  partir  de  (4)  a  aproximagao  quadratics  local  dc  ex  cm  x  =  0  c 


ex 


,  x 

1  + .  v  -f-  — 


e  a  aproximayao  linear  local  (que  e  a  parte  linear  da  aproximagao  quadratica  local)  e 


e 


1  x 


O  grafico  de  e*  e  das  duas  aproximagoes  sao  mostrados  na  Figura  10.7.2,  Como  era  de  se 
esperar,  a  aproximayao  quadratica  local  c  mu  is  precisa  do  que  a  aprox  i  mag  ao  linear  local 
proximo  de  x  =  0.  < 


m  POUNOMIOS  DE  MACLAURIN 

E  natural  indagar  sc  c  pos.sfvel  mclhorar  a  prccisao  dc  uma  aproximayao  quadratics  local 
usando  um  polinomio  dc  grau  3.  Espccilicanicntc,  pode namos  procurar  por  um  polinomio  dc 
grau  3  com  a  propriedadede  que  sea  valor  e  os  valores  das  tics  primeiras  denvadascoincidis- 
sem  com  aqueles  dc  /  cm  um  ponto;  c  sc  isso  fornccc  um  aprimoramento  na  prccisao,  por  que 
nao  seguir  adiame  com  polinomios  de  graus  cada  vcz  maiores?  Desse  mode,  somos  1  evades  a 
eonsiderar  o  seguime  problcma  geral. 
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10.7*1  problem  A  Dada  uma  fun^ao  /  quo  possa  ser  diferenciada  a  vezes  em  a  -  a(J, 
cn  con  ire  um  polinomio  p  de  grau  n  com  a  propriedade  dc  quo  o  valor  do  p  e  os  das  sleus 
n  primeiias  derivadas  eoincidam  com  aqueles  de  /  em  .xtr 


Vamos  comeqar  resol vendo  o  probleina  no  caso  em  que  x0  =  0.  Assirn,  queremos  um 
polinomio 

p (  V )  ^  t'o  4"  C|  A  +  ClA-  4"  C} X ^  +  -  -  -  (  (5) 

tal  que 

/(G)  =  p( 0),  /'( 0)  =  //(G),  /"( 0)  -  pf'( 0),  „ . ,  /fW( 0)  -  pin)( 0)  (6) 

Mas 

p(x)  =  co  4-  c i  .v  +  c%x2  +  c$x*  4 - +  c„xl{ 

pf(x)  —  C\  4-  2cpK  4-  3c.3A-  +  ■  ■  ■  4- 

//  (,v)  =  2c2  4"  3  ■  2C3.V  4-  -  -  +  «(«  —  l)cn,rrr_2 

p"f(x)  —  3  ■  2c3  4- - 1- n(«  —  1 )(«  —  2)cflx,r~'' 

■ 

pM(x)=n{n-  lX«-2)...(l)c* 

Portanto,  para  saiisfazer  (6)  devemos  ter 

/( 0)  =p(  0)  =  t'o 

/'(0)  =  p'(0)  =f, 

/"(0)  -  p"( 0)  =  2q  -  2!cz 

/"'(0)  =  p'"(0)  =  3  •  2c*  -  3!c3 


/(,,){0)  =  pM(0)  =  n(n  -  l)(n  -  2)  •  •  •  ( |)r,  =  nlcn 
o  que  fornece  os  seguintes  valorem  para  os  eoeficientes  de  p(x): 


c0  =  /(0),  c,  =  /'(0),  c2  = 


A0) 


c  3  = 


At  0) 


/w(0) 


C  n  — 


2!  1  3!  in 

O  polindmio  que  resulla  subsiiluindo-se  estes  coeficientes  em  (5)  e  chamado  de  eneshno 
polinomio  de  Maclaurin  para  J. 


Augustin  Louis  Cauchy  (1789-1837)  Matematico  fian¬ 
ces,  A  educaqao  de  Cauchy  foi  iniciada  por  sen  pai,  uni 
advogado  c  mesire  dos  dassieos.  Cauchy  ingressou  na 
Escola  Poll  teem ca  em  1805  para  estudar  Engenharia 
mas*  por  motivos  dc  saude,  foi  aconselhado  a  se  concen- 
irar  em  Matemdlica*  Sen  principal  trabalho  maiemuiico 
iniciou  cm  E& 1 1 ,  com  Lima  sciie  dc  solu^Ses  brilhantes  dc  alguns 
problemas  di lTceis  que  eslavam  em  aberto.  Em  I H 14,  ele  esere- 
veil  urn  tratado  sobre  integrate  que  acabou  se  lorn  an  do  a  base 
da  mode  rim  teoria  dc  variaveis  complex  as;  em  18 16,  seguiu-se 
u m  artigo  elassico  sobre  a  propaga^So  de  ondas  em  Ifquidos  que 
recebeu  um  premio  da  Academia  Francesa  c,  cm  1822.  dc  escrc- 
veu  um  artigo  que  sc  constitui  na  base  da  moderns  teoria  dc  Bias- 
tieidade.  As  corHri  busses  mate  mat  teas  de  Cauchy  durante  os  25 
a  nos  seguintes  fora  in  brill  unites  c  impression  antes  em  quantida- 
de:  rnais  dc  700  artigos,  que  hqjc  preenchem  26  volumes.  O  r ra¬ 
tal  ho  de  Cauchy  iniciou  u  era  da  modern  a  Ana  Use  Matematka, 
Ele  trouxe  para  a  Maternities  pad  rocs  dc  precisSo  e  rigor  que 
sequer  cram  son h ados  por  Leibniz  e  Newton. 


A  vida  de  Cauchy  foi  extremamente  envoi  vida  pelos  tuntul- 
tos  politicos  dc  sua  epoca.  Por  scr  um  decidtdo  parlidario  dos 
Bourbons,  em  3  830  ele  abandon  on  esposa  c  ft  lb  os  para  seguiro 
rci  Bourbon  Carlos  X  em  sou  cxflio.  Por  sua  leal  Jade,  recebeu  do 
cx-rci  o  tituio  dc  barao.  Cauchy  acabou  ictoinando  a  Franca,  mas 
recusou-se  a  ace  liar  uma  posiqao  universildria  atd  que  o  govemo 
abrisse  mao  da  exigSnda  de  prestar  um  juramento  dc  lealdade. 

E  diffcil  entender  elaramente  sua  pessoa.  Catdlico  devo- 
tado,  ele  palrocinou  trabalho  de  caridade  para  maes  solteiras, 
ertminosos  e  de  ajuda  a  Irlanda.  No  emanto,  outro$  aspectos 
de  sua  vida  o  colocam  em  luz  menos  favordvel.  O  matemdti- 
eo  not ucg lies  Abel  descreveu-o  como  "dememe,  infimtamentc 
catdlicoe  in  tolerance,  Alguns  autorcs  touvam  suas  aulas,  mas 
outros  dizem  que  ele  murniurava  incoerentemente  e,  de  acordo 
com  um  rclato  contemporSneo,  uma  vcz  dedicou  uma  aula  in¬ 
to  im  It  extragao  da  raiz  quadrada  dc  dezessete  ate  a  dccima  casa 
decimal  usando  um  metodo  muito  bem  eonhccido  por  sous  alu- 
nos.  17c  qualquer  forma,  Cauchy  d,  indiscutivelmente,  uma  das 
maiores  nientcs  da  hlst6ria  da  CiSncia. 
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Verilique  que  f(x)  --  /JitO&a  apro- 
xEma^ao  linear  local  de  /'em  x  =  0  e 
que  f(x)  ss  (  0  £  a  aproximaqao 
quadratics  local  em  x  =  0.  Assim,  os 
p-olinomios  dessas  a prox imagoes  sao 
casos  especiais  dos  polinomios  de 
MacEaurin  de/ 


-2-1  E  2 


Figura  1 0.7  J 


10.7.2  drfim^Ao  Sc  /  puder  ser  diferenciada  u  ve/es  cm  0,  entao  defmimos  o  enesi* 
mo  polinomio  de  Madaurin  para  f  como  sen  do 


, ,  ^  .  f'<p>  2 ,  r<o)  , 

Pn(x)  -  /(0)  +  j  ( 0)x  +  —r~X  +  _  -JC  + 


2! 


3] 


+  /<nl(Q).,, 


/i! 


(7) 


Este  polinomio  tern  a  propriedade  de  que  seu  valor e  ode  suas  n  primeiras  derivadas  eoin- 
cidem  com  os  valores  de  /  e  o  de  suas  n  primeiras  derivadas  em  x  =  0. 


►  Exemplo  2  Enconlre  os  polinomios  de  Madaurin  p0,  pu  pi ,  p\  e  pH  para  e\ 

Soluqdo  Seja  f(x)  =  e\  Assim, 

/'(*)  =  /V)  =  /'"(A)  - -  f”H  a)  - 


e 


Logo, 


/(0)  =  /'(0)  -  /''(C)  =  /"'«))  =  •  •  •  =  /<n>(0)  =  e°  =  1 

pa(x)  =  /(0)  =  I 

pi  (x)  =  ,/(0)  4-  f(0)X  =  1  +  X 


PlU)  =  /(0)  +  /'(P)jr  + 


I 


/"(O)  ,  ,  x1  ,  .  , 

— —  Jt"  —  !  +  x  4-  —  =  1  4-  x  4-  -JT 
2!  2E  2 


, ,  ,  rffi)  2  ,  /W(0)  3 

P3(.v)  =  /{ 0)  4-  /  (0).v  H~  _  .v  +  x* 


2\ 


31 


?  .3 


,  Jt*  ^‘r  I  >  I  , 

1  “h  A’  4-  TT  4“  TT  —  1  4“  X  Hr  —X  4“  ~X 


2!  3! 

PnU)  -  /(Oj  +  /'(0)*  4~ 


fX 0)  2  (  ,  /('J>< 

-—-A  +  ■  ■  ■  4 - - 

2!  nl 


,n 


x  r 

]  “J1-  1 - •  —  ^  -  -^| 

2!  nl 


A  Figura  10.7,3  mosna  os  graficos  de  /  (trace jado  cm  azul)  e  os  de  sens  quatro  primei- 
ros  polinomios  dc  Madaurin,  Observe  que  os  grdficos  de  pi(x\p2{x)  e  p?(r)  sao  praiicamcnte 
indislingmveLs  do  grafico  de  e  proximo  de  x  -  0.  portanto  estes  polinomios  sao  boas  aproxi- 
magdes  de  e  para  a  proximo  de  0.  Porerrq  quanto  mais  longe  x  e stiver  de  0  piores  serao  estas 
a  prox  imagoes.  I  sloe  dpi  codes  polinbmios  de  Madaurin  para  uma  fungao  /{»;  eles  forneeem 
boas  aproximagdes  de  f(x)  proximo  de  0t  mas  a  precisao  diminui  a  medidaque  x  se  distancia 
de  0.  Em  geraU  quanto  maior  for  o  grau  do  polinomio,  maior  sera  o  intervale  no  qual  fornccc 
uma  preeisiio  especificada.  A  quesiao  da  precisao  sera  invesligada  poslei  ionueme. 


m  POLINOMIOS  DE  TAYLOR 

Ate  agora,  focal i /am os  na  aproximagao  de  uma  fungao  na  vi/inhanga  de  a  =  0,  Vamos,  agora, 
considerar  o  caso  mais  gerai  de  aproxlmar  /  nas  proximidades  de  urn  porno  arbitrario  xA)  do 
domfnicu  A  ideia  basic  a  e  igual  a  anterior;  queremos  encontrar  uni  polinomio  de  grau  n  com 
a  propriedade  de  que  sen  valor  e  o  de  suas  n  primeiras  derivadas  coincidam  com  aqueles  de  / 
cm  j:0.  No  emanto,  em  vez  de  expressar  p(x)  em  pot£ncias  de  x,  6  convcnientc,  parasimplificar 
as  contas,  expressar  o  polinomio  em  potencias  do  x  - isio  e 


p(x)  —  co  +  Ciix  -  xo)  4-  ci(x  -  xoY  H - h  cfi{x  -  xq'Y 


(8) 
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Veriliqueque  fix)  =5  Pi{x)  eaapro- 
ximagSo  linear  local  d e/e m  x  ~~  Xu  e 
que  fix)  p^U)  e  a  aproxima^ao 
quadratics  local  em  a  -  xq.  Assim. 
os  poEinomios  dessas  aprox imagoes 
sao  casos  especiais  dos  poitnomios 
de  layicrde  /'em  .v  =  xy,. 


Deixaremas  como  exercfcio  para  o  lei  tor  imhar  os  calcuios  usados  no  case  cm  que 
A'0  -  0  para  most  rat  quo 


CQ  -  f(x 0),  c\  -  fix o),  C2  - 


f'XJCo) 

2! 


C3  = 


/  too) 

3! 


= 


ftl)(x  q) 


n\ 


Substitirindo-se  esses  valores  em  (8)?  obtemos  o  que  e  chamado  de  eneshno  polindmio  de 
Taylor  em  to  mo  de  x  =  xnpam  f. 


10.73  dei-ini^ao  Sc  f  puder  ser  diferenciada n  vczes  em x[jT  emao  definimos  o  enesT 
mo  polindmio  de  Taylor  para  f  em  tor  no  de  x  -  x(i  como  sen  do 


Pn(x)  "  /too)  +  fix  o)(x  -  xq)  +  ~  *o>2 


,  r^o),  ,3  ,  ,  fir'}(Xo), 

+  —  fa  -  *o)  +  ■  ■  ■  +  - - : - to  -  *o)  (9) 


3! 


Os  polinomios  de  Mactaurin  sao 
casos  especiais  dos  polin6mios  de 
TayEorr  com  ri«  =  0.  Assim,  to-dos 
teoremas  sofa  re  polin6mios  de  lay  for 
tanibem  se  apNcam  a  poiindmios  de 
Maclaurin. 


►  Exemplo  3  Enconlrc  os  qualm  primeiros  polinomios  de  Taylor  para  In  x  em  torrto  de 
x  =  2, 

Sotugao  Scja  f  ix)  =  In  as  Entao, 


c 

a 

m 

=  In  2 

f(x)  =  I/a 

/'( 2) 

=  1/2 

fix)  =  —  1  /a2 

/"(  2) 

=  - 1  /4 

/'"(a)  =  2/a3 

f"V-) 

=  1/4 

Substituindo-se  cm  (9)  com  xtt  =  2,  ohlcrn-sc 


A)  to)  =  /( 2)  =  In  2 

P\ (x)  =  f( 2)  +  f’(2)(x  -  2)  —  In2  +  p.v-2) 

=  /( 2)  +  f(2)(x  -  2)  +  ~~(x  -  2f  =  In  2  +  j(.v  -  2)  -  2(a  -  2)1 


,  f"(2)  ,  f(2)  , 

Pj(a-)  =  /(2)  4-  /'(2)(a  -  2)  +  -  --(a  -  2)2  +  J-  -  (a  -  2)' 


=  In  2  +  j(x  ~  2)  -  |(a  -  2)2  +  ™(.v  -  2)-’ 


Brook  Taylor  (1685-1731)  Matenuitico  ingles.  Taylor 
nasceu  em  uma  fa  mil  i  a  tie  passes.  Art  is  las  e  mil  sices 
eram  recebidos  freqtlentemente  na  casa  de  Taylor,  os 
quais,  sem  dtivlda,  tiveram  uma  influencia  tfuradoura 
sobre  o  joveni  Brook.  An  os  mais  larde,  elc  publicou  uni 
trabatho  definitive  sobre  a  teoria  matemdtica  da  perspee- 
liva  e  obteve  resultados  matem^ticos  im  portables  sobre  as  vibra- 
qoes  das  eordas.  Ex  isle  la  inborn  um  trabalho  nao-publicado,  On 
Mustek*  que  t’aria  pane  de  Lima  publicaqao  conj uma  corn  Isaac 
Newton,  A  viciu  de  Taylor  foi  marcada  por  infeliddade,  doenga 
e  tragedia.  Como  sua  primeira  mulher  nao  era  riea  o  sulieiente 
para  agradar  sou  paiT  os  dots  homens  discutiram  intensamente 
e  se  separaram.  Suhseqiientemente.  sua  mulher  morreu  duran¬ 


te  o  parto.  Emao.  apos  casar-se  de  novo,  sua  segunda  mulher 
tambdm  moireu  no  pailo,  embora  sua  filba  ten  Ira  sobre  vivido 
O  periodo  mais  produtivo  de  Tiivlor  foi  de  1714  a  1719.  durante 
o  qua!  esc reveu  sobre  uma  varied ade  de  assumes:  magnetism o. 
a$io  capilan  rermo metros,  perspeetivas.  e  Calcuio.  Em  sens  ulti- 
mos  anos  dedicou  os  sens  eslbrqos  para  escrever  sobre  Religiao 
e  Filosofia,  De  acordo  com  Taylor,  os  nesultados  que  levam  o 
sen  no  me  loram  motivados  por  uma  corners  a  cm  tun  cafd  so¬ 
bre  os  trabalbos  de  Newton  a  respeuo  do  movianenlo  planeldrio 
e  os  Lrabalhos  de  Halley  (do  "cometa  !  lalley”)  sobre  raf/.es  de 
polinomios,  InfeNzmente,  o  estilo  da  cserita  de  Taylor  era  tao 
condso  e  diffcil  de  entender  que  el e  ntmea  recebeu  erdditos  para 
mu  it  as  de  suas  inova^des. 
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y  =  ]gi  x  * 


O  grafico  de  In  x  (cm  prelo)  c  dos  sens  quatro  primeiros  polinomios  dc  Taylor  cm  lorno  de 
x  —  2  estao  na  Figura  10.7.4.  Conforme  era  de  se  esperai;  esies  polindmios  produ/em  sua 
nielhor  aproximagao de  In  a  na  vizinhanga  de  2.  + 


88  NOTA?AO  DE  SOMATORIO  PARA  OS  POLINOMIOS  DE  TAYLOR  E  MACLAURIN 

Mmtas  vezes,  precisaremos  expressar  a  Formula  (9)  em  notagao  sigma.  Para  fazer  isso,  usa- 
mos  a  notagao  /h>  (a0)  para  denotar  a  A-dsima  dcrivada  de  /  em  x  =  ,v(;.  e  fa  nemos  a  eonvengao 
que  (_v, , }  denota  /(.vrr).  Isso  nos  permire  escrever 


n  f^(xn) 

V  - — — — -  (a  —  £q/  =  j  (a'oJ  +  ./  \xo)(x  —  An) 


k\ 


,1  t  t  f*}W),  o,  ,1A1 

+  — — -(-*  -  Xo)  +  ■  ■  ■  +  “ — r—  (x  -  *q)  (10.) 


2! 


IJ : 


Fin  particular,  podemos  escrever  o  enesimo  polinomio  de  Maelaurin  de  f(x)  como 


±^,m+no»  +  !?>s  +  . 


k=  0 


Jt! 


2! 


,  fw(0) 

~r  .  x 


n: 


(11) 


►  Exemplo  4  Enconire  o  endsimo  polmftmio  de  Maelaurin  para 


(a)  sen  a  (b)  cos  a  (e)  - 

1  —  x 

Solu^ao  ( a )  N  os  pol  i  n  6m  i  os  de  Macl  au  ri  n  pa  ra  se  n  a  ,  so  me  n  re  aparec  em  e  xp  1  ic  ua  me  me  as 
potencias  fm  pares  dc  a*  Para  ver  islO,  seja/(x)  =  sen  a;  assim, 


f(x)  —sen  a 

/'(A)  = COS A 

f\ x)  =  -  sen  a 
f% x)  =  -  cos  X 


m  =0 
/'( 0)  =  1 
f"(0)  -  0 

rxo)  -  - 1 


Como  f'Xx)  =  sen  a  =  fix),  o  padrao  0,  1,  0.  - 1  ira  repet  sr-se  a  medida  que  caleularmos  as  su- 
cessivas  derivadas  em  0.  Dessa  forma,  os  sueessivos  polinomios  de  Maelaurin  para  sen  a  sac 


po(x)  =  0 
/J|(a)  =  0  -h  A 
Pl(x)  =  0  +  A  +  0 

!h(x)  =  0  +  A+  0—  Cy 

A3 

p4(  a)  =  0  4-  a  4-  Q  —  “  -fO 

A3  A3 

P$(x)  ~  0  -h  A  -b  0  —  +  0  -h  -^y 

Pd X)  =  0  + a  +  0  -  —  +0+  —  +0 
pj{x)  =  Q  +  x+0-  F+Q4-+0-  - 


Capi'tuloiO  /  Series  I  nf  in  its  s  6&1 


y  =  cos  v  pf.(x) 

Figura  HK7.6 


DOM  IMP  DATECNOLOGIA 

Os  programas  de  CAS  tem  coma  li¬ 
dos  que  geram  polinomios  de  Taylor 
de  qualquer  gran  es  pacific  ado,  Se 
o  lei  lor  dispuser  de  urn  CAS,  use- 
o  para  encontrar  alguns  dos  poll- 
ndmios  de  Madia  um  e  Taylor  dos 
Exempts  3  g  4. 


Par  causa  dos  term  os  nulos,  as  polinomios  de  Madaurin  de  ordem  par  [depois  de  pu(x) ]  $ao 
iguais  aos  polinomios  da  ordem  mi  par  p  recede  rile;  islo  c, 


l  s  7 

O  JT  X 1 


-2k+\ 


P2k4  E  (  rV  )  — ■  )  ■ —  X  —  +  — ""  -  “p  ■  ■  T  H-  1,  —  I  )  " — — — ■ — - 

HK+W  J-A+-A  /  31  1  5!  7r  v  (2k  +  1)! 


{k  =  0,  1,2,...) 


Os  graficos  dc  sen  a\  p^x),  py(x)>  p$(x)  c  /M>)  estao  m  os  trades  na  Figura  1 0:7,5, 

Solugao  (b)  Nos  polinomios  de  Madaurin  para  cos  x,  sonicate  aparecem  explicitarnente 
as  potencies  pares  de  x;  oscalculos  sao  si  mi  lares  aqueles  da  parte  (a).  O  lei  tor  deve  eonseguir 
mosirar  que 

Pot*)  =  p\(x)  -  I 

Pi(x)  -  PiW  ^  1  ~  2\ 

x2  x4 

IH(x)  -  />sU)  -  \  — 

x1  v4  x6 

Pf>(x)  —  p-j(x)  —  I  —  — -  -f - -  — 

1  *  21  4!  6! 

Em  gerui,  as  pal  in  ami  as  de  Madaurin  para  cos  x  sao  dados  por 


P2k{x)  =  m+i<M  =I-^  +  ^7-|r  +  --  + 


(k  HO,  1,2,...) 


Os  graticos  de  cos  v,  pi;(a)r  /?,(.v),  p,( v)  e  p(t(x)  esiao  mostrados  na  Figura  1 0.7.6. 


Solugao  (c)  Sc ja  f(x)  -  l/(  t  -  x).  Os  valorcs  de  /  e  de  suas  k  primeiras  derivadas  cm  x  -  0 
sfu>  conic  segue: 


f(x)  - 

i  —  x 

/( 0)  =1=0! 

fix)  = 

1 

./■'(())  =1  =  1! 

(I  -o2 

f'Xx)  = 

2 

/"<  0)  =2  =  2! 

(!  -e3 

3  ■  2 

/'"( 0)  =3! 

( 1  -  a:)4 

/(4>0)  = 

4-32 

/(4)(0)  =  4! 

( 1  -  A’)5 

kl 

flk>(x)  = 

fm( 0)  =  k\ 

(1  -*)*+! 

Substkuindo  /'(())  -  k\  na  Formula  (II),  obiemos  o  enesinio  polindmio  de  Madaurin  para 
I/O  -  x ): 

H 

Pn(x)  =  ^  ^  A''i  =  1  4-  x  4-  .V"  4-  ■  ■  -  4-  x,f  (h  =  0,  1 , 2, . .) 

*=  o 
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►  Exemplo  5  Enconue  o  enesimo  polinomio  de  Taylor  para  1/jc  em  tor  no  de  a  =  I . 

Sol u  {do  Scja/(.v)  =  1/a,  Os  c  al  ou  I  os  sao  ana  logos  aos  da  parte  (c)  do  Exemplo  4.  Dei  x  am  os 
a  cargo  do  lei  tor  mostrar  que 

/(I)  =  !t  r (D  =  -1,  AO  -  rx  1)  =  ”3!. 

/t4)(  1)  =  4! .  /<*>(  1)  =  {-!)**! 


Assim,  substituindo/^O)  =  (-!)*£!  na  Formula  (10)  com  x;]  = 
mio  de  Taylor  para  1/a: 

a 


1 ,  obtemos  o  one  si  mo  poll  no- 


£(-  !  )*(.*  -  l)4  =  1  -  (x  -  1)  +  (a  -  l)2  _  (X  -  l)3  +  •  -  ■  +  <— 1>*(JC  ~  I)"  < 


Jts=0 


■  O  ENESIMO  RESTO 

E  convenience  ier  nma  nolagao  para  o  erro  da  aproximagao  fix)  &  p,i(x).  Assim,  denote  mos 
por  Rfl(x)  a  difcrcnca  entre/(x)  e  sen  enesimo  polindmio  de  Taylor,  ou  seja. 


fl  n) 

R„(X)  -  /(A)  -  p„( A)  -  f{x)  -  J2  ■  ■  krL(x  ~  An) 


AJ=0 


( 1 2) 


lsso  tambem  pode  ser  escrito  cor  no 

fix)  =  Pn(x)  +  R„(x)  =  Y,  -  h  (x  -  Xo)t  +  R”M  (l3) 

A  fungao  Rn(x)  6  denoiriinada  enesimo  resto  da  serie  de  Taylor  de/e  a  Formula  (13)  e  cha- 
mada  de  formula  de  Taylor  com  resto. 

Obter  uma cote  para  Rti(x)  da  uma  indicagao  da  precisao  da  aproxlmagao  pIt(x)  ^  f(x), 
O  teorema  segulnte,  que  sera  pro v ado  no  Apendiee  C,  fornece  uma  lal  eota. 


A  cola  para  |  R„  (a  )  |  em  (1 4)  ©  ohama- 
da  de  estimation  da  erro  de  Lagrange. 


10*7.4  teorema  (Teorema  da  Estimativa  do  Res  to)  Se  a  fungdo  f  puder  ser  den- 
vada  n  +  I  vezes  man  Imervalo  f  contendo  o  panto  a&,  e  se  M  for  uma  rota  superior  para 
|/('r+l>(-v)|  em  A  ou  seja,  se  [/°!+ij(a)[  <  M  para  todox  em  A  entdo 

M 

|/?«(a)|  <  [x  -  Aol,,+l  (14) 

[n  +  I): 

para  todo  x  em  L 


►  Exemplo  6  Use  um  enesimo  polinomio  de  Maclaurin  para  /  para  aproximar  e  com 
cinco  casas  decimals  de  precisao. 

Solui-'do  Inidalinente,  observe  quo  a  i’ungao  exponential  ex  tem  dcrivadas  de  todas  as  or- 
dens  pam  cada  mimero  real  a.  Pelo  Exemplo  2,  o  enesimo  polinomio  de  Madaurin  para  ev  e 


Capi'tuloiO  f  Series  Infinites  6S3 


a  parti  r  do  que  oblemos 


e  =  e 


A  i*  i  i 

/  77  “  1  +  I  H-  —  +  ■  -  ■  4 — 7 

/.I  J  Is  I  ^  t  H  1 


fl! 


Assim,  nosso  problema  c  determinar  quantos  term  os  devemos  ineluir  num  polinomio  de  Ma- 
claurin  para  e*  para  obter  cineo  casas  decimals  de  preeisao;  isto  e,  queremos  escolher  n  ral  que 
o  valor  absolute  do  enesimo  resto  cm  jc  —  1  satislaga 

| Rn{])\  <0,000005 

Para  determ  in  ar  h  ap  I  iearcmos  o  Teorema  da  Es  ti  m  aii  va  do  Resto  com  fix )  —  el  T  .c  =  1,  Xq  —  0 
e  /  sendo  o  inlervalo  [0,  I  ].  Nesle  easo,  leinos  a  parur  da  Fdimula  (14)  que 

M 


ft,  0)1  < 


(15) 


(«  +  l)l 

onde  M  €  uni  a  com  superior  do  valor  de  f{n+[)(x)  —  ex  para  x  no  intervale  [0, 11.  Entretento, 
ex  c  uma  fungao  crescenie*  assim  o  valor  maxi  mo  no  inlervalo  [0,  1]  oeorre  cm  x  —  1;  isto  e, 
cx  <  e  ncstc  inlervalo.  Desse  modo.  podemos  tonw  M  =  e  cm  (15)  para  older 

e 


*.0)l< 


(16) 


(«+  1)! 

Infclizmente,  esta  desigualdade  nao  e  muito  util,  pois  envolve  e,  que  e  a  propria  quail tidade 
que  estanios  lentando  aproximar.  Enlrelanto,  sc  aceilarmos  que  e  <  3,  entao  podemos  substi- 
luir  (16)  corn  a  seguinte  desigualdadc,  que  6  me  nos  precisa  mas  rrtais  util: 

3 


R»(l)\  < 


(/;  +  !)! 

Assim,  podemos  older  preeisao  de  cineo  casas  decimais  esc  o  I  hen  do  n  tal  que 

3 

<  0.000005  ou  (ii.  +  1)!  >  <500.000 


(n  +  1)! 

Como  9!  =  362.880  e  10!  =  3.628.800,  o  me  nor  valor  de  n  que  saiisfnz  esie  eriierio  6  n  —  9. 
Assim.  com  cinco  casas  decimals  de  preeisao 

+  i  +  ^  +  —  +  — H-J-  +  —  +  —  +  -!-^  2,71828 

2!  3!  4!  5!  6!  7!  8!  9! 

Como  comparagao,  a  representagao  de  e  com  12  casas  decimais,  dada  por  uma  calcufadora, 
e  e  ss  2,71 8281 82846,  a  qual  coincide  com  a  aproximagao  acima  quando  arredondada  para 
cinco  casas  decimais.  < 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAQ  10.7  {Verpagina  685 para  respostas .) 


1.  Se/pode  ser  derivada  ires  ve/es  cm  0,  entSo  o  tereeiro  polinfv 

miode  Mad  aurin  para /d  pfx)  = _ . 

2.  O  tereeiro  polinSmio  de  Madaurin  para  f(x)  —  e2x  e 

p\(x)  =  - ,  - _  Jf 


+  . 


v  + 


A-‘ 


3.  Se  /( 2)  =  3,  ffl)  =  —4  e  f\  2)  =10,  entao  o  segun- 
do  poliaornlo  de  Taylor  para  /'em  lorno  de  .x  =  26  pi (.v )  = 


4,  O  tereeiro  polindmio  de  Taylor  para  fix)  =  .x0  cm  to  mo  de 
x  =  —  1  c 


P.iU)  = 


+. 


+ _ (,v  +  1) 

_{.v+  I)2  4- _ (x  +  I)3 


5.  (a)  S e  uma  lu n gao / lem  u in  ends i m o  pol i no mlo  pn (x )  cm  iot- 
no  tie  x  —  X(t.  entao  o  ends i mo  resto  Rlt  (x)  e  ddlnido  por 
Rn(x)  = - - - - 

(b)  Suponha  que  uma  I'ungao /  pnssa  ser  derivada  cineo  vtv.es 
num  inlervalo  / contendo  \\)  —  2  e  que  |/<5^ (x)\  £  20  para 
todo  x  em  /.  Entao  |  A1  j  (.v  )j  < _ pam  cad  a. rein  /. 
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EXERCICIOS  10.7  E3  Recurso  Grafico  [c]  CAS 


Fll.  Em  cad  a  parte,  encontre  a  aprox  impact  quadratics  local  de  / 
cm  a  -  a- ,  e  use- a  para  encoutrar  a  aproximaqao  linear  local  de 
/cm  x  -  xir  Use  um  rescurso  grafico  para  esbo^ar  o  grafico  de 
/  e  das  duas  aprox  images  mima  mesma  tel  a. 

(a)  fix)  —  e~x;  .vr!  -  0  (b)  f (x)  =  cos  a;  xG  -  0 

■(c)  fix )  =  sen.v;  xq  =  tt/2  (d)  /(x)  =  <Jx\  aq  =  1 

02.  Em  cada  pane,  use  um  CAS  para  encontrar  a  aproxima^ao  qua¬ 
dratic  a  local  de  /  em  v  =  xM  e  use-u  para  encontrar  a  aprox  im  a- 
qSo  linear  local  de  /  em  x  =  xw 

(a)  fix)  =  elcnx;  a0  =  0  (b)  fix)  =  */x-,  xQ  =  9 

(c)  fix)  —  arc  sec  x;  ,vp  —  2 

(d)  fix)  —  arc  son  x\  a<>  —  0 

3,  (a)  Hu  coni  re  a  aprox  imagSo  quadrat)  ea  local  de  ^fx  cm 

Vo  -  I  * 

(b)  Use  o  resu  Itado  obtido  na  pane  (a)  para  aprox  i  mar  vTic 
compare  a  sua  aprox  imacao  coni  a  obtida  dirctamcnte  por 
seurecursocomputacionaL  |  Ver  o  Exemplo  1  daSc<jao3.8 
do  Volume  I.] 

4,  (a)  Encontre  a  aproxima^ao  quad  rati  ca  local  de  cos  ,v  cm  jv0  =  0, 

(b)  Use  o  resu  Itado  obtido  na  parte  (a)  para  aproximar  cos  2V  e 
compare  a  aproximaqao  com  a  obtida  dineiamcnic  por  sen 
recu  r  $o  com  putac  i  onaL 

5 ,  Use  it  ma  aprox  i  m  aqao  q  u  adratiea  1  ocal  aprop  i  i  ad  a  para  aprox  i  - 
mar  tg  6  J 15  e  compare  o  resu  Itado  com  o  obtido  diretamente  por 
seu  recurs o  computational. 

fi.  Use  uma  aprox im ai.no  quadra rica  local  apropriada  para  aprox  i- 
mar  v3fMB+  e  compare  o  resuliado  com  o  obtido  diretamente 
por  sen  reeurso  compulacional, 

7-16  On  centre  os  polinomios  de  Madam  in  de  ordens  tt  =  0.  1,2. 

3  e  4  e  enlao  obtenha  o  ends  into  polinomio  de  Maelaurin  para  a 
fun^ao  em  nota^aode  somaldrio. 

7.  e~x  8.  ellx  9.  eos  7tx 

10.  son  7tx  II*  ln(l+A>  12*  — ■ — 

I  +  -V 

13.  cosine  14*  senh  x  15.  jt  scnx 

10,  xel 


17-24  Encontre  os  polindmios  de  Taylor  de  ordens  ii  ■-  0,  1,2,  3 
c  4  cm  torno  de  x  =  ,v„  e  emao  encontre  o  endsimo  polinomio  de 
Taylor  para  a  tun  quo  cm  notagaodc  somatbrio. 


17.  e* ;  Ao  =  I 

19.  ™:  -v0  =  -1 
v 

I 

21.  sen  7i x  ;  xq  =  — 


18.  e  x  \  .v0  —  In  2 
;  *o  -  3 


x  +  2 


71 

22.  COS  a  ;  a  q  =  — 


23.  In  .r;  xq  =  1  24.  In  a;  aq  —  e 

2 5 ,  (a )  fine  on  t  re  o  te  reei  r o  pol  i  n dm  i  o  de  M ad  aim  n  para 

fix)  =  1  +  %-  A-2  +  X1 

(b)  Encontre  o  terceiro  poli  ndmio  tie  Taylor  em  torno  de  x  —  t 
para 

f(x)  =  I  4-2(jc  -  1)  -  (x  -  if  +  (x  -  l)3 


26*  (a)  Encontre  o  endsimo  polinomio  dc  Maelaurin  para 

fix)  =  Co  +  C |  X  +  LO-V2  H - b  CnArt 

(b)  Encontre  o  endsimo  poll  ndmio  de  Taylor  em  torno  de  x  =  1 
para 

fM  =  Co  +  C\  (X  —  I)  +  C'2  (aj  -  !)"  +  ■■■+  Cftix  -  I  f 


27-30  Encontre  os  quatro  primeiros  polinomios  de  Taylor  distin- 
los  cm  torno  de.v-x,,  e  use  um  rccurso  computacional  para  fazer  o 
grafico  da  fim^ao  dada  e  dos  polinomios  de  Taylor  na  mesma  Ida, 


■27.  fix)  =  e  ~2x ;  .vo  =  0  28.  f(x)  =  sen  a;  ao  =  jt/2 

■  29,  /( a)  =  cos  a;  ao  =  ti  Q  30.  In  (a  +  1):  xq  —  0 

31.  Use  o  metodo  do  ExOmplo  6  para  aprox i mar  sfe  ate  quatro  ca¬ 
sus  decimals  de  precisao*  e  vcrifiqueo  seu  trabalho  com  para  n- 
do  a  sua  res  post  ei  com  aqueki  produ/idEi  diretamente  por  utuei 
calculadora.  [Sugestao:  Escreva  como  cj0,3| 

32.  Use  o  mdlodo  do  Excmplo  6  para  aproximar  I  fe  ate  tres  casas 
decimals  de  pnecisao,  e  verifique  seu  trabalho  com  pa  ran  do 
a  sua  resposta  coin  aquela  produ/ida  diretamente  por  uma 
ealculadora. 


33.  Mostre  que  o  ones  i  mo  poll  ndmio  de  Taylor  para  senh  a  em  tor¬ 
no  de  x  ^  1  n  4  6 


A-0 


8Jt! 


34.  (a)  A  figura  abaixo  mosira  um  set  or  de  raio  r  e  angulo  central 
2 a.  Supondo  que  o  angulo  <x  seja  pequeno.  use  a  aprox i- 
macao  quadratics  local  de  cos  a  em  c>  =  0  para  mostrarque 
a  «  m2/2, 

(b)  Supondo  que  a  Terra  seja  uma  esfera  com  um  raio  de  4000 
mi  Hi  as,  use  o  resuliado  da  pane  (a)  para  aproximar  a  dis¬ 
tune  i  a  maxima  que  um  arco  de  100  mil  has  ao  lotigo  do 
Equador  pode  divergir  de  sua  corda. 


Figura  Ex-34 
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36.  Suponha  q ue  os  valorem  de  uma  iu ngao  /  e  de  suas  Lres  pri- 

meiras  derivadas  em  x  =  1  sejam 

/(l)  =  2,  /(I)  =  —3,  /"(I)  =  0*  no  -  6 

Obtenlia  tan  Los  polinomios  de  Taylor  para  /  quantos  puder 

Cm  tomo  dC  X  =  I . 

•  1 37.  Sejam  pfx)  e  pXx)  as  a  pi  ox  Imagoes  linear  e  quadnUiea  k>- 

caisde  /O')  =  ?Stfc11  ern  x  =0. 

(a)  Use  um  recurse  computadonal  para  gerar  na  me  sin  a 
Ida  o$  grdficos  de  f(x),  pfx)  e  pfx)  para  -l  <  a  <  1. 

(b)  Cons  tr  n  a  uma  label  a  dc  va  lores  de  J’(.v).  ptix)  c  p2(x) 
para  x  =  - 1 .00;  -0,75;  -0,50;  -0.25;  0;  0,25;  0,50;  0.75; 
1 ,00.  Arredonde  os  valores  para  ires  casas  dedmais, 

(c)  Gere  o  gra  II  co  de  \f{x)  -  /.^L{rv)|  e  use-o  para  deienmnar 
urn  interval o  noqual  /?t (a)  aproxime  / 1»  com  um  erro 
de.  no  maxi  mo.  ±0,0 1 ,  [Sugesiao:  reveja  a  discussao  re- 
lativa  a  Figura  3,8,4  do  Volume  ] ,  [ 

(d)  Gere  o  gra  lice  tie  \f{x)  -  />-,<  a  )  |  e  use-o  para  deterrmnm 
um  interval o  no  qua!  fxix)  aproxime  fix)  com  um  erro 
de.  no  maxi  mo.  +0,01 , 


-•  38,  (a)  Determine  um  intervalo  [0.  b]  no  qual  /  possa  ser  aproxi- 
mada  por  1  +  x  +  U72!)  com  ate  ires  casas  decimals  tie 
preetsao  em  todo  o  intervalo. 

(b)  Conti ra  sua  ncsposla  da  pane  (a)  fazendo  o  graiico  de 

*■  -  0 « + l)j 

sob  re  o  intervalo  obi  E  do. 


39-42  Use  o  Teorema  da  Estimativa  do  Res  to  para  eneomrar  um 
intervalo  contendo  a1  =  0  no  qua]  fix)  possa  ser  aproximada  por 
p(x)  coni  precisno  de  ties  easas  decimals  em  cada  panto  do  inter¬ 
valo.  Con  lira  sua  resposta  traqando  o  grdftco  de  | /(a)  -  /j(.v)|  sobre 
o  intervalo  eneontrado. 

S 39,  f  Cx )  =  sen  .v;  p(x)  =  x  -  -- 

.2  4 

40..r(  vi  =  cos*;  p{x)  =  '  -  ~  +  ■— 

041.  f(x)  =  , ;  p{x)  =  1  -  x2  +  x* 

I  +  A-jL 

-2  J 

:"M2*  fM  =  ln(l  +  -O:  pix)  =  “ 


\/  RESPOSTAS  DOS  EXERCiCIOS  DE  COMPREENSAO  10.: 


f"r  ()) 

&  fffl)  4  f\Q)x  4  4  2*  1:2:2:  1  3*  3  - 4(jc  - 2)  +  5(x  -2)2  4.  —  I ;  5;  —10;  1 0 


2! 


3! 


5-  (a)  fix)  -  pn (a)  (b)  ^ \x  -  2\* 


10.8  SERIES  DE  MACLAURIN  E  DE  TAYLOR;  SERIES  DE  POTENCIAS 


Lembre-se  de  que  na  seqdo  anterior  definimos  o  eneshno palinomio  de  Taylor  pn{x)  em  x  —  ajq 
para  umafun^aofde  tal  modo  que  os  vat  ores  de  suas  pritnei  rax  n  derivadas  coiricidissem  coni  as 
de  f  em  xq.  Desse  modo,  e  mzodvel  antecipar  que,  para  valores  de  x  prdximos  de  A'o,  a  medida  qae 
n  c  resect;  os  va  lores  de  pn  (x)  sejam  apraxima^des  cada  vez  me  I  ho  res  def(x)  e  qae,  passive!  men  te, 
possam  convergir  a  f(x)  quando  n  — >■  +*.  Nest  a  segao>  exploraremos  essa  id  eke 


M  SERIES  DE  MACLAURIN  E  DE  TAYLOR 

Na  Scqfio  10.7  definimos  o  end  si  mo  polinotnio  de  Maclaurin  para  uma  funqao/eorno 


E 


-  m  4*  A  0)Jr  4 


rm 

2! 


x  4  1  *  ■  4 


e  o  ends  i  mo  polinomio  de  Taylor  para /cm  tor  no  de  _v  =  xq  como 


E 

k=o 


kl 


(x  -  -  f(X(j)  +  f(xo)(x  -  .Vfi) 


2! 


Hi 


686  Calculo 


Nfio  6  um  passo  tao  grande  eslender  os  concedes  de  polinomios  de  Maelaurin  e  de  Taylor 
para  series,  bustando  simplesmente  nao  parar  o  indiee  do  somutdrio  cm  /*.  Assini,  tern  os  a 
defmigao  seguinie. 


10,8.1  mo  ink;,\o  Se  a  fungao  /  possuir  derivadas  de  todas  as  ordens  em  .vcu  emao 
dizemos  que  a  stSrie 


oc 


E 


/u>Uo) 

k] 


(x  -  x0)k  = 


+  f'(x0)(x  —  -I'd)  + 


ns o) 

2! 


(A  -  -to) 


+...  +  E^(A_,o)*  + 

Ad 


(1) 


d  a  serie  de  Taylor  para  fern  tor  no  de  x  =  jr#.  No  easo  especial  em  quo  xo  —  0,  ess  a  serie 
se  lorn a 


k= G 


/ct>{0) 


k\ 


xk  =  m  +  fm + 


/"( 0) 
2! 


2^  ,  /*»<  0)  t 

-T  +---  +  ~jr-x  + 


(2) 


easo  em  que  e  chamada  serie  de  Madaurin  para  f. 


Observe  que  os  encsimos  polinomios  de  Maelaurin  e  de  Taylor  sao  as  enesimas  somas  par- 
eiais  das  correspondentes  series  de  Maelaurin  e  de  Taylor. 


►  Exemplo  1  Encontre  a  serie  de  Maelaurin  para 

(a)  ex  (b)  sen  *  (c)  cos  x 


(d) 


l 


Solugao  (a )  No  Exemplo  2  da  Sugao  10.7  vimos-  que  o  encsimo  polindmio  de  Maelaurin 

P3™  6  n  k 

Y  “  Y™ 

P*W  =  T,) =  1+-r  +  —  H - +  — 


itss 0 


Asstm,  a  serie  de  Maelaurin  para  ex  6 


v-  t 

xk 


Ea  a 

—  =  1  +X  +  —  + 


k=0 


V 

2! 


x  ^ 


Solugao  (h)  No  Exemplo  4(a)  da  Segao  10.7  vimos  que  os  polinfrmios  de  Maelaurin  para 
sen  x  sao  dados  por 


^ -3  ^!S  ^7 

P2k+l(x)  =  P2*+2{X)  = X  ~  3!  +  5!  “  7!  +  ' '  +  (H)*  WTT?. 


(i  =  0.  1,2,...) 


Assim,  a  serie  de  Madaurin  para  sen  x  e 


K 


*=0 


.21:  + 1 


X5  X7 


,2Jt+l 


—  =  A‘  “  ■ — “  4*  — —  ■ — ■  H-  p  -  *  +  {—  l )  - — - — - 

(2£+!)!  3E  5!  7!  v  (2A+1)! 


+ 


Solupdo  (c)  No  Exemplo  4(b)  da  Segao  1 0*7  vimos  que  os  polinomios  de  Maelaurin  para 
cos  x  sao  dados  por 


/^(a)  =  #wa)  = 1  -  fr  + 1  -  + •  ■  ■ + 


(k  =  0. 1,2....) 
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Assim,  a  scric  de  Maciaurin  para  cos  x6 


y. 


£c~d' 


x 


2k 


t;=  0 


(2  Jt)! 


x2  x^ 

—  I  — —  + 


2!  4!  6! 


v6  v2* 

+ - b  (-l/crrrr  + 


(2k)\ 


Solttgdo  id)  No  Exemplo  4(c)  da  Segao  [  0,7  vim  os  que  o  enesimo  polinomio  do  Maciaurin 
para  J/(J  ™ x)  e 


n 


p, J  (x )  —  r  a*  —  1  +  A  +  x2  -b  ■  ■  ■  +  xn  (n  —  0,  1 . 2, ,  + ,) 

k=  0 

Assimt  a  scrie  do  Maciaurin  para  1/(1  -x)  e 

* 

E**  =  1  +.v + *2 + ■  •  - + xk + -  -  ■  < 

k= 0 


►  Exemplo  2  EneoiUre  a  scrie  de  Taylor  para  Mx  cm  tor  no  do  x  =  1 „ 

5  o/ (r  (d  17  N  o  Exo-nip  I  o  5  da  Seguo  10.7  vi  ni  o  S  q  uo  o  enesimo  pol  i  n  6  m  i  o  dc  Tay  I  or  pa  ra  !  lx 

em  torno  de  x  =  \  € 

rt 

E<- !)*(■*  -  I)f  =  I  -(a-  I )  +  (J*-  -  1)2-(a-  I)3  +  •■■  +  (-])"(*-  1)" 
k= 0 

Assim,  a  sdrie  do  Taylor  para  1  lx  em  torno  de  x  =  1  € 

gc 

- 1)*  =  i  -  <-c  - 1) + (a-  - 1)2  -  (x  - 1)-1 + ■  •  ■ + (-])*(*  - 1/ + -  -  -  < 

k=  0 


■  SERIES  DE  POTENCIAS  EM  x 

As  series  dc  Maciaurin  c  dc  Taylor  diferem  das  series  que  consideramos  nas  Segoes  !  0.3  ate 
10.6  pais  sous  icrmos,  cm  vcz  de  serem  mcramcnic  eons  Lames,  envoi  vein,  cm  vcz  disso,  uma 
van  a  vc  L  Essas  scries  sao  excmplos  dc  series  de  potencias  t  que  passamos  a  defirm'. 

Se  C\  y  c2 _ sac  consianles  e  a  6  uma  variavel,  enlao  uma  s<Mc  da  forma 


y. 


V  CkXk  —  Co  -t-  C|X  +  ax1  H - b  CkXk  -b 


(3) 


d  denominada  uma  serie  de potencias  em  a,  Alguns  excmplos  sao 

* 

E  e  —  i  +  x + a2 + _r3  h — 


k=i) 

“  a* 


A2  A3 


Ea  a  a 

—  =  ]  +X  +  —  +  —  + 


Jt=U 

y. 


21  3! 


Ec-n 


i.  x 


2  k 


2  4  6 

X  X  X 

J  —  - — ~  *-b  ■“ — ■  —  —  q-*- 

(2  Jt)!  2!  4!  6! 


Polo  Exemplo  l ,  css  as  sao  as  series  de  Maciaurin  para  as  fungous  1/(1  -  a),  /  e  cos  a,  respcc- 
tivamente.  Na  verdade,  toda  scric  de  Maciaurin 

A  /■«>( 0)  ,  ,  /"(0)  ,  f«(0) 

E  =  /(0)  +  /  (0)A  +  -—-A2  +  •  •  •  +  '—-A*  + 


Jt=0 


A! 


2! 


it! 


c  uma  scric  de  potencias  em  x. 
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m  RAIO  E  INTERVALO  DE  CONVERGENCE 

Quando  numa  serie  do  potencies  ^  q  v1  a  variavel  x  1’t>r  suhsliluida  por  um  valor  numdrico, 
obtemas  urn  a  serie  dc  n  time  ms  quo  podo  convert  ir  ou  nao.  Isso  nos  leva  ao  problems  do  de- 
terminar  o  conjunto  do  valorcs  dex  nos  quais  uma  dada  serie  do  potencias  converge;  esse  6  o 
conjunto  de  convergencia. 

Observe  que  toda  sdrie  de  potSncias  ern  x  converge  em  x= 0,  uma  vez  que  a  substitute 
desse  valor  em  (3)  produ/  a  sdric 

C(j  d“  0  Hh  0  ~h  0  “|“  -  -  ■  “f  0  "f  "rr 

cuja  soma  e  cn.  Em  alguns  cases,  a  =  0  pode  ser  o  unico  ponio  no  conj unto  de  convergencia 
em  outros,  o  conjunto  de  convergencia  e  algum  intervale  finito  ou  infinite  contendo  a  ~  0. 
Esse  e  o  conteiido  de  teorema  segiiinie,  cuja  prova  sent  omilida. 


HL8.2  TEOREMA  Para  cada  aerie  de  potencias  em  xy  exatamente  uma  das  regain  tea 
afirma^dea  e  verdadeira: 

(a)  A  aerie  converge  some  ate  em  x  -  0. 

(b )  A  aerie  converge  ahaolutamente  (e,  porkmto ,  converge)  em  tod  os  as  va  lores 
reeds  de  x< 

(c)  A  serie  converge  absolutamente  (c,  porkmto,  converge)  em  todo  xde  algum  inter 
vala  aherto  junto  (-R,  R)  e  diverge  se  x  <  -  R  ou  x  >  R.  Em  cada  um  dos  pantos 
x  —  R  on  x  =  —R,  a  serie  pode  convergir  absolutamente,  convergir  condit  ional- 
mente ,  ou  divergir,  de  pend  end o  da  serie  considerada. 


Esse  teorema  afirma  que  o  conjunto  de  convergencia  para  uma  sdrie  de  potencias  em  x  6 
sempre  um  intervale  centrado  em  x  -  0  (possivelmente,  o  propria  pontox  -  0  ou  infinito).  Por 
essa  razao,  e  conjunto  dc  convergencia  de  uma  serie  de  po  lend  as  em  a  6  chamado  dc  intervalo 
de  convergencia.  No  case  em  que  o  conjunto  de  convergencia  e  o  unico  ponio  x  =  0,  dizemos 
que  a  serie  tem  rah  de  convergencia  (1,  no  case  cm  que  o  conjunto  de  convergencia  c  (-  ^,+  xd, 
dizemos  {pie  a  serie  tem  rah  de  convergencia  +oo*  e  no  case  em  que  0  conjunto  de  convergencia 
estende-sc  de  --R  a  R,  dizemos  que  a  serie  tem  raio  de  convergencia  R  (Figura  t  0.8. 1 ). 


Diverge 


Diverge 


-o 


Figura  10.8.1 


Diverge 


0 


Converge 


0 


Converge 

1 


Diverge 


0 


-o- 

R 


m  DETERMJNANDO  O  INTERVALO  DE  CONVERGENCIA 

O  proeedimemo  usual  para  determinar  o  intervalo  de  convergencia  de  uma  serie  de  potencias 
e  aplicar  o  teste  da  razao  para  a  convergencia  absoluta  (Tcorcma  10.6.5).  O  excmplo  seguinte 
i  lustra  co  mo  is  so  fun  cion  a. 


►  Exemplo  3  Deiermine  o  intervalo  dc  convergencia  c  o  raio  de  convergencia  das 
seguintes  series  de  potencias. 


(a)  <b>  Jlj;  (c> 

k  ~  0  k  k  ™Q 


w)  y, 

k^G 


(- 1)‘  xt 
3*  (k  +  I ) 
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Solu^do  (a)  Aplicamos  o  teste  da  razao  para  a  convcrgencia  absoluia.  Tonies 

^  jt’t"  i 


p  —  lim 

k  — >  -4-  '£> 


tf  I 
«* 


=  lim 

k  ■ ■+* 


V-* 


=  lim  jx |  —  \x\ 

k  -r-  -H» 


portanto,  a  serie  converge  absolutamente  sc  p  —  |x|  <  I  e  diverge  sc  p  —  ]x\  >  1.  O  teste  e 
inconclusive  se  |a  |  =  !  (isto  e,  so  v  -  I  cut  x-  -  L),  o  que  signifies  que  deveinos  invest  igar  a 
convcrgencia  nesses  ponies  separatism  ente.  Nestes  pomes,  a  serie  torn  a- sc 


^  1  k  —  1  -+-  1  H—  1  — f- 1  ■+■ 


x  =  3 


Jt=0 


£<-n*  =  ]-]  +  ]-!  + 


x  =  —  I 


k=0 


ambas  as  qua  is  divergent;  as  dm,  o  imervalo  de  converge  net  a  da  serie  dc  potcncias  dada  e 
(- 1 I )  e  o  raio  do  convcrgencia  &R  -  1 . 


Sohipao  (i b )  A  pi  ic  an  do  o  teste  da  ra/ao  para  a  convcrgencia  absolute,  obtenios 


p  =  |im 

k  — » -\-^c 


tffc+1 

Uk 


—  lim 

it'  — ^  -f- 


.j  k  -F- 1 


kl 


—  lim 

k  — ►  +3fi- 


k  +  I 


=  0 


(k+])\  xk 

Urna  vez  quo  p  <  l  para  totlo  x ,  a  serie  converge  absolutamente  em  todo  x.  Logo,  o  imervalo 
dc  convcrgencia  c  (— ooT  +co)  e  o  raio  do  convcrgencia  6  R  =  4oo* 


Solu^do  (c)  Sc  x  =£  0,  eniao  o  lesle  da  razno  para  a  convcrgencia  absoluia  torneee 


p  —  lim 

k  — 


U&+1 

«fc 


—  lim 

k.  — >  -4-x 


(k  +  l)Ui+1 

jfctii* 


=  lim  ]{*+  l)*|  =  +!» 


+■>: 


Portamo,  a  sdrie  diverge  em  lodos  os  valores  de  x  diferenles  de  zero.  Assim,  o  imervalo  de 
convcrgencia  c  o  unico  ponto  x  -  0  e  o  raio  tie  convcrgencia  e  R  —  0. 


Solu^do  (d)  Uma  vez  que  ](—  I  f  |  =  |(- 1  1 1  =  1,  obtemos 


\fc+j  i  _ 


p  =  lim 

ii  — >  + 


if*+l 

Uk 


=  lim 


.v*"1-'  3*(fc+l) 


t^+=c[3*+i(jt  +  2) 

k+  1 


—  lim 

k  — >  +CG 

lx' 


[H 


k  +  2 


„„  f  +  ^.W 

3  *-►+*  \1  +  (2 Ik))  3 

O  teste  da  ra/ao  para  a  convcrgencia  ahsoluta  implica  que  a  serie  converge  absolutamente 
se  \x\  <  3  e  diverge  se  |xj  >  3,  O  teste  da  ra/ao  deixa  de  fomecer  qualquer  informaqao 
quando  \x\  =  3,  logo  os  cases  x  =  3  e  x  =  3  precisain  ser  analisados  separadamenie. 

Substituindo  x  —  ~3  na  serie  dada,  resulta 


t 


V  (~l)t(~3)t  _  V'  C— l>*(— 0*3^  _  y, 
T,k(b  j  n  ^  n  _u  n  ‘ 


i 


*=o  3^  +  l>  U  3^  +  ,> 


*  +  1 


que  e  a  serie  harmonica  divergenie  !  +  ^  +  ^  +  - .  Substiluindo  x  —  3  na  serie  dada 


resulta 


^(-0*3*  ^(-1)*  ill 


i=o3^  +  1>  Uk  +  l 


7. 


que  e  a  serie  harmonica  al  tern  ad  a  eondieionalmente  convcrgcnte.  Assim,  o  intervalo  de  ct>n- 
vergencia  da  serie  dada  e  (-3,  3]  e  o  raio  de  converged  a  e  R  =  3.  M 
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■  SERIE  DE  POTENCIAS  EMx-x0 

Se  xti  e  unia  constants,  e  se  x  for  substitufdo  por  x  -x0  em  (3),  emao  a  serie  resulianie  tern  a 
forrr*a 

* 

Q (x  —  -*o)k  —  0}  +  ci  (r  ~  x0)  +  cM.x  —  xq)-  +  * "  +  Q- (x  ~  *o)*  +  r  ■ T 

k^Q 


Isso  e  chamado  de  sene  rfe  potencias  em  x  -  x0,  A1gun.s  exempt  os  sao 


At*-  1)*  ,  (x  —  I)  j  (*-])»  ^  (*  -  I)3 

/  ^  ~T~ — “ — '  =  I  +  1 — “  4*  —  '  ■ — jr  "  -  ^  ■ — r 


k=Q 


k  +  I 


3 


4 


i'o  = 


A  (-l)*(*  +  3)*  ,  ,,  U  +  3)2  <jt  +  3)j 

}  j - - - =  I  -  (x  +  3)  +  — — - — - b  ■  ■  ■ 


k= 0 


k\ 


2! 


3! 


■*'0  —  3 


A  primeira  e  uma  serie  de  potencias  em  x  -  lea  segunda  6  uma  serie  de  potencias  em  x  +  3. 
Note  quo  uma  serie  de  potencias  em  x  e  uma  serie  de  potencias  em  x  -  x<v  na  qual  x()  =  0.  Mais 
gcralmente,  a  serie  de  Taylor 


kl 


e  uma  s€rie  de  potencias  em  x  -  xir 

O  resullado  principal  sobre  a  convergencia  dc  uma  serie  de  potencias  em  x  -  xit 
obi  i  do  subs  tit  uintio  x  por  a  -  x(>  no  Teorema  10.8  2,  Isso  leva  ao  teorema  seguinte. 


3  scr 


10,8.3  i  'EORliM  A  Para  uma  serie  de  potencias  £  Ck(x  —  x$)k,  exatamente  uma  das  se- 

gt  dates  afinnagdes  e  verdadeira. 

(a)  A  serie  converge  somente  em  x  =  xq  . 

(b)  A  serie  converge  absohttamente  (e,  portanto,  converge)  em  todos  os  valores  reals 
de  x, 

(c)  A  serie  converge  ahsolutamente  (e,  portanto t  converge)  em  todo  x  de  at  gum  intervalo 
aberto  finite  (xq  —  Rh  xq  +  R)  e  diverge  se  x  <  xq  —  R  on  x  >  xq  +  R.  Em  cada  urn 
dos  pantos  x  —  xq  —  R  ou  x  —  Xo  +  R,  a  serie  pode  convergir  ahsolutamente,  con- 
i  etgir condicionalmenie,  ou  dtvergir,  dependendo  da  serie  con  side  rada. 


Tem-se  a  parti  r  deste  teorema  que  o  conjunto  de  valores  nos  quais  uma  serie  de  poten¬ 
cias  em  x  -x0  converge  e  sempre  urn  intervalo  ccn trade  em  x  =  xi:r  denominado  intervalo  de 
convergencia  (Figura  1 0.8.2) >  Na  pane  (a)  do  Teorema  10.8.3,  o  intervalo  de  convergencia 
reduz-se  a  um  unico  ponto  x-xVt,  caso  cm  que  dizemos  que  a  serie  tem  rah  de  converge  t 1- 
cia  R  -  0;  na  pane  (b\  o  intervalo  de  convergencia  d  infinUo  (toda  a  reta  real),  caso  cm  que 
dizemos  que  a  serie  tern  rah  de  convergencia  R  -+oo  ;  e  na  parte  (c),  o  intervalo  estende-se 
de  xq  —  R  a  xq  +  A\  caso  cm  que  dizemos  quo  a  serie  tern  raio  de  convergencia  R. 


►  Exemplo  4 


Determine  o  intervalo  de  convemcneia  e  o  raio  de  convergencia  da  serie 


Capi'tuloiO  /  Series  I  nf  in  its  s 


Diverge 


Diverge 


x 


Rato  da  converge  neia  R  -  0 


Converge 


-V,- 


Raid  da  converge nci a  R  - 


Diverge 


Converge 


Diverge 


Jf«  -  R 

Figure  10,8,2 


Xfi. 


a'd  +  R 


Raio  da  convergencia  R 


lim 

i. 


«i+l 


existir,  E^pSique  por que  Isso  %  assim. 


Soluqao  Aplicando  o  teste  da  razao  para  a  convergEneia  absoluta,  obicmos 

(x  -  5)t+l  k2 

luTF '  (a  - 5)* 

k 


lim 

Uk+l 

=  lim 

k  — >  H-i4 

Uk 

k  — *  "Hit 

=  lim 


u‘"5|( 


—  I.r  —  51  lim 


A-M 

l 


=  \x-5\ 


k  y  1  -f-  (  I  / k ) 

Assim,  a  serie  converge  absolutamente  se  |a  —  5|  <  1,  ou  - 1  <  x  —  5  <  1  on  4  <  jt  <  6.  A 
sdrie  diverge  se  ,r  <  4  ou  x  >  6, 

Para  determinar  a  com  portamento  da  convergencia  nos  pontos  extremes  a  =  4  c  x  =  6^ 
substitufmos  esses  valores  na  s<5rie  dada.  Se  x  =  6,  a  sdrie  toma-se 


w 


Serd  sempre  urn  a  perda  do  tempo 
tesiar  a  converge  ncia  nas  axiremi- 
d'ades  do  intervalo  de  converge  ocia 
usartdo  o  teste  da  razao,  uma  vez  que 
p  sera  sempre  1  nestes  pontos  se 


^  l  ^  1  1  1  1 

ZJp-ZvF“l  +  25  +  ^  +  p  + 

k=l  k=i 

que  6  uma  sdrie  p  eonvergeme  (p  =  2).Sex  =  4,a  s.c5ric  torna-se 

y;tzi>^„1  +  JL_i  +  I 


Jt=i 


k2 


2-  32  42 


Uma  vez  que  esta  serie  converge  absolutamente,  o  intervalo  de  converge  neia  da  stfrie  dada  e 
[4, 6j.  O  raio  de  converge  neia  6  R  -  I  (Figura  1 0.8.3).  < 


S£rie  diverge 


S£rie  converge  absolutamente 


S£rie  diverge 


4 


R  =  1 


Jf(j  =  5 
— *U — 


R=  ] 


Figura  10.83 


■  FUNgOES  DEFIKIDAS  FOR  SERIES  DE  POTENC1AS 

Sc  uma  fungao  /  for  expressa  como  uma  serie  dc  potcncias  cm  algum  intervalo,  entuo  dize- 
mos  que  a  serie  de  potEncias  representa  a  fungao / naquele  intervalo  ou,  entSo,  que  /  esta 
represented  por  uma  serie  de  potSncias  naquele  intervalo.  Por  exemplo,  vitnos  no  Exemplo 
4(b)  da  Segao  10.3  que 

'l  k= o 


1 


se  [a  |  <  1,  de  modo  que  essa  serie  de  poiEncias  representa  a  fungao  1/(1  -  x)  no  intervalo 
— 1  <  a  <  [, 
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DO  MW  to  DATECNOLQGtA 

. 

Muitos  pnogramas  CAS  tern  as  fun- 
goes  de  Bessel  como  parte  de  sec  re- 
pertorio.  Se  voce  fiver  urn  CAS,  com 
fungoes  de  Bessel,  gere  os  graficos 
mostrados  na  Figura  10.8.4. 


Algumas  vexes,  l  unches  novas  de  iaio  se  originam  como  series  de  poteneias,  e  as  pro- 
priedadesdas  Jlmgoes  sao  dcsenvolvidas  trabalhando  com  $uu$  represent agf>es  cm  senes  de 
poteneias.  Por  exemplo,  as  f ungues 


x  x_r^r2ft 

^  =  ^  =  1- 


^2 


v(> 


JL^G 


2^' (Ad)2 


+ 


22(!!)2  24  (2 !)“  26(3!)2 


T  + 


(4) 


e 


"  (~\)kx2M 

J\ {-x )  =  ^  WI/MUt 


A 


X 


+ 


X 


it— 0 


22*+l(A!){A  +  I)!  2  23(1!)(2!)  2S(2!)(3!) 


(5) 


qua  sac  chamadas  f undoes  de  Bessel  cm  homercagem  an  maternal  ico  c  astro  non  10  ale  mao 
Friedrich  Wilhelm  Bessel  (1784-1846),  Bias  surgeni  naturalmente  no  estudo  do  movimenlo 
planeutrio  e  cm  varies  problemas  que  envoi  vein  fluxo  de  calor, 

Para  eneontrar  o  domfnio  dcssas  fungoe$,  precis  amo$  deterniinar  unde  eonvergem  as 
series  de  potenetas  que  as  definem.  Por  exempslo,  no  easo  de  7, _,(_v).  lemos 


p  —  Jim 

k  — ■  -i-sc 


=  lim 

k  —*■  +a= 


«k+\ 

itk 


lim 

1 ft—*  +'S- 


!)2 


22<*+]>[{A  +  !)!J2 


-2k 


A" 


4«  +  D2 


=  0  <  I 


de  modo  que  a  serie  converge  em  todo  a;  isto  d  o  domfnio  de  Ju(x)  e  (-oo,  +oo)|  Dei  x  am  os 
como  exerefeio  mostrar  que  a  serie  de  potSneias  do  7,(x)  tambern  converge  em  todo  x.  Grali- 
cos  gerados  por  computador  de  e  J,(x)  estao  dados  na  Figura  10,8.4, 


Sf  EXERC1CIOS  DE  COMPREENSAQ  10.8  ( Ver pagina  694 para  respostas.) 


1.  Se/ liver  derivadas  de  lodas  as  ordens  cm  xp,  eniao  a  serie  de 
Taylor  para  /  em  lorno  de  x  =  aq  6  deli  aid  a  por 


■j. 


E 

o 


2.  Como 


lim 


2^41  ^+1 
2ltA't 


=  2Jx| 


o  rato  dc  eonvergencia  da  serie  yE_0  2*x*  «5 
3.  Como 


lim 

k  ►  -)-  x 


(3fr+lx*+l  )f(k+  1)E 

3v 

Qtx^/kl 

1  L  1 1 3 

k  — 1 ■  +  * 

k  +  1 

o  raio  de  convergent*] a  da  serie  /kl)xk  e 

4.  (a)  Como 


lim 

ft  — tr  +  X 


=  0 


(X  -  4)k+l/y/k  +  I 

=  lim 

(x-  4)vvr 

k  —y 

V  it  •  +  r  ; 

o  raio  de  converged  a  da  serie  /■%/&){*  —  4);  e 


(b)  Sc  x  =  X  lemos 

Ossa  sdrie  converge  ou  diverge? 

(e)  Sex  =5,  lemos 

®  1  *  1 
5 '  —xx -4)*=y- 

h'fi  t'fi 

Ess  a  serie  converge  ou  diverge? 

(d )  O  i  ntcrval o  dc  co nve  rgenc  i  a  da  sc ri  e  T^: _  1  ( 1  /  \/k )  (a 
d _ , 


4)* 


Capi'tuloiO  f  Series  Infinites  $93 


EXERCICIOS  10*8  ^  Recurso  Grafico  [c]  CAS 


i  -IQ  Use a  notagao  de  so maicno  para  escrever  a  sdrte  tie  Madau- 
rin  para  a  fungao  dadm 


1*  <r  A 

5.  tn(  3  +  A') 
8*  setih  x 


jj.lf 


3.  COS  7T_V 

I 


1  +  X 

9.  a-  sen  a 


4.  sen  7ix 
7.  cosh  x 

10*  xeA 


11-18  Use  a  notagao  de  somutorio  para  escrever  a  serie  de  Taylor 
cm  torno  de  x  =  .vo  para  a  lungao  dada. 


11*  eJ ;  xq  —  1 

13.  — ;  xo  =  “1 
x 

1 

15.  senjrjf;  xg  =  — 

i u- 

17,  !n  a;  xq  =  1 


12*  e  rT;  .vo  =  !n  2 

14.  — 7—;  -To  =■  3 
a  +  2 

71 

16*  cos  x;  x(y  —  “ 
18.  [it  jr;  xq  —  e 


19-22  Determine  o  intervalo  de  convergence  da  serie  de  poten- 
eias  e  e  neon  ire  uni  a  fungao  eon  hoc  id  a  quo  esleja  represenlada  pda 
sdrie  de  poiencias  naqude  imervalo. 

19.  1  -x+x2  -  A-3  H - +  (- I)*  a*  H - 

20.  1  +  x2  +  a-4  + - h  a2‘  H - 

21.  I  +  (a  -  2)  +  (a  -  2)3  +  ■  -  -  +  (a  -  2)*  +  ■  -  ■ 

22.  !  -  (a  +  3)  +  (a  +  3)2  -  (a  +  3)3 

i  -  ■  ■  •  (—  1  )*  (a  +  3)* . . , 

23.  Suponha  que  a  ftingao  /  esleja  repnesentada  pela  sdrie  de  po¬ 


re  n  das 


X  X 2  X3 


X 


.k 


fix)  —  1  -  —  H-  —  — —  +  *  — h  i.  -  h"  —  +  ■  *  - 

(a)  Eneonire  o  domfnio  de  j\  (b)  Bncomre/(0)  e/(  I). 

24,  Suponha  que  a  fungao  /  esteja  re  presen  tad  a  pela  sdrie  de  po- 
tend  as 

a  -  5  (a  -  5)2  (a  -  5)3 

/(A)  =  1 - —  +  - - -  +  ■  •  • 

(a)  Encontrc  o  dominio  dc  /.  (b)  Encontrc  /(3)  c  /(6). 

25-48  Determine  o  raio  de  eornergenda  e  o  imervalo  de  con¬ 
vergent  a. 


.-.A 


Y  A 
tU'+> 

26. 

JL  k} 

E  fkxk 

k=()  ~ 

29. 

*  k 

T  T 

K 


k=  G 


..t 


27.  V  <=£V 
^  k\ 


t=0 
w  ,k 


»  tfr  m  Eh 

k^\K  k=i  in  K 


32.  Y, 


£=0 

■K 


ft=*l 


34.  V 


A=U 


Jt=2 

k  +  1 

(20! 


35. 


(-1) 


,v 


2t;+ 1 


A«*0 


(2k  +  1)1 


X  U. 


t-l 


37'  Em** 


38.  V(-Di+,r 


t=o 


A -2 


A  (In  A) 


02 


*  rk 

39.  V  — 

r  *  1  -I-  J 


t=o 


41.  £(-!) 


1  -U'2 


J"-  E 


Jfc=0 

■K 


(x  -  3r 


A  — 1 

•w 


v—  .  (a  —  4)* 

42,  V(-l)*2 - e 

^  (i  + 1)2 


«•  s  ?)' 


A=0 

w 


(a  +  5)* 


44. 


*  /r  i  n2Jt+i 

45.  ^(-1)*U  +  l) 

Jt=I 

K 


A— I 

x. 


47.  £ 


A~0 


k2  +  4 

#(x  —  I)2* 
(2A  +  !)! 


46. 


Jt=sl 

X- 


48-  E 

k= 0 


(tnt)(jf-3)* 

k 

(2x  -  3)* 

4  2k 


40.  Use  o  teste  da  raiz  para  determiner  o  intervale  de  convergSn- 
cia  do 


X  Jj. 

x 


E 

k=2 


(In  Ay- 


50,  Determ i ne  o  dominio  da  fungao 


^  1  -  3  ■  5-  -  (2*  —  1)  t 
/(a)  =  2 - — - — - a* 


*■=! 


(2k  -  1 )! 


5L  Most  re  que  a  serie 


■>  ^ 

X  X  X 

-  2!  +  IT  _  ~6\  + 


£  a  sdriede  Maclaurin  para  a  fungao 

cos  *Jx,  x  >  0 


fix) 


cosh  J— x*  x  <  0 


[Sitgesiao*.  Use  as  series  de  Maclaurin  para  cos  x  e  cosh  x  para 
obter  a  sdrie  para  cos  ^fx ,  otide  x  >  0  e  cosh  x/—x\  ondc  v  <  OJ 


ENFOCAI4DO  CONCEITOS 


fv  52*  5e  uma  fungao  /  c  stiver  representada  por  urn  a  sdrie  dc  po- 
ten  das  mint  imervalo.  enlao  os  grab  cos  das  so  in  as  pare  ia  is 
podeiri  ser  LEsados  como  apnoxiinagte  para  o  gralico  de  /. 

(a)  Use  urn  recurso  grafico  para  gerar  o  grdlico  dc  !  /( I  -  x) 
junto  com  o  grafico  das  quatro  pritneiras  somas  parciais 
da  sua  serie  dc  Maclaurin  sobre  o  i liter valo  (-1 ,  1). 

(b)  Em  term  os  gerais.  onde  c  quo  os  graft  cos  das  somas 
parciais  sao  mais  prccisos? 

53.  Prove  as  afirmagocs: 

(a)  Se  /  6  uma  fungao  par*  enLao  todas  as  poteneias  mi  pa¬ 
res  de  x  na  sdrie  de  Maclaurin  de  J  tent  codkieme  0. 

(b)  Se  /  6  uma  fungao  iiupar.  entao  tod  as  as  poiencias  pa¬ 
res  de  ,r  na  sdiie  de  Maclaurin  de  f  tem  coeficieiue  0. 
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54.  Suponha  que  a  sdne  de  poiSncia  V  a  (a  —  xo)1  leu  ha  raio 
de  converge  nci  a  R  c  quo  p  $eja  uma  eon  si  a  me  n&o-nula.  O 
quc  podemos  dizcr  sobre  o  raio  de  convcrgcneia  da  serie 
de  potencia  XI  />q  (,v  —  xo)*?  ExpHque  sen  raciocfnio,  [.$«- 

Ver  Teorema  10.43.] 

55.  Suponha  que  a  serie  de  potencias  XI A  U  —  .to)*  tentia 
urn  raio  de  convergence  finite  R  c  quc  a  sdrie  do  pot£n- 
das  X]  dt(x  “  A'o);  ten  ha  um  raio  de  convcrgcneia  -Pxj. 
O  quc  podcmos  dizcr  sobre  o  raio  dc  convcrgcneia  de 
XI  (A  +  dk)(x  —  Xo)k?  Explique  sou  raciocutkt 

56.  Suponha  que  a  sdrie  do  potdncias  XI  ck  (x  —  jcq)*  ten  ha 
uni  raio  do  convcrgcneia  finite  R{  c  que  a  serie  do  pot  fin - 
cias  XI  dk(x  —  *0}*  te-nlia  uni  raio  do  converge ncia  finite 
R?.  O  que  podcmos  di/er  sobre  o  raio  de  convcrgcneia  de 
XI (a  +  </■ ) Cx  ~  .Vo)ft?  Explique  seu  raciodnitx  [Sitgesfdo: 
o  case  R.  =  A\  requer  atengrio  especial.] 


57*  Mostre  que  sc  p  for  um  inteiro  positive,  entao  a  serie  de  po- 
Lcndas 

y-  (pk)l  k 

h  wpX 

tern  urn  raio  de  convcrgcneia  igual  a  ]///. 


58. 


Mostre  que  $e  p  e  q  forem  inteiros  positives,  entao  a  serie  de 


potCneias 


y^  (£  ~F  p)!  jjj 


59.  Mostre  que  a  re  present agao  em  sdrie  de  potSncias  da  fungao  de 
Bessel  /,(.v)  converge  cm  todo  x  1  Formula  (5)j. 


|~c~|  60.  Se  a  constame  p  na  serie  /?  geral  for  substitufda  por  uina  vari- 
avel  v  para  a  >  1.  entao  a  fungao  resultante  e  chamada  fitnqao 
zeta  de  Riemann  e  e  denotada  por 


Vj 


ft*)  =  E 


I 


(a)  $cja  sn  a  encsima  soma  partial  da  serie  para  £(3,7).  Deter¬ 
mine  n  tal  que  .vf.  a  proximo  £(3,7)  aid  duas  casas  deeimais 
de  precisao*  e  calc  the  sH  us  an  do  esse  valor  de  rr  [Sages  tarn 
Use  a  desi goal dade  4  direita  no  Exerefcio  32(6)  da  Segiio 
10.4  com  f(x)  =  1  /x\] 

(b)  Determine  se  o  sen  CAS  sabe  calcular  a  fungao  zeta  de 
Riemann  diretamentc.  Se  sou  be  r.  compare  o  valor  produzi- 
do  pclo  CAS  com  o  valor  de  $  obtido  na  parte  (a). 


62. 


Prove:  Se  lim* + *  IaI  '  ^  =  L  onde  L  ±  0,  entao  !  //.  C  o  raio 
de  convcrgcneia  da  sdrie  tie  potdneias  X^ a)  Q  ^ 

Prove:  Se  a  serie  de  pole  net  as  XH=o  A-**  fiver  raio  tie  conver¬ 


ged  a.  R ,  entao  a  sdrio  XII’  q  A--*"* 

Vr. 


tern  raio  de  convcrgcneia 


63.  Pros  e:  Se  o  i  titer val  o  de  co u ve rgenc ia  da  seri e  XI JL ,  >  A  (A  —  -A'o  )A 
for  (.to  -  R,x$  T  7?|.  entao  a  sdrie  converge  condicionalmente 
em  .vo  +  R. 


lem  um  raio  de  converged  a  igual  a  +oo. 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  10.8 


1. 


3.  (””A  +*)  4.  (a)  i 


( b)  converge  (e )  d  i  verge  ( d)  [3 1 5 ) 


1 0.9  CONVERGENCIA  DE  SERIES  DE  TAYLOR 


Nest  a  sectio,  tnvestigaremos  quando  uma  serie  de  Taylor  para  twm  funpdo  converge  aqueia 
funpao  em  a  l gum  intenalo  e  emmdemremos  coma  as  series  de  Taylor  podem  ser  us  ad  as 
para  aproximar  os  val  ores  def lingoes  trigonometrical,  exponenciais  e  logo  nt micas. 


m  O  PROBLEM  A  DA  CONVERGENCIA  DE  SERIES  DE  TAYLOR 

Lembre-se  que  o  ertesimo  polinomio  do  Taylor  para  uma  ftmqao/ em  torno  de  a  =  x0  teni  a 
propriedade  de  que  seu  valor  e  os  tie  suas  n  prime! ras  derivadas  coineidem  com  aquelas  de/ 
em  jr().  Quando  n  cresce,  cada  vez  mats  derivadas  vaocoinddindo,  portanto  e  razoavel  esperar 
que,  para  val  ores  de  prdximos  tie  .vi:i,  os  val  ores  dos  polindmios  tie  Taylor  devam  convergir 
para  o  valor  de/(jc);  isso  c. 


(I) 


„  ,  V'  f  Uo)  r  a 

}(x)  ~  Itm  >  - - — (x  -  *o) 

«-> ■+** - *  Jt1 

Jt=0 


Comudo,  o  enesimo  polinomio  tie  Taylor  para / e  a  enesima  soma  pareial  da  serie  tie  Taylor 
para/  de  niodo  que  ( 1 )  e  equivalente  a  alirmar  que  a  serie  de  Taylor  para/ converge  no  ponto 
x,  e  que  a  soma  e/(x).  Assim,  soinos  levados  a  considerar  t)  problema  seguirtte. 
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E  important  engender  que  o  Proble- 
ma  10.9/1  se  re  fere  a  mais  do  que 
stmplesmente  a  convergence  da  se- 
rte  de  Taylor  de/;  o  problems  6  saber 
se  a  serie  converge  &  prbpria  fungao 
/.  Na  vercfade.  d  posslvel  que  a  s£rie 
de  Taylor  de  uma  fun^ao/oonvirja  a 
vale  res  diferenles  de  /Or)  para  cartes 
valores  de  a  (ver  ExerCido  14). 


10.9.1  problem  a  Du  dn  uma  ftin^ao  /  L|  ue  tem  derivadas  de  kid  as  as  ordens  emjf  =  x() 
do  (ermine  sc  ha  urn  intervalo  aberto  con  Lend  o  xa  Ud  quo  fix)  c  a  soma  dc  sua  sCrie  de  Taylor 
cm  lorno  de  x — xit  em  cada  porno  do  intervalo;  isio  e, 


„  ,  /“’’(-To) ,  ,k 

f(x)  -  2_^  — - — (x  ~  -to) 


A--0 


Jt! 


para  todos  valores  de  x  do  interval  a 


Uma  maneira  de  verificar  que  (I)  vale  d  niostrar  que 


Hm 

n  — 


f(x)  -  e 

k=0 


/(t>(-Tn) 


(X  -  x«)k 


Contudo,  a  diferenqa  que  aparcce  do  lado  esquerdo  dessa  equaqao  c  o  enesimo  resto  da  serie 
de  Taylor  [  Formula  ( 1 2)  da  Seqao  10.7  /  Assim,  lemos  o  resuilado  seguinte. 


10,9,2  teorema  A  iguaidade 


K 


m  =  E 


k=0 


/ttV 0),  a 

— — — (a  -  x0) 


e  verdadeira  em  um  porno  x  se  e  somente  se  lim  R„  (a  )  =  0. 

n  — >  -h» 


9  ESTIMANDO  O  ENESIMO  RESTO 

E  reJativameme  rare  poder  provar  direiamenle  que  Rfl(x)  — *0  quando  n  — >  +w.  Geralmenie, 
isso  e  provado  indite  tame  me,  obtendo  colas  apropriadas  de  |  Rtl  (a  )  |  e  aplicando  o  Teorema  do 
Confronted  para  Sequencias,  Uma  dessas  colas  superiores  titeis  6  forneeida  pelo  Teorema  da 
Estimative  do  Resto  (Teorema  1 0.7.4).  Lembre-se  dc  que  esse  teorema  afirma  que  se  M  for 
uma  cot  a  superior  para  |/t?l+l)(j;)[  num  intervalo  /  que  con  ten  ha  xq,  enlao 


Rn 001  < 


M 


Oi  +  1)! 


x  -  A-0  [ 


<(+ 1 


(3) 


para  cada  x  em  /. 

O  seguinte  exemplo  i lustra  coino  e  aplieado  o  Teorema  da  Esiimativa  do  Resto, 


►  Exemplo  1  Mostre  que  a  serie  de  Maclaurin  para  cos  x  converge  para  cos  v  em  cada  a, 
islo  £ 


cos  A-  =  E(-!)‘ 
t=o 


(2*)! 


->  4  (5 

A"  jr  x° 

~  2\  +  4!"  ”  6!  + 


(—  X  <  X  <  +k) 


Solu^do  A  partir  do  Teorema  1 0.9,2,  devemos  mostrar  que  RJ.x)  0  quando  n  +oo  para 
to  do  x*  Para  isso,  seja  fix)  -  cos  x,  de  nuido  que,  para  todo  x  teinos 

/Cfl+ 3  5 (a)  =  ± cos  x  ou  /(H+I 3 (x)  =  ±  sen x 

Em  todos  os  easos,  lemos  <  I ,  logo  podemos  apliear  (3)  com  M  —  1  c  xn  —  0  para 

concluir  que 


0  <  KCOI  < 


(/f  4-  I)! 
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O  meiodo  usado  no  Exemplo  1  pode 
ser  facilmente  modificado  para  pro- 
var  que  as  series  de  Taylor  para  sen  x 
e  cos  .v  em  torno  de  qjalquer  ponto 
x  -  a;,,  convergem  para  sen  x  e  cos  a\ 
raspectivamente,  em  cada  x  (Exer- 
cicios  21  e  22)..  Pa ra  referenda.  hi 
uma  lists  de  a  I  pumas  das  mais  in- 
porlanles  series  de  Maclaurin  na  la¬ 
bels  10,9.1 ,  no  final  desta 


Contudo,  segue  da  Formula  (5)  da  Segao  10.2  com  n+ 1  em  lugar  do  n  e  | x  \  em  lugar  de  x  que 


pi 


F!  Hh  1 


lim 

«-*+*  (n  -j- 1)1 


=  0 


Usando  esse  result  ado  e  o  Teorema  do  ConlYonto  para  Sequeneias  (Teorema  10. 1 .5)  de- 
cone  de  (4)  que  |A>,,(.v)t  — >  0  quando  n  — >  +oo;  e  portanto  que  Rn(x)  —?  0  quando  j/  — >  +oo 
(Teorema  10. 1 .6),  Como  isto  e  verdadeiro  para  todox,  provatnos  que  a  serie  de  Maelaurm 
para  cos  x  converge  para  cos  xem  cada  x  Isso  esta  ilustrado  na  Figura  10.9.1 ,  onde  podc- 
mos  ver  como  as  sucessivas  soinas  parciais  aproximam  cada  vez  mais  a  curva  da  fungao 
cosseno.  M 


M  APROXIMANDG  EUNICES TRIGONQMETRICAS 

Em  geraL  para  aproximar  o  valor  de  uma  fungao  /  cm  um  ponto  x  usando  uma  serie  de  Taylor, 
ha  duas  questftes  basic  a&  que  devem  ser  respoudidas: 

*  Em  torno  de  qual  ponto  jc(j  deveria  ser  expandida  a  serie  de  Taylor? 

*  Quantos  term  os  na  sdrie  deveriam  ser  usados  para  alcangur  a  precisao  desejada? 

Ern  resposta  a  primeira  quesiao,  x0  precisa  ser  um  ponto  em  que  a  derivada  de  /  possa 
ser  ealculada  facilmente,  uma  vez  que  esses  va lores  sao  necessunos  para  os  coelieientes  da 
serie  de  Taylor.  Alein  disso,  sc  a  fungao  /  estiver  sendo  ealculada  no  ponto  a\  entao  xt,  deve 
ser  escolhido  lao  proximo  quanto  possivel  de  a\  uma  vez  que  as  series  de  Taylor  lendem  a 
convcrgh  mats  rapidamenic  proximas  dc  x{).  Por  excmplo,  para  aproximar  sen  3 '(- jt/60 
rad  i  a  nos),  seria  razoavel  tomar  xQ  -  (X  pois  tt/60  esta  proximo  de  0  e  as  derivadas  de  sen  x 
sao  taceis  de  calcular  em  0.  Por  outro  lado,  para  aproximar  sen  85°  (=  I7jt/36  radianos), 
seria  mats  natural  tomar  x,  =tt/ 2,  pois  !7rr/36  esta  proximo  dc  jt/2  c  as  derivadas  dc  sen  x 
sao  lace  is  de  calcular  em  jt/2. 

A  resposta  da  segunda  questao  colocada  acima,  o  numcro  de  tennos  neeessarios  para 
obtengao  de  uma  deterniinada  precisao,  deve  ser  determ inada  caso  a  caso.  O  proximo  exem- 
plo  da  dots  metodos  para  fazer  isso. 


►  Exemplo  2  Use  a  serie  de  Maclauriii  para  sen  x  para  aproximar  sen  3"  com  precisao  de 
eineo  casas  decimals. 

So  lug  do  N  a  seri  c  de  M  ac  lau  ri  n 


sen  x  =  y~^{—  1)J 

k=0 


x 


2Jt+l 


X3  X* 


(2k  +  1)! 


=  *~  3!  +  5!  ~7!  + 


(6) 
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sc  sup 5c  quc  o  angulo  x  esleja  cm  radianos  (pois  as  formulas  tic  diferencia^ao  dc  funqftes 
tri  go  nom  Ulricas  sao  dcduzidas  com  csia  hipdtesc).  Como  3°  =  jt/60  rad  tanas,  segue  dc  (6) 
que 

ji  /  7T  \  (jt/60)-'  (jt/60)5  (jt/60)7 

■  +  ■ 


sen  3°  =  sen  —  =  ( — 
60  \  60 


) 


3! 


5! 


7! 


+ 


(7) 


Prceisamos  determinar  quanlos  term  os  sao  necessaries  na  serie  para  obLer-se  uma  precisao  dc 
cinco  casas  decimals.  Vamos  considerar  duas  abordagens  possiveis,  uma  usando  o  Tcorcma 
da  Estimativa  do  Reslo  (Tcorcma  1 0.7.4)  c  ontra  usando  o  fato  de  que (7)  satis  faz  as  hipoteses 
do  Teste  da  Serie  Alternada  (Tcorcma  10.6. 1 ). 

Metodu  1  (Teorema  da  Estimativa  do  Res  to) 

M  que  queremos  obter  cinco  Casas  decimals  de  precisao,  nosso  ohjelivo  e  escolher  /;  dc  tui 
mode  que  o  valor  absolute  do  enesimo  res  to  em  _v  =  jt/60  nao  exceda  0+(K)(XX)5  =  5x  10  f\ 
isto  c, 

/?«(“)!  <0,000005  (8) 

Porem,  sc  fi/ermos  /  (r)  =  sen  a\  entao  f{st  J  (x)  e  ±  sen  x  on  +  cost  e4  em  ambos  os  cases, 
|  fiA  f  1}(x)|  <  1  para  todo  x.  Assim,  tem-se  a  parti r  do  Teorema  da  Estimativa  do  Resto  com 
M  -  1 ,  =  0  e  x  -  jt/60  t]  ue 


*(a) 


(jt/60) 


Xf+  [ 


“  (fl+L)! 

Assim,  (8)  estara  saiisfcila  sc  escolhermos  n  de  tal  mode  que 

1 - !—  <  0,000005 

(//  +  l)! 

Cotit  a  ajuda  de  uma  caleuladora  podemos  verilkar  que  o  menor  valor  de  n  que  satkfaz  este 
criterio  c  n  =  3.  Assam,  para  obter  a  precisao  de  eineo  ensas  decimals  precisanios  apenas  dos 
termos  ate  a  terceira  potencia  em  (7),  Results  entao 

<jt/ 60)3 

sen3 


0.05234 


(9) 


607  3! 

(verifique).  Para  comparar,  uma  caleuladora  da  sen  3y  0,05233595624,  quc  coincide  com 
(9)  quando  arredondado  ate  a  quinta  easa  decimal. 

Metodo  2  (()  Teste  da  Serie  Alternadd) 

Dcixamos  a  cargo  do  lei  tor  conlerir  que  (7)  salisfaz  as  hipoteses  do  teste  da  serie  all  cm  ad  a 
(Teorema  10.6.1), 

Seja  sit  a  soma  dos  termos  em  (7)  ate  inclusive  a  enesima  potencia  dc  jt/60.  Como  os 
expoentes  na  serie  sao  inteiros  fmpares,  o  i  nteiro  n  deve  ser  mipar,  e  o  expedite  do  primeiro 
terrno  nao  mclufdo  na  soma  ,v„  deve  scr  n  +  2,  Assim,  tem-se  a  partir  da  parte  (b)  do  Teore¬ 
ma  10,6,2  que 

,  ,  (^/60)"+2 

{»  +  2)! 

Isso  signifies  que  para  cinco  casas  decimals  dc  precisao  devenios  olhar  para  o  primeiro  intei- 
ro  mipar  posit ivo  tal  quc 

(:r/6Qyt'r2 

- <  0,000005 

(/i +  2)1  ~ 

Com  a  ajuda  de  uma  caleuladora,  podemos  verificar  que  o  menor  valor  de  n  que  satisfaz  este 
criterio  e  =  3,  Isso  coincide  com  o  resukado  obtido  aeima  usando  o  Teorema  da  Estimativa 
do  Resto  e,  portanto*  leva  a  aproxima^uo  (9)  como  antes,  < 
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■  ERRO  DETRUNCAMENTO  E  DE  ARREDONDAMENTO 

Hd  do  is  I  i  pas  de  erros  que  ocorretn  quando  compu  tamos  com  scries,  O  primeiro,  chain  ado  de 
erro  de  truncamento,  e  o  erro  que  resulta  quando  uni  a  serie  e  aproximada  por  uma  soma  par¬ 
tial;  e  o  segimdo,  c ham  ado  de  erro  de  arredondamento,  e  o  erro  que  surge  em  aproximacoes 
na  compulaqao  numdriea.  Por  exemplo,  na  nossa  deduqao  de  (9)  toniamos  n  —  3  para  man  ter 
o  erro  de  tmncamento  abaixo  de  0, 000005.  Contudo,  para  calcular  a  soma  parcial  ti  vein  os 
quo  aproximar  jT,  desse  modo  introdudndo  urn  erro  de  arredondamento,  Se  nao  tivessemos 
t  ido  euidado  na  eseolha  da  aproximacao,  o  erro  de  arredondamento  poderia  fad  I  m  erne  ter 
degradado  o  resultado  final. 

Os  metodos  para  estimar  c  controlar  o  erro  de  arredondamento  sao  cstudados  cm  urn 
ramo  da  Maternal ica  chamado  Andlise  Numerka.  Emretanto,  como  ujn  metodo  empfrico, 
para  atingir  a  enesima  easa  decimal  de  predsao  no  resultado  final,  lodo  calculo  intermediario 
deve  ter  predsao  de,  no  in  ini  in  o,  n  +  J  easas  decimals.  Assim,  em  (9)  sao  nccessanas  no  mi¬ 
ni  mo  seis  casas  decimals  de  predsao  cm  tt  para  alcangar  a  predsao  de  cinco  casas  decimals 
no  resultado  numerico  final.  Como  uma  quesLuO  praticu,  um  horn  procedimento  operacional 
c  reali/ar  todos  os  calculos  internicdiarios  com  o  nuincro  maximo  dc  dfgitos  quc  sua  calcula- 
dora  conseguir  c  depots  arredondar  no  final. 


APROXfMANDO  FUNpOES  EXPONENCIAIS 


►  Exemplo  3  Most  re  que  a  sdrie  de  Maclaurin  para  e  converge  para  e  em  cada  \\  isto 
6r  que 


e 


X 


x  £ 
xk 


,)[  Jf  ‘  X 

—  ^  1  -j-  x  +  —  "H  - - h  ■ j '  H”  — ■  d” 

kl  2!  31 

*=o 


.k 

k\ 


(-cc  <  x  <  +ac) 


Soluqao  S  ej  a  fix)  =  e  ,  log o 


/Cii+I)(j c)  -  e* 


Queremos  mostrar  que  RJx)  — >  0  quando  n  +oq  para  lodo  x  no  intervalo  -oo  <  x  <  +co. 
Entretanto,  sera  ul i I  aqui  considerar  os  casos  em  que  x  <  0  e  x  >  0  separadamente.  Se  x  <  0, 
entfio  to  marc  in  os  o  intervalo  /  no  Teorema  de  Estimative  do  Resto  (Teorema  10.7,4)  eomo 
sendo  [a\  0]  e,  se  x  >  0,  enlao  lomaremos  como  sendo  [0,  a],  Como  =  /  *5  uma  fungao 

crescent e,  tom -sc  que  se  c  csta  no  intervalo  [x>  0],  entao 

|/u+lv(c)|  <  |/^+1)(0)l  =  =  I 

c  se  c  csta  no  intervalo  [0.  a],  enlao 

l/(fl+!)(c)l  <  l/(n+1  V)l  =  b* 

Assim,  podemos  aplicar  o  Teorema  10.7.4,  coin  M  —  1  no  caso  em  que  .v  <  0  e  corn  M  —  e  no 
caso  em  que  ,r  >  0.  Disso  resulta 


0  <  |/t„(x):|  < 


I.v| 


W+l 


(n  +  1)1 


sc  x  <  0 


I  ¥  I ,f * 

0  <  |  Rti (a) |  <  ex  — - sc  x  >  0 

(n  -f  1)! 

Asstm,  cm  am  bos  os  casos  segue  de  (5)  e  do  Teorema  do  Con  If  onto  para  Sequcnclas  que 
\R„(x)\  0  quando  n  +oo,  o  queT  por  sna  vc7„  implica  quc  Rf,(x)  — >0  quando  n  +oo, 

Como  isso  6  verdadeiro  para  todo  a,  pro  vain  os  que  a  scrie  de  Madam  in  para  e  converge  para 
/  em  cada  x.  < 


Como  a  sdrie  de  Maclaurin  para  d  converge  a  e  em  cada  xt  podemos  usar  somas  par- 
ciais  da  sc  lie  dc  Maclaurin  para  aproximar  potendas  dc  e  com  predsao  arhitraria*  Leinbrc-sc 
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de  que  no  Exeinplo  6  da  Segno  10,7  conseguimos  utilizar  o  Teorenia  da  Estimativa  do  Resto 
para  dcierminar  que  o  valor  do  nono  polinSmio  de  Madam  in  dc  e  cm  x  =  I  da  uma  aproxi- 
magao  de  e  com  precisao  de  cinco  casas  decimals: 

1  I  1  1  1  J  11  _ 

I?  ^  I  H"  I  T  - —  “1“  —  Hh  —  *4“  —  “f"  —  4~  ~  “h  — ■  *4"  ■ —  ^  7 ,  / 1  IS  2  H 

2!  3!  4!  5!  6!  7!  8!  91 


No  tzxemplo  2  da  Segao  10.6,  afirma- 
mos  sem  provar  que 

]*%=  1  "  2  +  5“  4  +  5  " 

EsEe  resuitado  podP  ser  obtido  lo- 
mando  x  -  I  em  {10)  mas  como  ja 
indicamos  no  texto,  esta  serie  conver¬ 
ge  leniamenie  demais  para  ter  algum 
valor  pradco- 


Jnmes  Gregory 
(1638-1675)  Male- 
mutieo  e  astr&nomo 
escoc£$.  Gregory, 
filho  de  n m  pastor, 
foi  fa  mo  so  cm  sua 
cpoca  como  o  inventor  do  teles- 
c6pio  de  rcflexao,  denominado 
gregonano  cm  sua  ho  mena¬ 
ge  m.  Em  bora  elc  nao  seja  em 
geral  con  si  dorado  urn  grande 
matem&tieo,  muitos  dos  sens 
trabalhos  foram  esiudados  por 
Leibniz,  e  New  ion  e,  sem  du- 
vida  aJgnma,  inflnenciaram 
algumas  de  suas  descobertas. 
Ha  um  manuscrito  dcscoberto 
postumamenfe,  que  mostra  Eei 
Gregory  antecipado  a  sdrie  de 
Tayl  or  hem  antes  de  Taylor. 


■  APROXIMANDO  LOGAR1TMOS 

A  serie  de  Maclaurin 


A2  A3 


v 


.4 


\n(  \  +  x)  =  x  — ”  +  —  — ™  + 


(-1  <  A1  <  1) 


CIO) 


6  o  porno  imeial  para  a  aproximagao  do  logarifmo  natural,  Infelizmente,  a  utilidade  desla 
serie  e  limitada  pel  a  sua  converged  a  lenta  e  pel  a  restrigao  -1<  a  <  1.  No  e  man  to,  se  substi- 
tuirmos  x  por  -x  nesla  sdie,  obtemos 


2  .3  4 

X  X  X 


(-1  <  A  <  1) 


(II) 


e  subtrain  do  ( 1 1 )  de  <  10),  obi  cm  os 


In 


(\  +  Jf\  /  X*  A5  A7  \ 

\r~,)=2{x  +  j  +  j  +  j  +  "j 


(12) 


A  serie  (12),  obtida  primeiro  por  James  Gregory  em  1668,  pode  ser  usada  para  calcular  o 
logaritmo  natural  dc  qualquer  numcro  positivo  y  tomando 

i  +A 


V  — 


ou,  dc  modo  cquivalentc. 


x  = 


]  -  x 

y  -  I 
v  4™  I 


(13) 


e  notando  que  <  x  <  1.  Por  exemplo,  para  computer  In  2  lomamas  y  -  2  em  (13),  do  que 


resuite  x  —  Subsiituindo  este  valor  em  (12)  dtl 


In  2  =  2 


i  ,  (if  .  (i)5  .  G) 


l\7 


~  Hb  * 
3  3 


+ 


5 


+ 


7 


+ 


(14) 


No  Exercfcio  19  pc  dire  m  os  que  o  lei  tor  mos  l  re  que  pode  ser  obtida  uma  precisao  de  cinco 
casas  decimals  u  sun  do  a  soma  parcial  com  Lemnos  ate  a  dccima-tcrccira  poteneia  dc Assim, 
com  precisao  de  cinco  casas  decimals 


In  2 


Mi)’  G)"  (k)\ 

i  +  HT  +  ^  +  —  + 


+ 


(i) 


131 


13 


0.69315 


(veritlque).  Como  comparagao,  uma  calculadora  da  In  2  se  0,693 147 1 8056,  que  coincide  com 
a  aproximagao  acima  quando  arredondado  para  5  casas  decimals. 


■  APROXIMANDO  n 

Na  proxima  segao,  mostrarcnios  que 

3  ^5  7 

arc  tg  x  —  x  -7-  +  ~  E  ’  ’  *  (- 1  <  x  <  1)  (15) 

Tomando  x  =  I ,  oblcmos 

7T  111 

—  =  arc  tg  I  =  l  —  -  +  -  —  -  -f  ‘  f 
4  3  5  7 

Oil 


n  =  4 
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Esla  serie  famosa,  oblida  por  Leibniz  em  1674,  converge  tao  lentameme  que  nao  possui  qual- 
quer  valor  computaeionab  Um  procedi  me  n  to  mats  pratico  para  aproximar  tz  usa  a  identidade 


jz  i  I 

-  =  arc  tg  -  +  arc  tg  - 


(16) 


que  foi  deduzida  no  Exerdcio  61  da  Seqfto  1 .5.  no  Volume  I .  Usando  essa  identidade  e  a  serie 
( 1 5)  para  aproximar  are  tg  |  e  arc  tg  o  valor  de  ir  pode  ser  aproximado  efieientemente  ccom 
qualquer  grau  de  precisao. 


Sep  f(.\)  ~  { I .  +  a')?u.  Confira  qtie 
jm  -  I 
fW  -  ™ 
f  f(Q)  —  —  1) 

/"'(O)  ^  m(m  —  i)(m  —  2) 


=  m{m  —  I )  ■■  ■■  ■  (m  —  k  +  3 ) 


■  SERIE  BINOMIAL 

Se  m  for  um  numero  real,  entao  a  serie  de  Maclaurin  para  (I  +  x)m  e  denominada  serie  bino- 
i trial:  6  dad  a  por 

m (m  —  1 )  m(m  —  ]  )(m  —  2)  .  m (m  —  l)  ■  -  ■  ( m  —  k  -F  I ) 

l  +  mx  +  -  -JT  + - - - *  +  •■■+; - ” - *  +  m  - 

No  case  em  que  m  for  um  inteiro  nSo-negativo,  a  funqao  f(x)  ~  (1  +  x'f  e  um  poltnomio  de 
grau  rn>  por  tan  to 

/(m+l,(0)  -  /f"+2)(0)  =  /(rn+3)(0)  =  •  •  •  =  0 

e  a  serie  binomial  reduz-se  a  corthedda  expansao  binomial 

...  m(m  —  1)  ^  m  (m  —  1 )  (m  —  2) 

( 1  +  x)"1  -  I  +  mx  +  — — Lx  +  — - - - V  +  -vJJJ 


2! 


2! 


que  €  vdlida  para  -oc  <  x  <  +oa 

Podc-sc  provar,  que  sc  m  nao  Ibr  um  numero  inteiro  nao-ncgativo,  entao  a  serie  bino* 
mini  converge  para  ( ]  +  x)m  se  \x\  <  1 .  Assim,  para  tats  va lores  de  x 


(1  +  x)m  =  1  +  mx  + 
ou  em  notaqao  sigma. 


m(m  -  l)  2  m(m  -  1)  ^  *  (m  -  k  +  1 )  k 

x  +  ’  *  *  4 - —rr - x  -1 -  (17) 


2! 


kt 


, ,  ....  ,  m(w  -  1)  *■  ■  ■  (m  -  k  q- 1)  ,  , 

(i  -fjtf  =  1  +  2_^  - - 7  —  - xk  se  I_V|  <  i 

fc=s  k' 


(18) 


►  Exemplo  4  Determine  a  serie  binomial  para 

I  1 


00 


(]  +xy- 


(b> 


s/TT 


Sohi^iio  (a)  Uma  vez  que  o  ter  mo  geral  da  serie  binomial  e  complicado,  o  lei  tor  pode  com 
siderar  util  escrever  alguns  dos  prime  iros  term  os  da  serie,  como  na  Formula  (17),  para  ver  o 
padrao  do  desenvoivimento.  Substituindo  m  -  -2  nesta  formula,  resulta 

1  ,  ,  (-2X-3)  , 

=  ( I  +  .vj  2  =  !  +  (~2)x  + - S — V 


(1  +x)- 


2! 

(— 2)  ( — 3}( — 4)  ,  {— 2)(— 3)(— 4)(— 5)  4  , 

+  - - XT - ~X  +  - - - X  + 


33 


3! 


4! 


5! 


=  I  -  2a:  +  — _v“  ~  —  .rJ  -f  - 
2!  3!  4! 


_  j  _  2 x  +  -  4x*  +  5x4 - - 

= y^(— 1)*{£+ 1  )x* 


k=  0 


4! 
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Sotuqao  (b)  Substkuindo  m  —  -  \  cm  ( 1 7),  resulta 


v'''1 1  +  A 


1 

1  "  2*  + 


/  n 

{  1  ]) 

\  i) 

\  2  1  f 

IS  i  I 


21 


x£  + 


i 

7 


A>+ 


,  >  1-3  2  1-35  3 

1  —  —x  H-  — ■ - x  —  — ■ - x  -\- 

2  22  ■  2!  2?  ■  3! 


-  i  -3  -5  1)  , 

i  +  2](-])1 - — - 


1=1 


2U-! 


A  Figura  10.9,2  mostra  os  grafictxs  das  ilmgocs  do  Exemplo  4  eoniparadas  com  sen 
polmomio  de  Maclaurin  dc  lercejra  ordem. 


■  ALGUMAS  SERIES  DE  MACLAURIN  [MPORTANTES 

Para  referenda*  a  Tabda  10,9. 1  lisra  a  serie  dc  Maclaurin  dc  algumas  fun  goes  importanles, 
junto  com  urn  a  c  sped  fie  agSo  do  inter  valo  no  qual  a  serie  dc  Maclaurin  converge  para  essas 
fun  goes,  A I  guns  desses  result  ados  sao  dedu/idos  nos  exerefeios  e  oittros  na  prdxima  segao, 
us  an  do  a  !g  urn  as  teen  teas  c  spec  sues  que  dcscnvolvcrcmos. 


Tabda  10,9.1 


IMKRVAI..O  1)H 

$|-.R[L  m-  MACLAURIN 

CON  VKR1  JftNCI  A 

=  V  xk  =  1  +  X  4-  x 2  +  +  ■♦■ 

'--i  h 

”1  <  X  <  1 

-  Y"  (  1  J**2*  -  1  A2  +  A4  A6  +  ’  ” 

’  +  x  k=Q 

-i  <  X  <  I 

-A'  —  I  -  f  r  X  .  XX  ,  X 

‘  ~  ~  1  +-l  +  ^r  +  ^  +  47  +  - 

i-=0  *’  ' 

"M-  <  A"  < 

^  ,  ,21+ 1  A  5  „7 

sen  ^  f-p  — — - “  f  —  —  .■)..  .A.  _  A_  +  IT. 

■  ■  Zj/  (21+1 )!  '  3!  5!  7! 

— O*  <  l  <  +  M 

“  21  2  4  6 

— <«>  <  A"  < 

ln(l+jc)  =  y'(-l)t+14  =a._.£2+£?  _A4  +  .„ 

1=1  *  2  3  4 

-1  <A<  1 

™  ,  ,2*+l  3  .5  r7 

arc  ig  v  =  Y] (-1)*  i- — -  =  *-  ~~  +  -  4-  +  - ■ 

m  2k+i  3  5  7 

-1  <  -V  <  1 

M  21+ 1  S  S  7 

x — v  i-“A  1  r  r 

se"h^g(2S+l)r^3!  +  S!  +  7!+- 

—  OO  <  .V  <  rfOC 

A  ,.21  ..2  ,.4  ..6 

w5hj'“S^“,+^+^+«+"' 

“-OO  <  A  <  +05 

(1  (  ,  y'  «t«-  1)  •  ■■  (<fl-A  +  1)  vt 

-1  <  A  <  I* 

(m  ^  0.  1,  2,  .. .) 

"  O  coinpojlatnenio  no  e  Kite  mo  depend*  do  nr.  pniu  rrr  >  0.  a  serie  converge  ahsolunmeme  nos 
evert  mew;  |wa  m  <  -1.  a  serie  diverge  nos  extremos,t  para  -  \  <  m  <  0.  a  serie  converge 
ctmdieitmalniciHe  em  .t  —  1  £  diverge  cm  i  -  - 1, 
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EXERCIGIGS  DE  COMPREENSAQ  10.9  ( Ver p3gina  704  para  re$po$tas.) 


1.  COS'*  = 

b=Q 

2.  e*  -  ± - 

Jt=Q 

A 

3.  ln(l+j)  =  J] 


para  x  no  interval o 


4*  Sc  m  for  urn  numcro  real  que  nao  c  um  numcro  inteiro  nao- 
negativo,  enlao  a  serie  binomial 

V 

>  +  £ - 

A-! 


converge  para  ( 1  +  .v)m  sc  |.v|  < 


EXERCICIOS  10.9  ‘  -I  Recurso  Grafico  [c~|  CAS 


1*  Use  a  mhos  me  tod  os  dados  no  Exemplo  2  para  aproximar 
sen  4°  ate  cinco  casas  decimals  de  precisao  e  verifique  seu  tra- 
halho  comparando  sea  resposta  com  aquela  produzida  direta- 
meme  por  uma  calcufadora. 

2.  Use  umbos  metodos  dados  no  Exemplo  2  para  aproximar 
cos  3*  ate  ir£s  casas  decimals  de  precisao  c  vcriliquc  sen  traba- 
Iho  comparando  sua  resposta  com  aquela  produzida  d  ire  la  in  ca¬ 
re  por  uma  calculadora. 

3.  Use  a  serie  de  Maclaurm  para  cos  a  para  aproximar  cos  0J  ate 
cinco  casas  decimals,  e  verifique  seu  trabalho  comparando  sir  a 
resposta  com  aquela  produzida  diretamente  por  uma  calculadora, 

4.  Use  a  serie  de  Maclanrin  para  arc  tgx  para  aproximar  arc  tg  0, 1 
ate  ti  es  cases  decimals  de  precisao.  e  vcriliquc  sen  trabalho  corn- 
par  undo  sua  resposta  com  aquela  produzida  diretamente  por  uma 
calculadora. 

5.  Use  uma  serie  de  Taylor  apropriada  para  aproximar  sen  8b* 
aid  quatro  casas  decimals  de  predsao,  e  verifique  seu  trabalho 
comparando  so  a  resposta  com  aquela  produzida  dire  tain  cute 
por  uma  calculadora, 

6*  Use  uma  serie  de  Tay  lor  para  aproximar  cos  (-175*)  ate  qua¬ 
tro  casus  decimals  de  prccisuo,  c  vcriliquc  sou  trabalho  com¬ 
parando  sua  res posia  com  aquela  produzida  diretaniente  por 
uma  calculadora, 

7.  Use  a  serie  tic  Maclanrin  para  senh  a  para  aproximar  senh  IK 5 
ate  tres  casas  decimais  dc  precisao.  Verifique  sen  trabalho  cal- 
culando  senh  0.5  com  uma  calculadora. 

8.  Use  a  sdric  dc  Maclanrin  para  cosh  .v  para  aproximar  cosh  (h  t 
aid  ires  casas  decimals  dc  precisao.  Verifique  sen  trabalho  cal- 
cutando  cosh  OJ  com  uma  calculadora. 

9.  Use  o  Teorema  da  Estimativa  do  Resto  e  o  melodo  do  Exemplo  I 
para  provar  quo  a  sdrie  dc  Taylor  para  sen  x  cm  torno  dc  x  =  jt/4 
converge  para  sen  x  cm  cada  x. 

10.  Use  o  Teorema  da  Estimativa  do  Resto  e  o  mritodo  do  Exemplo 
3  para  provar  que  a  serie  dc  Taylor  para  v  cm  tomo  de  .v  -  I 
converge  para  e  cm  cada  x. 


11.  (a)  Use  a  Formula  ( 1 2)  do  texto  para  deter minar  uma  sdric que 

eonvirja  para  In  1 ,25, 

(b)  Aproxime  In  3,25  usando  os  dois  primeiros  termos  da 
serie.  Arredondo  sua  resposta  ate  ires  casas  decimals,  e 
compare  o  resuhado  com  aquele  produzido  diretamente 
por  uma  calculadora. 

12,  (a )  Use  a  Fdrmul  a  ( 1 2)  para  d  eter  m  i  n  ar  urn  a  serie  que  con v  i  rj  a 

para  In  3. 

(b)  Aproxime  In  3  usando  os  dois  primeiros  termos  da  sdrie, 
Arredonde  sua  resposta  ate  ties  casas  decimals,  c  compa¬ 
re  o  res  ill  (ado  com  aquele  produzido  dire  laments  por  uma 
calculadora. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


13*  (a)  Use  a  serie  dc  Maclanrin  para  are  tg.v  para  aproximar 
com  tres  casas  decimais  dc  precisao  arc  tg  4  e  arc  tg  4, 

Jib  _ 

(b)  Use  os  resultados  da  parte  (a)  c  a  Formula  (3  6)  para 
aproximar  tt. 

(c)  Como  gyrantir  que  0  result  ado  cm  (b)  seja  precise  ate  a 
terceira  casa  decimal?  Explique  sen  raciocmio 

(d)  Compare  sua  resposta  da  parte  (b)  com  aquela  produzi- 
da  por  uma  calculadora, 

14.  A  propost  a  deste  exercicio  c  mostrar  quo  a  serie  de  Taylor 
de  uma  fmigao/ pode  convergir  para  urn  valor  dife rente  de 
fix)  para  certos  valores  de  a.  Seja 


m  = 


0, 


x  ^  0 
x  =  0 


(a)  Use  a  defim^ao  dc  derivada  para  mostrar  que  ff(0)  =  0. 

(b)  Com  alguma  dificuldade  pode-se  mostrar  que  f><\ 0)  =  0 
para  n  >  2,  Admitindo  cstc  falo,  most  re  que  a  $6rie  de 
Mac  lau  rin  dc  /converge  para  todo  a.  mas  converge  para 
fix)  sonicate  no  ponio  x  =  0. 


15*  (a)  Determine  uma  eota  superior  para  o  erro  que  pode  res ul tar 
sc  cos  jr  for  a proxi mado  por  I  -(a'/2!)  +  (.v  /4!)  no  interval!.) 
1-0.2: 0,2J. 
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( b )  Veil  f  kj  ue  su  a  re  spost  ana  pan  e  (a }  laze  nd  o  o  g  ra  I  i  co  tie 

v4 


{  x~  x4\ 

cm  x  -  l - H - I 

V  2!  4! ) 


sobre  o intervale* 

16. (a)  Determine  una  cote  superior  para  o  urro  que  pode  re- 
sal  tar  se  ln(  1  +  jt)  for  aproximado  per  x  no  intervale 
1-0.01:0.01). 

(b)  Veil  fiq  ue  a  sua  resposta  na  parte  (a)  fazendo  o  grafico  de 


|  In(l  +x)  -  x 


sobre  o  intervale. 


17.  Use  a  Formula  (17)  para  a  serie  binomial  para  obter  a  serie  de 
Maclaurin  para 

(a)  — —  (b)  +x  (c)  '  , 

I  +  -v  ( 1  +  xy 

18.  Se  m  for  qualquer  tiumero  real  e  k  uni  inteiro  nao-negativo,  en- 
tao  definimos  o  coefitierite  binomial 


m 

k 

in 


pel  a  formula 


m 

0 


=  I  e 


tu(m  —  I  )(m  —  2)  ■  ■  ■  (m  —  k  +  I ) 

kl 


para  k>  1.  Expresse  a  Formula  (17)  do  Lex  to  em  term  os  de 
coeli  ciente  s  binomials . 

19.  Neste  exeneieio,  usaremos  o  Tcoreina  da  EsEtmativa  do  Rcsto 
para  dererminar  o  numcro  de  term  os  quo  sao  necessaries  na 
Formula  (14)  para  aproximar  In  2  com  cinco  casas  decimals  de 
precisao.  Para  este  proposito.  seja 


fix)  =  In 


I  +x 


I  -s 
(a)  Most  re  que 

/("+l,(.v)  =  111 


—  In(l  +jc)  —  ln(l  —  a:)  (—1  <  x  <  I) 


(-I  r 


+ 


! 


a  +xr']  u  -x)n+] 


(b)  Use  a  desigualdade  triangular  [Teorema  1  d  Aid)  do  Volu¬ 
me  I J  para  mostrar  que 

I  I 


l/(n+l>W.I  <  »! 


(1  +  x)n+ 


+ 


U 


! — 1 
x)n+i  J 


(c)  Uma  vez  que  queremos  obter  ate  cinco  casas  decimals  dc 
preei  $3o,  nos  so  objelivo  6  escolher  n  de  lit!  forma  que  o  va¬ 
lor  absolute  do  enesimo  rcsto  em  x  —  \  nao  exceda  o  valor 
0,000005  =  0,5  X  10"';  isio  &  |ff„  (j)f  <  0,000005.  Use  o 
Teorenia  da  Estimativa  do  Resto  para  mostrar  queesta  con- 
digtio  c  satisfeita  se  n  for  cscolhido  lal  que 

E 

,000005 


M 


(«  +  l)! 


(Sr*" 


onde  |/',':  +  ll(.v)j  <  M  sobre  o  inter valo  [0,  |]. 

(d)  Use  o  resultado  da  pane  (b)  para  mostrar  que  M  pode  ser 
tornado  como 


jV/  =  n\ 


1  + 


\ 


(ir1 


(e )  U  se  o  rest:  It  ado  das  pa  l  ies  (c )  e  (d)  para  i no  s  irar  que  ate  c  i  n- 
eo  casas  decimals  de  preei  sao  serao  oh  Lid  as  se  n  saiislizer 


I 


H  +  I 


I 

s 


IH4 


+ 


G) 


ff  +  3 


<  0.000005 


e  entao  mostrar  que  o  me  nor  valor  de  n  que  sat  is  fa/  esla 
eondigao  6  n  =  13. 

20,  Use  a  Formula  ( 1 2)  e  o  nteiodo  do  Exerdcio  1 9  para  aproximar 
In  (|)  com  cinco  casas  decimals  de  precisao.  Etuao  verifique 
seu  trahalho  compannido  a  sua  resposta  com  aqucla  produzida 
diretamente  de  uma  calcuiadora. 

21 .  Prove:  A  suite  de  Taylor  para  cos  x  em  tor  no  de  qualquer  ponto 
a  =  xu  converge  para  co  s  .v  em  cad  a  x. 

22,  Prove:  A  suite  de  Taylor  pam  sun  x  urn  to  mo  de  qualquer  ponto 
x  =■  X] ,  converge  para  sen  ,v  em  cad  a  .v. 

23.  A  pesrjLtisa  tern  mostrado  que  a  pi'opor^ao  p  da  popuiaqao  corn 
Qj.  (Quoeiente  de  Inteligencia)  entre  ct  c  ft  6  aproximadamente 


1 


P  - 


!6\/2 


?/C-t 


_  V  j.S 

u  lo.  )  fix 


Use  os  ires  prime iros  termos  difcreiues  de  zero  de  uma  seric  de 
Maclaurin  apropriada  para  estimar  a  proporgao  da  populagao 
que  tem  QI  entre  1 00  c  110. 

24.  Na  Segilo  7.7  do  Volume  !,  definimos  a  energia  cindtica  A''  de 
uma  partfcula  com  massa/H  c  vdocidade  v  per  K  —  ^mv2  [ver  a 

V 

Formula  (6)  daqucla  segiio].  Ncsia  fdnriula,  a  massa  m  e  conside- 
rada  constanie  e  K€  denominada  energia  clnitica  ne whnikma 
Entretanto,  na  teoiia  da  relatividade  dc  Albert  Einstein,  a  massa 
m  crescc  com  a  velocidade  e  a  enurgia  K  c  dada  pel  a  formula 


K  =  nuyr 


! 


yf]  —  ((VC)2 


-  1 


na  qual  mu  6  a  massa  da  partfcula  quando  sua  velocidade  d  zero 
e  c  e  a  velocidade  da  luz,  Isso  e  chamado  de  ettergia  cinetica 
relativistica.  Use  uma  sdi  ic  binomial  apropriada  para  mostrar 
t|Ltu  se  a  velocidade  for  pequena  comparada  com  a  velocidade 
da  luz  (i.e.  v/c  ^  0),  entao  as  energias  newton i ana  c  relativism 
sao  prat  i  cam ente  a  mesma, 

lei  25,  (a)  Em  1 706*  o  aslrfinomo  e  matematico  bn ta nice  John  Ma¬ 
ch!  n  descobriu  a  seguinte  formula  para  rr/4,  chamada  de 
fdnmtUt  de  Mitchin: 


71  l 

-  =  4  arc  tg  - 


arc  lg 


1 


239 


Use  utn  CAS  para  aproximar  tt/4  usando  a  formula  de  Mu 
chin  com  atu  25  casas  decimal s. 

(b)  Em  1914,  o  brilhanle  matcmdtico  India  no  Srinivasa  Rama¬ 
nujan  (1887-1920)  mostrou  que 


l 

n 


VS  “  (4i)!(  1103  +  26.390*) 


9S01 


1^0 


(A!)4 396^ 


Use  nm  CAS  para  calcular  as  primes ras  qualro  sotnas  par- 
ciais  nessa formula  de  Ramanujan. 
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*/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  10.9 


1.  (-1)* 


3.  {-I)*+I~;  (-1,1! 


X 


.k 


4. 


nt  (m  —  [)■■  (m  —  k  +  I) 

h 


A 


10.10  DERIVAQAO  E  INTEGRApAO  DE  SERIES  DE  POTENCIAS;  MODELANDO 
COM  SERIES  DETAYLOR 


Nest  a  seqdo,  discutiremos  metodos  para  eneontmr  series  de  poteneias  de  derivadas  e  integrals 
de  fungde$t  e  discutiremos,  tamhem,  atgwrs  metodos  prat  ic  os  para  e neon  tray  series  de  Taylor  que 
podem  ser  usados  em  situacoes  nas  qua  is  e  diffcil  oit  impassive!  encoutrar  a  serie.  diretamente. 


M  DERJVANDO  SERIES  DE  POTENCIAS 

Iniciaremos  considerando  o  problema  seguinte. 


JO,  1 0,  \  PROiu  mm  A  S  uponha  que  tuna  fungao  /seja  represemada  por  unia  serie  de  po- 
tencias  em  urn  intervale  aberto.  Como  poderiamos  usar  a  serie  de  poteneias  para  eneontmr 
a  derivada  de  /naquclc  intervalo? 


A  solugao  para  esle  problema  pode  ser  motivada  considerando  a  serie  para  sen  x: 

(— dc  <  X  <  +#>) 


sen  x  =  x 


x*  Xs  X1 

+  5[  ~~  V,  + 


Natural  me  nte,  j  a  sabemos  que  a  derivada  de  sen  x  d  cos  ,v;  entreianto,  es  tamos  inleressados 
aqui  cm  usar  a  serie  de  Maclaurin  para  eoncluir  tsto,  A  solugao  e  simples  -  tudo  o  que 
preci  samos  fazer  6  dM’creneiai;  to  imo  a  ten  no,  a  sdrie  de  Maclaurin  e  observai  que  a  serie 
resultante  e  a  serie  de  Maclaurin  para  cos  x: 


d 

dx 


^  i\  i 

X  X  X 

x~  3!  +  5!  ”7!  + 


r2  .A 

=  I  —  3“  +  5- - 7“  + 

3!  51  7! 


2  4 

A  X 

““  *F  — 
2!  4! 


A 


.6 


6! 


4 - —  COS  A 


Aqui  esla  outre  excniplo. 
d 


y\e]  =  -- 
dx  dx  | 


v4 


A  JC  X 

1  ”h  x  -p - b  —  +  —  -f- 

21  3!  4! 


] 


A  coinputagao  precede  me  sugere  que  se  urn  a  lungnc/e  sliver  represen  tada  por  uma  serie 
dc  poteneias  em  urn  intervalo  aberto,  entao  a  represemagao  de  /'  por  uma  serie  de  potfincias 
naquele  intervalo  aberto  pode  ser  obtida  diferenciando  termo  a  ternio  a  sdrie  de  poteneias  de/ 
Isso  cstaenunciado  mats  precisamente  no  seguinte  tcorema,  oqual  daremos  sem  prova. 


10,10,2  TEOREMA  {Diferenciando  de  Series  de  Pol en  cuts )  S upon  ha  que  tuna  fitnyao 
f  esteja  represent  ad  a  por  uma  serie  de  poteneias  emx-xit  que  ten  ha  urn  raio  de  conver¬ 
gence  R  ndo  ratio:  is  to  €,. 

X 

fix)  =  Yi  ct  (x  -  Xof  (x<>  -  R  <  X  <  *0  +  R) 

k—Q 


Enfdo: 
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(a)  Afimqao  f  e  diferencidvel  no  intervaio  (jcq  —  R,  x®  -f-  R). 

(b)  Se  a  representagao  de  f  por  uma  serie  de  potencies  for  diferenckida  ter  mo  a  ten  no, 
e/ttdo  a  sirie  re  suit  ante  tern  raio  de  convergSnda  R  e  converge  para  f  no  interval  a 
(jco  -  R,  Ao  +  R);  isto  <?, 

/'(*)  —  y~  [ck{x  -  .Vo)*]  (v0  -  R  <x  <  .v0  +  R) 

j- — 4  dx 

k— 0 


Esse  teorema  tern  Lima  importante  implicagao  sohre  a  dilereneiabiltdade  de  f undoes  que 
esiao  representadas  por  series  de  pot£ncias.  De  acordo  com  o  teorema,  a  serie  de  potencies 
para  fr  lem  o  mesmo  raio  de  convergSncia  que  a  serie  de  potencias  para  /  e  isso  signilica  que 
0  Leo  re  m  a  podc  voliara  seraplicado  para  /'  no  Sugar  de  f.  Coni  ado,  se  lizermos  isso,  eon  cl  u- 
fmos  que  /  e  diferenciavel  no  intervale  (xq  —  /?.  aq  4-  R ),  e  a  serie  de  polencias  para  /"  tern 
0  mesmo  raio  de  converged  a  que  a  serie  de  poleneias  de  /  e  /'.  Podemos  agora  repelir  esse 
processo  indefmidamcnte,  aplieando  o  teorenia  suecssivamente  para  fr\  . . . .  f[fl\  * . . 
para  coneluir  que  /  teni  dcrivadas  de  todas  as  ordens  no  intervale  (xq  —  R ,  xq  -j-  R ).  Assim, 
eslabeleeemos  o  resultado  seguinle. 


1  0.  10.3  T  kor  k  M  a  Se  i  a  tut  fit  H  {-do  f  pi  ule  r  ser  rep  re  set  j  tad  a  p  o  r  at  na  scat  e  de  path  i  cuts 
em  ,v  -  x0  com  ant  raio  de  converge naa  R  d if e rente  de  zero ,  etudo  f  tern  dertvadas  de  todas 
as  ordens  no  intervaio  (xo  —  xo  +  R)- 


Resumindo,  apenas  uma  tungao  “bem  comportada"  pode  ser  representadu  por  uma  serie  de 
poLencias;  isto  <S,  se  uma  lungao  /  nao  possuir  dcrivadas  de  todas  as  ordens  num  intervaio 
(xq  —  Rfx o  +  /?),  entao  a  fung&o  nao  pode  ser  represen  (ad  a  por  uma  sdrie  de  potencias  em 
x  -  jr(]  naquelc  intervaio. 


Exemplo  1  Na  Segno  10.8,  mostramos  que  a  lungao  de  Bessel  r)  6  representada  pel  a 

serie  de  potencies 


mo  =  E 


i=0 


(-l)V* 

22i«-!)2 


(1) 


com  raio  de  converge nei a  +oc  [ver  Formula  (4)  daquela  segao  c  a  diseussao  relacionada]. 
Dessc  modoT  7/x)  tern  dcrivadas  de  todas  as  ordens  no  intervaio  (-oc,  +00),  e  essas  podem 
ser  obi  idas  dife  rend  undo  u  sdrie  termo  a  Lermo.  Por  exemplo,  se  eserevermos  ( 1 )  eorrio 


J, 


mx)  —  i + 


\kv2k 


Jt= 1 


2lk(k\)' 


Ver  Exercicio  44  para  uma  reiagao 
entre  i( ■  U )  e  J\  (*), 


e  difercnciarmos  termo  a  termo,  obteremos 


Jo<^>  =  E 


jt=i 


(-iy(2k)x 

2  2k(kl): 


-2k-l 


at 


=  E 

k-l 


(-\fx 


\k^2i t-l 


2lk-'h\{k  -  1)! 


No®  caiculo®  exemplo,  usamos  algumas  t^cnicas  que  valem  a  pena  ressallar  Prime iro.  quando  uma 
rie  de  poi^ncia®  ^  expres&a  em  noia^o  ®igma,  a  formula  para  o  lermo  geral  da  s^rie  muita®  ve^es  estd 
num  a  forma  que  po®sa  ser  usada  para  diferenciar  o  lermo  constants.  Assinx  ®e  a  serie  tem  termo  cort&tante 
dife rente  de  zero,  como  aqui,  ^  geralmenie  uma  boa  td^ia  separ^-to  da  soma  antes  de  diferenciar,  Segundo, 
obeerve  come  simplificamos  a  I6rmula  final  cancelando  o  fa  tor  k  de  um  dos  faloriais  no  denomination  I  s®o  6 
uma  tecnica  de  sfmplifica^ao  padrao. 
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■  1NTEGRANDO  SERIES  DE  POTENCIAS 

Uma  vez  que  a  derivada  de  uma  funqao  que  esUi  representada  per  uma  s£rie  de  potencias 
pode  ser  obtida  ditcrcnciando  a  serie  termo  a  termo,  nuo  deveria  scr  surpreendente  que  uma 
aniiderivada  da  funqao  representada  por  uma  sdrie  de-  potencias  possa  ser  obtida  integrando  a 
serie  termo  a  termo.  Por  cxcmplo,  sabemos  que  sen  x  e  uma  aniiderivada  de  cos  a.  Aqui  csta  o 
resulludo  obtido  pel  a  integrate  termo  a  termo  da  sdrie  de  Madaurin  para  cos  x: 


[ 


=  v  - 


X3  X5 

+ 


3(2!)  5(4!)  7(6!) 


+ 


+  C 


r  x-7  .v5  x7 

r  3!  +  5!  7!  + 


-f  C  =  sen  a  +  C 


A  mesma  ideia  aplica-se  a  integrals  deftnidas,  Por  cxcmplo,  iniegrando  direlamcntc 


tern  os 


L 


dx 


I 


—  arc  t a  x 


o 


_  jt  ;r 

—  arc  tg  ]  -  arc  Ig  0  = - 0  —  — 

*  4  4 


c  mostraremos  nuiis  ad i ante  ncsta  segao  que 


Assim, 


L 


Tt  III 

4 =1_3+5_7+ 


dx 


(2.) 


I 


I  I 

0  I  H-  x2  ~  3  +  5  ]T 


Aqui  csta  como  cssc  rcsul (ado  pode  scr  obtido  iniegrando  termo  a  termo  a  serie  de  Madaurin 
para  1/(1  -Kv")  ( ver  Tabela  10.9,1) 


it 

-T-] 


X  A 


1  I  „  1 

3  +  5  7  +  '  ’ ' 


A  computagao  preccdente  e  justificada  polo  leorema  seguime,  oqual  daremos  sem  prova. 


10.10.4  teokema  (integraqao  de  Series  de  Potencias)  Sit  pan  ha  que  umafim^dof 
esteja  representada  por  uma  serie  de  potencias  em  x  -  xft  que  ten  ha  urn  mio  de  convergin' 
da  R  ndo  nit  to;  isto  e, 

X 

f(x)  -  ^  ck  (x  -  x0)k  (xa-  R  <  X  <  X(,  +  R) 
t~  o 


(a)  Se  a  serie  de  potencias  que  representa  f  for  integrada  termo  a  termo,  entdo  a  serie 
resultant  e  tern  urn  mio  de  converginda  R  e  converge  para  uma  aniiderivada  de  fix) 
no  intervalo  (aq  -  R.  ao  +  R);  isto  et 


f  f(x)dx  =  £ 

^  k^-0  - 


(x  -  Ao)A  +  l  I  H-  c 


k+  1 


] 


(X(}  -  R  <  A  <  Ao  +  R) 


( b )  Se  a  e  fi  forem  pantos  do  intervalo  (Ao  “  Rt  ,Vq  +  R)  e  se  a  representa^ao  de  f  em 
serie  de  potencias  for  integrada  termo  a  termo  de  or  ate  /i  entdo  a  serie  n  urn  erica 
res  id hmte  converge  ahsolutamente  no  intervalo  (ao  —  R .  Ao  +  R)  e 


j; 


"O  1“  rt 

-£  / 

*-Ja 


Off  A  -  x0)k  dx 


’} 
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■  REPRESENTAQOES  POR  SERIES  DE  POTgNCIAS  DEVEM  SER  SERIES  DE 
TAYLOR 

Para  muuas  f Lingoes,  6  diffeil  ou  impossfvel  enconirar  as  derivadas  q ue  sao  exigldas  para 
obter  uma  sane-  de  Taylor.  Por  cxemplo,  para  eneontrui  a  sdrie  de  Madauiin  para  1/(1  +  x~) 
diretamenle  seriam  necessarian  algumas  compulagoes  eiuediames  de  derivada  (tenie-o).  Urn 
meuxio  mats  pratico  e  substituir  -jr2  cm  a  na  serie  geomdlrica 


I 


3  —  x 


=  1  +  x  +  x2  +  A?  +  x4  +-  ■  ■  ■  (- 1  <  x  <  1) 


para  obter 


I  +-A2 


=  1  -  .r2  +x4  -  x 6  +  xs 


Enl retan  to,  ha  duas  questdes  que  ex  [gem  euidado  com  este  procedi  memo: 

■  Qua  ado  6  quo  a  serie  de  potential  que  obtivermos  para  1  /( J  +  a2)  realmente  converge 
para  1/(1  +  xt)‘> 

*  Como  saber  que  a  serie  de  potencias  obtida  e,  real  mem e,  a  serie  de  Maclaurin  para 

i/(i  +/>? 

A  primei ra  queslao  6  iacil  de  resolver.  Uma  ve/  que  a  sdrie  geomtftriea  converge  para 
1/(1“  .y)  se  |  x  |  <  I ,  a  seg Linda  serie  convergird  para  1/(1+  .v")  sc  j  —x~  \  <  3  ou  |  x1  \  <  I .  Con- 


tudo,  isso  e  verdadeiro  so,  e  somente  se,  \  x\<  l,  portanto  a  serie  de  potencias  que  obtivemos 
para  a  fungao  1/(1  +  jf)  converge  para esta  fungao  se  “I  <  x  <  L 

A  segunda  questao  e  mais  diffcil  de  responder  c  conduz-nos  para  o  seguintc  proble- 


ma  geral. 


UK  JO.  5  problem  A  Suponha  que  uma  fungao  f  csteja  representada  por  uma  serie  de 
potencias  cm  x  -x0  que  ten  ha  raio  de  convergeneia  diferente  de  zero.  Qual  relaqao  existe 
entre  a  dada  serie  de  potencias  e  a  serie  de  Taylor  para  /  eni  torno  de  x  =  Alf? 


A  resposta  e  que  das  sao  a  mesma;  e  aqui  esta  o  teorema  que  prova  isto. 


O  Teorema  10.10.6  nos  diz  que  nao 
impartando  como  chegamos  a  uma 
representa^ao  de  uma  fungao  /  em 
s4Ne  de  potencias,  quer  seja  por 
substituigao,  diterenciagao,  Integra- 
qao  oil  por  alguma  maniputagao 
algebrica,  aquela  serie  sera  a  so  Fie 
de  Taylor  para  /  am  torno  de  x  =  x0t 
desde  que  convirja  para  /  em  algum 
intervale  aberto  contendo  aiV 


1 0.10,6  T  eor  FMA  Se  uma  f tin  0o  f  e  stive  r  rep  resen  tad  a  pa  r  uma  serie  de  pa  t  en  ci  as 
em  x  -  A,,  em  algum  intenaio  a  he  no  contendo  A„t  entdo  aquela  serie  de  potencias  e  a  sene 
de  Taylor  para  f  em  tamo  de  x  =  % 


DEMONSTRACAO  Suponha  que 


fix)  —  Cq  +  C[(x  —  Xq)  +  €%(x  —  Aq)  +  ■  ■  ■  +  Ck  (A-  —  Ay)  + 


para  todo  a  em  algum  intervaio  aberto  contendo  a,,.  Para  prova r  que  isso  e  a  serie  de  Taylor 
para  /  em  torno  de  x  -  a,,,  devemos  mostrar  que 


para  k  —  0, 1, 2. . 


Com udo,  a  hipotese  de  que  a  serie  converge  para  f(x)  em  um  intervaio  aberto  contendo  v(l 
garante  que  o  raio  de  convergeneia  R  e  diferente  de  zero;  consequentemente,  podemos  dife- 
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rencinr  termo  a  termo  de  aeordo  coin  o  Teorema  1 0 1 10.2,  Assim, 

f(x)  =  Co  -h  Cl  (x  -  -V{>)  +  C2(x  -  Aq)2  +  cdx  -  XqY  +  c4(x  -  Xq)4  H - 

f  ix)  =  c  I  4-  2c2(x  ~  Xq)  +  3c$(x  -  x0)2  4-  4c4 (x  -  x0)3  H - 

/^(x)  —  2!t’2  4~  (3  ■  2)o(x  —  Xo)  +  (4  ■  3)c4(x  —  xq)“  “I-  ■  ■  ■ 
f%x)  =  3k?  +  (4  -3  -2)c4(x  -jr0)  +  ■  - 


Substitumdo  x  =  x^  tod  as  as  potencias  tic  x  -  x(1  dcsaparecem,  deixando 

fix  o)  -  c'0>  fix o)  =  ci,  fix o)  =  2!c2,  /"X*q)  -  3!c.%  .  * 

das  quais  obtemos 


co  =  f(xo),  c  |  =  /'(xqX  c2  = 


fXx o) 

2! 


O  = 


,/  (Ac) 

3! 


moslrando  que  os  coefficients  ci},  r3J  c3f.».  sao  precisamente  os  coelk ie tiles  da  sdrie  de  Taylor 
cm  torno  tic  x0  para  f  (x),  * 


ALGUMAS  MANEIRAS  PRATICAS  PARA  ENCQNTRAR  SERIES  DE  TAYLOR 


^  Exemplo  2  Determine  a  serie  de  Maclaurin  para  arc  tg  x. 


Sohicdo  Seria  tedioso  encontrar  a  serie  de  Madaurin  diretamente.  O  meihor  metodo  6  co- 
megar  com  a  formula 

dx  =  arc  ig  x  +  C 


u 


1  +  X2 


e  integral’  a  serie  de  Madaurin 


I 


I  +  x3 


=  1  -  X1  +  A4  -  x6  +  Xs 


(-1  <x  <  I) 


termo  a  termo,  Disso  res u] la 


arc  tg  x  4-  C  = 


It 


/' 


— - :•  dx  =  /  [  1  —  x2  4-  x4  —  x6  4-  xs 

+  x2 


—  r  ■  +J  dx 


on 


arc  tg  x 


4- 


X3  x5  x7  x9 

”  ^  ~5  T  +  9 


] 


-C 


A  constantc  da  integrate  pode  ser  calculada  substituindo  x  =  0  e  usando  a  eondigSo  arc  tg  0  =  0. 
Isso  da  C  -  0,  e  asslm 


x3  .V5  X1  X9 


are  tg  *  =  jr  -  —  +  y  -  y  +  —  ~ 


(3) 


(-1  <  x  <  I) 


Capi'iuloiG  /  Series  Infinites  709 


Observe  quo  nem  o  Teorema  10. 10. 2  nem  o  Teorema  10.10.3  voliam-se  para  o  qua  acontece  nos  poritos  extre¬ 
mes  do  intervalo  de  convergence.  Eniretanto,  pode  ser  provado  que  se  a  sPrie  de  Taylor  para  /  em  torno  de  .v = x, . 
converge  para  fix)  em  todo.r  no  intervalo  Uo  -  R,  jrb  +  R\  e  se  a  sdrie  de  Taylor  convergir  no  extreme  &  direita 
x,  +  Rr  eniao  o  valor  para  o  qual  converge  naquele  porno  p  o  limit©  de  /(.v)  quando  x  ->  x0  +  R  pelo  lado  esqoerdo; 
e  se  a  aPrie  de  Taylor  converge  no  ex  ire  mo  esquerdo  x,  -  /?,  eniSo  o  valor  para  o  qual  converge  naquele  porno  P 
o  limite  de  f(x)  quando  x  ->  x, ,  -  R  pelo  lado  direiio. 

For  exemplo,  a  serie  de  Maclaurin  para  arc  tg.r  dada  em  (3)  converge  em  anibos  x  =  -  i  ex  -  i  „  lima  vez  que 
as  bipoteses  do  teste  da  serie  a  Iter  nada  {Teorema  1 0.6. 1 )  estao  salisfeitas  naquele  s  pontos.  Assim,  a  ooniinuidade 
de  arc  ig  x  sob  re  o  intervalo  j-l,  I  \  irnplica  que  emi  -  l  a  serie  de  Maclaurin  converge  para 


e  em  .v  -  --  E  converge  para 


lim  arc  tg  jf  “  urc  ig  I  —  - 
*— 1“  4 


arc  ig  x 


—  arc  tg  (— 1)  -  - 
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4 


IsSo  mostra  que  a  s^rie  de  Maclaurin  para  arc  Eg  a  converge,  de  fato,  para  are  ig  x  no  intervalo  fechado  -1  £.r  £  I . 
AEPrn  disso,  a  conwgoncia  em  x  -  \  for  node  a  FPrmula  (2). 


As  series  de  Taylor  foi  neccni  mna  alternativa  para  aregra  de  Simpson  e  oulros  metodos 
numei  icos  para  aproximar  integrals  defimdas< 


►  Exemplo  3  Aproxime  a  integral 


com  tics  casas  decimals  dc  precis ao  expandindo  a  inlegrando  cm  uina  sene  de  Maclaurin  e 


in  Leg  ran  do  ter  mo  a  termo. 


Solugdo  A  mancira  mais  simples  de  obter  a  serie  de  Maclaurin  para  e 
por  -  x2  na  serie  de  Maclaurin 

A 


—x~ 


para  obter 


Por  tan  to. 


2  1 
X  X 


X 


e  =  i+A-  +  „  +  „  +  _-  + 


_r3  ,  -V4  j:6  .v8 

€  —  1  —  X  H-  ■ —  —*  —  +  — 

2!  3!  4! 


7  -l  A  A 

'~X"+  2!~3!  +  4! 


dx 


-  Tv  —  *5 

~~  P  3  +  5(2!)  7(3!)  '  9(4!) 


a-7  jc* 

+ 


n  I 


Jo 


*  l  1  I  i 
—  I  —  —  "K  ■  ■  —  —  - “b  ” - 

3  5  ■  21  7-31  9-4! 


~nl 


c— ir 


k—0 


{2k  -b  i)k\ 


e  substituir  x 


Como  esia  strite  satisfaz  evidentemente  as  bipoteses  do  teste  da  serie  alternada  (Teorema 
10,6.1),  tem-se  a  partir  do  Teorema  10.6,2  que  se  aproximarmos  a  integral  por  slf  (a  enesima 
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soma  parcial  da  serie),  enlao 


1 


1 


[2(i/  +  I) +!]<*+  1)!  (2n  +  3)(n  +  [}t 


Assam,  para  ires  casas  decimals  de  precisao  devemos  escolher  it  la  I  que 


1 

(2n  +  3)  (ii  +  D! 


<  o,ooo5  =  5  x  nr4 


Com  a  ajuda  de  uma  eulcuiadora,  podemos  mostrarque  o  me  nor  valor  de  n  quo  satisfaga  cssa 
condiqao  e  n  -  5.  Assim,  o  valor  da  Integral  com  tres  casas  decimals  de  precisao  6 


Quails  vantage  ns  o  melodo  deste 
exemplo  tem  sobre  a  regra  de  Simp¬ 
son?  Ouais  sao  as  desvantagens? 


L 


e-',:  dx 


II  I  I 

]  —  “  +  -  —  * - “ — ■  + 

3  5-2!  7-31 


I 


9  ■  41  11  -5! 


0,747 


Para  comparars  uma  calculadora  com  capacidade  de  integraqao  mimbriea  produziu  a  apro- 
ximagao  0,746824,  quo  coincide  com  nosso  resullado  quando  arredondado  ate  ires  casas 
decimals,  M 


M  ENCONTRANDO  SERIES  DE  MACLAURIN  POR  MULTIPLICAQAQ  E  DIVISAO 

Os  segulmes  exeinplos  ilustram  algumas  tee  n  leas  algebricas  que  sao  uieis,  as  vezes,  para 
enconirar  series  de  Taylor. 


X 

X 


^  Exemplo  4  Encontre  os  tres  prime iros  termos  diferemes  dc  zero  na  serie  de  Maclaurin 
para  a  lun^ao  f(x)  =e~x~  arc  Eg  x. 


Solucdo  Usando  as  sdries  para  e  rV"  e  arc  tg  a  obtidas  nos  Exemplos  2  e  3,  lemos 


Mulliplieando,  eomo  most  rad  o  na  marge  m,  ob  lemos 

4  3  31  , 

e  arc  tg  x  =  x  -  ~x  +  —  xr  - - 


3  5 

X  X 

X - + - 

6  120 

X  X 

x~  2  +24~' 

3  ”  30  +L 

y_£+ 

3  ~  6 

2a' 


15 


,  x  * 

]  ’ - 1 - 

2  24 


x  +  ■ 


X 


?!■ 


15 


POM  IMP  DATECNOLOGiA 

Se  o  leitoir  dispuser  de  urn  CAS.  use 
o  recurso  de  mull  Ip  Hear  e  divFdir  po¬ 
ll  nomios  para  efetuar  as  contas  dos 
Exemplos  4  o  5. 


Podem  scr  obtidos  mais  termos  na  serie  mclmndo  mais  termos  nos  fa  tores.  Alem  disso, 
podemos  provar  que  a  serie  obtida  por  esse  metodo  converge  em  cada  porno  na  inicrscgao 
dos  interval  os  de  convergence  dos  fat  ores  (e,  possivelmente,  em  um  intervalo  maior).  As- 
sim,  podemos  ter  certeza  de  que  a  serie  obtida  converge  em  todo  x  do  intervalo  -  I  <  x  <  \ 
(por que?),  < 


Exemplo  5  Encontre  os  ires  prime  iros  termos  diferentes  de  zero  na  serie  de  Maclaurin 
para  tg  x. 

Sola  0o  Usando  os  ires  prime  iros  termos  na  serie  de  Maclaurin  para  sen  x  e  cos  x,  pode¬ 
mos  expressar  ig  jccomo 


\gx  = 


sen  x 


xi  X5 
A  3!  +  5! 


cos  X  x2  x4 

1  —  ’ — -  "p  — 
2!  4! 

Dividindo,  como  mostrado  na  margem,  obtenios 

3  2x$ 


x 


E*  r  =  r  4“  —  4- 

" .  3  15 


+ 
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■  MODELANDO  LEIS  FfSICAS  COM  SERIES  DE  TAYLOR 

As  series  de  Taylor  fornccem  uma  important^  maneira  dc  modular  le i s  Osicas.  Para  iluslrar  a 
ideia*  eonsideremos  o  problem  a  de  modular  o  perfodo  do  pcndulo  simples  ( Figure  10.KU ). 
Con forme  explieado  no  Exercfcio  69  da  SegSo  8,8  do  Volume  1,  o  perfodo  T de  urn  tal  pen- 
dulo  e  dado  per 


1 


x/j  —  A2  sen2# 


d<j> 


(4) 


onde 


L  =  comprimento  da  basic 
g  —  aceleragao  da  gravidadc 

k  =  seji  (BJ2),  onde  0(i  e  o  Angulo  inicial  do  deslocamento  em  relagao  a  vertical 

A  integral,  que  e  eh  am  ad  a  de  integral  eliptica  complete  de  primeira  e  specie,  nao  pode  ser 
expressa  em  termos  dc  J Lingoes  elememares  e  c  IVequememenle  aproximada  por  meiodo  nu- 
meric  os.  Infelizmente,  os  valores  numericos  sfio  tfio  especfficos  quo,  muttas  vezes,  duo  pouca 
luz  sohre  principles  flsicos  gerais.  Entreiamo,  sc  expandirmos  o  integrando  (4)  em  uma  sCrie 
de  Maclaurin  e  integrarmos  termo  a  lermo,  entao  poderemos  gerar  uma  serie  infmita  que 
podcra  scr  usada  para  construir  varios  mode  I  os  matcmaticos  para  o  perfodo  T\  que  propiciam 
utn  maior  enlendimento  do  com  portamento  do  pendulo. 

Para  obter  a  serie  de  Maclaurin  para  o  integrando,  substituimos  -k2  sen2  6  em  x  na  seric 
binomial  para  \fs/\  H-  x  t  que  foi  deduzida  no  Exemplo  4  da  Segao  10*9*  Faze n  do  isso,  pode- 
mos  re  esc  rever  (4)  como 


ty  r 


71/  J 


1 

2 


13  |  I  ^ 

1  +  -i2  sen 2  4>  +  ~  k4  sen'1  <p  +  ,  kb  sen6  4>  + 


d<f>  (5) 


Se  integrarmos  lermo  a  termo,  entao  poderemos  produzir  uma  serie  de  Maclaurin  que  con- 
virja  para  o  perfodo  T.  Entretanto,  urn  dos  easos  mais  imporumtes  do  movimento  do  pendulo 
simples  oeoue  quando  o  deslocamento  inicial  e  pequeno;  nessecaso,  to  dos  os  desloeamentos 
subsequentes  sao  pequenos,  e  podemos  supor  que  k  —  sen(l90/2)  0.  Nesse  caso*  esperamos 

que  a  converging i a  da  sdrie  de  Maclaurin  para  T  seja  rupida  e  podemos  aproximar  a  soma  da 
serie  eancelando  todos  monos  o  termo  conslante  de  (5).  Isso  resulla  em 


(6) 


que  d  c  ha  made  de  modelo  dc  primeira  or  dao  de  7’ou  0  modelo  para  pequenas  vibraqdes. 
Eisle  modelo  pode  ser  aperfeigoado  usando  mais  termos  da  serie.  Por  exemplo,  se  usarmos  os 
dois  prime!  ros  termos  da  serie  de  Maclaurin,  obteremos  o  modelo  de  segno  da  ordem 


o 

T 


(7) 


(verifique). 


EXERCICIOS  DE  COWIPREENSAO  1G-10  {V&rpagina  714  para  respostas.) 


1  ■  A  sene  dc  Maclaurin  para  e  obtida  com  a  substitute  de  x 
2  ■ 
por  na  serie 


*  t 

x 


2* 

dx 


,V  =  V  ~ 

^  kl 


XE^'t 


L*=l 


+ 


t=0 


+ 


X-2  + 


■v3  + 


« 


e  e 


-x 


:=E 


=  E 


k=0 
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Calculo 


^  / _ | 

4.  Suponha que /(I)  =  4e  f(x)  ^  V  - — —  (x  -  I)* 

i—f.  (k  +  U! 

(a)  /"<  I )  = - 

(b)  /to  = - + - (a-  -  I) 

+ _ {x  -  l)2  + _ (x  -  1)3  +  ..- 

■M 

- - +  £ - 


EXERCICIOS  10.10 


CAS 


1.  Em  eada  parte,  obtenha  a  sdrie  de  Maclaurin  para  a  fungao  i'a- 
zcnclo  uma  substituigao  apropriada  na  sdrie  de  Maclaurin  para 
]/{l  -  x).  Indua  o  rcrmo  geral  na  sua  res  post  a  e  de  o  raio  de 
convergencia  da  serie. 


1 

TTx 


(C) 


i  -  ajc 


2.  Em  cada  parte,  obtenha  a  serie  de  Maclaurin  para  a  fungao  fa- 
zendo  uma  subsiiluigao  apropriada  na  serie  de  Maclaurin  para 
I  n(l  +  x).  Indua  o  ter  mo  acral  na  sua  res  post  a  e  d£  o  raio  do 
convergencia  da  sdrie, 

{a}  In  (I  -x)  (b)  In  (l  +X) 

(c)  In  (1  +  2a)  (d)  In  (2  +x) 

3.  Em  cad  a  pane,  obtenha  os  quatro  primeiros  termos  difere  ri¬ 
tes  de  zero  da  serie  de  Maclaurin  para  a  fungao,  iazendo  uma 
substituigao  apropriada  cm  uma  das  series  binomials  obtidas  no 
Exemplo  4  da  Segao  10.9. 

(a)(2+xfm  (b>(i-xV 


4.  (a)  Use  a  serie  de  Maclaurin  para  1/(1  -  x)  para  cncontrar  a 
serie  de  Maclaurin  de  U(a  -  .v).  onde  a  ^  0.  e  de  o  raio  de 
convergence  da  serie. 

(b)  Use  a  .serie  binomial  para  1/(1  +  aT  obtida  no  Exemplo  4 
da  Segue  1 0.9  para  cncontrar  os  quatro  primeiros  termos 

Tl 

diterentes  de  zero  da  serie  de  Maclaurin  para  \!{a  +  x)~, 
onde  ci  ^  0,  e  de  o  raio  de  converger! da  da  serie. 


5-8  Obtenha  os  quatro  primeiros  termos  diferemes  de  zero  da 
serie  de  Maclaurin  para  a  futigao,  fazendo  uma  substiiuigfio  apro¬ 
priada  numa  serie  dc  Maclaurin  conhecida  e  efetuando  qualquer 
operagao  algebrica  que  for  neeessaria.  Dc  o  raio  de  convergencia 
da  serie. 


$.  (a)  sen  2x 
6.  (a)  cos  lx 


(b)  e1'  (c)  es~ 

(b)  xV  (c)  xe 

(b)  .v  senh  2c 
(b)  3  cosh  (a2) 


7.  (a) 
K.  (a) 


x 


.1 


\  +  3a 
x 

x  -  1 


Cd)  X  COS  7TX 

(d)  sen(.v?) 


(c)  A(I-A“)Vi 


(C) 


(1  +  l?)3 


9-10  Determine  os  quatro  prhneiros  termos  di lorenles  dc  zero  da 
serie  dc  Maclaurin  para  a  i'uncao  usando  uma  identidade  trigono- 
mgtrica  apropriada  ou  uma  propriedade  dos  logaritmos  e,  emao, 
subslitua  numa  sdrie  de  Mac  burin  conhecida. 


9.  (a)  sen2  x  <b)  ln[(l  +  .?Y:| 

10,  (a)  cos3.?  (b)  Inf  ) 

11,  { a >  Use  u  m a  se r i  e  de  M  ac  I  auri  n  co  n  hecid a  para  dot  crmi  na  r  a 

serie  de  Taylor  de  \/x  em  torno  dc  x  =  1 .  expressando  estu 
fungao  corno 

I  I 

a  1-Cl-rjr) 

( b)  D etcr m i ne  o  i liter va I o  de  co n ve rgenci a  da  seri e  dc  Ta y I o r. 

12,  Use  o  mdlododo  Kxercicio  I  i  para  deierminar  a  serie  de  Taylor 
de  Ux  cm  torno  de  x  =  xn  e  de  o  intervale  de  convergencia  da 
serie  de  Taylor. 

13-14  Determine  os  quatro  primeiros  termos  diferemes  de  zero 
da  serie  de  Maclaurin  multi  pi  icando  as  series  dc  Maclaurin  dos 
fat  ores. 

13,  (a)  sen  x  (b)  v  I  +  a  ln(  1  +  x) 

14,  (a)  e~K  cos  x  (b)  (3  +  xz'f '  ( I  +x)l:' 


1 5-16  Determine  os  quatro  primeiros  termos  diferemes  de  zero  da 
serie  dc  Maclaurin  para  a  fungao,  dividmdo  series  de  Maclaurin 
apropriadas. 


15.  (a)  sec  x 


son  x 
ex 


16, 

17. 


(a) 


arc  ig  x 


fb) 


1  n  ( 1  +  -V ) 


I  +  x  1  —  x 

Use  as  series  de  Maclaurin  para  ?  e  e  *  para  dednzir  as  series  de 


Maclaurin  para  senh  x  e  cosh  a.  Inclua  na  sua  resposta  o  termo 
gcral  e  estabelega  o  raio  de  convergencia  de  cad  a  serie. 


IS.  Use  as  sdrics  de  Maclaurin  para  senh  x  e  cosh  x  para  obter 
os  quatro  primeiros  termos  diferemes  dc  zero  na  sdrie  de 
Maclaurin  para  igh  a. 
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19-20  Determine  os  cinco  primeiros  term  os  diferentes  do  zero 
da  sdrie  do  Madaurin  u sail  do  frames  parciais  e  uma  serie  de 
Madaurin  conhecida. 


10. 


4x  -  2 
: v 2  -  I 


20. 


.r*  +  .V2  +  2.v  -  2 
x2  -  I 


2 1  -22  Co  n  1 1  t  me  a  fdr  m  li  ]  a  de  do ti  vaq ao  d  i  ferenci  and  o  term  o  a  tor- 
mo  a  sdrie  de  Madaurin  apiopriada. 


21.  (a)  ^-[cosjr]  =  —  sen x  (h)  —  fln(l  4-a)|  = 


dx 


dx 


I  +  X 

I 


d  d  r 

22.  (a)  — — [senhjfJ  =  cosh  a-  (bl  — [are  tg  x]  —  -  _ 

dx  dx  ^  1  -j-  X  ~ 


23-24  Conlirme  a  formula  de  integi  a^ao  integrando  termo  a  termo 
a  serie  de  Madaurin  apropriada, 

23.  (a)  j  ex  dx  ™  ex  +  C 

(b)  senh  x  dx  —  cosh  x  +  C 


24.  (a) 

(b) 


/” 

/ 


sen  .v  dx  =  —  eos.v  +  C 


I 


I  +.v 


dx  —  In  ( 1  +  x)  +  C 


25.  (a)  Use  a  serie  de  Madaurin  para  1/(1  -  x)  para  determinar  a 
serie  de  Madaurin  para 


fix)  = 


X 


I  —  X2 

(b)  Use  a  serie  de  Maclaurin  obi  id  a  na  parte  (a)  para  determ i- 


narf15,(0)e/l6'(0). 


(c)  O  quo  podemos  dizor  sohre  o  valor  da  .f  ""(0)7 

2ft.  Seja  fix)  =  jf  cos  2.v.  Use  o  mdtodo  do  Exercfeio  25  para detei- 
minar  0). 


27-28  Q  I  i  mi  le  de  uma  forma  in  deter  min  ad  a  quando  x  — >  x/A 
pode,  as  ve/es.  ser  determ inado,  expand i ado  as  fun^des  envoi- 
vidas  cm  serie  de  Taylor  cm  torno  de  a*  —  x,r  e  tomando  o  H mite 
dcsta  serie  termo  a  termo.  Use  este  metodo  para  determinar  o 
I i  mite  nesses  exerc  foies. 


27.  (a)  lim 


sen  x 


28.  (a)  Um 


v  — v  0  X 

I  —  cos  X 


(b)  lim 

.v-*0 


are  Tg  x  -  a 

o 


x — v  o  sen x 


..  In  V 1  +  a  —  sen  2x 
(b)  um  — - - 

x — 1-0  X 


29-32  Use  series  de  Madaurin  para  aproxinw  a  integral  com  Eres 
cases  decimals  de  precis  ao. 


29. 

/  sen  (a2}  dx 

Jo 

30. 

31* 

f  '  #\+x*dx 

32. 

f-in 

.  /  arc 

Jo 


c  tg  (2aC)  dx 


m  fm-^= 

Jo  )7+T 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


33.  (a)  Encontre  a  serie  de  Madaurin  para  ex  .  Qual  e  o  raio  de 

converge  nei  a? 

(b)  Ex  pi  iq  tie  du  as  maticiras  d  Here  me  s  dc  usar  a  sdrie  de 

^  ,4  4  i  .4 

M aelaunn  para  ex  para  en contra:  a  sdie  para  x  ex  . 
Conti  line  que  am  bos  mdlodos  produzem  a  rnesma  sdrie.. 

34.  (a)  Di ferenci e  a  sdrie  de  Madaurin  para  1/(1  --  x)  e  use  o 

resuitado  para  mostrar  que 


* 


}  kxk  -  — 

n  — 

0=1 


(i 


para  —  I  <  x  <  1 


( b)  I  n legre  a  serie  de  M ac!  au ri  n  pam  1/(1-  x)  e  u  se  o  re  su  1- 
tado  para  mostrar  que 


K  k 
XK 


—  —  ln(l  —  a)  para  -1  <x<  1 

k 

(c)  Use  o  resuitado  da  parte  (b)  para  mostrar  que 

*  \k 

1  )*' + 1  —  —  In ( I  +  v)  para  - !  <  x  <  1 
m  k 

(d)  Most  re  que  a  serie  na  parte  (c)  converge  se  x-  K 

(e)  Use  a  observaqao  que  segue  o  Exemplo  2  para  mos¬ 
trar  que 

*  t 

y^(> ! )M  —  —  ln(l  +  x)  para  -] <  a  <  1 

1  A 


35.  Use  os  re  suit  ados  do  Exercfeio  34  para  cncontrar  a  soma  de 
cad  a  serie. 


A  *  12  3  4 

(a)  Ziv  =  T  +  :P  +  0  +  ^  +  "' 


i=  1 

JZ 


(w  z 


111 


i-=T 


k(4k)  4  2(42)  3(4-)  4(44) 


+ 


36.  Use  os  result  ados  do  Exercfeio  34  para  cncontrar  a  soma  dc 
cad  a  serie, 

A  . , ,  i  ill 

(a)  }(~\)k+'T  =  !-  -  +  --  -+  ■■■ 


k=\ 

-A 


t  v-^Ce-l)4'  e  —  1  (e  —  I  )2  (e-l)J 
(b)  2^  — — —  — - 1 - - - b 


kek 

3 7,  (a)  Uscarda^ao 


/ 


3 


2(e2) 


dx  ™  arc  sen  Ei  x  -h  C 


Cl  +  x2 

par  a  determinar  os  quatro  prime!  ros  term  os  diferentes  de 
zero  da  s^rie  de  Madamin  para  arc  senh  x. 

(b)  Expresse  a  serie  cm  nota^ao  sigma, 

(e)  Qual  c  o  raio  dc  convergcncia? 

38.  (a)  Use  a  reliis^fio 

I 


/ 


dx  —  arc  sen  a  +  C 


para  determinar  os  quatro  primeiros  termos  diferentes  dc 
zero  na  serie  dc  Madaurin  para  arc  sen  a, 

( b)  Ex  presse  a  serie  cm  not  agao  s  i g  m a. 

(c)  Qual  6  0  raio  dc  convcrgcneia? 
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39.  Mostramos  pda  F&rmtiia  (II)  da  Segao  9.3  que  se  h&  y0  uni- 
dades  dc  radioearbono-14  presenter  no  instante  t  =  0,  emtio  o 
ndmero  de  unidades  presentes  /  anos  depois  &er£i  de 


-o.oooni? 


(a.)  Ex  pres  se  y(0  CO  ii io  u  mu  sCrie  de  M aC  I  an  ri  n , 

(b)  Use  os  dois  prime!  ros  term  us  da  ss$rie  para  mostrar  que  o 
ndmero  de  unidades  presemes  depois  de  1  ano  C  de  aproxi¬ 
mada  me  nt  e  (0,99  987  9)  ytl . 

(c)  Compare  esse  valor  com  o  produzido  pda  formula  paray{/}. 


40.  Na  Segao  9.  l  *  esludainos  o  movimento  de  um  objelo  eni  queda 
que  tem  massa  m  e  e  retardado  pel  a  resistencia  do  ai\  Mostra- 
mos  que  sc  a  veloctdade  inidal  e  w0  c  a  i'orga  do  resistencia  FR  e 
proportional  a  velocidade,  isto  ti  FR  =  -cv,  entao  a  vdocidade 
do  objelo  no  instante  t  e 


onde  g  6  a  aceleragao  dev i da  a  gravidade  |ver  Formula  (27)  da 
Segno  9d  ]. 

(a)  Use  Lima  sdric  dc  Madaurin  para  mostrar  que  se  ct fm  a*  0. 
entao  a  veloctdade  podc  scr  aproximada  por 


(b)  Me  I  bore  a  aproximagao  na  parte  (a). 

[cj4L  Su pon ha  que  a  um  pSndulo  simples  com  um  com pri memo  dc 
L  ~  l  metro  seja  dado  uni  deslocamento  initial  de-  0t>  =  5°  cm 
relagao  a  vertical. 

( a )  A  p  r  ox  i  me  o  pen  ode  do  pc  ndu  1 0  u sa  nd<  \  a  Fb  rmu  I  a  ( 6)  pa  ra 
o  mode  I  o  de  prime  ira  ordem.  [Use  g  =  9,8m/s7l 

(b)  Aproximc  o  perfodo  do  pendulo  usando  a  Formula  (7)  para 
o  model o  de  segunda  ordem, 

(c)  Use  a  inlegragao  mimdrica  de  um  CAS  para  a  proximal  o 
perfodo  do  pendulo  pda  Formula  (4)  e  eompare-o  com  os 
valores  obtidos  nas  panes  (a)  e  (b). 

42.  Use  os  ires  primeiros  termos  diferentes  de  zero  na  Formula  (5) 
e  a  formula  do  sc  no  dc  Wallis  que  esta  no  final  dcste  livro  na 


Tube  I  a  dc  Integrals  da  Capa  (Formula  122)  para  obter  um  mo¬ 
de  I  o  para  o  perfodo  de  um  pendulo  simples. 


43.  Lemhre-se  que  a  forga  da  gravidade  exercida  peia  Terra  sobre 
um  objeto  e  e  ha  mada  peso  do  objelo  (ou  mais  preeisamente, 
peso  terrestre).  Sc  um  objeto  de  inassa  m  e stiver  na  superfide 
da  Terra  (mvd  medio  do  mar),  entao  a  magnitude  dc  scu  peso 
c  mg,  onde  g  e  a  aceleragao  dtex’ieisi  a  gravidade  na  super IKeic 
da  Terra.  Uma  formula  mats  gcral  para  a  magnitude  da  forga 
gravitational  que  a  Terra  cxcrce  sobre  um  objelo  de  massa  m  6 


mgR^ 

( R  +  ft )z 


onde  R  c  o  raio  da  Terra  c  h  e  a  allura  que  o  objeto  esta  cm  rela- 
gao  l\  su  perl  i  tie  da  Term. 


(a)  U  sc  a  stii e  b  i  r to m  i  al  pa  r a  1  /( ]  +..l')2 3  obi  i  da  no  Exei tiplo  4  da 
Segao  10.9  para  expressar  Feonio  uma  sene  de  Madaurin 
em  potencias  de  h/R. 


(b)  Most  re  que  sc  h  =  0,  entao  F  =  mg. 


(c)  Most  re  que  se  fi/R  sa  0,  entao  F  -s  mg  -  (2mgh/R).  f  Obser - 
vacao:  A  quant  idado  2mg/t/R  pode  scr  inter  pie  tad  a  como 
um  “termo  tie  coi  regSo”  para  o  peso*  quando  se  leva  em 
con ta  a  allura  do  objeto  em  rclagSo  a  supcrffeic  da  Terra.] 

(d)  Se  supormos  que  a  Terra  seja  uma  esfera  de  raio  R  =  4000 
milhas  ent  media  ao  nfvel  do  mar,  qua!  6  a  porceniagcm 
aproximada  dc  mu  clang  a  no  peso  dc  uma  pcssoa  variando 
do  nivel  do  mar  ao  topo  do  Monte  Evereste  (29.028  pes)? 


44.  (a)  Mo  sire  ctue  a  fungao  dc  Bessel  Ji}(x)  dada  peia  For¬ 
mula  (4)  da  Segao  10.8  saiist'az  a  cquagao  dit'ereneial 
xytf  +  yr  +  xy  =  0,  (Ossa  e  a  equagdo  de  Bessel  de  or¬ 
dem  zero) 

(b)  M  os  tie  que  a  fungao  dc  Bessel  7,(,r)  tladti  peia  For¬ 

mula  (5)  da  Segao  10,8  satis  fax  a  equagdo  difereneial 
X2)J'  +  xyf  +  ■—  I  )y  —  0.  (Ess a  e  a  equagdo  de 

Bessel  de  pri  me  ira  ordem.) 

(c )  M ost re  q u e  JfQ (x )  —  -J\  U  f 


45,  Prove:  Se  as  series  de  poEendas  Q e  b&xk  ti- 
verem  a  mesma  soma  num  intervalo  (-r,  r),  entao  cq.  -  bk  para 
tod  os  os  valores  dc  k . 


I /  RESPOSTAS  DOS  EXERCECIOS  DE  COMPREENSAO  10.10 


1.  (-1) 


‘-Vr  2.  l;-l;l;-l;(-l)V  4.  (a) -  j  (b)  4;  I; -j;  j-; 

Ar!  2  3  2  4  18 


4;  (-l)‘+t 


(.v  -  l)1 
k  ■  (£!) 


EXERCfCIOS  DE  REVISAO  DO  CAPITULO 


L  Qua!  6  a  diferenga  entre  uma  sequenda  iiiTmUa  e  uma  sdrie 


infmita? 


2.  O  que  se  entende  peia  soma  dc  uma  scrie  infimta? 

3.  (a)  O  que  6  uma  scrie  geomdlrica?  DC  algtnis  cxemplos  dc 

sdrics  geomdtrieas  convcrgentcs  c  divergentes. 

(b)  O  que  6  uma  sdie /j?  De  alguns  exemplos  de  sdries p  con- 
vergentes  e  divergentes. 


4,  Enuncie  eon  di  goes  sob  as  quai.s  u  ma  sdrie  a  lie  mada  ce  name  rue 
convirja. 

5,  (a)  O  que  signifies  dizer  que  uma  serie  infimta  converge  abso- 

lutamente? 

(b)  Qua  I  relagao  existc  entre  couvergencia  e  convcrgencia  ab- 
soluta  de  uma  serie  inlinita? 

6,  Enuncic  o  Teorcma  da  Esiimativa  do  Resto  e  descreva  alguns 
dc  scus  usos. 
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7. 


5e  Lima  sdte  dc  potencies  em  a  -  a„  liver  raio  de  converg£neia 
ft,  o  que  pode  ser  dilo  sobre  o  con  junto  tie  valorem  de  x  nos 
quais  a  serie  converge? 


S.  (a)  Escreva  a  formula  da  sdrie  de  Maclaurin  para  /  em  nota~ 
sigma, 

(b)  Escreva  a  formula  da  serie  de  Taylor  para  /  em  torno  de 
a  ”  Aq  em  notagao  sigma. 


9.  As  seguintes  afirmaqoes  siio  vetdadeiras  ou  falsas?  Se  for  ver- 
dadeira.  enimcic  uni  tcorema  para  justiti car  sua  eonclusao.  Sc 
for  falsa,  entao  de  um  contra-exemplo. 


(a)  Se  52  itt  converge,  entao  jq  — a  0  quando  k  +oe 

(b)  Se  uk  0  quando  k  — >  +oc,  entao  52  converge. 

(c)  Se  fpi)  =  *Jt  para  n  =  1 ,  2.  3.. . ...  e  se  arS  —?  L  quando  /;  — ?  +cx>, 

entao  /(a)  ->  /  quando  a  — >  +"\>. 


(d)  Se  /(«)  —  £jfl  para  n  =1 . 2,  3.,,,  e  se  j'fv)  — >  /,  quando  a  -4  +ou, 
entao  ^  —>  /,  quando  n  — >  +^.-. 

(e)  Se  0  <  (iti  <  1,  entao  {a J  converge, 

(f)  Se  0  <  uL  <  t ,  entao  52  ut  converge, 

(g)  Se  52  c  52  h't  convergirem,  entao  52 ("*  +  *4)  diverge. 

(h)  Sc  52  lli.  &  52  vk  divergtrem,  entao  52 (lh  ~  *4)  converge. 

(i)  Sc  0  <  Uf.  <  V).  e  52  vi.  convergir,  entao  52*4  converge, 

(j)  Sc  0  <  tif.  <  i\  e  52  h*  cli%ur«ir,  entao  52  *4  diverge, 

(k)  Se  uni  a  serie  in  Uni  la  convergir,  entao  elu  converge  abso- 
Iuiamente. 

(!)  Se  uma  sene  infmita  divergir  absolute  men  te,  entao  el  a 
diverge. 


10.  Dcrida  sc  cada  uma  das  seguimes  afirma^5es  6  verdadcira  ou 
falsa.  Just dt quo  sua  resposta. 

(a)  A  J’un^ao  f{x)  =  xu*  tem  uma  sdrie  de  Maclaurin, 

(b)  1  +  |-  |  +  |-  |  +  i“3  +  --  =  l 

(c)  i  +  i—  ,i  +  *“§  +  2“i  +  *,l  =  1 

11.  En con  Ere  o  termo  geral  da  sequenda,  commando  com  n  -  1, 
determine  sc  a  scqiiencia  converge  e,  caso  convirja,  e neon t re 
seu  limile, 

3  4  5 


(a) 

(b) 


72  _  |2>  32  _  22  1  42^33*"' 

!  J  3  4 

3^5'  7’ “S’”  ‘ 

12.  Suponha  que  a  seqiicneia  { af }  seja  ddinkki  rccursivamente  por 


«0  =  c\ 

Supondo  que  a  seqtidicia  convirja,  determine  sen  limite  se 


(a)  c  =  \ 


(b)  c?{ 


1 3 .  M  os  t  re  que  a  seq tie  nci  a  6  c  stri  t  amen  re  mo n 6t ona  a  part  i  r  de  u  m 
certo  termo. 


(a)  j(n  -  10r}2 


1 

10  (Yl 

(b)  ■ 

(2« )!(»!)] 

+» 

n—  ] 


1 4.  (a)  D£  u  m  cxe  mpl  o  d  e  u  111a  seq  uc  tie  i  a  1  i  to  j  lad  a  q  u  c  d  i  verge . 
(b)  De  urn  cxcmplo  dc  uma  scqiictieia  monototia  que  diverge, 


15-20  Use  qualquer  mdtodo  para  detemiinar  se  a  sdrie  converge. 


X 


ao 


1S-  (a)  L  ^ 


(h)  E 


*=1 


5k  +  1 


Vr 


16.  (a) 


it  - I 


k+  4 
k2  +  k 


{b)  (| 


k  4~  •  2 


se 


>7-  w  En 


I 


<ot- 


k=\ 

se 


18  «  g  wt 


P  +  2k  +  1 

In  it 


CM  E 


1 


*=t 

St 


CM  E 


Jt=! 


(3  +  t)2/fl 
kin 

+  5*  +  1 


»■  w  E 


'/k  +  1 


^  cos(l  A) 
(b) 


2 (l  (a) 


,-1/2 


t=i 


^=1 


2  -f  sen-  k 


cm  E  TT 


i=! 


I 


2U  Determine  uma  formula  para  o  eiro  exalo  que  results  quando 
a  soma  da  sdrie  geomdlrica  52*=oO/5)*  for  aproxitnada  pela 
soma  dos  KM)  primeiros  term  os  da  sdric. 


22,  Suponhaque  }  tt^  —  2  — Determine 

t, 


(a)  « 


]O0 


(b)  lim  ut 
k  —  +■« 


(C)  ^  tt.l: 


23,  Erne  ad  a  pa  ri  c ,  determt  ne  sc  a  sdie  conve  rge ;  sc  eo  n  verg  i  i1,  de¬ 
termine  sua  soma, 

fa>E(|-|)  0»  D'nt*  +  l).-ln*! 


t=i 

'A 


1 


Jt—  I 

Ob 


k=  I 


Hk  +  2) 


24,  Pode  ser  provado  que 


(d)  y^[arc  tg  (k  El)-  arc  tg  k] 
Jt=i 


i 


lim  =  +3c  e  lim  - =  - 

— >  +X:  J]  (f 

Em  cada  parte,  use  esses  li mites  e  o  teste  da  raiz  para  detemii¬ 
nar  se  a  sdrie  convene. 


*  9  k 

(a>£n 

*= 0 K' 


a.  p 
(k)  Ett 


t=0 


25.  Sejant  ch  h  e  p  const  antes  positives.  Para  quais  valorem  de  p  a 

I 


serie  ^ 


k=\ 


{a  +  hky* 


converse? 


26.  Determine  0  intervalo  de  eonverueneia  de 


~  xo)k  ru  {-u 
2^ — ^ —  ^>0> 


i-0 


hf: 


27.  (a)  Most  re  que  kL  >  k\. 

K 

(b)  Use  o  teste  da  com  paramo  para  mostrar  que  k~k 


converge. 


k=  I 


(c)  Use  o  teste  da  rai /  para  mostrar  t|uc  a  serie  converge. 
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28,  A  serie  I  ^  ^  4-  |  —  ^  +  §  +  ■  ■  *  converge?  Justitique  sua 
resposta. 

29,  (a)  Determine  os  cinco  primeiros  polindmios  de  Maclaurin  da 

fungao  p(x)  -  1  -  7a  +  5a  +  4  v  . 

(h )  Faca  u  ma  afi  r  ma^ao  geral  so  bre  o  pol  i  no m  1  o  de  M ad  an  ri  n 
de  am  polinomio  de  gran  tu 


,10.  M  ost re  quo  a  a  prox  E  ma£ ao 


X3  X 5 


sen  x  ph  x  ™  - - 1 - 

31  5! 

6  precisa  em  aid  4  casas  decimals  se  0  <  a  <  tt/ 4. 

31.  Use  uma  serie  de  Maclaurin  e  proprsedades  das  series  atterna- 
das  para  mostrar que  |ln( !  +  a)  -  x|  <  a72  se 0 <x <  3 . 

32.  Use  tuna  sdrie  de  Maclaurin  para  apimimar  a  integral 


l 


t 


[  —  COS  X 


dx 


r0  x 
com  trSs  casas  decimals  de  precisSo. 


33.  Nas  partes  (a)  -  (d),  determine  a  soma  da  serie  associando-a 
com  alguma  serie  de  Maclaurin: 

4  8  36 

W  2+  2!  +V.  +  4!  +'" 


TT 


S  1 

TT  TT' 


(b)  "-3[+5[-7!+-- 
c2  c4  e 6 

fc}  l~2!  +  4!~w+”' 

(«  .-m3+^-^  + 


21 


4' 

■.  ■  <1 


34,  Em  cada  parte,  escreva  os  quatro  primeiros  termos  da  sdric  e 
emtio  determine  o  raio  de  converged  a. 


55 


Eli’ 

TTt" 


I  •  2  <  3  - « ■  £ 


k=l 

V. 


(3 k  -  2) 

I  ■  2  -  3  ■  ■  ■  k 


« i' 


2fc+l 


35.  Use  Einia  serie  de  Taylor  apropriada  para  ^ fx  para  uproximar 
s/28  com  ires  casas  decimals  de  preasao  e  vert  fiq  Lie  sua  nespos- 
ta  com  pa  ran  do- a  com  aquela  produ/.ida  per  itmacalculadora. 

36,  Difercncie  a  sdrie  de  Maclaurin  para  xe'  e  use  o  result  ado  para 
mostrar  que 

^  kl 


fc=0 


37.  Use  as  series  de  M  aclauri  n  para  sen  x  e  cos  x  dad  as  ahai  xo  para 
enconiraros  quatro  primeiros  ter  mas  nao-ntilos  da  serie  de  Ma¬ 
claurin  para  as  funedes  dadas. 


55 


sen 


cos 


A-  =  £(-l)' 


A 


k= 0 

55 


*-D-» 


(2it+  I)! 

2k 


:■  X 


(2  k)\ 


(a)  sen  a  cos  a 


(b)  |  sen  2a 


api'tulo  onze 


GEOMETRIA  ANALITICA 

NO  cAlculo 


. . .  sent  os  i  rut  ados  dos  gedme- 
tras  gregos  acerca  das  segdes 
cot  liras,  rtdo  teriamos  iido 
Kepler;  sent  Kepler,  nenlutm 
New  ton  e,  sem  Newton,  ne- 
nhuma  aettekt  t\a  acepqao 


este  capitulo,  estudaremos  aspect  os  da  Geometria  Anatitica  que  s3o  import  antes  nas 
aplicacdes  do  Calcuto.  Vamos  coma^ar  introduzintio  sr  stern  as  de  coordenadas  poiares. 
que  sao  uteis*  por  exempt  o,  no  acompanhamento  do  movimento  de  planetas  e  de  sateli- 
tes,  na  sdentificagao  e  na  localizagao  deobjetos  em  tolas  de  radar  e  nos  projatos  de  antenas.  Em 
seguida,  discutsremos  re  la  goes  entre  ourvas  da  das  em  coordenadas  poiares  e  curves  parametri- 
cas  em  coordenadas  retanguEares  e  diseutiremos  metodos  para  encontrar  areas  em  coordena- 


tuoderna  dessc  tern  to... 

— Henry  John  Stephen  Smith 

Matemdiico 


das  poiares  c  rotas  tangentes a  curvas  dadas em  coordenadas  poiares  ou  parametric  amen  te  em 
coordenadas  retan  gul  ares,  Faremos,  entaoT  uma  revisao  das  propriedades  basreas  das  el  ipse s, 
das  hyperboles  e  das  parabolas  e  examinaremos  essas  curvas  no  contexto  de  coordenadas  poia¬ 
res.  Finalmertte,  daremos  algumas  splica^oes  bastcas  dessas  ids  las  a  Astronomic, 


Foto:  Com  a  Geometria  AnaHtica  podemos  descrever  matematicamente  curvas  matemdticas  como  as  es pi  rats  na  ftor  do 
girassoL 


11.1  COORDENADAS  POLARES 


Ate  agora ,  especificamos  a  localizaqdo  de  urn  panto  no  piano  at  raves  de  mas  coordenadas 
rdativas  a  dots  eixos  perpendiculares,  Porem,  as  vezes,  am  panto  em  movimento  tern  tuna 
afinidade  especial  com  a  l gum  ponto  fixo,  tal  como  itm  ptaneta  mtma  orb  da  sob  a  at  rag  do 
central  do  SoL  Nesses  casos,  a  trajetdria  da  pavticula  fica  melhor  descrita  par  sua  diregao 
angular  e  sua  disldncia  de  am  pontofixo.  Nest  a  segdo,  diseutiremos  um  novo  tipo  de  si  sterna 
de  coordenadas.  que  e  baseado  nessa  ideki. 


m  SISTEMA  DE  COORDENADAS  POLARES 

Um  si  sterna  de  coordenadas  poiares  num  piano  cons  isle  ein  um  ponto  O  fixe,  chamado  de  polo 
(oti  origem)  e  dc  um  raio  quo  pane  do  polo,  chamado  eixo  polar .  Num  tal  si  sterna  de  coordena¬ 
das,  podemos  associar  a  cada  ponto  P  no  piano  um  par  de  coordenadas  poiares  ir,  6 ),  onde  ;■  e  a 
dislaneiu  de  P  ao  polo  e  96  o  angulo  entie  o  eixo  polar  e  o  raio  OP  (Figma  1 L  1,1 ).  O  nuniero  r  d 
chamado  de  coordenada  radial  dc  P  enquanto  que  9  e  a  coordenada  angular  (ou  dngulo  polar) 
de  P.  Na  Figura  11.1 .2,  os  pontos  (6. 45%  (5,  i 2(F),  (3, 225°)  e  (4, 33(F)  estao  plotados  num  sys¬ 
tem  a  de  coordenadas  poiares.  Sc  P  for  o  polo,  entao  r  =  0,  mas  nesse  caso  nao  ha  Lima  defimqao 
clara  do  Angulo  polar.  Vamos  convene ionar  que  qualquer  angulo  possa  ser  usado  nesse  caso;  isto 
e,  (0,  0)  sao  as  coordenadas  poiares  do  polo  para  qualquer  escolh  a  de  9, 

As  coordenadas  poiares  de  uni  ponto  nao  Sao  unions.  Por  example,  as  coordenadas  poiares 

(1*315°),  (1,-45")  e  (1,675°) 


PirJP 


FL^ura  1 1.1.1 
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represemam  todas  o  mesmo  ponto  (Figura  I  1.1.3).  Em  gerafi  sc  uni  ponto  P  fiver coordcnadas 
polares  (r,  B)r  eniao 

(r.  B  +  n-  360° )  c  (r-  9  -  n  *  360°) 

tumhcm  sao  coordcnadas  polares  de  P s  para  todo  n  inieiro  nSo-negafivo,  Assim,  todo  ponio 
tcm  uma  infinidade  de  coordcnadas  polares. 


—  +!■  ■  r 


Em  problems®  envoi  vencto  ffrrmutes 
de  cterivadas  au  integral,  o$  angutos 
devem  $or  meaidosern  radianos,  uma 
vez  que  essas  formulas  fa  ram  cted  wi¬ 
fe  sob  esta  bipbiese,  Utilizaremos 
Sempra  a  medfda  em  radiation  para 
os  Angulo?  polares,  eKceto  nas  apli- 
capdaa  em  que  a  medlda  ern  graus 
tor  mats  convenfente  e  a  medida  am 
radianos  nao  for  rcecessarta. 


Figura  11,1  J 


315" 


(1.  315°) 


(K-458) 


(1.G758) 


Con  forme  defmido  acinia,  a  coordenada  radial  r  de  uni  ponto  P  e  nao-negativa,  pois 
represents  a  dislfmeia  de  P  SO  ptilo.  No  entanLo,  scria  convcnicnte  quo  r  pudesse  scr  ne¬ 
gative.  Para  inotivar  uma  definite)  apropiiada,  seja  P  o  ponto  com  coordcnadas  po lares 
(3,  225 °).  De  acordo  com  a  Figura  1 1.1.4,  podemos  aringir  este  ponto  rodando  o  eixo 
polar  por  urn  angulo  de  225°  e  movendo-se  3  uni  dad es  a  partirdo  p6lo  ao  iongo  do  l ado 
final  do  angulo  ou  entao  podemos  atingir  P  rodando  o  eixo  polar  por  urn  angulo  de  45  y 
e  movendo-se  3  unklades  a  partir  do  polo  ao  Iongo  da  exlensao  do  Iado  final.  Isso  sugere 
que  o  ponto  (3,  225°)  Lam  hem  possa  ser  denotado  por  (-3, 45°),  onde  o  sinal  men  os  serve 
para  indicar  que  o  ponto  esta  sobre  a  extensao  do  Iado  final  do  angulo  cm  ve/  de  estar  no 
proprio  Iado  final  do  angulo. 

Em  geral,  o  Iado  final  de  urn  angulo  de  0  +  1 80°  e  a  exlensao  do  Iado  final  de  G,  portanto 
definimos  as  coordcnadas  radiais  negativas  convene ionando  que 

{ -r,G)  e  (r,  9  4-  180*) 
sue  coordcnadas  polarcs  do  mesmo  ponto. 


tt/ 2 


Rl  RELATES  entre  coordenadas  polares  e  retangulares 

6  frequentemente  util  sobrepor  ao  sistema  de  coordcnadas  polares  urn  sisrema  de  coor- 
denadas  retangulares  xy  de  tal  forma  que  o  eixo  x  positive  coincida  com  o  eixo  polar.  Se 
isso  for  feito,  cada  ponto  P  teni  coordcnadas  retangulares  (, x ,  y)  hem  como  coordcnadas 
polares  (rT  0).  Confonne  sugere  a  Figura  1 1.1,5,  essas  coordcnadas  estao  relacionadas 
pelas  equaqoes 

x  —  r  cos  0,  y  —  r  sen  $  (1 ) 


Eslas  equa^oes  permitem  encontrarxey  quando  Ibrem  dados  re  B.  Entretanlo*  para  encontrar 
re  B  a  partir  dc  x  c  y  6  prefenvel  usar  as  identidades  sen2#  +  cos 11 0  —  I  c  tg  B  =  sen  0/e  os  0  para 
reescrcvcr  ( I )  como 

(2) 
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ir/2 


►  Exemplo  1  Encontrc  as  coordcnadas  retangulares  do  porno  P  cujas  coordcnadas  pota- 
res  sao  (6,  2jt/3). 

Sohtcao  Subsiiiuindo  as  coordcnadas  po lares  r  =  6  e  9  =  2,t/3  em  ( I ),  obtemos 


x 


v  =  6  sen 


Foriamo,  as  coordcnadas  re  langu  Lares  de  P  sao  (-3,  3V3)  {Figura  1  ] .  \  .6).  * 


►  Exemplo  2  Eneonire  as  coordcnadas  polares  do  ponio  P  cujas  coordcnadas  rctangu la¬ 
res  sao  (-2,  2V3  y 


Soluqdo  Vatnos  encontrar  as  coordcnadas  polares  (/;  0)  dc  P  que  saiisfazem  as  conduces 
r  >  0  c  0  £  0  <  2jz .  Da  primeira  equagao  cm  (2  ), 

r 2  =  ,v2  +  y2  =  (— 2)2  +  (2^3  )2  -4+12  =  16 
logo,  r  =  4.  Da  segunda  cquagao  cm  (2), 


Disto  e  do  lain  dc  (—2,  2^/3  )  ester  no  segundo  quadi  ante,  tem-se  que  o  Sngulo  que  salisfaz 
0  <0  <  2tt  60  —  2tt/3.  As  si  ms  as  coordcnadas  polares  dc  P  sao  (4,  2t/3),  Todas  as  denials 
coordcnadas  polares  dc  P  podem  scr  exprcssas  coino 


4,  +  2/iTT 


Oil 


—4,  4-  2nit 


onde  n  6  urn  intciro,  < 


m  GRAFICOS  EM  COORDENADAS  POLARES 

Varnos  con  sidecar  agora  o  problema  dc  tragar  o  gralico  de  equagocs  em  r  c  0t  nas  quais  supo- 
mos  que  $  seja  medido  em  radianos.  Alguns  exemplos  de  lais  equagoes  sao 


r  —  L  O  —  ,t/4,  r  —  0,  r  =  sen  0 ,  r  =  cos  20 


em  todos  os  pomos  cujas  coordcnadas  (x,  y)  satisfazem  a  cquagao.  Fin  coordcnadas  po¬ 
lares,  pordm,  os  pomos  torn  utn  ntimero  infinite  de  coordcnadas,  de  modo  que  urn  dado 
ponio  pode  ler  algumas  coordcnadas  polares  que  satisfazcm  uma  cquagao*  enquanio  que 
on  Iras  nao,  Dada  uma  cquagao  cm  r  e  #T  detin  imos  o  grdfico  em  coordcnadas  polares 
dessa  cquagao  coma  lodos  os  pomos  nos  quais  pelo  me  nos  um  par  de  coordcnadas  (/;  0) 
salisfaz  a  cquagao. 


►  Exemplo  3  Esbocc  os  grdfieos  dc 

(a)  ;■  =  I  (b)  0  -  ~ 

4 


em  coordcnadas  polares 
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Sohtgao  (a)  Para  Lodes  os  valorcs  do  0b  o  ponio  ( 1 , 0)  esta  a  uma  uni  dado  do  polo.  Como  0 
£  arbilrdrio,  o grdlico £  uni  circulo  de  raio  1  com  centre  no  polo  (Figura  I  l  A, la). 


Solagao  (b)  Para  lodos  os  valorem  de  \\  o  ponio  (/■,  jt/4)  esta  sobre  uma  rela  que  faz  um 
angulo  de  jt/4  com  o  eixo  polar.  (Figura  11.1 ,7  b).  Valorcs  positives  dc  r  corrcspondcm  a  pon¬ 
ies  sobre  a  rela  no  primeiro  quadrante,  enquanto  que  valorcs  negativos  de  r  correspondem  a 
pontes  no  terceiro  quadrante.  Assim,  sem  nenhuma  resfrigao  sobre  r,  o  grafico  6  a  rela  toda. 
Observe,  eontudo,  quo  imposla  a  condigao  r  >  0,  o  grtflico  sera  entuo,  somente  0  raio  no  pri¬ 
med  ro  quadranle.  < 


Figura  I1.K7 


F  -  0  {0  >  0) 


Figura  i  1.1.8 


Especial  men  le  importames  sac  as  equ  agues  r  —  f(0)  que  expressam  /  como  fungao  de 
(?.  Uma  maneira  de  fa/er  o  gralico  de  uma  tal  equagao  e  escolher  alguns  valorcs  tipicos  de  0, 


caleular  os  cone  sp  underlies  valorcs  dc  re  entao  esbogar  os  pares  (r,  0)  resullantes  num  siste- 
ma  de  coordenadas  polares.  Os  prbximos  do  is  exemplos  ilusiram  esse  processo. 


►  Exemplo  4  Esboce  o  gralico  dc  r  —  6  (0  >  0)  cm  coordenadas  polares  esbogando 
pontos  escolhidos. 


Solttgao  Observe  que  0  crcsce  h  rnedida  que  r  crcsce;  assim,  o  gr&fico  £  uma  cur va  que  se 
a  fast  a  cm  espiral  do  polo  quando  0  crcsce.  Um  eshogo  razoavelmcnle  precise  da  espiral  pode 
ser  obtido  plotando  os  pontos  que  corrcspondam  a  valorcs  dc  $  que  sejant  multiples  de  jt/2, 
lernbrando  que  o  valor  de  r  e  sempre  igual  ao  valor  de  0  (Figura  11.1  .8).  < 


Faga  o  grafico  da  espiral  r  -  &  0  <  OK 
Compare  seu  gralico  com  o  da  Figura 
11.1.3. 


►  Exemplo  5  Esboce  o  grafieo  da  equagao  r  =  sen  0  em  coordenadas  polares  plotando 
pontos. 

Solugdo  A  Tabela  1 1 . 1 . 1  mostra  as  coordenadas  de  pontos  do  gralico  com  increnientos 
de  irfft  (=  30°)+ 

Esses  pontos  estao  pi  of  ados  na  Figura  1  LI,  5.  Observe  que,  no  entail  fo,  ha  13  pontos  na 
tabela,  mas  somente  6  pontos  distintos  for  am  plotados.  Isso  ocorre  porque  os  pares  a  parti  r  dc 
0=  jr  rcsultam  em  duplicates  dos  pontos  precedenles.  For  exemplo,  (—1/2,  7n7tS)  e  (1/2, 7t76) 
represent  am  o  mesmo  ponio,  < 


Observe  que  os  pontos  da  Figura  1 1.1.5  aparentam  esuu  disposios  cm  um  circulo,  Po- 
demos  conlirmar  isso  expressando  a  equagao  polar  r-  sen  0  em  termos  de  x  e  y.  Para  isso, 
mulliplicamos  por  r  a  equagao,  obiendo 

2 

r  = 


r  sen  0 
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Tabela  1L1J 


0 

(rrtdiailOs) 

x  x  x  2x  5jt  7/j  Ax  3x  5ff  Mjf  2x 

ft  3  2  f  6  6  3  2  3  ft 

r ■=  sen  0 

o  i  f  i  &  i  o  -I  £  &  -i  0 

J  2  t  J  2  -j  w  2  2  1  2  2 

(r.  0} 

-o>  <H)  (f  f)  ('  f )  <#■¥)  (??}  **  (-f  ?)  (ff )  (-..?)  (-ft)  (-F t) 

Figura  !  U.!J 


r  =  cos  2ff 


o  que,  a  pmiir  das  Formulas  ( J )  e  (2),  podc  ser  reescrito  come 

*  +  ym  =  V 

Reescjevendo  esta  equa^ao  como  x2  +  y2  -  y  -  0  e  compleiando  o  quadrado,  ohiemos 

que  €  um  cfreulo  de  eentro  (0,  ^ )  e  raio  4  no  piano  xy. 

O  simples  fato  de  uma  equagao  r  =  f{6)  envoi  ver  as  variavcis  re  0  nao  implies  que  seu 
grafico  dev  a  ser  tragado  em  coordenadas  polares.  Quando  for  ufifi  esta  equagao  pode  tambdm 
ter  seu  grafico  feito  em  coordenadas  rcttmgulares.  Pot  exempky  a  Figura  11.1.10  mostra  o 
a  rail  co  de  r  =  sen  0  em  coordenadas  reiangulares  Or.  Rsic  grafico  realmente  pode  ajudai  a 
visualizar  como  Toe  gerado  o  grafico  polar  da  Figura  1 1 J  .9; 

■  Em  0  -  0  lemos  r  —  0,  o  que  correspond  c  uo  polo  (0,  0)  do  gralico  polar, 

■h. 

■  A  medida  que  0  vaiia  de  0  a  xr/2,  o  valor  de  r  ere  see  de  0  para  I ,  logo  o  ponio  (/;  0) 
movc-se  ao  longo  do  cfreulo  do  polo  ao  ponto  no  alio,  em  ( !  f  tt/2). 

V 

•  A  medida  que  6  varia  de  tt!2  ate  tt  o  valor  de  r  decresce  de  1  paia  0,  logo  o  ponto 
(Y,  0)  move-se  ao  longo  do  cfreulo  desde  o  ponio  mais  alto  de  volta  ao  polo. 

•  A  medida  que  9  varia  de  iz  a  3t/2,  os  va lores  de  r  sao  negatives*  variando  tie  0  ate 

- 1 .  Assiny  o  ponto  (/;  9)  move-se  ao  longo  do  cfreulo  do  polo  ao  ponto  mais  alto  em 
(].,  jt/2),  que  6  o  mesmo  que  (-1,  Isso  duplica  o  movimenio  que  oeorreu  em 

0  £  B  <  nil. 

•  A  medida  que  0  varia  de  3jt/2  a  2.t,  o  valor  de  r  varia  de  —  I  a  0.  Assiny  o  ponto  (/;  0) 
move-se  ao  longo  do  cfreulo  do  ponto  mais  alto  para  o  polo,  duplicando  o  movimento 
que  oeorreu  em  tt/2  <9<tt. 


Figura  I1J.11 


►  Exemplo  6  Hsboce  o  grafico  de  r  =  cos  29  em  coordenadas  polares, 

Soiugao  Em  vez  tie  esbogar  pent  os,  vamos  usar  o  grafico  de  r  -  cos  29  em  coordenadas 
reiangulares  (Figura  1 ! .  1 J  1 )  para  visual  izar  como  e  gerado  o  grafico  polar  dess  a  equagao.  A 
ami  I  ise  e  o  grafico  polar  res  ul  tames  estao  most  rad  os  na  Figura  l  L  L 12.  Hssa  curva  e  chamada 
de  rosacea  de  quatro  pitakts.  < 


r  varia  de  l 

r  varia  de  0 

a  0  quando 

a  -1  quando 

6  vans  de  0 

0  varia  de 

a  it/ A. 

nf 4  a  tt/2. 

Figura  11.1  J2 


f  varia  de-l 

r  vans  de  0 

a  0  quando 

a  1  quando  Q 

0  varia  de 

varia  de  3-/4 

ir/2  a  3ir/4. 

a  7t. 

r  varia  de  1 

r  varia  de  0 

a  0 quando 

a  -I  quando 

B  varia  de 

0  varia  do 

fir  a  5ir/4. 

W4a_W2, 

r  varia  de  H 

r  varia  de  0 

a  0 quando  ti 

a  l  quando  & 

varia  de 

varia  de 

.W2  a  7tt/4. 

lx! A  a  2x. 
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■  TESTES  DE  SIMETRIA 


Observe  que  o grdfieo  polar  de  r = cos  20,  na Figura  ]  L  L 12,  e  simetrico em  rdagao  aos  eixos 
x  e  y.  Esta  simetria  poderia  ter  side  amecipada  a  partlr  do  scguinlc  teorema,  sugerido  pela 
Figura  11.1.0.  (omtiiremos  a  prova). 


A  reciproca  de  cada  parte  do  Teorema 
11.1.1  e  falsa.  Vef  Exereicio  fl2. 


11,1.1  TEOREMA  { Testes  de  Simetria ) 

(a)  Uma  cun- a  em  coordenadas  po  tares  e  simetrica  em  re  lag  do  no  eixo  x  se  substifuindo 
0  par  "0,  obtivermos  uma  equagdo  equivalent#  (Figura  I  I.  L  /3a). 

(h)  Uma  curva  em  coordenadas  palates  e  simexrica  em  relagdo  ao  eixo  y  se  subs  tit aindo 
0 par  jt  —  0,  obtivermos  uma  equagdo  equivalent**  ( Figura  ILL 1 3b). 

(c)  Uma  curva  em  coordenadas  palates  e  simetnea  em  relagdo  a  origem  se  substituindo 
6  par  0  +  jt,  on  substituindo  r  par  -r  obtivermos  uma  equagdo  equivalent**  (Figura 
JLU3c). 


7t/2 


/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

.  (r.  0 ) 

\ 

\- 

\ 

\ 

\ 

>  (a  -i 

(A) 


Figura  1  LEO 


tt/2 


0%  --&) 

0\  Q) 

\ 

\ 

\ 

\ 

^ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/. 

(b) 


tt/2 


►  Exemplo  7  Use  o  Teorema  1 1 . 1 . 1  para  conlirmar  que  o  gralico  de  i  —  cos  20  na  Figura 
1 1 .  lJ  2  6  simdtrico  em  relaguo  aos  eixos  x  e  y. 


Um  grafico  que  a  simetneo  em  refa- 
qao  a  ambos  eixos  Jt  e  y  tam&em  e 
si  me!  ri  co  em  rsiapSo  a  origem.  Use  0 
Teorema  11.1.1(c)  para  verificar  que 
a  curva  do  Exempio  7  6  simeirica  em 
relag&o  &  origem. 


So  lug  do  Para  testar  a  simetria  em  rclagao  ao  eixo;?,  substituimos  0  por  —6.  Disso  resulta 

r  =  cos  (—26)  =  cos  20 

Assim,  a  equagao  nao  se  mod  idea  quando  substituimos  $  por  -9. 

Para  testar  a  simetria  em  relagao  ao  eixo  v,  substituimos  0  por  jt  —  0.  Disso  resulta 

/■  =  cos  2(tt  —  6)  —  eos(2jr  —  26)  —  cos(— 20)  =  cos  20 


Assim,  a  equagao  nao  sc  mod  ilka  quando  substituimos  9  por  it-  0.  < 


►  Exemplo  3  Esboce  o  gralico  dc  r  =  a(l  -  cos  0)  cm  coordenadas  polares,  supondo  que 
a  seja  uma  con  stance  posit  iva. 


Solugdo  Observe  primeiro  que,  trocando  0  por  ~(K  nao  altera  a  equagao,  port  an  to  sa- 
homos  antccipadamentc  que  o  gralico  6  simdtrico  cm  relagao  ao  eixo  polar.  Fazendo, 
emfio,  a  parte  superior  do  gralico  da  curva,  a  inferior  pode  ser  obtida  por  reilexao  pelo 
eixo  polar; 

Como  no  exemplo  anterior,  vamos  primeiro  fazer  o  grafico  em  coordenadas  retangula- 
res.  Esse  grafico,  mostrado  na  Figura  1  1 . 1.14a,  pode  ser  obtido  reeserevendo  a  equagao  dada 
CO  mo  r  —  a  -  a  cos  6.  Esse  grafico  pode  ser  obtido  re  He  tin  do  o  grdfico  dc  r  =  a  cos  0  pelo  eixo 
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x  para  obter  o  grafico  d e  r  =  cos  <?  ct  a  scguir,  transladando  o  gr£dieo  a  unidades  para  obter 
o  grille  o  de  r  — a  —  a  cos  9.  Pode  mas,  agora,  ver  que: 

*  Quando  0  varia  do  0  a  jt/3,  r  eresce  de  0  aid  a/2, 

■  Quando  0  varia  de  ttB  a  tt/2,  r  ere  see  de  of 2  aid  a. 


■  Quando  9  varia  de  n/2  a  2n/3,  r  ere  see  de  a  ate  3a/2. 


■  Quando  9  varia  de  2^/3  a  tt,  r  ere  see  dc  3of/2  ate  2a. 

tsso  produz  a  curva  polar  mostrada  na  Figura  1 1 A  ,14/;.  O  res  tame  da  curva  pode  ser  obtido 
continuando  a  andlise  preeedente  de  n  aid  2^+  ouf  con  forme  observado  antenorniente+  refle- 
tindo  pelo  eixo  x  a  parte  ja  feita  (Figura  1 1 . 1  J4c),  Essa  curva  em  forma  de  coragao  e  denomb 
n  ad  a  cardioide  ( a  pa  I  av  ra  g  rega  ka  rdia  si  g  n  i  fi  c  a  “coragao").  < 


(a) 


Figura  1L1.14 


(b) 


(Q 


►  Exemplo  9  Esboce  o  grafico  de  r  =  4  cos  2 0  em  eoordenadas  po lares. 

Solugdo  Essa  equagao  nao  expressa  reomo  uma  lungao  de  0,  uma  vez  que  resol  vendo  para 
r  em  term  os  de  9 ,  obtemos  duas  fungoes: 

r  —  2\/cos  20  e  r  =  —2  V cos  20 

Desse  modo,  para  obter  o  grafico  da  equagao  r1  -  4  cos2f?  devemos  fazer  separadamente  o 
grafico  dessas  duas  fun  goes  e,  emao,  combina-los. 

Vamos  comegar  com  o  grafico  de  r  —  2  Veos  28 .  Observe  primeiro  que  essa  equagao 
nao  muda  se  substituirmos  9  por  -0  on  sc  substituirmos  9  por  u  -  0,  Assim,  o  grafico  e  si  me¬ 
tric  o  em  relagao  aos  eixos  x  e  v.  Isso  sign  idea  que  todo  o  grafico  pode  ser  obtido  fazendo-se  o 
grafico  da  parte  no  primeiro  quadrame,  relict indo-se  cssa  parte  pelo  eixo  y  para  obter  a  parte 
no  segundo  quadraule  e  refletindo-se* *  eiUao,  cssas  duas  paries  pelo  eixo  a-  para  obter  as  paries 
no  lerceiro  e  quarto  quadrantes. 

Para  comegar  a  analise,  vamos  fazer  o  grdlico  da  equagao  r  —  Sv'cos  20  em  eoorde¬ 
nadas  retangulares  (ver  Figura  1 1.1.)  5a).  Observe  que  ha  faibas  no  grafico  nos  intervales 
tt/4  <  0  <  3;r/4  e  5?r/4  <  9  <  7tt/4,  pois  cos  26  torn  a- sc  negative  para  estes  va  lores  de  0. 
A  part ir  desse  grafico  vemos  que: 

*  A  medida  que  &  varia  de  0  a  tt/4,  r  deeresee  de  2  para  0. 

*  A  medida  que  0  varia  de  tt/4  a  tt/2,  nao  sao  gerados  ponlos  no  grafico  polar. 

Isso  da  a  parte  do  grafico  mostrada  na  Figura  1 1.1.15b.  Con  for  me  observado  antcriormentc, 
podemos  completar  o  grafico  por  uma  reflexfio  pelo  eixo  y  seguida  de  uma  rellexao  pelo  eixo 
v(l  1.1  J  5c).  ()  grafico  resultanie  e  denominado  lemniscata  (da  pa  lavra  grega  iemniscos  para 
um  I  ago  de  fita  que  se  pareee  com  o  miniero  oi  to).  Deixamos  a  cargo  do  lei  lor  veriftcar  que  a 
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equaqao  r  =  2n/cos20  tem  o  mesmo  grafieo  que  r  =, 
diagonalmciUc  oposta,  Assirn,  o  grafieo  da  equaqao  r2 
tas  identical  sobrepostas.  < 


■2  yeas  20,  pore  in  traqadode  forma 
4 cos  20  consiste  de  duas  lemmsea 


(tf) 


■  FAMILIAS  DE  BETAS  E  RAIOS  ATRAVES  DO  POLO 

Sc  9t)  for  um  angulo  lixo,  entao  para  lodos  os  valores  de  ro  porno  (i\  9n)  esta  sob  re  Lima  re  La 
que  forma  corn  o  eixo  polar  um  Angulo  0  —  0f];  reciprocamente,  todo  ponto  sobre  esta  reta 
tern  um  par  de  coordenadas  da  forma  (;%  0O).  Assim,  a  equaqao  9  -  9^  represents  a  reta  que 
passa  pelo  polo  c  forma  um  angulo  9Vj  com  o  eixo  polar  (Figura  1  M  A  6a),  Sc  exigirmos  que 
r  seja  nao-negati  voT  entao  o  gntfico  da  equaqao  9  =  9V/  6  o  raio  que  emana  do  p6k>  e  forma  um 
angulo  de  0(>  com  o  eixo  polar  (Figura  1 LL 1  6b),  Desse  modo,  enquanto  variat  a  equaqao 
9  -  0r,  produz  uma  famflia  de  rotas  airaves  do  polo  on  de  raios  at  raves  do  polo,  dependendo 
das  rest  ri  goes  sobre 


- n 


Figura  I1J„  16 


■  FAMILIAS  DE  CIRCULOS 

Vamos  considerar  ires  (arm  lias  de  circulos  supondo  que  a  seja  uma  constants  posiliva. 


r  —  a 


r  —  2a  cos  9 


r  —  2 a  sen  9 


(3-5) 


A  equaqSo  r  —  a  representa  um  efreuio  de  raio  a  com  centre  no  polo  (Figura  11.1.1  la).  Assiin, 
van  an  do  a,  essa  equaqao  produz  uma  famflia  de  circulos  com  ccntro  no  polo.  Para  as  famflias 
(4)  e  (5),  lembre-se  da  Geometria  plana  de  que  um  uiangLilo  inscriro  cm  um  efreuio  com  um 
diametro  do  efreuio  eomo  um  de  seus  lados,  devc  scr  um  triftngulo  retanguta.  Assim,  confor- 
me  indieado  nas  Figuras  11 . 1 J  lb  e  3  L 1 ,1 7c}  a  equaqao  r  =  2 a  cos  9  representa  um  efreuio  de 
raio  a,  com  ccntro  sobre  o  eixo  x  e  tangentc  na  on  gem  ao  eixo  j;  da  mesma  forma,  a  equaqao 
r  =  2 a  sen  9  representa  um  efreuio  de  raio  a,  com  o  centre  sobre  o  eixo  y  e  tangente  ao  eixo 
x  na  on  gem.  Porta  n  to,  variando  a ,  as  Bquagoes  (4)  e  (5)  produz  cm  as  famflias  ikistradas  nas 
Figuras  UAAldcWAAle. 


(a) 

Figura  1 1.1.17 
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Observe  quer  subslituindo  ft  por  -ft,  a 
equate  r  =  2u  cos  ft  nao  muda,  en- 
quanto  que  substifuindc  ft  por  -  it 
nao  muda  a  equagao  r  -  2ti  sen  ft.  Isso 
explica  por  que  os  circulos  nas  Figuras 
11.1.1 7dsao  simetricos  em  relagao  ao 
eixo  x  e  os  da  Figure  1 1 . 1 .1 7e  sao  si- 
metricosem  relagao  ao  eixo  v. 


■  FAMILIAS  DE  ROSACEAS 

Em  eoordenadas  polares,  as  equagoes  da  forma 

r  =  a  sen  nO  r  —  a  cos  nB  (6-7) 

em  que  a  >  0  c  //  e  uni  inteiro  positivo,  representam  famflias  de  curvas  em  forma  tie  Her 
chamadas  rosaceas  (Figura  1 1.1.18).  A  rosacea  consiste  tie  n  petal  as  de  raio  a  igualmente 
espagadas  se  n  for  fmpar  et  se  n  for  par,  2n  pdalas  de  raio  a  igualmente  espaqadas.  Pode- 
se  mostrar  que  uma  rosacea  com  um  nuniero  par  de  pctalas  e  tra^ada  exatamente  uma  vez, 
quatido  0  varia  no  imervaio  0  ^  &<  2n  e  uma  rosacea  com  uin  mimero  fmpar  tie  pctalas  c 
ira^ada  exatamente  uma  vez  quando  B  vaiia  no  intervalo  0  <  B<  tt  (Exerdcio  81).  Uma  ro¬ 
sacea  de  quatro  pctalas  c  raio  1  teve  sen  graft co  feito  no  Exemplo  6. 


KOSAt’F’A  S 


n  =  2  ii  =  3  >i  =  4  >i  =  5  tt  =  6 


Figura  .11,  US 


Qua  I  e  o  aspecto  de  uma  ros&cea  de 
uma  p^tala? 


■  FAMILIAS  DE  CARDIOIDES  E  L1MAQONS 

As  equates  de  qualquer  um  dos  quatro  tipos 


r  =  a  ±  h  sen  0 


r  =  a  ±  b  eos$ 


(8-9) 


em  que  a  >  0  e  b  >  0,  representam  curvas  polares  chamadas  limagans  (do  lalim  Umax  para 
uma  criatura  parecida  com  uma  Icsma),  Ha  quatro  formas  possfvds  para  os  Umagons,  que 
sat)  deter  in  inadas  pda  razao  alb  (Figura  ILL  19).  Se  a  -  h  (o  case  alb  =  l),  entao  o  limagon 
e  den  om  tn  ado  cardibtde,  dada  a  semelhanga  com  o  aspecto  de  um  coragao,  con  forme  not  ado 
no  Exemplo  8, 


Figura  11.1.19 


alb  <  I 


alb  £  2 


LiencJcon  com 
lago  interne 


Carditiide 


Limagon  corn 

Lima  go  n 

covfnha 

ednvexa 
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►  Example  10  A  Figura  1  l.l .20  mostra  a  faniilia  de  liirmgons  r  -  a  +  cos  0  na  qua!  a  cons- 
tante  a  varia  ern  passes  de  0.25  desde  0,25  ate  2.50.  Conforms  observa-se  na  Figura  11.1 .19,  os 


limagons  evoluem  desde  o  tipo  com  lago  ate  o  lipo  convex  o,  A  medida  que  a  ere  see  a  parti  r  de 
0,25,  o  lago  vai  iicando  eada  vez  mcnor  ate  l|lsc  a  eardioidc  6  atingida  quando  a  -  1.  Quando  a 
eresce  mais  ainda,  leva  os  I  imago  ns  a  evolmrem  para  o  tipo  com  covin  ha  ate  o  lipo  eonvexo.  < 


r  =  d  +  cos  0 


Figu.ru  1 1*1  -20 


■  FAMILIAS  DE  ESPIRAIS 

Uma  e spiral  6  uma  curva  que  se  euro  I  a  ern  torno  de  urn  ponto  central.  Em  geral,  as  espirais 
tern  versoes  “destras”  e  "can  hot  as",  que  se  enrol  am  em  sen  lidos  o  post  os,  depends  ndo  das 
rest  ri  goes  so  hi  e  o  angulo  polar  e  dos  sinais  das  const  antes  que  aparecem  em  suas  equagoes. 
Alguns  dos  tipos  mais  cornu  ns  dc  espirais  estSo  most  rad  os  na  Figura  I  1 .  1 .21  para  valores 
nao- negatives  de  0,  a  e  b. 


Espiral  de  Arquimedes 
r  =  uO 


Espiral  logaritmica 


r  -  aem 


E spiral  hiperbdtica 
r  -  afQ 


Espiral  parabdl ica 
r  =  a \0 


Espiral  dc  Lituus 
r  —  (t/^0 


Figura  11.1.21 


■  ESPIRAIS  NA  NATUREZA 

Varies  tipos  de  espirais  oeorrem  na  natureza.  For  exemplo,  o  caramujo  de  argonaut  a  que  tern 
camaras  (abaixo)  forma  uma  espiral  logantmica  e  uma  corda  de  marinheiro  enrolada  forma 
uma  espiral  de  Arqui  modes,  As  espirais  lambdm  oeorrem  cm  11  ores,  nas  presas  de  cerios  ani- 
mass  c  no  formate  tie  calaxias. 

%p- 


O  cam  mu  jo  de  argpnaulu  com 
cfimara  mostra  uma  espiral 
lugaritirnica.  O  animal  \ ivu  na 
Camara  mass  para  L'ora. 


Urna  corda  dc  iimriithdno  Unia  gallxia  cspiraL 

enrolada  tonnando  uma  espiral 
dc:  Arquimedes. 
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■  GERANDO  CURVAS  PO LARES  COM  RECURSOS  COMPUTACIONAIS 

Para  as  curvas  polares  que  sao  muito  complicadas  para  o  c&lculo  a  mao,  devem  ser  usados 
recursos  grafi  cos  computacionuis,  Em  bora  a  maioria  dos  recursas  scjam  capazes  rie  fazci 
direlamente  grdficos  de  curvas  polares,  ha  alguns  quo  sao  incapazcs,  No  entanto*  sc  um 
recurso  gralico  computacionai  puder  scr  usado  para  fazer  grdlicos  de  curvas  parametricas, 
entSo  ele  pode  ser  usado  para  lazcr  o  grafko  de  uma  curva  polar  r  ~  f(9\  convertendo-se 
esta  equagao  para  a  forma  paramo  trie  a.  Is  so  pode  ser  feito  subsiituindo-se  f(0)  no  lugar  de 
rem  ( 1 ),  Obtdm-se 

x  =  f(6)  cos  6 ,  y  =  f(0)  sen  6  { 1 0) 

que  e  um  par  de  equagdes  parameuicas  para  a  curva  polar  cm  term  os  do  parametro  9, 


►  Exemplo  1 1  Express*  a  equagao  polar 


r  —  2  +  cos 


50 


Ftgura  I  LI,  12 


0 


paramelrieamenie  c  gere  o  grafko  polar  a  panir  das  equagocs  paramo l ricas  usando  um  recur- 


so  gralico. 


Solngdo  Substituindo  a  c  quag  Ho  dada  para  r  em  a  =  /■  cos  0  e  y  “  /  sen  0,  obtemos  as  eq  ua- 
goes  paramo  l  ricas 

50 


x  — 


2  +  cos 


cos#*  v  — 


50  , 

2  -h  cos  —  sen  0 


■]” 


Em  seguida,  procisamos  cncontrar  um  intcrvalo  no  qual  variar  0  para  ohtcr  tod o  o  gralico.  Para 
cncontrar  la!  inlervaki*  buscamos  o  me  nor  numero  de  revolugdes  que  devein  ocorrer  aid  r  corner 
gar  a  repetir,  Algebricamente,  isso  cquivale  a  cncontrar  o  me  nor  valor  positive  de  n  tal  quc 

2  +  cos  ( -  )  —  2  4-  cos  — 


Oil 


50  \  50 

cos  |  - — f-  5nn  —  cos  — 


DQft/HNIO  DATECHQLQGIA 

Use  um  reourso  gbfico  computacb- 
nal  para  reprodu^ir  a.  curva  us  Figura 
1 1 , 1 .22.  Se  o  recurso  grafico  requer  / 
como  parametro.  a  loiter  cteve  trocar  0 
por  /  em  (10)  para  gerar  o  gr^fieo. 


Para  esia  equagao  scr  valkla*  a  quantidade  5tm  deve  scr  um  multiplo  par  de  w ;  o  mcnor  valor 
n  para  o  qual  isto  ocorre  e  n  =  2.  Assim,  o  gralico  irdeiro  sera  tragado  cm  duas  revolugocs, 
signiftcandoque  ele  pode  scr  gcrado  das  equagocs  parametric  as 


x  = 


2  -5-  cos 


50 


cos  0,  y  =  2  -f-  cos 


50 


sen  6  (0  <  0  <  4jt) 


Assim,  obtemos  o  gralico  na  Figura  11.1 .22.  M 


if  EXERC1CIOS  DE  COMPREENSAO  11.1  (Verpagtna  731  para  respostas.) 


1.  (a)  As  eoordenadas  retangulares  U\  y)  podem  scr  recuperadas 

das  eoordenadas  polares  {rt  0)  atravds  das  equagoes  x  - 
_ c  y  = _ . 

(b)  As  eoordenadas  polares  {r,  0)  podem  scr  rccupcradas  das 

eoordenadas  retan  gulares  (x,  y)  a  traces  das  equagoes  r2  = 
_ _ _etg  9= _ _ 

2 .  Obtent ia  as  coorden  adas  ret  an  gutares  dos  poi uos  cu  j  as  coo rde- 
nadas  polares  sao  dadas. 

(a)  {4.  tt/3)  (b)  (2,  - jt/ 6) 

(c)  (6.  2-7r./ 3)  (d)  (4,  5?r/4) 


3.  Em  cada  pane,  enconti'e  eoordenadas  polares  que  satisfagam  as 
eondigoes  dadas  para  o  ponto  cujas  eoordenadas  retangulares 
sao  ( 1 ,  ^/3  ). 

(a)  r  >  0  c  0  <  9  <  In 

(b)  r  <  Oe  0  <  9  <  2jt 

4.  Bm  cada  parte*  de  o  nome  que  melhor  descreve  a  curva  polar; 
rosacea,  reta*  drculo*  limagon.  cardidide*  espiral,  lemniscata  ou 
nenhuma  dessas. 

(a)  r  =  1  —  9  (b)  r  —  \  +  2 sen# 

(c)  r  —  sen  29  (d)  r  —  cos:  0 

(e)  r  ~  cos  sec#  (f)  r  —  2  +  2  cos# 

(g)  r  =  —2  *en  B 
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EXERCICIOS  11 .1  Q  Recurso  Grafico 


1*  (a)  (3,  ?r/4) 

(d)  (4,  7jt/6) 

2.  [a)  (2.  — jt/3) 
(cf)  (-5.  -.t/6) 


(b)  (5, 23r/3)  (c)  ( I ,  jt/2) 

(e)  (-6, -;r)  (f)  (— 1,9jt/4) 

(b)  (S/2.  —  7tt/4>  (c)  (—3.  3tt/2) 

(c)  (2,  4,t/3)  (f)  (0.  .t) 


3-4  Determine  as  coordenadas  relangulares  dos  poiitos  cujas  co- 
nrdenadas  polares  esiao  dadas. 


3.  (a)  (6.  ?r/6)  (b)  (7.  2tt/3)  (c)  (-6.-5; 

(d)  (0.  -if}  (e)  (7.  1 7;r/6)  (f)  (-5. 0> 

4.  (a)  (—2.  jr/4)  (b)  (6,  -it! A)  (e)  (4.  9t/4) 

(d)  (3,0)  (e)  (-4,  — 3.t/2)  (f)  (0.  3rr) 

5*  Em  aid  a  parte,  e  dado  um  panto  em  coordenadas  retangulares. 
Encontrc  do  is  pares  de  coordenadas  polares  para  o  ponto.  um 
par  sat  is  fazenda  r  >  0  e  0  <  $  <  2rt  e  um  segundo  par  sal  is- 
fazendo  t  >  0  e  —  2jt  <  $  <  0. 

(a)  (-5.0)  (b)  (273.-2)  (c)  (0.-2) 

(d)  (-8,-8)  (e)  (-3.373)  (0  (1,1) 

6 *  Em  cada  pane,  c  neontre  as  co  orde  ti ad  as  pol ares  qu  e  sail  sfazcm 
as  condigoes  dadas  para  os  pout  os  cujas  coordenadas  retangu- 
3  a  res  sao  (—  a/3*  !)♦ 

(a)  v  >  0  e  0  <  0  <  2tt 

(b)  r  <  0  e  0  <  8  <  2 7t 

(e)  y  >  0  e  — 2.t  <  $  <  0 
(cf)  /'  <  0  e  — 7T  <  9  <  K 

7-8  Use  u  in  recurso  compuiacional,  qtiando  for  nccess^rto.  para 
apmximar  as  coordenadas  polares  dos  pout  os  cujas  coordenadas 
retting  li  I  ares  estao  dadas. 


7.  (a)  (3.4) 

S.  (a)  (—3. 4) 


(b)  (6,  “8) 

(b)  (“3.  1,7) 


(c)  (—  1 ,  arc  1 ) 
(c)  (2,  arc  sen  j) 


9-10  Idemifique  a  curva  transformando  a  equa^ao  polar  dada  para 
coordenadas  retail  gu lanes. 


9.  (a)  r 
(e)  r 

10,  (a)  r 
(e)  r 


2 

3  cos  & 

5  see  4 

4  cos  9  4-  4  sen  9 


(b)  r  sen  0  =  4 


(d)  r 


3  cos  9  4-  2  sen  9 
(b)  r  —  2  sen  $ 

(d)  y  ~  sec0lg  9 


11-12  Expresse  as  equagoes  dadas  em  coordenadas  polares. 


1L  (a)  x  =  3 

(e)  x 2  +  y2  +  6  v 
12.  (a)  y  —  —3 

(c)  a2  +  y2  +  4.i 


(b)  a-2  +  y2  =  7 
=  0  (d)  9a-  v  ==  4 

(b)  x2  +  v2  -  5 
=  0  (d)  x2(xz  +  v2) 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


1 3-1 6  E  d  ado  u  m  g  r afi co  e  m  uni  si st e ma  d  e  coo rde  n a d  as  reia  ng u  - 
lares  Or.  Esboee  o  griifico  comespondenie  em  coordenadas  polares. 


17, 


Circuit) 


1$* 


CardiGkfe 


Circuit) 


petaias 


19* 


(c) 


LemniscaEa 


20*  (a) 


✓ — s 

CJ 

21*  &=* 

24*  /■  —  4  cos  9 
27.  2 r  =  cos  9 


22*  9 
25*  r 


3*t 


4 

6  sen  9 

28*  r 


23*  r  =  3 

26*  r  —  I  +  sen  9 
2  =  2cos0 
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29. 

r  = 

3  ( 1  +  sen  9 ) 

30. 

r  1= 

5  —  5  sen  0 

31. 

r  — 

4  —  4  cos  9 

32* 

K  = 

1  +  2  sen  9 

33. 

f  — 

—  1  —  cos  & 

34. 

r  — 

4  +  3cos0 

35. 

/■  — 

2  +  cos  9 

36* 

r  — 

3  —  sen  9 

37. 

r  — 

3  +  4  cos  9 

38. 

r  — 

5  =  3  sen  0 

39. 

t~  = 

5  —  2  COS  9 

40. 

r  = 

“3  —  4sen0 

41. 

r2-- 

-  cos  2 B 

42. 

C  - 

=  9  sen  29 

43. 

r2  = 

-  16  sen  20 

44. 

r  = 

£ 

tv 

0 

45. 

r  — 

0 

VI 

46. 

/■  — 

40 

47. 

f  — 

—2  cos  29 

48. 

r  — 

3  sen  20 

49. 

r  — 

9  sen  40 

50. 

t‘  — 

2  cos  3 9 

51-55  Use  um  recurso  computational  para  gerar  o  grafico  polar. 
Continue  quo  o  intcFvalo  cscolhido  para  o  para  metro  garama  quo 
seja  gerado  um  gmtico  complete, 


52*  r  =  sen  — 

2 

__  9 

--■  54*  r  —  0,5  +  cos  -r 

3 


056*  A  figura  abaixo  mostra  o  grdlico  da  “eurva  da  borboleta" 

0 

r  =  ecai“  —  2  cos  40  +  sen3  — 

4 

Gere  a  curva  complem  com  um  recurso  gmftco  computational 
c  do  o  imcrvalo  do  para  metro  usado. 

■tj72 


0 


Figura  Ex-56 

■’-=57*  A  Jig  lira  abaixo  mostra  a  cspiral  dc  Arquimedes  r  -  0/2  produ- 
xida  por  um  recurso  grdlico  computadonal. 

(a)  Qua!  e  o  interval o  de  valores  dc  0  que  foi  usado  para  gerar 
o  godi  co? 

(b)  Dnpliquc  o  grafico  com  sen  prdprio  recurso  godico  coin- 
pmacional. 


e 


cos  - 
■y 


051*  r 

053*  r  ■=  1  —  2  sen 
0 

55*  r  =  cos  - 
5 


B 


58*  Determine  equaqoes  para  as  duas  lamilias  dc  cfrculos  na  ligura 
aba  ixo. 


0 


l 

Figura  Ex-58 


II 


59*  (a)  Most  re  que  quando  a  varia,  a  equa^iio  polar 

r  —  a  sec  0  (—tt/2  <  9  <  n/2) 

dose  re  ve  uma  familia  dc  rotas  pc  rpendicu  lares  ao  eixo 
polar. 

(b)  Most  re  que  quando  b  varia*  a  equagao  polar 

r  =  b  cossec  0  (0  <  &  <  it) 

de  sc  rove  uma  fanuliade  retas  paralelas  ao  eixo  polar. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


60*  A  11  g  ura  aba i  x  o  m ost ra  os  g]rd  ii  cos  da  c  spiral  do  A  rqu  i  modes 
r  ~0c  da  cspiral  parabdlica  r  —  y/9,  Qual  6 qua!?  Expliquc 
sen  ratiotinio. 


-rr/2  tt/2 


I  II 

Figura  Ex-60 


6L  A  figura  abaixo  mostra  o  grafico  polar  da  equacao  r  -  f(0) 
(0  <  0  <  rr/2).  Esboce  o  grafico  de 

(a)  /■  -  f(-9)  (b)  r  =  /  (0  “ 

(c)  r  =  f  (9  4-  ^  )  (d)  r  =  -f(9) 

(e)  /■  =  f{9)  +  L 


f-9.  £Pj  x  [-6,  61 
.vScI  =  1,  vSc!  =  I 


Figura  Ex- 57 
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62.  Re  pita  o  Exercfcio  61  usando  a  figura  abaixo. 


17/2 


Figura  Ex*62 


163,  Use  um  rcauso  computational  para  investigar  como  a  famf- 
lia  de  curvas  polares  r  =  ]  +  a  cos  nO  e  afetada  pda  mudan- 
tpi  tie  va  lores  do  <t  c  11,  na  qua]  a  e  inn  ml  mere  real  positive 
e  n  6  itm  iaileiro  positive.  Escreva  um  breve  pardgrafb  para 
ex  pi  i  car  suas  conolusoes. 


64.  M os E re  qu e  se  o  grdfic o  po  larde  r=  f(0)  for  g i  rado  n o  sent  i  - 
do  ami-hoidrio  em  tomo  da  origem  por  urn  fogulo  <x>  cut  an 
r  ~  f{9  -  a)  e  Lima  equa^So  para  a  curva  girada.  [Sugesuio: 
se  0%.  0(l)  forum  ponto  qualquer  do  gratico  original,  entao 
(r0,  Hh  a)  e  urn  ponto  no  gratico  girado.j 


■  65.  Use  o  rcsultado  do  Exercfcio  64  para  enconlrar  uma  equaqao 
para  a  cardidide  r  -  1  +■  cos  0,  apds  da  ter  si  do  girada  polo 
angulo  dado  e  verilique  a  sita  resposta  com  um  recurso  compu- 
tacional 

It  71  5ji 

(a)  7  (b)  -  (c)  it  (d)  — 

4  2  4 

66.  Use  0  rcsultado  do  Exercfcio  64  para  enconlrar  uma  equate 
para  a  lemniscata  qua  resulta  quando  aquela  do  Exemplo  9  for 
girada  no  sen  tide  anti-hoibiio  pot  um  ingulo  de  tt/2. 

67.  Esboce  0  grdfico  polar  da  equagao  (r  -  I )  (0  “I )  -  0, 

68.  (a)  Se  A  e  B  nao  forem  a  mhos  nulos,  most  re  que  0  grdfieo  da 

equa^o  polar 

r  =  A  sen  9  +  B  cm& 

6  um  cfrculo,  En  cent  re  sou  raio. 

(bj  Deduza  as  Formulas  (4)  e  (5)  da  Edrmufa  dada  na  parte  (a). 

69.  Encontre  0  ponto  mats  alto  da  card i bide  r  =  1  +  cos  9. 

70.  Encontrc  o  ponto  mais  a  esquerda  da  parte  superior  da  candid  i- 
de  r  =  1  +  cos  9, 

71.  Delina  a  larger  a  da  petals  dc  uma  rosacea  como  sendo  a  di- 
men  sao  que  esta  mostrada  na  figura  em  anexo.  Most  re  que 
a  largura  w  de  uma  rosdcea  de  quatro  petal  as  r  —  cos  29  e 
w  =  2 s/6/9.  [Sugestao:  expresse  y  em  ternio  de  0  e  investi- 
gue  o  maior  valor  dc  y  ] 


.argura  da  p6tafa 


Figura  Ex-71 


72.  Modi fique  o  argumento  no  Exercfcio  7 1  para  enconlrar  a  1  argu- 
m  (vertical)  da  lemniscata  r2  —  cos  28, 


(b)  Most  re  que  sc  0  <8\  <  th  <  n  e  se  r,  e  r2  forem  posut- 
vos,  entao  a  area  A  do  triangulo  com  vertices  (0.  0),  (rt,  0r) 
e  (r2,  9,)  d 

A  ™  jrtr2sen(@2  -^i) 


(c )  Enco nt re  a  d  i  st  anei  a  e  n  tre  os  pontos  c  uj  as  coo rdenadas  po¬ 
lares  sSo  (3,  tt/6)  e  (2,  jt/3). 

(d)  One  out  re  a  area  do  triangulo  cujos  vertices  cm  coordena- 
das  polares  sao  (0,  0),  ( 1 5tt/ 6)  e  (2,  tt/3). 


74.  Use  a  fbnnula  obtida  im  parte  (a)  do  Exercfcio  73  para  eneon- 
trar  a  distdneia  entre  as  pontas  de  pdtalas  sucessivas  da  rosa¬ 
cea  de  quatro  petal  as  r  =  eos  29  e  con  lira  sua  resposta  usando 
Geomelria. 


75.  Use  a  formula  obtida  na  parte  (a)  do  Exercfcio  73  para  an¬ 
con  trar  a  distinct  a  entre  as  pontas  de  pet  a  I  as  sucessivas  da 
rosacea  de  ires  petal  as  r  =  sen  30  e  confira  sua  resposta  usando 
Trigonometric 

76.  No  final  do  seeulo  XVII.  oastronomo  italiano  Giovanni  Dome¬ 
nico  Cassini  (1625  —  171 2)  introduziu  a  familia  de  eurvas 

(y2  +  y2  +  a2)2  —  bA  —  4a2 x2  =  0  (a  >  0,  b  >  0) 

em  sens  estudos  sobre  os  rnovimentos  relatives  da  Terra  e  do 
Sol,  Esins  c  Li  was  sao  ehamadas  de  ova  is  dc  Cassini  e  tern  um 
dos  Elds  aspectos  basicos  mostrados  na  figura  abaixo. 

(a)  Mostre  que  se  a  =  b .  entao  a  equate  polar  da  oval  de  Cassini  6 
r 2  -  2a1  cos  20.  que  6  uma  letnniseata. 

(b)  Use  a  formula  do  Exercfcio  73(a)  para  mostrar  que  a  leminis- 
eata  cm  (a)  e  a  curva  tragada  por  um  ponto  que  se  move  de 
tal  forma  que  o  produto  de  suas  distancias  dos  pontos  polares 
(<y  0)  e  {a,  jt)  6  a1. 


Figura  Ex-76 


77-80  Ass  in  tolas  verticals  e  horizon  mis  dc  curvas  polares  po- 
dem  scr.  6s  vexes,  de  tee  lad  as  invesligando  o  com  porta  men  to  de 
x  =  /■  eos  9  e  y  ^  r  sen  0  a  medida  que  0  varia.  Use  ess  a  idbia 
nesses  exerefeios. 


77.  Most  re  que  a  espiral  hiperbolica  r  ~  1/0  (0  >  0)  tem  uma 
assfntota  horizontal  em  y  -  1 ,  mostiando  que  y  — *  1  e  x  —*  +-sc 
quando  8  0'' .  Confirme  seu  rcsultado  gcrando  a  espiral  com 

um  recur  so  computaeionah 

78.  Mostre  quo  a  espiral  r  -  MO  nao  tern  quaisquer  assmtotas 
horizon  la  is. 


73.  (a)  Mostre  que  em  um  sistema  de  coordenadas  polares  a  dis- 
tSncia  d  emre  os  pomos  (rlt  0\)  c  (r,  &,)  6 


2r\r2CO$(9]  —  62) 


■  79. (a)  Mostre  que  a  curva  kappa  r  =  4  tg  6  (0  <  8  <  2tt)  tem 
uma  assfntota  vertical  cm  x  =  4  most  ran  do  que  x  — >  4  e 
y  Hroo quando 0  —?  jt/2’  e que x r— * 4 e y  — >  -oc  quando 
$  ->  tt/T. 
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(h)  Use  o  m&odo  da  parte  (a)  para  mostrar  que  a  curva  kappa 
lem  lambdm  uma  assfntota  vertical  em  jc  =  ^4. 

(e)  Confirms  os  resuluulos  mis  partes  (a)  e  (b)  gerando  a  curva 
kappa  com  am  recurs  a  graiico  eomputacional. 

h]  SO.  Use  urn  recurso  gralico  comp  mad.  on. at  para  taxer  uma  conjec- 
tura  sobre  a  existeucui  de  assintotas  para  r-2  sen  0  ig  6,  uma 
curva  denominada  cissoide.  e  enlao  conlirme  sm  conjee tura 
calculando  os  1  unites  apropriados. 

81,  Prove  que  a  rosacea  com  urn  mi  mere  par  dc  petal  as  e  traqada 
exatameiUc  uma  vez  quaitdo  0  varia  sobre  o  tnicrvalo  0  <  0  <  2iz 


c  uma  rosacea  coin  mn  mlmcro  impar  de  pdialas  cJ  iragada  exata- 
mente  uma  ve?.  quando  $  varia  no  intervale  0  <9  <  n. 

«•  { a)  U  sc  u  m  recu  rso  grd  fj  eo  co m  pu tac  i  ona  I  para  con  E  i  r mar  q  tie 
o  grdfico  de  /’  =  2  —  sen (0/2)  (0  <  9  <  An)  e  simdtneo 
cm  relagdo  ao  cixo  x\ 

(b)  Mo  sire  que  substitmndo  0  por  —0  na  cquagao  polar 
r  —  2  —  sen  (0/2)  nao  produz  uma  equagao  equiva 3 eli¬ 
te.  Por  que  isso  nao  com  radix  a  simelria  demon  si  rad  a  na 
parte  (a)? 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICfOS  DE  COMPREENSAO  11.1 

1.  (a)  r  cos#;  rsen#  (b)A,2  +  v2;  yfx  2.  (a)(2,  2V5)  (b)  (V5,  —  1)  (c}(— 3,  -3V3)  (d)  (-2\/5,  —2*Jl) 

3.  (a)  (2,  jt/3)  (b)  (— 2,  4x/3)  4.  (a)  espiral  (b)  limagon  (c)  rosacea  (d)  nenhuma  dcssas  (c)  reia  (Ocardioide  (g)  circulo 


11.2  RETASTANGENTES  E  COMPRIMENTO  DE  ARCO  PARA  CURVAS 
PARAMETRICAS  E  POLARES 


Nexta  segdot  deduzirenios  as  formulas  necessarian  para  encontrar  hid ina^des,  retas 
tangentes  e  comprimentos  de  area  de  curvas  parametricas  e  polares* 


■  RETASTANGENTES  A  CURVAS  PARAMETRICAS 

Nesta  segao,  esiavemos  inieressados  em  curvas  dadas  por  equag5es  parametricas 

x  =  RtX  T  =  Sit) 

nas  qua  is  /(f)  e  g(t)  tem  dcrivadas  primeiras  contmuas  em  rclagao  a  t.  Pode-se  provar  que  se 


dx/dt  ^  0S  entao  v  e  uma  fungao  diferenciavel  de  x,  caso  em  que  a  regra  da  eadeia  impiica 


que 


dy  dy/dt 
dx  dx/dt 


Essa  formula  permite  encontrar  dyfdx  diretamente  das  equagoes  parametricas  sem  eliminar 
o  parSmetio. 


►  Exemplo  1  Encontrc  a  indinagao  da  reia  tangente  ao  circulo  imitario 

x  —  cos  tf  y  =  sen  /  (0  <  r  <  2tt) 

no  ponto  em  que  /  —  tt/6  (Figitra  1 1,2.1  )* 


Solugdo  A  partir  de  ( 1),  a  inelinagao  num  porno  qualqucr  do  circulo  e 

dy  dy/dt  cos  t 
dx  dx/dt  —  sen  t 

Assim,  a  mciinaqao  em  t  -  n/6  6 


—  —  cots  r 


dy 

dx 


t  =nf  6- 


=  —  cotg  y  =  —  ■* 

6 
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Note  que  a  Formula  (?)  faz  sentido 
geometrlcamente,  pois  o  raio  da  ori- 
gem  para  o  pout  a  P( cos  U  sen  r)  tem 
inclinagSO  m  -  tg  /,  Assim.  a  reta  tan- 
gercte  em  P,  sendo  perpendicular  ao 
raio,  tem  inclinapao 

]  1 

-  -  —  — - —  —  cote  f 

ut  tg  t 

(Figura  It. 2.2) 

+  v 


0  raio  OP  tem  iacimagao  m  =  tg  j1. 

Figura  11.2.2 


Tem-se  a  partir  da  Formula  (I)  que  a  reta  tangente  a  uma  curva  parametriea  sera  hori¬ 
zontal  naqueles  pantos  em  que  dy/dt  -  0  c  dxfdt  ^  0,  uina  vez  quc  dy/dx  =  0  naqueles 
port  tos.  Du  as  situagftes  distintas  ocorrem  quando  dxfdt  =  0.  Nos  pomes  cm  que  dxldt  —  0 
o  dy/dt  0T  o  I  ado  direito  dc  (1 )  tem  numerador  nao-nulo  e  uni  denominador  nulo;  vamos 
convene  i  onar  que  nesses  pomes  a  curva  tem  incUnagaa  infinite  e  uma  reta  tangente  vertical. 
Nos  ponlos  cm  quo  dxfdt  c  dy/dt  i'orein  am  has  nulas,  o  lado  direito  dc  (1)  torna-se  uma  for¬ 
ma  i  n  dcterni  inad  a;  tais  pontos  sao  chain  ados  de  pantos  singulares.  Nenhuma  afirmativa  geral 
pode  ser  feita  sohre  o  componamcmo  da  curva  paramdtrica  cm  pontos  singulares,  que  devein 
see  analisados  case  a  caso. 


►  ExempSo  2  Em  um  desaslroso  v6o  initial,  um  aviao  de  papel  experimental  seguiu  a 
trajetoria 

jc  =  f  —  3  sen  t ,  y  —  4  —  3  cos  t  (f  >  0) 
mas  hatcu  contra  uma  paretic  no  instante  /  =  JO  (Figura  1  i  .2.3). 

(a)  Em  quais  instantes  o  aviao  voou  horizontal  me  me.' 

( b )  Em  q  u  ai  s  i  n  stan  tc  s  o  a  v  i  ao  voo  u  vet  t  i  ca  I  me  rite  ? 


Sohtqdo  (a)  0  aviao  voava  horizontaSmentc  naqueles  instantes  cm  que  dy/dt  —  0  c 

dx/df  ^  0.  Para  a  trajetoria  dad  a,  temos 


dy_ 

c  It 


“  3  sen  r 


dx 
e  — 
dt 


-1—3  cos  t 


Equacionando  dy/dt  =  0  obtemos  a  equagao  3  sen  t  =  0  on,  mais  simplcsmeme,  senr  —  0.  Essa 
equagao  tem  quatro  solugocs  em  0  <  /  <  10: 


t  —  0,  t  —  t  —  2  7i>  t  —  3;r 

Como  dxldt  —  I  -  3  cos  t  0  para  esses  va  lores  de  t  (verilique),  o  aviao  cstava  voando  hori¬ 
zontal  mente  nos  instantes 


t  —  0,  t  —  7i  3*  14,  t  —  2n  £$  6,28  e  t  =  3jt  w  9.42 
o  que  esta  de  acordo  com  a  Figura  1 1 .2.3, 


Sohtgao  (b)  ()  aviao  voava  vertical mentc  naqueles  instantes  cm  que  dxldt  =  0  e  dxfdt  ^  0. 

Equacionando  dxldt  -  0  e m  (3),  obtemos 

I  -  3  cos  t  —  0  ou  cos  t  —  \ 

Essa  equagao  tern  lr£s  solugocs  em  0  <  t  <  10  (Figura  1 1 .2.4): 


f  =  are  eos  t  —  lit  —  arc  eos  t  =  2n  +  are  eos  ~ 

Como  dy/dt  =  3  sen  t  nao  se  anula  em  nenhum  desies  pontos  (por  que?),  segue  que  o  aviao 
cstava  voando  vertical meme  nos  instantes 


t  —  arc  cos  2  ss  |  ,23,  r  &  2n  —  L23  ss  5,05, 
o  que  csta  dc  acordo  com  a  Figura  1 1 .2.3.  < 


f  ^  2jt  +•  1 , 23  ^  7,51 


►  Exemplo  3  A  curva  represemada  parametricaiuentc  pclas  cquagocs 


x  —  r 


y  =  r 


(—00  <  t  <  +oc) 


e  denominada parabola  semictibica .  O  parSmetro  t  pcxle  scr  eliminado  clevando.v  ao  cubo  e 
v  ao  quadrado,  do  que  segue  quc  y2  =  O  grafico  dcssa  equagao,  mostrado  na  Figura  1 1 ,2.5, 
co  ns  isle  de  dois  ramos:  um  superior,  obtido  fazendo  ognlilco  de  y  —  .v'1'2  e  urn  inferior,  obtido 
de  y  -  ”V'.  Os  dois  ram  os  eneontram-se  na  origeni,  que  corresponde  a  t  =  0  nas  cquagocs 
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Figura  ILZ.5 


paranieiricas.  A  origan  e  urn  ponto  singular,  pois  nela  as  derivadas  dxldt  —  2t  e  dyfdt  =  3f  sao 
ambas  nulas.  < 


►  Exemplo  4  Sern  eliminar  o  par  ft  metro,  encontre  dy/dx  c  d“y/dhC  nos  pent  os  (] ,  I )  e 
(I ,  —I)  na  parabola  semiciibica  dada  pel  as  equaqoes  parametricas  do  Exempli)  3, 


Sotugdo  A  partir  de  ( 1 )  lemos  q tie 

dy  _  dyfdt 
dx  dxldt 

dy/dx,  temos 
d2  v 


3 11  _  3 
2 1  ~  2 1 


( t  £  0) 


(4) 


e  de  (l)  aplicado  a  y* 


dx 


r2 


dy l 

dx 


dy'/dt  3/2  _  3 

'  ~lT  ~  ~ 


dxldt 


4; 


(5) 


Como  o  ponto  ( ] ,  1 )  da  curva  eorresponde  a  /  =  I  nas  equngbes  parametricas*  segue  por  (4) 
e  (5)  que 

dy 


dx 


t  —  L 


3  d2y 
2  C 


t- 1 


3 

4 


Analogamentc,  o  ponto  ( 1 1  -1 )  corrcsponde  a  t  -  -1  nas  equagoes  paranieiricas  e  novamente 
usando  (4)  e  (5),  obtemos 


dy 

dx 


r=-i 


=  -*  e 


dy 

dx 2 


t  =  ~  i 


3 

4 


Observe  que  os  vale  res  obtidos  para  as  derivadas  estao  de  acordo  com  o  giufico  na  Fi- 
gura  1 1 .2.5,  pois  no  ponto  ( 1 ,  1)  do  ramo  superior,  a  reta  tangente  tern  indinagao  posiliva  e  a 
curva  e  con  cava  para  cima  e  no  ponto  ( t ,  - 1 )  do  ramo  inferior,  a  reta  tan  genie  tern  indinagao 
negaliva  e  a  curva  e  con  cava  para  baixo 

Observe  final  mente  que  foi  possfvel  aplicar  as  Formulas  (4)  e  (5)  para  ambos  t  =  f 
o  t  =  ~ I ,  rnesmo  estando  os  pontos  (0  1)  e  (I,  -1)  cm  ramos  dileremes.  Em  contra par- 
lida,  se  liv^ssemos  escolhido  efetuar  os  niesmos  cdlculos  por  eliminagao  do  paramel.ro, 

■'z  Ji^jj 

teriamos  que  oblcr  formulas  separadas  para  as  derivadas,  urn  a  para  y  =  a  c  outra  para 
y =  —x  .  * 


M  RETASTANGENTES  A  CURVAS  POUARES 

Nos  so  proximo  object  vo  e  encontrar  uni  metodo  para  obter  as  inclinagoes  das  ret  as  langentes 
a  curvas  polares  da  forma  r  —  f(&)t  em  que  re  Lima  fungao  dilerenciavel  de  0.  Mo  strain  os 
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na  u  I  lima  segno  quc  uma  curvn  dcssa  forma  pode  ser  express#  parametric#  men  le  cm  term  os 
do  par  a  metro  ft  subslituindo  /(ft)  no  lugar  dc  r  nas  eq undoes  a  =  /  cos  ft  e  y  =  r  sen  ft.  Assim, 
tcmos 

A'  =  /(ft)  cost?,  v  =  /(ft)  sen  ft 

dc  ondc  obtemos 


“  =  —  /(ft)  sen  ft  +  /'(ft)  cos  ft  —  —  r  sen  ft  +  ^  cos  ft 
~  —  /(ft)  cos  ft  +  /'(ft)  sen  ft  —  r  cos  ft  +  ™  sen  ft 


(6) 


Assim,  se  dx/dO  e  dyldO  Ibrem  continuas  e  se  dx/dd  ^  0,  entaoy  e  diferenciavel  como  liingao 
dc  x  c  a  Formula  ( I )  com  $  no  lugar  dc  t  da  lugar  a 


dy 

dyldQ 

dr 

r  cos  ft  -p  sen  ft  — 

d0 

dx 

dx/dO 

.  .dr 

— r  sen  ft  +  cos  ft  — 

dO 

(7) 


►  Exemplo  5  Enconlre  a  mclinagao  da  reia  langente  ao  cfrculo  r  =  4  cos  0  no  porno  em 
que  ft  -  it f 4. 


r  -  4  cos  & 

Fi^uru  11*2.6 


Solugao  A  partir  dc  (7)  com  r  =  4  cos  ft,  obtemos  (verifique) 


dy  4  cos2  <9  —  4  sen2  ft 
dx  —  8  sen  ft  cos  ft 


4  cos  2ft 
--4  sen  2ft 


-  eotg  2ft 


Assim,  no  ponto  em  quc  ft  =  jt/4,  a  inclinagSo  da  reia  tangente  e 


H=nf4 


o  quc  i  m  plica  quo  o  cfrculo  lem  uma  re  la  tangenie  horizontal  no  ponto  em  que  0  —  n! 4 
(Figura  !  L2*6) 


►  Exemplo  6  Encontre  os  pontes  da  cardididc  r=  l  —  cos  ft  nos  quais  ha  uma  reia  tan  gen¬ 
ie  horizontal,  uma  reia  langente  vertical,  ou  um  ponto  singular. 


Sotugdo  Uma  ret  a  langente  horizontal  irti  ocorrer  onde  dy/dO  =  0  c  dxld$  ^  0,  uma  reta 
langente  vertical  onde  dy/dO  *=  0  e  d.xldi)  -  0  c  uni  ponto  singular  ondc  dy/dO  =  0  e  dx/dO  =  0. 
Podcnamos  determinar  cssas  derivadas  a  parlir  das  formulas  (6),  Uma  abordagem  allernativa, 
porem,  6  voltar  aos  prinefpios  basieos  e  express ar  parameiricameme  a  cardididc,  subsliluindo 
r  =  I  -  cos  ft  nas  formulas  tie  conversfto x  =  r  cos  ft  e  v  =  r  sen  ft.  Dessa  forma, 

jc  =  { 1  —  cos  ft)  cos  ft,  v  =  (1  —  cos  ft)  sen  ft  (0  <  ft  <  2 it) 

Diferenciando  cssas  equagoes  cm  rclagao  a  ft  c,  entao,  simplilieando,  obtemos  (verifique) 

d  t  d  v 

—  sen  ft  (2  cos  ft  —  1),  —  =  (1  —  cos  ft)(  1  +  2  cos  ft ) 


d0 


de 


Assim,  dx/dd  —  0  sc  sen  ft  —  0  ou  cos  ft  —  c  dyidO  =  0  se  cos  ft  =  3  ou  cos  ft  =  Dei- 
x a m os  a  cargo  do  lei l or  resolver  cssas  equagoes  c  mostrar  quc  as  solugoes  dc  dxfdO  =  0  no 
intervalo  0  <  ft  <  2jt  sao 

dx  n t  ^  n  5jt 

—  =  0 :  ft  —  0,  — ,  7T*  — - ,  2tt 

dO  3  3 
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tt/2 


tt/2 


{) 


0 


e  as  solugoes  de  dy/dO  =■  0  no  irsLervalo  Q  <  0  <  2tt  sao 

r/y  r.,  2tt  4jt 

-4-  =  0 ;  0  =  fl,  — ,  —  T  2tt 

dO  3  3 

Assim,  as  ret  as  tangentes  horizontals  ocorrcm  em  0  =  2tt/3  c  &-  4jt/3;  vet  as  tan  gent  es  verti¬ 
cals  oc  or  re  m  etn  0  =  tt/3,  jt  c  5tt/3;  e  os  pontes  si  ngu  Lanes  oeorrem  em<?  =  0 10  =  2tt  (Figura 
1 1.2.7).  Note,  entretanto,  que  r  —  0  nos  pontos  singulares,  logo  ha,  realmente,  apenas  um 
ii  ji  i  eo  port  t  o  S  i  n  gu  \  ar  sobre  a  card  i  6  i  de :  o  p  6k>.  < 


■  RETAS  TANGENTES  A  CURVAS  POLARES  NA  ORIGEM 

A  Fdrmula  (7)  revela  algumas  inforrnagoes  uleis  sobre  o  eomportamento  de  umacurva  po¬ 
lar  r  ~  j{&)  que  passa  na  ovigem.  Se  supusennos  que  r  =  0  e  drldO  0  quando  0  -  0^  entao 
tem-sc  a  part  ir  da  Formula  (7)  que  a  indinagao  da  reta  tangente  a  curva  em  0  =  e 


dy  _0  +  senffa§  _scn6>o 

dx  o  +  cose0^r  cos6*° 

aP 


-  tg  Of, 


(Figura  1 1 ,2.8).  Contudo,  tg  9a  c  tambeni  a  indinagao  da  reta  9  =  9a,  de  modo  que  podemos 
concluir  que  essa  reta  e  tangente  a  curva  na  origem.  Dessa  forma,  estaheleeemos  o  seguinte 
resultado. 


11  *2 ♦  I  TEOKKMA  Se  a  curva  polar  t  =  f(9)  passa  na  origem  em  0  =  0I?  e  se  dr/dO  Q  em 
0=9Uf  entao  a  reta  0  =  0G  e  tangente  it  curva  na  origem. 


Esse  tcorema  nos  diz  que  as  e  quag  ties  das  re  las  tan  gent  os  na  origem  a  curva  r  —  f(8) 
podem  ser  obi  Idas  resol  vendo  a  equagao  f(0)  —  0.  E  importante  lembrar,  entretanto,  quo 
r  =  f(9)  poderia  ser  zero  para  mais  de  um  valor  de  8t  logo  poderia  haver  mais  do  que  uma 
reta  tangente  a  origem.  fsso  eshi  ilustrado  no  proximo  exempkx 


fl/  2 


0 


►-  Exemplo  7  A  rosacea  de  lr£s  petalas  r  —  sen  30,  na  Figura  1  i  .2.9,  tern  lr£s  re  las  tangen- 
tes  a  origem,  que  podem  ser  cncontradas  rcsolvendo  a  cquagao 

sen  3$  =  0 

Mostrou-se  no  Exerctcio  8 1  da  Segao  I  El  que  a  rosacea completa  e  descrita  uma  vez  quando 
6  varia  no  intervale  0  <  0  <  jt,  logo  preeisaremos  olhar  apenas  para  as  solugoes  desse  interva- 
kx  Deixamos  a  cargo  do  lei  tor  confirmar  que  essas  solugoes  sao 

7T  2  71 

0=0 ,  0  —  —■  e  0  =  — 

3  3 

Como  dr/dO  -  3  cos  39  ^  0  para  esses  valores  de  0,  essas  ties  retas  sao  tangentes  a  rosacea  na 
origem*  o  que  esta  dc  acordo  com  a  figura.  *4 


M  COMPRIMENTO  DE  ARCO  DE  UMA  CURVA  POLAR 

Uma  formula  para  o  compriinento  de  arco  de  uma  curva  polar  r  =  f(9)  pndc  ser  deduzida  ex- 
pressando  a  curva  na  forma  parametrica  e  aplicando  a  Formula  (6)  da  Segno  7.4  do  Volume  I 
para  o  comprimento  de  arco  de  uma  curva  parametiica.  Vamos  deixar  coino  exereieio  provar 
o  que  segue. 


736  Calculo 


1 1.2*2  FORMULA  DO  C’GtVlPRIMENTO  DE  ARCO  PARA  CURVAS  POLAR  IIS  Se  neilllimi  SCg- 

mento  da  curva  polar  r=  f(0)  lor  Lragado  roais  do  uma  vcz  h  medida  quo  0  cresce  do  a 
ate  fi  e  se  dr/dO  for  contmua  para  a  <  0  <  ft  etriao  o  comprlmenlo  de  arco  L  de  0  -  a  ale 
0  —  6  dado  por 


i = jr  yt/co]2 + [/w)prf9  -  jT  i<-2 + 00  #  <s) 


tt/2 


0 


►  Exempfo  3  Encontre  o  eomprimento  de  arco  da  esniral  r  =  e  na  Figura  1 1 .2 JO  cntre 
9-  0  e  0  =  jr. 

Sofofop 


L  = 


idr,+{$M~[m^de 

f  *j2e°  dO  =  y/leG\  =  V2(^  -  1)  313  ^ 

Jo  Jo 


0 


►  Exemplo  9  Encontre  o  eomprimento  de  arco  total  da  cardioide  r  -  1  +  cos  9. 
Solugao  Uma  eardidkle  6  tragada  uma  vez  quando  0  varia  de  0  —  0  a  0  —  2tt.  Assim, 

* 


-S' 

J  Q ! 


-  2jt 


f  ~  + 


—  f  v/(I  +  cos0)2  +  (—sentf)2dtf 

pi? r 

=  n/2  /  v/ 1  +  cos  0  e/6> 

Jo 

►  2tt 


f27r  r — r~ 

—  2  j  ^  cos2  ^0  dO 

p2 71 

=  2  /  |cos  7£0 1  d0 
Jo 


Formula  do 
an^ulo  motad^. 


Como  cos  kft  muda  de  sinal  em  jt,  devernos  dividir  a  ultima  integral  numa  soma  de  dtias:  uma 
de  0  ate  n  e  oulra  de  it  a  2n.  PorsSm,  a  integral  de  n  a  2tt  e  igual  a  de  0  ate  jt,  pois  a  cardioide 
e  simetrica  cm  relacao  ao  eixo  polar  (Figura  1 1 .2d  1),  Assim, 

p2tj  r. t 

L  ~  2  j  |cos  jO\dB  —  A  I  cos  dd  =  8sen  ±0]^  =  8  M 
J 0  Jo 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  11.2  {Verpagina  740 para  respos fas.) 


1 .  (a)  Para  en  co  til  ra r  dyf  dx  d  i  re  la  m c nt e  das  eq  li  agoes  pa ramdi  ri  - 
eas 

a  =  fit),  y  =  git) 

podemos  usar  a  formula  dy/dx  — _ . 

(h)  Oblenha  dy/dx  e  d2y/dx:  diretameiUe  das  equagoes  pa- 
rametricas  x  ™  cos-  L  y  —  seir  /  (0  <  /  <  tt/ 2). 


2.  (a)  Para  o bter  dy  / dx  di  reia  inente  da  eq u  ag3o  po  I ar  r  —  f{&  )t 
podemos  usar  a  formula 

dy  dyidff  _ 
dx  dx/dB 

(b>  Use  a  formula  da  parte  (a)  para  cncomrar  dy/dx  diretamen- 
te  da  equagao  polar  r  —  cosscc. 
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3.  a  Que  e  n  igfle  lire  /(#o)  e  /y{#o)  garantem  ue  a  re ta 
9  —  Bo  e  a  tangente  &  cur  a  arr  =  f(0)  na  rigem 

b  btcnha  a  re  e  do  cm  [0,  2n]  ara  uai  a  3'cta 
$  —  %  e  a  tangeme  na  rigem  a  i  deea  e  uair  da  a 
r  =  c  20 


4*  a  Paia  enc  nirar  c  in  rimeiu  e  arc  L  a  cur  a 
ar  /■  —  f(9)  (tv  <  0  <  em  u  ar  a  6rmu  a  L 


b  cur  a  arr  ^  ec 0  (0  <  6  <  tt/A  temc  m  rimern 
e  arc  L  ~ _ 


EXERCICIOS  11.2  0  Recurso  Grafrco  fc]  CAS 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


1.  a  Enc  ntre  a  inc  inagfi  a  reia  tangente  &  cur  a  aram£ 

trica  a  =  tl 2,  y  =  r  4-  1  em  i  —  —  1  e  f  =  1  em  e  i 

tninar  arametr 

b  crifi  ue  ua  re  ta  a  arte  a  e  iminan  ara 

meti  e  i  c  rend  an  uni  a  unga  a  r  ria  a  cx 

2.  a  Enc  ntre  a  inc  inagu  a  reta  tangente  a  cur  a  era  mid 

trica  x  =  3  cost,  y  —  4  cn  /  cm  t  —  tt/4  c  /  :=  Ini 4 

cm  e  i ttiin nr  aiameir 

b  eriti  tie  ua  re  ta  a  arte  a  e  iminan  ari 

meti  e  i  erendan  uma  unga  a  r  ria  a  cx 

3.  Para  a  cur  a  arametrica  E  erdd  K  agaumac  n  ectu 
ra  bre  ina  c  d 2  y  Id x 2  em  r  —  —  ler  =  lee  n  Hr  me 

ua  c  n  contra  emciminar  aramctr 


4.  Para  a  cur  a  aram&rica  E  ercid  2.  agaumac  n  ec 
tura  bre  ina  e  d2y/dx2  em  t  —  jr/4  e  i  —  In:! 4,  e 
c  nllrme  uac  n  ectura  emeiminar  arSmetr 


5-10  Enc  ntre  dy/dx  e  dly/dx2  n 
rametr 

nt  a 

emeiminar  a 

5.  x  =  yft,  y  —  2.X  -b  4;  t  =  1 

6.  a  =  \t2  +  I ,  y  =  -  f;  /  =  2 

7.  .v  =  see/,  y  —  tg  t:  t  —  tt/3 

8.  x  —  enhr,  y  =  cosh/;  /  =  0 

9.  x  =  8  +  cost?,  y  ^  I  +  sen  0:  0  =  nf 6 

10.  a  =  cos  0,  y  =  3  en  $>:  $  —  5^/6 

11.  a  Enc  ntre  a  e  uaga  a  reta  tangente  &  cur  a 


13-14  Enc  ntre  I  a  re  cm  uai  a  cur  a  aramdlri 
ea  Icm  a  uma  rota  tangente  h  riz  nta  e  b  uma  reta  tangente 
eniea 


13-  x  =  2 sen/,  y  —  4 cos/  (0  <  /  <  2n) 

14.  x  “  I/"5  -  I5r2  +  24r  +  7,  y  “  r2  +  /  +  1 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


15,  n  rnicm  traa  figure  abai  ,  a  cur  a  eLi  a  u 

x  —  cn  /.  y  —  en  It  (0  <  /  <  lit) 

cmza  a  i  me  ma  na  rigem  Etic  ntre  e  uagoe  ara  a 
ua  reta  tangente  na  rigem 

16.  n  nnc  m  ira  a  tigura  abai  a  cicloide  almtgada 

x  —  2-  nc  /,  y  —  2t  —  n  en  r  (— n  <  /  <  n) 

cruzaa  i  me  ma  cm  nm  nt  ei  x  Enc  ntre  e  ua 
goe  ara  a  ua  reta  tangente  ne  e  nt 


1.7,  tre  ue  a  cur  a  a  =  t2,  y  =  r3  —  4t  cruza  a  i  ane  ma 
n  nt  4,0  ecnc  iHree  uagoe  a  ua  reta  tangente 
a  cur  a  n  m  e  inter  ega 

18.  ire  ueacurae  me  uagOe  aramcirica 


A  =  €l  1  y  = 

em/=L  emciminar  am  men 

b  Enc  nire  a  e  uaga  a  reta  tangente  a  arte  a  e  iminan 
arametr 

12.  a  Enc  ntre  a  e  uaga  a  reta  tangente  &  cur  a 

a  =  2r-h  4,  y  =  8/2  -  2t  +  4 

em  /  =  L  em  c  i m  i  na  r  am  m  et r 

b  Enc  ntre  a  e  uagd  a  reta  tangente  a  arte  a  e  iminan 

aramctr 


x  =  r  —  3/  -b  5.  y  —  /3  + 12  —  10/  +  9 

cmza  a  i  me  man  nt  3,  I  e  one  ntre  e  uagOe  a 
ua  acta  tangente  a  cur  an  nt  e  inter  ega 

R19.  a  an  um  recur  c  m  utaci  na ,  gere  grafic  a 
cur  a  arametriea 

x  =  cos3  /,  y  =  en3  /  (0  <  /  <  2n) 

e  aga  uma  c  n  ectura  bre  arc  e  /  n  uai 

c  rrcm  nt  ingu  are 


730 


Calculo 


h  nfirme  ua  c  rt  ectura  a  arte  a  ca  cu  an  a  e 
ri  a  a  a  r  ria  a 

20,  a  Ctrl  uai  a  re  etf  cm  c  erarenc  ruriir  nt 
ingu  are  nacictii  e  a  Figura  !  8  J4  ume  3 

b  nlirme  ua.  re  la  a  arte  a  cacti  an  a  eri 
a  a  a  r  ria  a 


21-26  Enc  ntre  a  ine  ina^a  a  reta  tangente  a  cur  a 
ara  e  9 

ar  ara 

21.  r  =  2 sen#;  0  —  ,t/6  22.  r  ~  I  +  eos(9;  $  =  t/2 

23.  r  =  1/0;  0  =  2  24.  r  =  fl  see  2/9;  0  =  *76 

25.  /■  —  sen  3/9;  B  =  jr/4  20.  =  4  —  3  sen/?;  0  =  ?r 


27-28  a  cu  e  a  ine  irtagoe  a  icta  Langente  in  ica  a  mi 
figura  stbai 

27.  r  =  2  4-  2  sen  B  28.  r  =  1—2  sen  $ 


rr/2 


29-30  Enc  ntre  a  c  r  ena  a  are  e  t  nt  rt 

uai  a  cur  a  ar  tern  uma  rela  tan  genie  crtica  u  li  viz  nta 


29.  r  =  ft{1  +  cos  0)  30.  r  —  a  sen  0 


31  "32  e  u m  recur  c  m  utaci  na  ara  azer  uma  c  n  ectura 


bre  n  timer  e  nt  a  cur  a  am  uai  ha  uma  reta 
tango  me  h  riz  Ella  .  c  c  nlirme  ua  c  n  ectura  enc  ntran  a 
eri  a  a  a  r  ria  a 


03|3i.  r=  cn(?  c  l0 

032.  r=  1  -2  cnO 

33-38  E  b  ee  a  cur  a 

ar  e  one  ntre  c  ua^be  sire 

si  rela 

tangeme  si  cur  an  6 

33.  r  =  2cos30  34.  r  =  4 sen 0  35*  r  —  4  Vcos 29 

36.  t  —  sen  20  37.  r  =  3  —  2eosf?  38,  r  =  20 


39-44 

e  a  F6imu  a  8  ara  ca  cu  ar 

c  m  riment  e  arc  a 

cur  a 

ar 

39.  dicti  inteir  r  =  ft 

40.  ciicu  inteir  r  =  2a  cos  9 

41.  car  i6i  e inteira r  =  rt(1  —cos/9) 

42.  r  ~  ci\2(6/2)  o$  =  0  a  (9  =  jr 

43.  r  =  ew  e  7  =  0  a  &  =  2 

44.  r  —  3)  e 0  =  0a#  =  rr/2 


45.  a  Qua  tiaincina^a  a  rela  langente  h  ira  etriria  a  ia  e 

a  e  F,  cm  2  num  in  tame  f 

b  Qua  i  angu  ear  inra^a  a  ia  uan  eeba 
teu  na  are  e 

46.  Su  nha  tie  uma  abe  ha  iga  a  tra  ettiria 

.v  —  1  —  2  cos  f,  v  —  2  —  2  em  {0  <  t  <  1 0) 

a  Em  uai  in  lame  a  ahe  ha  u  fr  riz  rua  memo 

b  Em  uai  in  tame  a  abe  ha  u  ertica  meme 

47.  a  tre  ue  c  m  riment  e  arc  euma  eta  a  ar  a 

cea  r  =  cos  h6£  a  r 

,t/(2  i - 

y  1  -b  (rt2  —  1 )  sen2  n0  dO 

b  e  a  ca  ad  a  e  mimdica  e  integmga  eumacacua 
ra  ara  a  r  imar  c  m  rimenl  e  arc  e  uma  da  a 

ar  ace  a  e  uatr  eta  a  r  —  eos2i9 

eaca  ad  a  e  e integral  luimeriea  eumacacua 
ra  ara  a  r  imar  c  m  riment  c  arc  e  uma  eta  a 

a  r  acea  c  2  n  eta  a  r  =  cos  uS,  n  =  2,  3.  4, ... .  20 
enta  at; a  uma  c  n  ectura  bre  finite  e  e  c  m  ri 
menl  e  arc  uan  //  — +■ 

48.  a  E  b  ceae  Era  r  —  e"f>^  (0  <  0  <  -boc). 

b  Determine  uma  integrn  irrt  r6  ria  ara  c  m  riment  e 
arc  I  ta  ae  ira 

c  tre  ueaimegra  c  n  ergee  etermine  c  ni  riment 
e  arc  t  ta  a  e  ira 


49.  Determine  a  circa  a  u  cr  icie  gera  a  azen  girar  a  cur  a 
x  =  r2.  y  —  3;  {0  <  t  <  2)  cm  t  m  ei  a- 

50.  Determine  a  area  a  u  cr  icic  gera  a  azcti  girar  a  cur  a 

,t  =  e*  cos  t,  y  —  c!  cn  t  (0  <  r  <  ,t/2)  em  t  m  ei  x 

51*  Determine  a  area  a  u  cr  icie  gera  a  azen  girar  a  cur  a 

_r  =  cos2  f,  y  =  en2 1  (0  <  t  <  Jt/2)  em  l  m  ei  y 

52.  Determine  a  area  a  u  ei  icie  gera  a  azen  girar  a  cur  a 

x  —  6/t  y  ~  4/ 1  (0  <  t  <  l)  em  t  rn  ei  y 
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53.  Fatten  girar  emidrcu 

x  —  rcost,  y  =  r  en  t  (0  <  t  <  tt) 

em  t  rn  ci  x,  m  tre  tie  a  area  a  ti  er  fcie  e  uma 
e  ci  a  e  rat  r  c  4tt  rl 

54.  c  uagoc 

x  =  a<p  —  a  en  y  =  a  —  a  cos  $  (0  <  4>  <  2tt) 

re  ne  entam  urn  arc  c  uma  cic  <5i  c  tre  ue  a  drea  a 
u  erieicgera  a  e  a  rc  uga  c  a  cur  a  em  t  rn  ci 
jc e  a  a  tS~  Ana2 ft 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


55.  n  rme  i  li  tra  na  iigura  ahai  *  u  nha  ue  uma  a 
retac  mum  e  trem  ii  no  e  um  i  tema  c 
c  r  ena  a  arc  giro  n  enti  anti  h  rati  aumata  a 
c  n  tanle  e  I  ra  /  in  tame  /  =  0  um  be  ur  bic  a 
areta  e  ta  a  I G  mm  6  ee  vS  em  en  am  ran 

tig  a  i  i  ret  a  c  m  uma  c  ci  a  cc  n  lantc  c2mm/ 

a  Determine  uma e  uaca  a  rmar  =  /0  ara  cami 

nh  ere  rri  e  be  ur  t  u  n  ue#  =  0  uan 

f  =  0 

b  Determine  a  i  tancia  ue  be  ur  crc  rre  a  ng 
eaminh  na  arte  a  urante  5  rimeir  cgun 
rre  n  ea  tiare  fa  ara  ecim  cum  mi 
e  ini  mai  r 6  im 


c  Sett!  ue  um  a  ageir  ere  rre  a  me  ma  i  l  find  a 
numa  re  uga  na  (a  ca  i  ue  numa  re  uga 

na  tame  i  a  u  tiEi  ue  uac  nc  u  a 


Volta  mexida 


F’igura  Ex-57 


— 
Volta  calypso 


58.  e  um  recur  grade  c  in  utaci  na  am  e  car  e  ei 
t  a  ariagu  a  la  a  e  r  tags  e  c  m  rime  m 
brag  E  erefei  57 

■59.  a  Sc  uma  era  re  enr  a  a  e  um  efreu  li  a 

manten  a  ten  a  it  6.  tangente  a  efreu  .  enta  a 
c  tre  mi  a  e  a  e  r  a  e  ere  e  uma  cur  a  en  inina  a 
involute*  de  um  circulo  tre  itc  c  cticu  ti  er 
centr  na  rigemerui  a  e  a  e  trend  a  e  ac  r  ac  ti 
er  inicia  mente  n  nt  a,  0  ,  ema  a  in  uta  e 
cr  c  rc  a  aramotrica  mente  c  m 


x  =  a  (cos  $  +  0  sen  (9)t  y  =  (sen  $  —  $  cos  0 ) 

n  e  0  6  angti  in  tra  na  arte  a  a  figura 
abai 

b  Su  n  ue  um  each  rr  na  arte  b  a  fig ura  abai 
e  enr  e  ua  c  rreia  manten  a  ten  a.  ara  uai 
a  re  e  &  n  inter  a  0  <  0  <  2nr  cadi  rr  e  tara 
an  an  na  irega  rte  Su  Lc  tc  c  te 

c  e  um  recur  gralic  c  m  utaci  na  ara  gerar  a 
cur  a  Iraga  a  e  each  rr  e  m  tre  ue  e  a  c  hi  e 
ac  r  c  in  a  ua  rc  ta  na  arte  b 


56,  e  a  Formti  a  a  Sega  7  4  umc  1  ara  e  u&ira 
For  mu  a  8 

p7]57.  ma  a  tragi  e  um  ar  ue  e  i  er  Tie  i  u  tra  a  na  figum 

em  ane  c  n  i  te  e  i  brag  r  tati  c  necia  e 

c  m  rimcnl  I:  um  brag  intern  uc  aira  n  emi  anti 
h  rari  a  \  ra  ian  r  eeun  c  um  brag  e  tern  ue  e 

er  i  grama  ara r  artant  n  enti  h  rari  a 2m  ia 

V- 

n  i  cgun  a  ia  me  i  a  uant  n  enti  ami  h 
dri  a  2  ra  ian  r  cgun  a  ta  ca  i  centr  a 

gai  a  a  ageir  c  ulnae  tremi  a  e  brag  e  tern 

a  ire  ue,  na  la  me  i  a,  centr  a  gai  a  lem 

e  nag  tie  aramctrica 

x  =  cos  /  +  cos  2/ ,  y  =  en  t  —  en  2; 

b  Enc  ntre  e  uagde  aramctrica  ara  centr  a  gai  a 

na  ta  ca  i  cue  um  recur  graiic  ara  c  nfir 

mar  uc  centr  a  gai  a  c  crc  c  a  cur  a  m  Era  a 
u a  Iigura  em  ane 


a 

Eigura  Ex-59 


S 

b 


60.  Lcrnbrc 
c  en 


c  uc  na  Sega 
e  Frc  no  ram 


9  umc 1  a 
eiini  a  c  m  en 


ungoc 


cn  e 
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eguinteeur  a  aramOtrica,  ue  6  u  a  a  arae  Ui  ar  a  am 
im  e  e  n  a  e  it/,  na  O  iica,  6  chama  a  e  clotdide  it 
expired  de  Cornu ,  em  h  menagem  a  cietiti  ta  ranc£  arie 
re  mu  1841  1902  : 


x 


(  —  ■it  <  /  <  4-5C) 


a  e  um  S  ara  azer  griflc  a  e  ira  e  rnu 

h  De  ere  a  c  m  lament  a  e  ira  uau  t  -*■  +«  e 
nan  /  — >  —  oc 

c  Determine  c  m  ri merit  e  arc  a  e  ira  ara 

“  I  <  r  <  I 


61. 


n  rmc  i  u  tra 
cur  a  a  r  r  =  f  0 

h  id  ri  ue  arte 
Pc  ca  <(>  dngu 
Or  mu  a 


na  figura  abai  .  e  a  P  r.  0  um  nt  a 
,  c  a  ]&  men  r  angu  n  enti  anti 
rai  e  ten  i  OP  at<£  a  rcta  langenie  a 
e  inc  inaga  a  rcta  tangenie  De  uza  a 


r 

dr/dO 


ub  tituin  dyidx  r  ig  4>  na  F6rmu  a  7  ea  ican 
a  e  trig  a  metiica 


IgUp  -  0)  = 


tg  <P  ~  tg  & 

1  -s-  tg  4>  Lg  & 


a  i  enti 


Figura  Ex-61 


62-63  ea  6rmu  a  ara  rp  bti  an  E  crcici  1 

62,  a  e  a  t  enti  a  e  trig  n  metrica 

$  I  —  cos  B 

tg  =  _ - 

2  sen  9 

ara  m  trar  ue  e  i\  9  r  um  nl  a  car  EOi  e 

r  =  1  -  cos  0  (0  <  $  <  2k) 

enta  ip  =  0/2 

b  Eb  ce  a  car  idi  c  e  in  tre  angu  v^]1  nl 
a  car  ioi  e  cruza  ei  y 

c  Determine  angu  ^n  nt  em  ucacar  ioi  e cruza 

d  v 

63,  tre  ue  ara  uma  c  ira  gar  ft  mica  r  -  aeM\  angu  a 

rcta  ra  ia  a  reta  tangente  e  c  n  tante  a  ng  a  e  ira  er 

figura  abai  [Nota.P  re  a  raza  ,  e  irai  garitmica  a  , 
a  eze  ,  chain  a  a  e  espirais  eqtiimigulares  ] 


Figura  Es-63 


RESPOSTAS  DOS  EXERCtCIOS  DE  COMPREENSAO  11.2 


1. 


dr 

dr/d!  g'(t )  dv  ,  f/“  v  „  ,  /•  cos  ti  +  sen 6> —  rf 

a  ~rr  =  “TT  h  — -  -  -1,  — -  =  0  2.  a - -  f-  h  ~  =  0 

dx /d r  /'(f)  dx  dx2  „  .  dr  dx 


— r  sen  0  4-  cos# 


dO 


>  i  S  7  f 

a  /(#<:)  =  0.  /'(<%)  #0  b  ,  —  4,  a  J 


r2  + 


Jr 

dO 


dS  b  I 


1 1 .3  AREA  EM  COORDENADAS  POLARES 


Nest  a  seqdoy  mostraremos  cot  no  de  term  war  as  areas  de  regides  detimitadas  par  curvas 
po  lares. 


M  AREA  EM  COORDENADAS  POLARES 

megam  n  a  in  e  tiga^a  e  area  em  c  r  ena  a 


are  c  m  um  ca  itn  e 


Capttulo  fl  /  Geo m etna  Anal (tica  no  Calc u to  741 


1 1.3.1  pkoei.ema  da  ark  a  km  cooRD3KNAi>AS  polar es  Su  nha  ue  a  e  p  e  am  an 
gu  ue  ati  agam  a  c  n  iga 

a  <  P  5  a  -t-  2jc 

c  u  nha  uc  fO  e  ac  nimuaena  negati  a  ara a  <  0  <  ft  Determine  a  area  arc 
gia  R  en  i  a  e  a  cur  a  ar  r  =  /  0  e  rai  0  =  a  e  0  =  /3  Figura  113  1 


fl  = 


Figura  1 1,3.4 


Emc  r  cna  a  retangu  are  „  hti  cm  area  ahai  ecur  a  i  i  in  a  regia  em 

■Sir  fcr 

urn  ntimer  ere  eente  c  ai  a  erticai  ,  a  r  iman  a  ai  a  r  relSngu  et  man 
um  imite  Emc  r  cna  a  are,  retangu  a  muit  e  aeita  ecmeh  r  i.  i  ir 
a  regiS  cm  cunhm  u  an  rai 


tai  uc 


0  =  &u  Q  =  0  =  0, 


Ct  <  By  <  02 .  <  '  "  <  &n~\  <  P 


Figura  3 1  3  2  n  rmem  traa  ue  a  figura,  rai  i  i  em  a  regia  /femracunha  c  m 
area  AVAV  ,Affe^agu  central  M,,  ,A  B);  circa  a  regia  imcira  e  erecrita 
c  ni 

a 

A  =  A,  +A2H - +  A„  =  1 

k=] 


SeA0k  r  c  iicn  ,  cm  a  em  a  r  imar  a  area  A  {  a  k  e  imacunha  e  a  area  e 

um  et  re  m  angu  centra  A^erai  f(Bj'),  ncfi  =  ^c  ua  uerrai  itua  na k  e  ima 
cunha  Figura  (13  3  im,  a  ariir  e  1  e  a  Fdrmu  a  5  en  ice 
ara  a  area  e  um  el  htem 


ume  \ 


n 


ip 


A  =  52  >4*  * 


A-^l 


k-\ 


Sc  ag  ra  aumentarm  n  e  ta  maneira  ue  ma  A^  — >  0,  enta  et  re  l  roar  e  a  a  r 
imagoe  ea  a  ez  me  h  re  a  cunha  c  e  raz.  a  e  c  crar  ue  2  a  r  inie  a  re  at 
a  area  A  Figura  13  3  4  i  i  e. 


A  =  firn  y\'-{f{GZ)\2&Qk  =  /  \[f 

him  Aft-  **+  0  ^ — *  ~ 
k— ! 


r/wr** 


b  cr  e  tie  a  i  cu  a  reee  entc  e  er  act  mentea  a  ta  a  a  ca  em  ue  f{0)  e  na 

ill  a  ara  a  <  B  <  ft  e  urn  i  n  ,  tem  re  u  ta  a  eguir 


11.3,2  area  em  coordenadas  polares  Se  a  e  p  rem  angu  ue  ati  agam  a 
c  n  iga 

a  <  P  <  a  +  2x 


c  £  f  &  rc  ntfnua  e/  uni  negati  a  u  na  iti  a  ara  <x  <0  <  ft%  enta  a  area  A  a 
/fen  i  a  c  a  cur  a  ar  r  =  f(B)  (ct  <  6  <  ft)  £  rai  6  =  ct£d=ftc 


regia 


a=  i\im?d»  = 

rfi 

/  '->  2de 

Jtx 

742  Calculo 


A  parte  mats  dificil  da  aplicagao  de  (3)  6  deter  minar  os  li miles  de  iniegragao.  Isso  pode 
$er  lei lo  da  sesminie  maneira: 


Area  em  Coordenadas  Folat  es:  os  Umites  de  Integrate 
Passo  1  Bsfroce  a  regiao  R  cup  area  queremos  delerminar. 

Passo  2  Desenhe  uma  “linha  radial"  arhitraria  do  polo  aie  a  curva  r  -  f(0)  da  fronfeira. 

Passo  3  Pergunte:  “Sobre  qual  interval  o  de  valores  deve  0  variar  para  que  a  re l a  radial 
varra  a  regiao  RT 

Passo  4  A  sua  resposta  no  Passo  3  determinant  os  I  i miles  inferior  e  superior  da  integraqao. 


►  Exemplo  1  Determine  a  area  da  regiao  do  primeiro  q uadi  ante  dentro  da  cardioide 
r  =  I  -*  cos  0. 


A  regiao  som  breads  £ 
varrida  pda  reta  radial 
quando  0  varia  de  0  a  ir/2. 


Figura  113-5 


Soluqao  A  regiao  e  uma  reia  radial  li'pica  cstao  moslradas  na  Figura  i  13.5.  Para  as  relas 
radiais  varrerem  a  regiao,  0  deve  variar  de  0  a  nF2>  Assim,  a  parti r  de  (3)  com  <x  =  0  e  ft  =  jr/2, 
oblemos 


,/2  , 


I  f^2 

-r-dO  =  -  /  (1  -  cos  O  f  dS  = 

2  2  Jo 


1  rs/2 

2  Jo 


(1—2  cos  6  +  cos'  0)  dO 


Com  a  ajuda  da  ideniidade  cos-  9  —  i(  1  H-  cos  20 )t  is  so  pode  scr  reescrito  corno 

.jt/3  / ^  t  \  t  r-5  i  TTifl 


1  r*1  { 3  ]  \  i  r  3 

-4  =  -  /  (  -  —  2  co$0  +  -  cos  20  )  dO  —  -  -0-2  sen  6 

2  Jo  \2  2  /  2L2 


I 


■F  -  sen  20  |  — 


1  '  3 

0 


l  * 


►  Example  2  Determine  a  area  iiueira  interna  a  eardidide  do  Exemplo  3 . 


Soltigao  Para  a  reia  radial  varrer  a  cardidide  inteira,  6  deve  variar  de  0  a  2jt.  Assim,  a  partir 
de  (3),  com  a  =  0  e  =  2;r, 


a3*  I  I  f 

A  —  f  -r~  dO  —  —  I  (|  —  cos Qy  d& 

i/O  **  2*  */ 0 

Sc  p  recede  rrn  os  eon  10  no  Exemplo  1,  is  so  redo/  a 


271 


I  /’2'7  /  3  1  \  3vT 

A  —  —  /  I - 2  cos  <9  +  —  cos  20  \  dH  —  — 

2l  \2  2  )  2 


Solugdo  Alternativa  Uma  vex  que  a  cardidi.de  e  sim&rica  em  relaqao  ao  eixo  x,  podemos 
caleular  a  area  da  porqao  acima  do  eixo  xc  dobrar  0  resultado*  Na  porcao  da  cardioide  acima 
do  eixo  xi  0  varia  de  0  a  jr,  assim 


—  2  f  -r1 dO  —  f  0—Qm9)2d&  —  — 
Jo  2  Jo  2 


■  USANDO  A  SIMETRIA 

Hm bora  a  Formula  (3)  seja  aplicdvel  quando  r -  f(0)  for  negaliva,  0  cdlculo  de  dreas  pode, 
algumas  vezes,  ser  simplibcado  usando  a  sirnetria  para  restnngir  os  li mites  de  integrate  a 
interval  os  onde  r  >  0,  fsso  csta  ilusirado  no  proximo  exemplo. 


Capftulo  T1  /  Geo  m  etria  Ana  Utica  no  Calc  u  to  743 


►  Exemplo3 


Determine  a  area  da  regiao  envoi  vida  pel  a  rosacea  r  =  c  os20. 


Solnqao  Refer!  ndo-se  a  Figura  !  1 A  J  2  e  usando  a  simetria,  a  area  no  primeiro  quad  tan  te  quo 
c  varrida  com  0  <  0  <  tt/4  e  urn  oitavo  da  area  total  dentro  da  rosacea.  Assirn,  da  Formula  (3)? 


A  =  8 


Jfitj  4 
0 


— r 2 dO  — 
J 


pn/4 

=  4  /  coj 

Jo 


cos-  20  dO 


=  4 


fir/ 4  |  f  ir/ 4 

4  /  -(1  +  cos4&) dO  =  2  /  ( i  +  cos 4/9 )  dO 

Jo  2  J0 


=  2<9  +  “ 
2 


j 

sen  40  —  - 

Jo 


As  vezes,  a  maneira  mais  natural  de  satisfazer  a  restrigao  a  <  fi  <  a  +  2,t  requerida  pc  la 
Formula  (3)  6  usar  uni  valor  negativo  para  a .  Por  exemplo,  suponha  que  estejamos  interes- 
sados  cm  eneontrar  a  area  da  regiao  sombreada  na  Figura  l  L3.6a.  O  primeiro  passo  seria 
de  terminal-  as  intersecoes  da  card  i  bide  r  =  4  +  4  cos  0  com  o  cfreulo  r  -  (\  uma  vez  que  esta 
inform  aqao  c  nee  ess  aria  para  os  I  unites  de  integraqao,  Para  eneontrar  os  pontos  de  interseqao, 
podemosequacionar  as  duas  expressoes  para  /.  Isso  da 


4-1-4  cos  0  —  6  ou  cos  8  =  - 

2 

que  6  satisleito  pel  os  Bngulos  posi  lives 

IT  A  5jz 
*=3  c  =  T 

Emretanio,  aqui  surge  urn  problema,  pois  as  retas  radiais  para  o  cfreulo  e  a  eardidide  nao 
varrem  com  pi  eta  me  rite  a  regiao  sombreada  mostrada  na  Figura  I  i  3.6b,  quando  0  varia  no 
intervalo  tt/3  <  0  <  5jt/3.  Ha  duas  maneiras  de  conlornar  esle  problems:  uma  e  aproveilar-se 
da  si  mein  a*  integrando  no  intervalo  0  <0<  tt/3  e  dobrar  o  resultado,  e  a  segunda  e  usar  um 
I  i  mite  inferior  negativo  na  imegragao  e  imegrar  no  intervalo  —tt/3  <0<  jt/3  (Figura  1 1 3.6c). 
Os  dois  metodos  estao  ilustrados  no  proximo  cxemplo. 


to) 

Figura  11.3.6 


+  4  COS  0 


ttJ  2 


0 


►  Exemplo  4  Determine  a  area  da  regiao  que  esta  dentro  da  eardidkie  r-  4  +  4  cos  0  e 
Ibra  do  cfreulo  /■  =  6. 


Soiugdo  Usando  um  Angulo  Negativo  A  area  da  regiao  pode  ser  obtida  subtraindo  as 
dreas  das  Figuras  1 1 3.6d  e  1 1 ,3,6c: 

‘w/3 


i  i 
-(6)~  (9 

Area  tkntru  da  cardioidc 

2 

menus  anejt  dentro  do  cfreulo. 

-(4 +  4  cos 9)2<{9-  -<6)2 

•at 3  2  J-n/3  2 

=  f  — T(4  +  4  cos  #)2  —  36]  d9  =  f 

J — 7f/s  2  J 

=  [  16  sen e  4-  (40  +  2 sen  20)  -  100]^,,  =  IS-/3  —  4;r 


( 1 6  cos  0  -b  8  cost  0  —  1 0)  d$ 


744  Calculo 


tt/2 


As  6rbitas  se  intersec  lam, 
mas  os  sat^liles  n3o  col  idem. 


Figura  1 1*3.8 


Soltu  ao  Usando  Simetria  Usando  simeiria,  potfemos  ealcular  a  area  acima  do  dxo  polar 
e  dobra-la.  Isso  da  (verifique) 

f  jt/3  i 

A  =  2  f  ~[{4  +  4cos6))1 2 -361r«  =  2(975  ~2w)=  18^3 -4tt 
Jo  2 

q  ue  cot nc i de  con \  o  rests  had o  p raced en te,  *4 


■  IISITERSEQOES  DE  GRAFICOS  POLARES 

No  ultimo  exemplo,  encontramos  a  interse^ao  da  cardioidc  com  o  circuit?  equation  an  do  suas 
expressions  para  re  rcsolvcndocrn  (L  Contudo,  conic  um  ponlo  pode  ser  represent  ado  de  dife- 
renles  maneiras  cm  coordenadas  polares,  esse  procedi  menlo  nem  sempre  produzira  lodas  as 
irttersegoes.  For  exemplo,  as  cardibides 

r  =  1  —  eos  6  e  r  =  l  +  cos  6  (4) 

se  certain  cm  lr£s  pontos:  o  pdlo,  o  ponlo  (I,  tt/2)  e  o  ponlo  (I,  3jt/2)  (Figura  1 1.3.7). 
Igualando  os  I  ados  dire  it  os  das  Equates  (4)  obtemos  1  -  cos  0=1+  cos  0  ou  cos  0  =  0, 
de  mode  que 

0  “  —  +-  kjz,  k  —  0*  ±  L  ±2,  . , . 


Substituindo  quaisquer  dcstes  valorcs  cm  (4),  obtem-sc  r  =  1,  portanto  encontramos  apenas 
dois  ponios  distintos  da  interse^ao,  ( 1 ,  tt/2)  c  (l,  3 tt/2);  o  polo  nao  foi  encontrado.  Esse  proble¬ 
ms  ocorre  porqoe  as  duas  cardibides  passani  polo  polo  em  d derentes  valores  de  0:  a  cardidide 
r  —  1  -  cos  0  pass  a  no  polo  em  0  —  0  c  a  cardidide  r  -  1  +  cos  0  passa  no  polo  cm  0  =  n* 

0  que  ocorre  com  esias  duas  cardibides  c  analogo  a  dois  saidliies  circulando  em  torno 
da  Terra  em  orhitas  que  se  mtersectam  (Figura  1 1.3.8).  Os  satdlites  nao  colidirao,  a  menus 
que  eles  atinjam  o  mesmo  ponlo  no  mesmo  insiante.  Em  geral,  £  uma  boa  ideia,  quando  da 
busca  de  interseqbes  de  curvas  po lares,  fazer  o  gralico  das  curvas  para  determinar  o  numero 
de  inlcrscgdcs  que  d  even  am  exist  in 


(/  EXERCICIOS  DE  CQMPREENSAQ  11.3  {Verpagina  746  para  respostas.) 


1.  A  area  A  englohada  por  uma  eurva  polar  naonegativa 

r  =  f{9)  {ct  <  0  <  fi)  e  as  retas  0  =  a  e  0  —  £  dada  pela 

integral  defiuida  A  = _ . 

2 .  Encoii  i  re  a  area  d  o  c  freu  lor  -  a  por  i  n  leg  ra^ao . 

3.  Escrcva,  mas  rraoeaicule,  uma  integral  para  a  area  de  cad  a  re- 
giiio  somhreada. 


4, 


Encontre  a  area  da  regiao  sombreada  dada  cm 


3(d)  acima. 


EXERCICIOS  11.3 


R  Recurso  Grafrco 


CAS 


1.  Em  eada  parte,  determine  a  area  do  cfreulo  por  integrate 
(a)  r  =  2 a  sen  0  (b)  r  =  2o  cos  0 


2.  (a)  Most  re  que  r  —  2  sen  H  +  2  cos  0  6  tun  eiYeulo. 

(b)  Determine  a  area  do  cfrculo  usando  uma  formula  geom£- 
Erica  e,  entao.  usando  integral ao. 


Gapitulo  11  /  Geometric  Analftica  no  Calculo  ?4S 


3-3  Determine  a  area  da  regiao  desert  ta. 

_ 


3.  A  regiao  englobada  pe!a  cardidide  r  =  2  +  2  sen  0. 

4.  A  regiao  interna  a  cardidide  r  =  1  +  cos  0  que  esta  no  primei- 
ro  quadrante, 

5.  A  regiao  englobada  pda  rosacea  r  =  4 cos  30, 

6.  A  regiao  englobada  pc! a  rosacea  r  =  2  sen  20. 

7 .  A  regiao  englobada  polo  lago  interno  da  li  in  agon 
r  —  1  +  2eos0.  [Sages!  do:  r  <  0  sobre  o  iniervalo  de  ime- 
gragao.] 

8.  A  regiao  varrida  pda  reta  radial  a  parti r  do  ptilo  a  otirva  r  —  2/0, 
quando  &  varia  no  intervale  1  <  9  <  3. 


9-1 2  I  leterm  i ne  a  area  d a  regiao  $om  bneada . 


r  =  4  cos  6 
r  -  aVJscn  6 


r  -  ]  +  cos  8 
r  —  3  cos  f? 


13-20  Determine  a  area  da  regiao  deserita. 


13.  A  regilo  interna  ao  circulo  t  =  3  sen  0  e  externa  cardidide 
r  =  1  +  son  9. 


14.  A  regiao  externa  a  cardidide  r  —  2  —  2  cos 0  e  interna  ao  cir- 


culo  r  =  4. 


15.  A  regiao  interna  a  cardidide  r  =  2  +  2  cos  0  e  externa  ao  dr 


culo  f  —  3. 

16.  A  regiao  que  d  comum  aos  ciVculos  r  —  2  co$#e  r  =  2  sen  9. 

17.  A  regiilo  entre  os  lagos  do  limaqon  r  =  i  +  cos  0 . 


18.  A  regiao  interna  h  cardidide  r,—  2  +  2  cos0  e  a  direita  da  reta 
rcosf?  = 

19.  A  regiao  interna  ao  circulo  r  —  2  e  li  direita  da  reta 
r  =  v2sec0. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


21*  (a)  Determine  o  eiro:  a  area  que  estd  na  parte  interna  da 
Jem ni scuta  r2  —  a2  cos  20  e 


=  f  ^ r 2 c iff  =  Jq7*  cos 20  dO 
Jo 


—  £ a 2  sen  20]'*  —  0 


( h)  I  >eterm  i  ne  a  iirea  correia, 

(c)  Determine  a  iirea  interna  a  lemniscata  r2  =  4  cos  20  e 
externa  ao  circulo  r  >/2. 


22.  Determine  a  area  interna  da  eurva  r2  =  sen  20. 


23.  Uma  reta  radial  d  dcsenhada  da  origeiu  a  cspiral  r  =  a9 
(a  >  0  c  0  >  0).  Determine  a  siren  varrida  durante  a  seg un- 
da  revolugao  da  reta  radial  que  nao  foi  varrida  durante  a 
primeira  revolug£o< 

24.  (a)  Na  dixeussSo  assoc  i  ad  a  com  os  Exercfcios  49-54  da 

Scqao  1 1.2.  foram  dadas  formulas  para  a  area  da  su¬ 
perfine  do  rcvolugao  que  e  gerada  girando  uma  curva 
paramdtrica  em  torno  do  eixo  x  oti  do  eixo  y.  Use  es- 
sas  form  li  I  as  para  dedu/ir  as  seguinles  formulas  para 


girando  a  parte  da  eurva  polar  r  -  f  (0),  do  0  -  a  a  0~  /?, 
cm  torno  do  eixo  polar  e  em  torno  da  reta  0=  jt/2. 


T:m  Eormjtf^  fi  —  0 

Em  toraio  de-  8  —  tr/2 

(b)  Entitle  ie  condigoes  sob  as  C[uais  essas  formulas  sao  ver- 
dadeiras. 


25-28  Esboce  a  supcrficie  e  use  as  formulas  do  Exereicio  24  para 
dote rm iiiar  a  area  da  superficies 


25,  A  suporficie  gerada  girando  o  circulo  r  —  cos 0  em  torno  da 
reta  B  =  n!2. 

26*  A  super  fide  gerada  girando  a  c  spiral  r  =  e'  (0  <  0  <  tt/2) 
em  torno  da  reta  9  =  tt/2. 

27*  A  “magah"  gerada  girando  a  parte  superior  da  cardidide 
r  =  1  —  cos  6  (0  <  0  <  Ji")  em  torno  do  eixo  polar. 

28,  A  esferu  de  raio  a  gerada  girando  o  semienculo  r  =  a  do  semi- 
plan  o  superior  em  torno  do  eixo  polar. 

foi  29*  (a)  Mostreque  o  Fdlio  de  Descartes  x*  —  '3xy  +  _v  '  =  0  pode 
ser  expresso  em  eoordenadas  polares  cot  no 


3  sen  0  cos  <9 

.  V 

cos’5  0  +  setr  0 


(b)  Use  tun  CAS  para  mostrar  que  a  area  interna  do  I  ago  e  2 
(Figura  4. 1 ,3d  do  Volu  me  1 ). 


20.  A  regiao  interna  h  rosdcea  r  —  2a  cos  20  e  extema  ao  cfrculo 
r  =  a^f 2. 
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[cl 30,  (a)  Qua]  e  a  area  quo  6  envolvida  por  um a  pern  l  a  da  rosacea 
t  =  a  cos  n0  sc  n  l  or  urn  inteiro  par? 

(b)  Qua  I  c  a  area  que  c  envolvida  por  urn  a  pet  a  la  de  rosacea 
r  —  a  cos  nO  sc  ti  for  urn  inteiro  finpur? 

(c)  Use  urn  CAS  para  mostrar  que  a  area  total  envolvida  pda 

rosacea  r  =  a  cosntf  is  ita2! 2  se  o  mjinero de  pdalas  for 
pan  Ver  o  Exercfdo  81  da  Segao  11.1] 

(d)  Use  urn  CAS  para  mosirar  que  a  area  total  envolvida  pel  a 
rosdeea  r  =  a  cos  n8  e  jw 1  /4  se  o  udinero  de  pdtalas  for 
impar. 

31.  Uni  dos  mais  famosos  problemas  na  antiguidade  grega  era  o  da 
“quadratura  do  cfreulo".  isto  e,  usando  urn  a  nSgua  c  um  compas- 
so  constRiirum  quadrado  euja  area  fosse  tgual  a  de  um  circulo 
dado,  Foi  provado  no  secuto  XIX  que  nao  era  possivel  lal  cons- 


trugao.  Coiuudo,  mo  sire  que  as  areas  so  mb  read  ns  tm  fig  lira  abai- 
xo  sao  Iguais.  ponanio  provamos  a  ^quadialura  da  creseenie  ". 


1 32.  Use  um  recurs o  graHco  para  gerar  o  graHco  polar  da  equagao 
r  =  cos  W  +  2  c  determine  a  area  envolvida. 


■  ■■•  33,  Use  um  reeurso  grafico  para  gerar  o  grafico  do  hi  folio 
r  —  2  cos  0  sen*  8  e  determine  a  lire  a  do  I  ago  superior 


RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  11.3 


■  f  ^lf(0)]2e)$=f^jr2d0  2.  f  ja2  (10  =  mt2  3.  (a)  f  j(l  —  cos 

Jo  Jtt/2 


pn/2 

-  cosF)z  dO  (b)  /  2 cos  10d0 

Jo 


r^/2  r2x  /'tf/2 

(c)  /  ±*<31*20  (d)  /  iff2  (W  (c)  /  i(1  -se 

J0  Jo  "  J-n/2  " 


f  jt/4 

-  sen  c/0  (f)  /  cos"  20  d0  4, 

Jo  3 


4tt 


1 1 .4  SEQOES  CONICAS  NO  CALCULO 

Nesta  segdo,  discutiremos  algumas  das  propriedades  geometricas  basic  as  de  parabolas, 
de  el  ipses  e  de  hiper  holes.  Essas  curvas  re  presen  Jam  um  pap  el  important  e  no  Cdleido  e 
tambem  surge  m  ncita  raiment  e  em  uma  variedade  ampla  de  apUcaqoes  em  campus  fa  is  coma 
o  movimenfo  planetaria,  projeto  de  telescopies  e  an  terms,  o  post  cion  amen  to  geode  sico,  e  a 
Medic  irta,  para  mencionar  alga  mas. 


Algous  alunos  podem  jd  estar  familiarizados  com  o  material  desta  segao;  nesse  case,  este 
rnatciral  pode  ser  tratado  como  revisao.  Os  professores  que  quiscrem  gastar  tempo  adicio- 
nal  numa  revisao  prd- calculo,  podem  querer  alocar  iriais  do  que  uma  aula  a  este  material. 


■  SEQOES  CONICAS 

CiYculos,  cl  ipses,  parabolas  c  hi  per  holes  sao  chain  ad  as  do  $e$oes  eon  teas  on  cSnicas,  pots 
eies  podem  ser  ohlidos  como  a  intersegao  de  uni  piano  coin  um  cone  circular  (Figura  1 1 .4. 1 ). 
Se  o  piano  passa  no  Venice  do  cone,  enlao  a  inlersegao  e  um  ponto,  um  par  de  retas  coincident 
tes  ou  uma  so  ret  a.  Essas  sao  ch  a  mad  as  de  segues  corneas  degeneradax. 


M  DEFINIQOES  DAS  SEQOES  CONICAS 

Hmhora  pudessenios  dedu/ir  propriedades  de  parabolas,  de  elipses  ede  hiperboles  delinindo- 
as  como  intersegoes  com  um  cone  circular,  sera  mais  adequado  ao  Calculo  sc  comcgarmos 
com  deft  nig  ocs  equivalentes  que  sao  base  ud  as  em  suas  propriedades  geom  Ulricas, 
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CifCUlO 

Elipse 

Parabola 

Hip^rbole 

Um  ponto 

Um  par  ere 
retas  toincidentes 

Uma  s6  reta 

Figura  11,41 


11,4.1  defining  Uma  pardbola  e  o  conjunto  de  knlos  os  pontos  no  piano  quo  sao 
equidislanLes  de  uma  reta  lixada  c  de  um  porno  lixado  quo  nao  csta  na  reta. 


Tod  os  os  pantos  da 
parabola  sao  equidistantes 
do  foco  oda  dirotri;:, 


Venice 
Diretriz 

Hgura  11,4.2 


A  reta  e  chain  ad  a  de  diretriz  da  parabola  e  o  ponto  e  chamado  defoco  (Pigura  1 1.4.2). 
Uma  pardbola  c  simetriea  cm  rclagao  a  reta  que  passu  polo  foco  em  ungulo  rclo  com  a  dire¬ 


in/..  Esla  reta,  chain  ad  a  de  eixo  on  eixo  de  simetria  da  parabola,  interseeta  a  parabola  em  um 
ponto  que  e  chamado  de  vert  ice. 


11.4,2  defim^ao  Uma  elipse  e  o  con  junto  de  tod  os  os  pontos  no  piano  mis  que  a 
soma  de  suas  distancing  ad ois  pontos  lixados  c  umaconstante  posit iva  dada,  maior  do  que 
adistancia  cm  re  os  pontos  fixados, 


Os  dois  pontos  ilxados  sao  chamados  de  facos  da  elipse  e  o  ponto  medio  do  segmemo 
que  une  os  foeos  e  chamado  de  centra  (Pigura  i  I  A3a ),  Para  ajudar  a  visual izar  a  Delia igao 
1 1 .4.2,  imagine  que  as  duas  pontas  de  um  barbante  esiejam  pregadas  nos  foeos  e  que  um  lapis 
descreva  uma  curva  mantendo  o  barbante  estieado  (Pigura  1 1 .4.3/?).  A  eurva  result  ante  serd 
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umaelipse,  lima  vezque  a  soma  das  di  stand  as  aos  locos  6  constants,  a  saber,  o  eomprimento 
Lola  I  do  bar  ban  Lc.  Note  quo  sc  os  Tocos  coinddirem,  a  cl  ipse  sc  reduz  a  um  efreuio.  Para  clip™ 
ses  outms  que  nao  sc  jam  cfrculos,  o  segmemo  de  reta  atraves  dos  l  ocos  com  exiremidades  na 
cl  ipse  e  chamado  dc  eixo  maior  (Figura  I  1 .4.3c)  c  o  see  men  to  dc  reta  atraves  do  ccniro  corn 
exiremidades  na  cl  ipse,  e  perpendicular  ao  eixo  maior,  6  chamado  dc  eixo  menor.  Os  extre¬ 
mes  do  eixo  maior  sao  chain  ad  os  dc  vertices . 


Figura  11.4.3 


11*4*3  offinioao  U ma  fiiperbole  c  o  conjunto  dc  todos  os  pontos  no  piano  tais  que  a 
diferenga  de  suas  disiSncias  a  dois  pontos  distintos  fixados  e  umaconstante  positiva  dada, 
mcnor  que  a  dLstancia  entre  os  dois  pontos  fixados. 


Os  dois  pontos  fixados  sao  chamados  dc  foe  os  da  hiperbole  c  o  termo  “diferenga” 
usado  na  delinigao  deve  scr  cnicndtdo  como  a  distancia  ao  Toco  mais  d  is  tank1  menos  a 
disldncia  ao  f'oco  mais  proximo.  Como  resultado,  os  pontos  da  hipcrbolc  formam  dois 
ram  as,  cada  um  dos  qua  is  “esia  rode  an  do”  o  loco  mais  proximo  (Figura  1 1  AAa),  O  ponto 
medio  do  segmento  dc  reta  quo  une  os  focos  e  chamado  de  centra  da  hiperbole,  a  reta  que 
passa  pelos  focos  d  chamada  eixo  focal  e  a  reta  que  passa  pelo  centro  ee  perpendicular  ao 
eixo  focal  c  chamada  eixo  conjugado .  A  hipcrbolc  intcrsccl.a  o  eixo  focal  cm  dois  pontos, 
c  h  a  mad  c .is  vertices , 

Assoc  i  ado  com  to  da  hipcrbolc  exist  e  um  par  dc  retas,  cha  m  ad  as  as  sin  iotas  da  hi  per  bo¬ 
le.  Essns  rotas  eorlam  o  centro  da  hipcrbolc  e  tern  a  propriedade  que  a  medida  que  um  ponto  P 
move- sc  ao  longo  da  hiperhoic  afustnndo-se  do  centre,  a  distanda  vertical  entre  P  c  uma  das 
assintotas  tcitdo  a  zero  (Figura  I  I  AAb) 


Figura  1 1 .4.4 
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Figura  1L4.5 


■  EGUApOES  DE  PARABOLAS  EM  POSIQAO  PADRAO 

No  e sui do  de  parabolas  £  iradicional  denorar  a  d  island  a  enire  o  foco  e  o  vertice  por  p.  0  ver- 
tice  e  equidistante  do  toco  e  da  diretiix,  logo  a  dislancia  enire  o  vertice  e  a  diretriz  tanibem 
6  p;  consequememente,  a  di  stand  a  entre  o  foco  e  a  diretriz  6  2 p  (Figura  !  1,4,5),  Con  forme 
ikistrado  nessa  figura,  a  parabola  passa  por  dois  dos  cantos  do  relangulo  qtie  se  estende  do 
Venice  para  o  foco  ao  longo  do  eixo  de  simetria  e  se  estende  2 p  unidades  acima  e  2 p  unidadcs 
abaixo  do  eixo  de  simeiria. 

A  equagao  de  mnu  parabola  e  a  mais  simples  sc  o  vcrtice  for  a  origem  c  se  o  eixo  de 
simetria  estiver  ao  longo  do  eixo  ,v  on  do  dxo  y.  As  quatro  passi  ve  is  oriemagoes  estao  niostra- 
das  na  Figura  1 1,4,6,  Ess  as  sao  chain  ad  as  de  post  goes  padrao  de  urn  a  parabola,  e  as  equagoes 
res  u  It  antes  sao  chain  ad  as  de  equates  padrao  de  Lima  parabola. 


Para  ilustrar  eonio  forum  obtidas  us  equagoes  na  Figura  1 1 ,4.6,  deduziremos  a  equagao 
para  a  parabola  com  foco  (p,  0)  e  diretriz  x  -  -p.  Seja  Fix,  y )  qualquer  ponto  sobre  a  parabola. 
Como  Pc  equidistante  do  foco  c  diretriz,  as  distuncias  PF e  PD  na  Figura  ]  1 .4.7  sao  iguais; 
isto  6, 

PF=PD  (3) 

onde  D(-p,  y)  c  o  pe  da  perpendicular  de  P  a  diretriz.  Pcla  formula  dadistancia.  as  distances 
PF  c  PD  sao 

PF  =  V/(A-  -  p)7-  +  y*  e  PD  =  <J{x  +  p)7-  (2) 


Substituindo  cm  (1)  e  elevuiido  ao  quadrado  oblemos 

(x  -  pf  +  y1  =  {x  +  pf 

e  depois  de  simplificar 

y"  —  4  px 

As  dedugdes  das  outras  equagoes  na  Figura  1 1.4,6  sao  andlogas. 


(3) 


(4) 


■  UMATECNICA  PARA  ESBOQAR  PARABOLAS 

As  parabolas  podein  ser  esbogadas  a  partir  de  suas  equagoes  padrao  usando  quatro  passos 
basic  os; 
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Figura  i  1.4.X 


Esbogando  uma  Parabola  a  Partirde  Sua  Equaqdo  Padrao 


Passo  1  Determine  sc  o  eixo  de  simetria  esta  ao  longo  do  eixo  x  on  do  eixo  y,  Em  referen¬ 
da  h  Elgin  a  3 1 .4.6,  o  eixo  de  simetria  estd  ao  longo  do  eixo  x  se  a  equaqao  liver 
um  lemio  y",  e  esta  ao  longo  do  eixo y  se  liver  uni  termor". 


Passo  2  Dcierniine  de  que  maneira  a  parabola  sc  abre.  Sc  o  eixo  dc  simetria  es  liver  ao 
longo  do  eixo  x,  entao  a  parabola  ubre-se  para  a  direita  sc  os  eoefieientes  de  a 
forem  positives,  c  abre-se  para  a  esquerda  se  os  coeticientes  forem  negatives.  Se 
o  eixo  de  simetria  esiivcr  ao  longo  do  eixo  y,  entao  a  papbola  abre-se  para  cima 
se  os  eoefieientes  de  y  forem  positives,  e  abre-se  para  baixo  se  lorem  negadvos. 


Passo  3  Determine  o  valor  de  /;  e  describe  uma  caixa  que  se  estenda  p  unidades  a  partir 
da  origem  ao  longo  do  eixo  de  simetria  na  diregao  em  que  a  paribola  se  abre  e 
que  se  estenda  2p  unidades,  para  cada  lado  do  eixo  de  simetria. 

Passo  4  Usando  a  caixa  coino  guia,  csboce  a  parabola  dc  forma  que  seu  vertice  esteja  na 
origem  e  que  ela  passe  pelos  cantos  da  caixa  (Figura  1 1 ,4.8). 


►  Exemplo  1  Esboce  os  graf  t  cos  das  parabolas 

(a)  x2  —  1 2 v  (b)  y2  4-  8x  =  0 

e  mostre  o  foco  e  adiretri/  dc  cada  uma. 


Solugao  (a)  Essa  equagao  envoi vc  a',  logo  o  eixo  de  simetria  esta  ao  longo  do  eixo  y\  e  o 
eoetideme  dc  y  c  positivo,  portanto  a  parabola  abre-se  para  ci  nia.  Dos  coclicicmcs  de  y,  obte- 
mos  4 p  =  12  on  p  =  3.  Dc  sen  ban  do  uma  caixa  que  sc  amplie  p  =  3  unidades  acima  da  origem  e 
2p  =  6  unidades  a  direita  do  eixo  y,  e  usando  os  cantos  da  caixa  coino  guia,  ohiemos  o  gralico 
na  Figura  f  1 .4.9. 

O  foco  esta  a  p  -  3  unidades  do  vertice  ao  longo  do  eixo  dc  simetria  na  diregao  em  que 
a  parabola  se  able,  logo  sua  coordenada  e  (0,  3),  A  dtretriz  e  perpendicular  ao  eixo  de  sime- 
iria  e  esta  a  lima  distaticia  de  p  =  3  unidades  do  vdrtice  no  lado  oposto  do  foco,  portanto  sua 
equaqdo  6  y  =  -3. 


Sotugdo  (b)  Primeiro,  reescrevemos  a  equagao  na  forma  padrao 

y2  -  -8a. 

Esta  equaqao  envoi  ve  y",  assim  o  eixo  de  simetria  esta  ao  longo  do  eixo  a\  e  o  coefieieute  de 
x  e  negative,  logo  a  parabola  sc  abre  para  a  esquerda.  Dos  coefici ernes  dc  x,  obtemos  4 p  -  8, 
enlfio  p  =  2.  Descnhando  uma  caixa  ampliada  p  =  2  unidades  a  esquerda  da  origem  c  2 p  =  4 
unidades  acima  e  2p  =  4  unidades  abaixo  do  eixo  e  usando  os  cantos  da  caixa  coino  guia, 
obtemos  o  graflco  na  Figura  S  3.4  A  0.  -4 


►  Exemplo  2  Determine  uma  cquagao  da  parabola  que  seja  simetrica  cm  relagao  ao  eixo 
y,  tenha  vertice  na  origem  e  passe  pclo  ponto  (5,  2), 


Soluqao  Como  a  parabola  6  simetrica  em  relagao  ao  eixo  y  e  tern  seu  vertice  na  origem,  a 
cquagao  e  da  forma 

A' 2  —  4 py  ou  x2  —  —4  py 

onde  o  siiuil  depend e  do  a  parabola  abrir  para  cima  ou  para  baixo.  Mas  a  parabola  deve  ahrir 
para  cima,  uma  vez  que  da  passa  polo  ponto  (5,  2),  quo  esta  situado  no  primeiro  quadrantc. 
Assim,  a  cquagao  e  da  forma 

x*  =  4py  (5) 
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Como  a  parabola  passu  por  (5,2),  devemos  ter  5 2  =  4p  <  2  on  4  p  =  y .  Portanto,  (5)  torna-se 


Figura  1 1.4.1 1 


q  -JfT? 


Figura  11.4.12 


Figura  1L4.13 


■  EQUApOES  DE  EUPSES  EM  PQSIQAO  PADRAO 

No  cstudo  de  clipscs  6  tradicional  dcnoiar  o  comprimento  do  cixo  maior  por  2 a,  o  eompri- 
men  to  do  eixo  me  nor  por  2b  e  a  tiistaneia  entre  os  tocos  por  2c  (Figura  t  1*4.1  I).  O  numero 
a  e  chain  ado  semi-eixo  maior  e  o  n  timer  o  by  o  semi -eixo  menor  (terminologia  pad  i  no,  mas 
eslranha*  uma  vc /  quo  a  c  h  sao  n  timer  os,  nao  eixos  geometrieos). 

Ha  Lima  relaqao  basiea  entre  os  ntimeros  a,  b  e  c  que  pode  ser  obtkla  examinando  a 
soma  das  distancing  aos  locos  a  parti  r  de  uni  port  to  P  na  extremidade  do  eixo  maior,  e  de  um 
ponto  Q  na  extremidade  do  eixo  menor  (Figura  1 1  All).  A  pardr  da  Delinigao  1 1 .4.2,  essas 
somas  devem  ser  iguais,  logo  obiemos 


do  q  Li e  segue 


ou  de  modo  equivalents, 


2 \f'b2  +  c2  =  (a  —  c)  4-  (rt  4-  c) 


a  =  V h2  -f  c3 


c  —  *Ja?-  —  li¬ 


ft) 


(7) 


A  parti r  de  (6),  a  distune ia  de  um  foco  ate  uma  extremidade  do  eixo  menor  e  a  (Figura 
1 1*4.13),  o  que  im  plica  que  para  todos  os  pontes  sobre  a  el  ipse  a  soma  das  di  stand  as  aos 
tocos  6  2  a. 

Segue  tainbem  de  (6)  que  a  >  h ,  com  a  igualdade  valendo  upenas  quando  c  =  0,  Geome¬ 
tric  amen  te,  is  so  sign  idea  que  o  eixo  maior  de  uma  cl  ipse  e  pelo  men  os  tao  grande  quanto  o 
eixo  menor  e  que  os  dots  eixos  lem  o  mesnio  comprtmenLo  quando  os  foe  os  coincidem,  caso 
cm  que  a  el  ipse  6  um  cfreulo. 

A  equagao  de  uma  cl  ipse  e  a  mats  simples  se  o  seu  centre  esliver  na  origem  e  os  locos 
estiverem  sobre  o  eixo  jc  ou  do  eixo  v.  As  duas  possfveis  orienlagdes  i  nos  trades  na  Figura 
1 1 .4. 14,  Essas  sao  chamadas  de posiqdes  padrdo  de  Lima  cl  ipse,  e  as  equagdes  resultantes  sao 
chamadas  dc  equates  padrdo  dc  uma  el  ipse. 


Para  ilusLrar  eomo  foram  oblidas  as  cquagoes  na  Figura  1 1 .4. 14,  deduxiremos  a  equagao 
para  a  el  ipse  com  os  tocos  no  eixo  x.  Seja  P(x,  y)  um  ponlo  qualquer  sobre  a  el  ipse.  Uma  vez 
que  a  soma  das  disianeias  de  P  ate  os  focos  e  2a,  lern-se  (Figura  1 1 .4. 15)  que 

PF*  -[ -PF^  la 


7$2  Calculo 


£ 


ran  n 


yf  (x  -f  c)2  -f  V2  4-  \/(x  ~  c)2  -f-  y2  =  2a 
egun  ra  ica  ura  a  ireit  ac  ua§5  cee  an  a  ua  ra  t  htcm 


(.v  +  c)"  +  v2  —  4a2  --  4 ttyf(x  —  c)2  +  y2  +  (x  -  c)z  +  v:: 


e,  im  ilieati  , 


V  (x  -  c)* 1  +  v2  ~  a  —  -x 

a 


8 


Ee  an  a  ua  ra  utra  ezc  im  i lican  ,  blem 


ue,  e  i  a 


£i+_2_ 

a1  a1  —  c 
cm  c  ere  cr  c  m 


?  ■> 
X  V 


=  I 


cr 


+  rr  =  I 
b- 


eci  r  eamenfe,  e  er  ni  ira  uc  ua  ucr  nt  cu  a  c  r  ena  a  all  fizerem  9 
tem  2 a  c  m  a  ma  c  ua  i  tanda  a  c  t  c  m  uc  ta  nt  c  tara  na  e  i  c 


■  UMATECNICA  PARA  ESSOQAR  ELIPSES 

ci  e  cm  ere  b  a  a  artir  c  ua  equagoes padrao  u  an  tre  a  ba  ic 


Esbogo  rudimsntar 

Figura  11,4.16 


Esbo^ando  uma  Elipse  a  Parti r  de  Sua  Equacdo  Padrdo 

Pass©  I  Determine  c  ei  mai  r  e  id  bre  ei  x  u  ei  y 
rifiea  a  artir  tamanh  en  mina  re  na  e  uaga 
Figura  U  4  1 2T  c  cm  bran  uc  a2  >  b*  uma  ez  uc  a  >  b  , 


a 


ng 


c  y~  ti  cr 
urn  efreu 


ci  x  c  a"  ti  cr  maa  r  en  mma 
mai  r  en  mina  i  Sc  cn  mina 


rcc  Ta  a 


e  er  e 
Em  re  ere  net  a  a 

ei  mai  rc  ta 
ng  el  v 


rc  rein  iguai  >  a  c  i 


Pass©  2 


Determine  a  re  eaefre  ccnheumacai  a  uc  eeten  a  rauni  a  e 
araca  a  a  a  artir  ccntr  a  ng  ci  mat  r,  c  r  b  uni  a  c  ara 
a\  a  a  a  artir  ccntr  a  ng  ei  men  r 


Pass©  3  an  a  cai  a  c  m  guiu,  e  b  ce  a  e  i  e  e  m  ue  eu  ccntr  e  te  a  na 
rigem  c  ue  e  a  t  ue  a  a  cai  a  n  e  e  e  a  inter  ectam  ei 
c  r  ena  Figura  114  1 


►  Exempt©  3  Iran  c  c  ea  a  uma,  e  b  cc  grafic  a  e  i  e 

2  2 

(a)  —  +  —  =  I  (b)  x2  -f  2v2  —  4 
9  16 

Solu^ao  (a)  m  v’leni  mai  r  cn  mina  r,  ei  mai  retd  a  ng  ea  y  cm 

1  '}  'Tf*? 

i  ,  c  m  a~>h\  e  em  ler  a'  =  1  cb’  =  9f  em  uc 

a  =  4  e  h  =  3 

Dc  enhan  c  m  guiaumacai  a  ue  cc  ten  e4unt  a  c  araca  a  a  a  artir  a  rigem 
a  ng  ei  ye  3  uni  a  e  araca  a  a  a  artir  a  rigem  a  ng  ei  xt  btem 

gratic  na  Figura  M  4  1 7 


Figura  11.4.17 


Capitulo  11  /  Geo  m  etria  Ana  Utica  no  Calc  ulo  753 


C  iiuani  cat  uni  a  e  cca  a  a  cenlr  a  ng  ci  mai  r,  n  c  c6  a 
r  7  arLir  a  re  e  a  e  b1  aeima,  btem 

c  --  Vtf 2  -  b2  =  -J 16  -  9  =  V7  S3  2.6 

im,  a  c  r  cna  a  c  a  (0.  \fl ) c  (0.  —  v7 )  a  ue  c  [3  iiuu  a  brc  ei  y. 

Soto  pat?  {£)  Primdr  *  ree  ere  cm  ae  uaga  na  rma  a  ra 

7  7 

x~  y~ 

T  +  Y  =  ' 

m  x2  Lem  mai  r  en  mina  r,  ei  mai  r  itua  ea 


ng 


ei  x  q  tern  a  -  4 

zbr -2  De  enhan  c  m  guiaumacai  a  lie  ee  ten  e«  =  2  araca  a  a  a  rigem  a 
ng  ei  x  e  e  ten  en  1.4  uni  a  e  ara  ea  a  a  a  rigem  a  ng 

ei  >!*  btem  grafic  na  Figura  114  18 

De  7  ,  btem 

c  =  -J dr  —  b2  =  y/l  ^1,4 

im,  a  c  r  ena  a  c  a  (V2,  0)  e  (~\/2, 0),  a  Lie  e  a  ituam  e  bre 

ei  x  < 


►  Exemplo 4  Determine  uma  e  uaga  araaei  ee  m  c  0>±2  e  ei  mai  rc  m 
e  trem  0,  ±4 


Soluqao 


V 


artir  a  Figura  114  14*  a  e  uaea  tem  a  rma 


1  7 

x~  y-  _ 

P  +  (j5  “ 


c  cain  rmaga  a  a, a  =  4ec  =  2  Segue  c  ue 

b2  —  a2  “  cr  =16-4=12 
e  m  ue  a  e  uaga  a  e  i  e  e 

2  .  2 

—  H — ”  “  I  ^ 

12  16 


■  EQUAQOES  DE  HIPERBOLES  EM  POSIpAO  PADRAO 

e  tu  e  hi  crh  e  e  tra  iei  na  en  tar  a  i  tancia  entrc  cilice 
cia cntre  c  v2c  Figura  11  4  19  e  etinira  uanti  a  cbc  m 


r  2a,  a  i  tan 


b  -  t/c2  -  a2 

EL  a  re  aga  ,  ne  e  tamtxmi  ere  rc  ac  m 

c  =  Vtf2  4-  h  ?m 


10 


H 


e  ta  c  enha  a  na  Figura  1 1  4  20  n  rme  i  u  tra  na  ue  a  figura,  e  c  rn  m  trarern 

e  i  ne  ta  ega  ,  a  a  frit  ta  a  am  e  cant  e  uma  cai  a  ue  e  e  ten  e  b  uni  a 

c  ara  ca  a  a  ccntr  a  ng  ei  c  n  uga  e  r  a  uni  a  e  ara  ea  a  a 
centr  a  ng  ei  ca  numer  a  ehama  c  semi-eixo  focal  a  hi  erb  e  c 
numcr  b  semi-eixo  conjugado  im  c  m  cmi  ei  mai  r  e  emi  ei  men  r  e 
umaei  e,  a  numcr  ,  na  ei  ge  metric 

Se  V  rum  ertice  e  uma  hi  erb  c,cntu  #c  m  i  u  tra  na  Figura  I  E  4  21 ,  a  i  tan 

cia  e  V  ale  e  mai  i  tan te  men  a  i  lincia  e  VT  ate  e  mai  r6  im  6 


Figura  11.4.20 


[(c  —  a)  +  2a]  -  (c  -  a )  —  2a 
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Figura  1 1.4.21 


De  la  rma,  ara  todos  at  a  hi  crb  et  a  i  tancia  a  c  mui  i  tante  men  a 
i  tancia  a  c  mat  r 6  im  6  2a 

C  uaga  c  lima  hi  c5rb  eh  mat  im  c  c  cu  centr  e  U  cr  na  rigern  c 
c  c  It  crcm  lire  ci  x  u  ci  y  ua  f  ci  rientagoc  c  ta  m  tra  a 
na  Figura  1 1  4  22  E  a  a  chum  a  a  e  posigves  padrao  e  uma  hi  6rh  e#  e  a  e  uagoe 
re  u  tame  a  chama  a  e  equates  padrdo  c  uma  hi  erb  e 


\>h  I.ts  r.  P  S  (,'A  P  I)  A 


> 

X 

v2 

1  _  . 

7i=J 

a~ 

h 

Figura  11.4.22 


c  ugde  e  a  e  uagoc  a  imi  arc  a  ue  a  a  a  a  ara  arab  a  e  ■  e  i  e  , 

riant  ei  arem  a  c  ni  c  erefei  nlu  ,  ara  i  u  trar  c  m  a  c  uagbc  a  a  in 

t  la  a  e  uzi  a  ,  c  uzirem  e  a  e  uagoe  ara  a  hi  crb  e 


P  em  roc  ere  ere  tac  uaga  c  m 


a2  b 2 


b2 


r  =  — (v"  -  cr) 
a 1 


ue  e  e  m  a  erne  a  at  e  e  uagoe 

h 


y  =  -A2-a2  e 
a 


&  /  2  2 
y  = - va  —  tv- 

a 


im,  n  rimeir  na  rante,  a  i  tancia  ertica  entre  a  reta  y—  bfa  x  e  a  hi  erb  e  e 
erree  crila  Figura  114  23  e  m 

b  b 


o  o  r~; - : 

— ,v - vr  —  a 


a  a 

a  e  la  i  tancia  ten  e  a  zer  nan  x  — »  +oc,  uma  ez  ue 

b 


lint  (b-x-b-J#Z 


cr 


=  iim  — (a:  —  \Lx2  —  a2} 

x  *-*  +w  0 


b  (a  -  va2  “  a2  )(x  4*  v/a2  “  a2 ) 
—  Iim  —  — - 

A  —>  +C£  {{ 


X 


—  Iim 

I'-Jr+K 


ah 


+  - 


tv 


A 


x 2  —  a2 


-  0 


ana  i  c  n 


ua  rante  re  tame  e  ami  ga 
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UMA  MANEIRA  RAPIDA  DE  ENCONTRAR  AS  ASSfNTOTAS 


&  uma  ica  ue 

e  cr  u  a  a 

ara  e 

i tar  mem  ri/urae  uaga 

a 

a 

mt  ta 

e  uma  hi 

erb  c  E  a 

cm  er  bti  a  , 

nan 

nece  aria  ,  ub  tiiuin 

1 

e 

On  t 

i  ircit 

a  e  uaga  a  hi  erb  e,  e  enta 
hi  erb  e 

re 

en  ara  y  em  term 

2  .2 

e  x 

P 

r  e  em 

s  ara  a 

e  ere  eriam 


x~  y 


b1 

ue  a  a  e  uagoe  a  a  mt  ta 


~  -  n  ^  1,2 

=  0  ou  >-  =  -T.v 


x 


v 


a 


ou  v  =  ±— x 
a 


■  UMATECNICA  PARA  ESBOpAR  HIP^RBOLES 

hi  erb  e  em  ere  b  ea  a  a  artir  e  ua  equagoes  padrdo  u  an  uatr  a 
bit  ic  : 


EsbQ£0  rudimentar 

Figura  II, 4.24 


Esboqando  uma  tiiperbote  a  Partir  de  Sua  Equagda  Padrdo 

Passo  I  Determine  e  ei  ea  e  bre  ei  x  u  ei  y  e  cr  edfica  a 

artir  a  iga  ina  e  men  nae  uac;a  Em  re  erencia  a  Figura  f  I  4  22, 
ei  ca  e  ta  a  ng  ei  x  nan  ina  c  men  rece  er  term  y2,  e 
e  ta  a  ng  ei  y  uan  ina  e  men  rece  er  term  x~ 

Passo2  Determine  a  re  aete  e  enhe  uma  cai  a  ue  e  e  ten  en  a  r  a  uni 
a  e  ara  ca  a  urn  i  a  ccntr  a  ng  ei  ca  e  r  b 

uni  a  e  ara  ca  a  um  i  a  centr  a  ng  ei  c  n  uga 
ua  ra  e  a  e  b  cm  cr  bti  irctamemc  a  e  uaga 

Passo  3  De  enhe  a  a  ini  ta  a  ng  a  iag  nai  a  cai  a 

Passo  4  an  a  cai  a  e  a  a  mi  ta  c  m  guia,  e  b  ce  grade  a  hi  6rh  e  Figura 
1 1  4  24 


►  Exemplo  5  E  b  ce  grade  a  hi  erb  e 


2  2 

,  ,  *  r  t 

(a)  — - r  —  i 

4  9 


(b)  y2  —  x2  =  l 


m  tran 

Solugao  {a) 
ei  x  artir 


er+ 


4  ,  c  ea  int  ta 


ina  e  men  rece  e  term  y\  riant  ei 
en  mina  re  nae  uaga  *  btem 


ca  e  ta  a 


ng 


ma  ez  ue  a  e  b  a  iti 
am  e  a  uni  a  e  em  ca  a  a 


a2  =4  e  lr  =  9 
,  e  em  ter  a  =  2  e  b  =  3  Lembran 


ccrtlr  bre  ei 


lie  c  rt  icc  itu 
ca ,  tern  e  ue  ua  c  r  ena  a  , 


ne  to  ca  ,  a  2,0  c  -2,0  De  enhan  uma  cai  ae  ten  i  a«  =  2uni  a  e  a  ng 

ei  x  em  ca  a  a  a  rigem  e  b  =  3  uni  a  e  em  ea  a  a  a  rigem  a  ng  ei  y3  e 

enta  e  enhan  c  m  guia  a  a  mt  ta  a  ng  a  iag  nai  a  cai  a*  re  u  ta  grade 

na  Figura  J I  4  25 

Para  lucre  uac;oe  ara  a  a  fnt  ta  ,  ub  lituim  I  rOnae  uaga  a  a,  re  titan 

x  y~  3 

T~T=°  ou  >’=±2* 


Figura  11,4,25 
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Figura  i  1*4,26 


Uma  hiperb-oEe  na  quai  a  -  b,  como 
na  parte  (b)  do  Exemplo  5,  e  cha* 
inada  de  hipcrbole  eqiiilatera,  Tais 
hi  per  botes  sernpre  l&m  a&  assintoias 
p&rp&ndicuiares. 


c  ituani  cac  uni  a  e  eta  a  a  cenlr  a  ng 

ill  D  a  re  e  a2  e  b~  adma,  blcin 


cl 


ca ,  en  c  a 


C  =  Vo2  +  /O  =  V4  +  9  =  Vl3  as  3,6 

nia  c/,  uc  c  iruam  c  bre  ei  _v  ne  tc  ca  ,  ua  c  r  ena  a  a  (VT3, 0) 

e  (-OT3. 0) 


Solugao  (h) 


ina  e  men  rece  c  term  x  >  rtaitt 


ei 


ca  e  la  a 


ng 


ei  v  en  mina  re  ae  uaga  a  a'=l  e£r=l*  uc  egue  uc 

a  =  I  e  b  =  1 

im,  ertice  a  0,-1  e  0,  I  De  enhan  umacai  ae  tea  i  a«=  1  uni  a  e  bre 
ua  uerum  i  a  a  rigema  ng  ei  ych  =lun\  a  eemca  a  a  a  ri 
gem  a  ng  ei  x  e  enta  c  enhan  a  a  fnt  ta  ,  re  u  ta  grafic  ua  Figura  !  ]  4  2 
ma  ez  uc  a  cai  ac,  e  at  ,  uni  ua  ra  ,  a  a  ml  ta  a  ci  en  ieu  arc  c  Lem  a 
c  uagde  y=±  x  t  c  lam  hem  cr  it  ub  tltuin  0  r  I  nae  uaga  a  a,  re  a  tan 
y  —  x*  =  0  a  y  s=  +  x  ambcmf 


a 

£J 


€  =  yj il~  +  b~  =  yiTT  —  %/2 

e  ,  occ  ta  itua  bre  ci  y,  a  (0,H-\/2) e  (0,  >/2).  < 


►  Exemplo  6  Determine  a  e  ua£a  a  hi  erh  ec  m  cilice  0,  ±8  ea  fnt  la  y  =  i^x. 

Stf/wfGtf  m  ertice  c  ta  lire  ei  y\  a  e  ua^a  a  hi  erh  e  tem  a  rma 
(y2/a2)  -  i x2/b 2)  =  t  ca  a  ml  ta  a 


artir  a  ca  izaga 


ue  btem  b  = 


V  —  ±rx 
b 

ertice  ,1cm  a  =  8,  Haul  a  c  uagOe  a  a  a  a  fnt  ta  a 
o  8  4 

y  =  = ±t>x  = 

im,  a  hi  erh  e  tem  a  e  uaga 
64  36 


i  CONJCAS  TRANSLADADAS 

e  uagoe  e  conica  uc  c  ta  Iran  a  a  a  c  ua  igde  a  ra  cm  er  bti  a 
uh  tiluin  x  rx-hsy  r  y  —  km  e  uagoe  a  ra  Para  uma  arab  a,  i  tran  a  a 

ertice  a  riaem  ara  nt  h,  k  ara  a  ei  e  ehi  erb  e  ,i  Iran  a  a  centr  a 


ngem  ara 


nt  hY  k 


Parabolas  com  vert  ice  ( hs  k)e  eixo  paralelo  ao  eixo  x 

(y  —  h)2  —  4  p  (x  —  h)  [Aberta  pars  a  ctireita] 

(31  — k)~  —  — 4  p  (a-  —  fl)  [Abtrti  paraa  C5i|Ucrda] 


12 

n 


Parabolas  com  vertice  (hf  k)  e  eixo  paralelo  ao  eixo  y 

U  —  h)2  =  4  p  (y  —  k)  (Aljena  paradka] 

(.V  —  h)rr  ~  — 4p  (>'  — k)  l Alwna  para  haixo] 


14 

15 


I 


Capitulo  Ti  /  Geometria  AnaJitica  no  Calcuio  757 


EUpse  com  centra  (hf  k)  e  eixo  maior  paralelo  ao  eixo  y 


(x-h)2  (y  -  k)2 

-f - - —  —  ]  [b  <  ti] 


b 1 


a 


(17) 


Hiperbote  com  centra  (h,  k)  e  eixo  focal  paralelo  ao  eixo  x 

W-  h)2  (r-k)2 


a 


b2 


-  1 


(m 


Hiperbote  com  centra  (ft,  k)  e  eixo  focal  paralelo  ao  eixo  v 

(y  -  k)2  (x  -  h)2 


a 


b 2 


1 


(19) 


►  Exemplo  7  Determine  uma  equagao  da  parabola  que  tem  seu  vertke  cm  ( )  „  2)  e  o  toco 
em  (4,  2). 


Soktgdo  Como  o  foeo  e  o  vcrtiee  estSo  numa  reta  horizontal  e  Como  o  loco  esta  a  direita  do 
vertices  a  parabola  abre  para  a  direita  e  sua  equagao  e  da  forma 

(y  —  k)2  ~  4  p(x  —  h) 

Como  o  vert  ice  e  o  foeo  estao  a  uma  dist&nda  de  3  unidades,  tcmos  p  =  3,  e  como  o  vertice  e 
(7/,  £)  =  (!,  2),  obtemos 

(y  -  2)2  =  12U-  1)  < 


As  vczes,  as  equagoes  das  corneas  iransladadas  ocorrem  numa  forma  nao  simplificada;  nes- 
se  easot  cnfren tamos  o  problema  dc  i dent i Hear  o  grail co  de  uma  equagao  quadratics  em  x  e  y: 


A.v  +  Cy2  +  Da  4-  Ex  +  F  =  U 


(20) 


O  procedi  memo  b&sico  para  determinar  a  natm  e/a  de  tal  grallco  e  completar  os  quadrados 
dos  termos  quadraticos  e  temar  igualar  a  equagao  rcsultantc  com  uma  das  formas  das  cdnicas 
transladadas. 


x  =  -6 

y2  8a  -  6y  -  23  =  0 

Figura  1 1.4.7 


Exemplo  8  Determine  o  grafico  da  equagao 

y2  -  8.v  -  6v  -  23  -  0 


Solugao  A  equagao  envoi  ve  termos  quadraticos  em  y  mas  nenhum  em  a\  portamo  priineiro 
colocamos  to  dos  os  termos  de  y  num  mesmo  lado: 

y2  -  6y  —  8x  +  23 


A  seguir,  completamos  o  quadrado  nos  termos  em  v  somando  9  em  cada  lado: 

O’  -  3)2  =  8.v  +  32 

Finalmente,  faiorando  o  coeficiente  do  termo  em  x  oblemos 


(y  -  3) 2  =  8 (x  +  4) 

Essa  equagao  estd  na  forma  (12)  com  h  —  -4,  k  =  3  e  p  —  2;  asshn,  o  grafico  e  uma  parabola 
com  vertice  (-4, 3)  aberta  para  a  dEreita.  Uma  vez  que  p  —  2,  o  foeo  esta  a  2  unidadcs  a  direita 
do  vdriice,  o  que  o  local  i/a  no  ponlo  {-2f  3);  e  a  diretri/  esta  a  2  unidades  a  esquerda  do  Veni¬ 
ce,  o  que  significa  que  sua  equagao  c  x  =  -6,  A  parabola  esta  mostrada  na  Figura  ! 1 .4,27.  < 
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Figura  11A28 


►  Exemplo  9  Descreva  o  gratieo  da  equagao 

]  6x2  +  9y2  -  64x  -  54y  +1=0 

S&lu {-do  Essa  eq  u aguo  en v o I ve  le rm < >s  q  uad rati c os  em  x  e  y ,  p o i  la n to  ag r upam < >s  os  ter m os 
com  x  c  os  tern jos  com  y  cm  urn  lado  c  a  constable  no  outro; 

(16a2  -  64.v)  +  (9y2  -  54y)  =  -  \ 


7  7 


Em  seguida,  tatoramos  os  c  oc  ft  ci  ernes  dc  a"  cy"  c  com  pi  clam  os  os  quad  rad  os: 

!6(a2  -  4a  +  4)  +  9( y2  -  6y  +  9}  =  - 1  +  64  +  81 


ou 


I6(x  —  2y  +  9(y  —  3)“  —  144 

Final mcntc>  dividindo  pop  144,  introduzimos  urn  1  no  lado  dircito: 

(a  -  2)2  (y  -  3)2 


+ 


9  J6 

Isso  e  uma  equagao  da  forma  f  1 7),  com  h  =  2,  k  =  3,  a2  -  1 6,  e  b-  9.  Assim,  o  grade o  da  equa¬ 
te  6  uma  eiipsc  com  cent  to  (2T  3)  e  o  eixo  maior  paralelo  ao  eixo  y.  Como  a  =  4t  o  eixo  rnaior 
eslertde-se  a  4  unidades  acini  a  e  4  unidades  abaixo  do  centra,  Desse  modo,  os  extremes  sao 
(2, 7)  e  (2,-1)  (Figura  1 14, 28),  Como  b  =  3,  o  eixo  men  or  estende-se  a  3  unidades  a  esquerda 
c  3  unidades  a  direila  do  ceniro,  do  modo  qnc  sens  cxiremos  sao  (—1, 3)  c  (5,  3).  Como 


c  —  sf  a2  —  b 2  -  V 1 6  —  9  -  V7 

os  focos  situatn-sc  a  V7  unidades  acima  e  abaixo  do  centre,  localizando-sc  nos  pontos 
<2,  3+v/7)e(2,3-  s/l  )■  < 


►  Exemplo  10  Descreva  a  grafico  da  equagao 


v-  -4x  +  8y-  21  =  0 


Sohi^do  Essa  equagao  envoi  vc  lemios  quad  rati  cos  cm  x  e  y,  porta  nlo  agrupamos  os  term  os 
com  a  e  OS  term  os  com  y  em  um  lado  c  a  cons  tan  te  no  outro: 

(A-2  -  4a)  ~  (y2  -  8y)  =  21 

Deixamos  a  cargo  do  leitor  verificar  ques  completando  o  quadrado,  esta  equagao  pode  set 
esc  n  la  como 

(a  -  2)2  (y  -  4)2 


=  1 


(21) 


Figura  1 1,4,29 


Essa  e  uma  equagao  da  forma  C I B)  ct>ni  //  =  %  k  =  4,  a1  =  9  c  h2  =  9,  Assim ,  a  equagao  repre- 
sen  la  uma  hiperbole  com  centra  (2, 4)  c  eixo  focal  paralelo  ao  eixo  a,  Como  a  =  3t  os  vertices 
estao  loealizados  a  3  unidades  a  esquerda  e  a  direila  do  centra,  ou  seja,  nos  pantos  (-!,  4)  e 
(5, 4).  Por  (1 1),  c  =  \f  a2  +  h:  —  >/9  +  9  =  3  \fl  logo  os  focos  estao  loealizados  a  3^/2  uni¬ 
dades  a  esquerda  e  a  direila  do  ceniro,  isto  e,  nos  pontos  (2  —  3 \fl,  4)  e  (2  +  3 a/2,  4). 

As  cquagocs  das  assfntotas  podem  ser  encontradas  usando  o  truque  de  substiruir  I  por 
0  em  (2 1 ),  para  obter 

(a  -  2)2  (y  -  4)2  _ 

9  9 

Isso  pode  ser  escrito  como  y  —  4  =  ±(x  -  2),  donde  result  am  as  ass  m  tolas 

y  —  a  +  2  e  y  —  -x  +  6 

Com  a  ajuda  de  uma  caixa  estendida  a  =  3  unidades  a  esquerda  e  a  direita  do  centra  e  b  =  3 
unidades  acima  e  abaixo  do  centro,  obiemos  o  esbogo  na  Figura  1  ]  ,4.29,  < 
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Sinais  inddentes  sao  retletidos  peta  anrena 
parabOlica  para  o  receptor  no  foco. 


■  PROPRIEDADES  DE  REFLEX  AO  DAS  SEQOES  CONI  CAS 


As  parabolas,  elipses  e  hiperboles  lem  ccrtas  propriedades  de  re flexao  epic  as  fazem  extrema- 
mente  importanlcs  cm  varias  aplicagdes,  Nos  exerefeios,  so]  id  tamos  ao  leitorque  prove  os 
seguintes  resuitados. 


11,4,4  teorema  {Propriedade  de  Reflex  do  da  Parabola)  A  reta  too  genre  em  urn 
panto  P  da  parabola  faz  dngulos  iguais  com  a  re  fa  que  passa  par  P  pa  rale  I  a  ao  eixo  de 
timet rkt  e  com  a  reta  que  passa  par  P  e  o  foe o  (Figura  1 1 .4,30a), 


11.4.5  'i'EOREMA  (Propriedade  de  Reflexdo  da  Etipse)  Uma  reta  tan  gen  te  a  uma 
el  ipse  em  um  panto  P  faz  an  galas  iguais  com  as  ret  as  que  unem  P  aos  focos  (Figura 

11.4306). 


11,4.6  TEOREMA  ( Propriedade  de  Reflex  do  da  Hiper  bole)  Uma  reta  tang  erne  a  hi- 
perbole  em  am  panto  P  faz  an  galas  iguais  com  as  retas  que  unem  P  aos  focos.  (Figura 
!  1 ,4  30c). 


Reta  tan gente 
em  p 


Reta  tangents  em  p 


{a) 

Figura  1L430 


■  APLICApOES  DAS  3EQOES  CONICAS 

.jf 

()  prinefpio  de  Fermat  na  Optica  implica  que  a  In/  sc  refletc  numa  supeiffcie  mim  angulo 
igual  ao  angulo  de  ineidSnda  (ver  Exerdeio  63  na  Segao  5.5  do  Volume  ] ).  Em  particular, 
sc  uma  super IVcie  re  fie  tor  a  for  gerada  pel  a  revel  uguo  de  uma  parabola  cm  torno  de  sen  eixo 
de  simelria,  entao  segue  do  Teorema  1 1 .4.4  que  lodos  raios  de  hi/  enlnmdo  paralelamente 
ao  eixo  x  serao  reflctidos  no  loco  (Figura  1 1 .4.3 1  af  reciprocamente,  se  uma  fonte  de  luz  es- 
tiver  local  izada  no  toco,  entao  os  raios  reflet  idos  serao  pa  rale  I  os  ao  eixo  (Figura  1 1,43 16). 
Esse  prinefpio  c  usado  em  certos  felescdpios  para  reflet ir  os  raios  de  tuz  aproximadamente 
paralclos  deestrelas  e  planetas  de  um  espelho  parabolico  para  uma  lente  no  foco;  os  refleto- 
res  parabdlicos  do  uma  Ian  tern  a  e  os  fa  mis  dc  um  carm  uti  I  izam  cste  prinefpio  para  formar 
um  feixe  paralelo  de  raios  de  luz  a  parti  i  dc  uma  larnpada  local  izada  no  foco.  O  mesmo 
prinefpio  optico  e  aplicado  aos  sinais  de  rad  a  res  e  ondas  sonoras,  o  que  cxplica  a  forma  de 
muitas  antenas. 

Visi  tantes  de  varias  sal  as  do  Capilbliodos  Estados  Umdos  e  da  Catedral  de  Sao  Paulo  cm 
Roma  fleam  muitas  vezes  at&niios  com  a  "galena  de  sussurros^  e  lei  to  segunclo  o  qua  l  duas  pes- 
seas  em  lados  opostos  da  sala  podem  ouvir  os  sussurros  am  do  outre  muiio  mtidamente.  Tais  sa- 
las  tern  tclos  com  segoes  transversals  elfpticas  e  focos  em  comum.  Assim,  quando  duas  pessoas 
fleam  nos  focos,  scus  sussurros  sao  reflctidos  diretamente  dc  um  para  o  omro  peio  teto  eltprico. 

Os  sistemas  de  mvegaqdo  hiper bdlico  forum  desen volvidos  na  Segunda  Guerra  Mum 
dial  co  mo  ajuda  na  navegagao  dos  navi  os  c  sao  bascados  na  definigao  dc  uma  hi  perbole.  Com 
esses  sistemas,  o  navio  rceebe  sinais  sincroni/ados  dc  radio  a  parti r  de  dois  transmissores  a 
grande  distant;  ia  com  suas  posigoes  conhecidas.  0  receptor  eletrdmeo  do  navio  mode  a  dile- 
renga  nos  tempos  de  reecpgio  entre  os  sinais  c  usa  essa  dtlerenga  para  caleular  a  dilerenqa 
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Kigurji  I 1 .4.3 1 


2  a  cm  re  suas  di  stand  as  dos  transmissores.  Essa  informagao  col  oca  o  navio  cm  algum  porno  da 
hi  perboie,  cn  jos  focos  eslao  nos  Iransniissores  e  cujos  ponlos  lem  2 a  como  a  diferenga  entre 
suasdistanciasdosfocos.  Rcpctindo-sc  o processo com  uni  seg undo conju mode  transmissores, 
a  posigao  do  navio  pode  scr  uproximada  como  a  mtersegao  dc  duas  hipcrboles  (Figura  1 1 .4.32). 
(O  modcmo  si  stem  a  de  posickinamento  global  GPS  c  baseado  no  mesmo  prinefpio.) 


EXERC1CI03  DE  COMPREENSAO  11.4  ( Ver pagina  765 para  respos tas.) 


1  *  1  dc  tit  i  tiq  ue  a  c  bn  i  ea. 

(a)  0  conju nto  dc  ponlos  do  piano  Eats  que  a  soma  das  distan- 

cias  a  dois  pout  os  lixados  4  uma  const  ante  positiva  mat  or  do 
que  a  disianeia  entre  esses  pontos  lixados « _ 

(b)  0  conjLinto  de  pontos  do  piano  tais  que  a  diferenga  das  dis- 

t&ncias  a  dois  pontos  II  x  ad  os  e  Lima  constants  posit  iva  me  nor 
do  que  a  di  static  i  a  entre  esses  pontos  fixados  e  . 

(c)  O  conjitnto  de  pontos  do  piano  cqiiidistantes  de  um a  reta 

fixada  e  de  um  port  to  fixado  Fora  dcssa  reta  6 _ . 

2.  (a)  A  equagao  da  parabola  com  foco  ip,  0)  o  dirctriz  x  —  -p  6 


(b)  A  equacao  da  parabola  com  foco  (0,  p)  e  direin/  y  -  -p  ^ 


3.  (a)  Suponha  que  uma  el  ipse  teriba  semi-eixo  maior  u  e  semi- 
eixo  men  or  h.  EntSo,  para  eada  panto  da  el  ipse*  a  soma  das 
distancias  aos  focos  6  igual  a _ . 

(b)  As  duas  cquagoes  padrao  da  oiipsc  dc  semi-eixo  maior  a  c 
semi-eixo  mertor  b  sao  _  e 

EXERCICIOS  11,4  Q  Recurso  Grafico  @CAS 


(c)  Suponha  que  uma  clip.sc  tenha  semi-eixo  maior  a,  semi- 
eixo  me  ei  or  b  e  focos  (±c\  0).  Entao  c  pode  ser  obi  i  do  a 
pan i r  de  a  e  b  pda  equagao  c  = _ 

4.  (a)  Suponha  que  uma  hipdrbole  tenlia  semi-eixo  Focal  a  e 
semi-eixo  eonjugado  b.  Entao*  para  cad  a  ponto  da  hip^rbo- 
le.  a  d  island  a  ao  foco  niais  afastado  menos  a  distance  a  ao 
foco  mais  proximo 6  igual  a  . 

(b)  As  d  uas  cq  uagoes  padrao  da  hi  perboie  d  e  sem  i  ■  e  i  x  o  I  oca  I  a 

e  semi-eixo  eonjugado  b  $5o _ e _ . 

(c)  Suponha  que  uma  hi  perboie  em  posiguo  padrao  ten  ha 
semi-eixo  focal  a ,  semi-eixo  eonjugado  h  e  Focos  (±c\  0)  . 
Entao  c  pode  ser  obtido  a  par  Li  r  de  a  e  b  pel  a  equagao 

c  =  __ _ .  As  equagoes  das  assmtotas  dessa  bipd- 

bole  sSo  v  =  dc  _ _ 


ENFOCANDO  CONCE1TOS 


I  *  Mas  part  es  (a)  -  ( f) *  d  etc r m  i  ne  a  equag ao  da  co  mea , 
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2*  (a)  Determine:  q  Togo  e  a  diretriz  de  eada  parabola  do  Exer- 
cfcio  1. 

(b)  Determine  os  locos  das  elipses  do  Exercicio  ) . 

(c)  Determine  os  focos  e  as  equa^oes  das  assfntotas  das  hi- 
pdrboles  do  Exercfcio  1 . 


3-8  Esboce  a  parabola  c  indique  o  loco,  o  vdrtice  e  a  diratriz. 


3. 

(a) 

r-J 

1! 

4-* 

(b) 

X  “  = 

— 8_v 

4. 

(a) 

y2  =  —  1  Ox 

(b) 

>6 

A  — 

■Ay 

5. 

(a) 

(y  -  3)2  -  6 (a  -  2) 

(b) 

(.V  + 

2)1  =  -(y  +  2) 

6. 

(a) 

(v  -  l)2  =  -  12(a  +  4) 

(b) 

(A  - 

l)2  =  2(y~I) 

7. 

fa) 

a2  -  4a  +  2y  =  I 

(b) 

A"  — 

y2  —  4y  +  2 

8. 

(a) 

y2  -  6  y  -  2a  +1=0 

(b) 

y  —  1 

4a2  +  8  a  +  5 

9-14  Esboce  a  dipso  e  indique  os  foe  os,  os  vertices  e  os  extremes 
do  eixo  me  nor. 


(b)  9.v“  -3-  y2  =  9 
(b)  4a2  +  v2  36 


1L 

(a) 

1  6(a  -  1  )2  +  9{y 

-  3)2  =  144 

Cb) 

9(a  +  2)2  +  4(y  +  l  )2  =  36 

12. 

(a) 

(a  +  2)2  +  4(y  - 

5)2  =  16 

Cb) 

\x2  +  i  (y  +  2)2  • 

~  1  =0 

13. 

(a) 

a2  +  9y2  +  2a  - 

18  v  +  1=0 

(b) 

4a2  +  y2  +  8a  - 

JOy  =  -13 

14. 

(a) 

9a2  +  4yz  -  1  8a 

+  24y  +9=0 

(b) 

5a2  +  9y2  +  20.C 

-  54y  -  -56 

v2  v2 

* (a)  T6  +  V  =  l 

2  ■> 

x  y 

10-  W  25  +  7  =  1 


15-20  Esboce  u  hiperbole  e  indique  os  vertices,  os  foeos  e  as  as- 


sin  lotas. 


15.  (a) 

16.  (a) 

17.  (a) 
(b; 


(b) 

(b) 


(A- -I)2  O'  +  2)~ 

9  4 

4(v  -  3) 2  -  9  (a  -  2y  -  36 


9y2  -  x1  =  36 
16a2  -  25  v2  =  400 


18.  (a) 

(b) 

19.  (a) 
(b) 

20.  (a) 

(b) 


(y  +  4)2  (a  -  2)2 

3  5  ~ 

16(a  +  l)2  -  8{y  —  3)2  =  16 

A2  -  4y2  +  2x  +  Sy  -  7  =  0 

1 6.v 2  —  y2  —  32a-  —  6y  =  57 

4a2  -  9y2  -  16.x  -  54 y  -  29  =  0 

4y2  —  a2  —  40  y  —  4  a  =  —60 


21-26  Encontre  timn  equagao  para  a  parabola  quo  satisfaga  as  con- 
di^oes  dadas. 


21, 

22, 

23, 

24 

25. 

26. 


(a) 

(b) 

(a) 

(b) 

00 

(b) 

(a) 

(b) 


Venice  (0,  0);  foco  (3,  0). 
Venice  (0. 0);  diretriz  a  -  7. 


Venice  (0*  O'): 
Venice  (0,  0); 
Foco  (0,  -3): 
Venice  (1,  1): 


loco  (0,  -3). 
diretriz  y  - 
diretriz .y  -  3, 
direti  iz  y-  -2.. 


Foco  (6,  0);  diretriz  .v  -  -6. 
Foco  (- 1 5  4);  diretriz  a  =  5. 


Eixo  y  =  0;  passando  pdos  pontos  (3.  2)  e  (2,  —  «*/2)i 
Venice  (5.  -3);  eixo  pa  rale]  o  ao  eixo  y;  passando  por  (9.  5). 


27-32  Encontre  uma  cquagao  para  a  cl  ipse  que  satis  fa^a  as  con¬ 
duces  dadas. 


27.  (a)  Extra mos  do  eixo  maior  (±  3,  0):  extremes  do  eixo  metier 

(0,  ±2). 

( b)  C  o  m pri  merit o  d  o  ei  xo  mai or  2  6:  locos  (±5 ,0), 

28.  (a)  Extremidades  do  eixo  maior  (0,  d=V7  };  extramidades  do 

eixo  me  nor  (±1 . 0). 

(b)  Com  pri  memo  do  eixo  menor  8:  tocos  (0.  ±3), 

29.  (a)  Focos  (±1,0);  b  =  72 

(1>)  c  =  2  +  3:  a  =  4:  centra  na  origera;  focos  sobre  uin  eixo 
coordenado  {duas  respostas), 

30.  (a)  Focos  (±3,0);  4, 

(b)  b  —  3;  c  -4;  centre  na  origem;  focos  sobre  um  eixo  coorde¬ 
nado  {dims  respostas), 

31*  (a)  Extrcmidades  do  eixo  maior  (0,  ±6):  passa  por  (-3.  2). 

(b)  Foeos  (- 1 ,  I )  e  (-1  *  3);  eixo  menor  de  com  pri  memo  4. 

32*  (a)  Centro  em  (0*  0);  eixos  maior  e  menor  ao  I  on  go  dos  eixos 
coordcnados:  passa  por  (3,  2)  c  (1 , 6). 

(b)  Focos  (2,  I )  e  (2,  -3):  eixo  maior  de  comprimenio  6. 

33-38  Encontre  uma  equaqao  para  a  hipdrbole  que  satisfaqa  as 
eondiqoes  dadas.  {Em  algitns  casos,  pode  haver  mats  do  que  uma 
hiperbole.) 

33*  {a)  Vertices  (±2,  0);  focos  (±3,  0). 

(b)  Vertices  (±1 , 0):  assfntotas  y  =  ±2x, 

34.  (a)  Vertices  (0,  ±4):  focos  (0,  ±5). 

(b)  Vertices  (0,  ±2):  assfntotas  y  =  =t  j.r, 

35.  (a)  Assinioias  y  =:  ±|a:  b  —  4. 

( b)  Foeos  (0t  ±5 );  assfn  tolas  y  =  ±2\. 


Calculo 


3C. 

(a) 

(b) 

37. 

(a) 

(b) 

38, 

(a) 

(b) 

39. 

(a) 

(b) 
40.  (a) 

(b) 


Assmtotas  y  =  ±|jf:  c~  5. 

Foe  os  (±3.  0)i  assmtotas  y  =  ±lx. 

Vortices  CO.  6)  o  (6.  6);  distancia  por  10  unidadcs  o  tit  re  os 
focos, 

Assfntoias  v  =  x  -  2  e  v  =  -x  +  4:  passu  pda  origem. 

Focos  (L  8)  e  (L  -  1 2);  vertices  afastados  por  4  unidadcs. 
Vertices  (-3,  -1 )  e  (5f  -1);  b  =  4. 

Como  ilustrado  na  figura  abaixo.  lieu  arco  parabdlieo  cmza 
uma  eslrada  do  40  pes  do  extensao,  Qua!  e  a  altura  do  arco 
so  uma  segao  do  centra  da  eslrada  com  20  pcs  do  exteusao 
to  m  um  vao  1  i  v  re  de,  no  mini  mo,  12  pds? 

Qua!  sen  a  a  aliura  do  centra  se  o  arco  fosse  a  m  elude  supe¬ 
rior  do  uma  el  ipse? 

Determine  uma  equagao  para  o  arco  pai'abolico  de  base  h  c 
altura  h,  mostrado  na  figura  em  anexo. 

Determine  a  area  sob  o  arco. 


Figura  Ex-39 


iK  0) 


Figura  Ex-4t> 


hJi) 


41.  Mo-sire  que  o  vertice  6  o  ponto  da  paribola  maU  prtSxjmo  do 
foco,  [Sugextao:  inimduza  um  sisiema  do  coordenadas  conve- 
niente  e  use  a  Definigao  11.4.1.1 


42.  Con  forme  i  I  us  trado  na  f  i  gura  abai  xo,  s  up  on  h  a  q  uo  urn  c ome  ta 
mova-se  cm  uma  dr  hi  La  parabdlica  com  o  Sol  cm  scu  foco,  e 
quo  a  rota  que  paxsa  polo  Sol  e  o  comet  a  faga  um  ungulo  do  60° 
com  o  eixo  da  parabola,  quando  o  cornel  a  es(i  a  40  mil  hoes  de 
mil  has  do  centra  do  Sol.  Lse  o  resultado  do  Exereieio  41  para 
deter minar  quao  proximo  o  corneta  chegara  do  centra  do  Sol. 


Para  o  re  lie  tor  pa  rabbi  ico  na  ligura  abaixo,  a  que  distuneia  do 
vdriice  deve  ser  colocada  a  fonle  de  luz  para  pnxluzir  um  feixe 
de  raios  pa  rale  I  os? 


Figura  Ex -42 


Figura  Ex-40 


P-m  fadii  mirte,  determine  a  area  sombreada  na  figura. 

(c) 


y-  -  SA-2  =  5 

3,r:- 

7r  =  5 

i  ,  3  T 

x  +  y-  -  7 

v  -  2x2  =  0 

V  - 

2,r  =  ] 

jc  -  y  -  \ 

45.  (a)  A  ligura  abaixo  mostra  uma  el  ipse  com  semi-eixo  maior  a 
o  semi -eixo  mcnor  b.  Expresse  as  eoordenadas  dos  ponlos 
Pm  Q  e  R  ein  ter'mos  de  /. 

(b)  Qual  e  a  diferenga  entre  a  inlerpretagdo  geometrica  do  pa- 
r&mctro  /  do  cfrculo 

aj  =  a  cos  /,  y  =  a  sen  / 

e  da  elipse 

x  —  a  cos  f ,  y  —  b  sen  f  ? 


Figura  Ex-45 

R46.  (a)  Mostro  quo  os  ramos  direito  o  esquerdo  da  hiperbole 

X~  V" 

T  —  TT  ^ 
a -  b1 

podem  ser  represcntaclos  parametricameme  como 
x  —  a  cosh/,  v  =  b  senh  /  (— oc  <  /  <  +rc) 

x  =  —  rtcosh/,  v  =  b  senh  t  (-oc  <  /  <  +») 

(b)  Use  uEn  recurso  gralico  para  gerar  am  bos  os  ramos  da  hi- 

■j 

pdrbole  ,v‘  -  >■  -  I  sobre  uma  mesma  tola, 

•  47.  (a)  Most  re  que  os  ramos  direito  e  esquerdo  da  hi  pdrbole 


podem  ser  represientados  parametrieamente  por 
a  —  a  see  t ,  v  —  h  tg  f  {— tt/2  <  t  <  ir/2) 

x  =  —a see/,  v  =  blgt  (—Tt/2  <  /  <  it! 2) 

(b)  Use  um  recurso  gmfico  para  gorar  ambos  os  ramos  da  hi- 
pdrbole  a*  -  y"  =  I  na  mesma  tela. 

48.  Determine  uma  equagao  da  parabola  descrita  por  um  ponto  cm 
movimento  tal  quo  a  sua  distancia  ate  o  ponto  (2,  4)  seja  a  mes- 
ma  que  sua  distSneia  ao  eixo  t. 

49.  Determine  uma  equagao  da  elipse  deseriia  por  um  ponto  em 
movimento  tal  que  a  soma  de  suas  di  stand  as  a  (4,  1)  e  (4,  5) 
seja  12, 

50.  Determine  a  equagao  da  hipdrboic  descrita  por  um  ponto  em 
movimento  tal  que  &  diferenga  entre  as  di  stand  as  a  (0,  0)  c 
(LI)  seja  t . 

5L  Suponha  que  a  base  do  um  soli  do  seja  eliptica  com  o  eixo  maior 
de  comprimemo  9  e  eixo  menor  de  eomprimento  4.  Determine 
o  volume  do  soli  do  se  as  segdes  tranversais  perpeiidieulares  ao 
eixo  maior  forem  quadrados  (ver  figura  a  seguir). 

52.  Suponha  que  a  base  de  um  sol  id  o  seja  eliptica  coni  o  eixo  maior 
de  com  prime  mo  9  e  o  eixo  menor  de  eomprimento  4.  Determine 
o  volume  do  so  lido  se  as  segues  tranversais  pcipondicuJaros  ao 
eixo  menor  forem  triangulos  equi  takros  (ver  figura  a  seguir). 
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Figure  Ex-51.  Figure  Ex-52 


53.  Mostte  que  uma  elipse  com  semi-eixo  maior  *3  e  semi-eixo  me- 
nor  h  ten  area  A  =  it ab. 

54.  (a)  Most  re  que  o  elipsdidc  obtido  girando  uma  elipse  com 

sc  mi- eixo  maior  a  e  sc  m  a -eixo  menor  h  cm  torno  do  eixo 
maior  tem  volume  V  —  ab~. 

(h)  Mo  si  re  que  o  elipsdide  obtido  girando  uma  elipse  com 
semi  eixo  maior  a  e  semi -eixo  menor  b  em  torno  do  eixo 
menor  tem  volume  V  —  -^mrb. 

55.  Most  re  que  o  elipsdide  obtido  girando  uma  elipse  com  semi- 
eixo  maior  a  e  semi -eixo  menor  b  eni  torno  do  eixo  maior  tem 
area  de  superftcie 


5  —  2  nab 


( b  a  c  \ 

!  — b  —  arc  sen  -  j 
\  a  c  a  j 


ondc  c  =  \/7i2  — b 2\ 

56.  Mo st re  que  o  clipsdidc  obtido  girando  uma  elipse  com  semi- 
eixo  maior  a  e  semi -eixo  menor  b  em  torno  do  eixo  menor  tern 
drea  de  superlicie 


S  =  27 rah 


( 


a  b , 
t  +  “  >n 
b  c 


a  +  c\ 

b  J 


onde  c  =  -/a2  —  b2. 


EH  FOCANDO  COMCEITOS 


57,  Suponba  que  queiramos  desenhar  uma  elipse  com  ceuos  va¬ 
lorem  dados  para  os  compri memos  dos  eixos  maior  e  menor, 
usandoo  rndtodo  mostrado  na  Figure  1 1 A  3b.  Supondoque 
os  eixos  estejam  desenhados.  exptique  eomo  um  com  passe 
pode  sei  usado  para  local  i/ar  as  posi^des  para  os  pregos. 


5K*  A  figure  a  seguir  mostra  o  metodo  de  Kepler  para  construir 
uma  parabola*  Um  peduqo  de  barbanLe  do  tamanho  da  ares- 
ta  esquerda  do  triangulo  usado  para  o  desenho  e  fix  ado  ao 
verrice  Q  do  triangulo,  enquanto  que  o  outro  extreme  e  fi- 
xado  em  /■’  Um  lapis  esticu  o  barbante  em  dire^ao  a  base  do 
triangulo,  enquanto  que  o  lado  oposio  a  Q  desliza  ao  I  on  go 
da  rota  L  horizontal  abaixo  de  F.  Most  re  que  o  l£pls  traqa 
um  areo  de  parabola  com  loco  F  e  diretriz  L, 


Figure  Ex-58 


59*  A  figure  em  anexo  mostra  um  mdtodo  para  const ruir  uma 
hi  p6  bole.  Um  canto  de  uma  reguy  d  fix  ado  a  um  porno  f-\ 
e  a  regua  estd  livre  para  girer  em  torno  daquele  ponio.  Um 


peduyo  de  barbante  cujo  tamanho  e  menor  do  que  o  da  re- 
gua  e  tlx  ado  ao  ponro  F2  e  ao  canto  livre  Q  da  rdgna  do 
mesmo  lado  que  F\.  Um  lapis  mao  id  in  o  barbante  pre- 
so  ao  lado  superior  da  regua,  enquanto  a  regua  gira  em 
torno  do  ponto  Fv,  Moslre  que  o  Uipi>.  tra^a  um  arco  de 
hipdrbole  com  os  locos  Ft  e 


Figure  Ex-59 

60*  Moslre  que  so  um  piano  nao  e  para  let  o  ao  eixo  de  um 
cilindro  circular  reto.  entao  a  intersegao  do  piano  com  o 
cilindro  6  uma  elipse  (passive  ini  elite  um  circulo)*  \Suges- 
tdo:  seja  0  o  angulo  mostrado  na  figure  abaixo,  introduxa 
eixos  coordenados  eomo  mostrado  e  expresse  x1  e  y1  em 
term  os  de  .v  e  y.\ 

X 


x' 


Figure  Ex-60 

6>1*  Con  forme  1 1  us  trade  na  figure  abaixo,  um  carpi  tueiro  pre- 
eisa  eortar  um  burueo  eliptico  em  um  te  lit  ado  inclinado 
pare  inserir  vertical mente  um  respiradouro  circular  com 
diametro  D.  O  carpi  me  iro  deseja  esbo^ar  o  bureco  no  te- 
Ibado,  usando  dois  perce vej os,  um  lapis  e  um  barbante 
(con forme  a  Figure  1  l,4,3/>),  O  ponio  central  da  elipse 
6  conhecido  e  o  sense  com  urn  sugere  que  o  eixo  maior 
seja  perpendicular  a  linha  da  cal  ha  do  tel  h  ado,  EJe  precisa 
deter  mi  nai  o  compri  men  to  L  do  barbante  e  a  dtstancia  f 
entre  tim  percevejo  e  o  porno  central.  O  piano  do  asxjui- 
te to  mostra  quo  a  inelina^ao  do  telhado  e  />  (inelinagao  = 
allure  sobre  a  base:  ver  figure  abaixo).  Eli  centre  7e  L  em 
lermos  de  D  e  p, 

Fontg:  Hsse  exercicio  hsiseijj-st  mm  artigode  W.  Hr  bntisque  apsineceu 
ao  Mathematics  Teacher,  Fevereiio  dt  1991.  p.  1 48. 


Figure  Ex-61 


704  Calculo 


62.  Prove;  A  ret  a  langenie  a  parabola  .vJ  —  4  py  no  ponto  Up,  yo) 
c  x0x  —  2  p(y  +  y0). 

62 .  Prove :  A  re  i  a  ta  ngen  le  a  eli  pse 

x  y4  _ 

\  +  ,  ^  i 
a 1  b " 

no  porno  (a'q.  yo)  lent  a  equagao 

,  yyo  _  T 

7T  -  -  1 


64.  Prove;  A  ret  a  langente  h  hipdrbole 


no  port  to  (.vo,  yo)  Lent  a  equagao 


_  yyt>  . 

fi2  /j2 


65.  Use  os  rcsuHados  Jos  Bxercfeios  63  e  64  para  mostrar  que  se 
uina  el  ipse  e  uma  hipdrbole  tern  os  mesmos  locos,  entao  em  cada 
poniode  iniersegao  seas  retas  Langcmes  sao  pcrpendiculancs. 

66 .  Determ  i  n c  os  dot  s  valore s  do  k  mis  q ue  a  reta  x  +  2y  =  k  sej  a  tan- 
gen  tc  a  elipse  a"  +  4v2  =  8.  Determine  os  poiilos  de  (angcncia. 

67.  Determ hie  as  eoordenadas  de  rodos  os  pontos  da  hiperbole 

4x2  -  y2  =  4 

nos  qua  is  as  Juas  retas  que  passant  pelo  ponto  e  os  locos  sao 
perpendieulares* 

68.  Uma  reta  tangeme  h  htperbole  4.r2  -  y2  =  36  intersect  a  o  oixo  y 
no  ponto  {0,  4).  Determine  o(s)  pomo(s)  de  tangencia. 


ENFGCANDO  CONCEITOS 


69,  C 'onforme  il  ustrado  nu  figura  abaixo*  suponha  que  dois  obser- 
vadores  estejam  posicionados  nos  pontos  f  j  (c,  0)  e  F2(-c\  0) 
no  si  sterna  do  eoordenadas  yv.  Suponha  tambdm  que  o  som 
de  uma  explosao  no  piano  at  sej^s  ouvido  pelo  observador  f\ 
e  que  ir  seguttdos  depois  seja  ouvido  pelo  observador  F?.  Su- 
pondo  que  a  veloeidade  do  som  6  uma  constants  u,  mostre 
que  a  explosao  ocorreu  em  algum  lugarda  hiperbole 


v2f2/  4  £■"  —  (v2l2f4) 


F2(-c.  0) 


F.C  c,0) 


Figura  lvx-69 


estates  traits  in  item  simultaneamentc  um  pul  so,  mas  o  pul- 
so  de  F.  seja  reeebido  pelo  navio  100  microsegundos  antes 
do  que  o  pul  so  da  estagao  F\.  \Sifgesido:  use  a  formula  obri- 
da  no  Exercfcio  69.  supondo  que  o  pulso  viaje  a  ve  loci  dado 
da  luz  (299  792.458  m/s).] 


minhao  de  dleo  mede  18  pds  de  eomprimento  e  tern  uma 
segfio  transversal  el  (plica  que  lent  6  p£s  de  extensao  e  4  pes 
de  altura. 


(a)  Mostre  que  o  volume  V  do  tanque  do  dleo  (em  pes  cu- 
bicos),  q  u  an  do  c  stiver  preenchldo  a  uma  profundi  dado 
de  h  pdst  e 


h  -  2  t — - - 

4 are  sen  — - - F  (h  —  2)v4 h  —  h2  +  2n 


(b)  Use  a  capaddade  numdrica  de  eneomrar  rafzes  de  um 
CAS  para  determine r  a  quantas  polegadas  da  base  da  va- 
retaque  venliea  o  nfvel  de  dleo  deveriam  sereolocadas  as 
tnarcas  que  indicam  4  e  |  da  eapaeidade  do  tanque. 

Haste  que 


Figura  Ex-71 


72*  Considere  a  equagao  de  segundo  gran. 

Ax2  +  Cy 2  +  Or  +  Ey  +  F  =  0 

onde  A  e  C  nao  sao  ambos  ni.il os.  Mostre  completando  o 

quadrado: 

(a)  Se  AC  >  0.  entao  a  equagfto  represents  uma  el  ipse,  u  m 
circulo.  um  ponto,  ou  nao  possui  gralieo. 

(b)  Sc  AC  <  t>*  entao  a  cquagao  represent  a  uma  hfperbole 
ou  um  par  de  reias  coneorrentes, 

(c)  Se  AC  =  0,  enlao  a  cquagao  represen  La  uma  parabola, 
um  par  de  rotas  para  lei  as.  ou  nao  possui  gratico. 


70*  Con  forme  ilustrado  na  figura  a  seguir,  suponha  que  duas 
estagoes  de  Iransmissao  estejam  p  os  idon  ad  as  a  100  km 
uma  da  outra  nos  pontos  F](50, 0)  e  F?  <-50*  0)  ao  ion  go  de 
uma  praia  reta,  num  si  sterna  do  coordcnadas  x\\  Suponha 
lambent  que  um  navio  csteja  navegnndo  paralelo  a  praia, 
200km  mar  adenlro.  Encontre  a  posigao  do  navio  se  as 


73*  Em  eada  parte,  use  o  resultado  do  Exercfcio  72  para  fazer  uma 
afirmagao  sobre  o  grafted  da  equagao  c  yntao  examine  sua  con- 
elusao  completando  o  quadrado  e  tdcntilicando  o  gralieo, 

(a)  .v2  -  5y2  -  2t  ^  10y-9  =  0 

(b)  x 1  -  3y2  -  6y  -3  =  0 
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CcJ  4v2  +  8 y2  +  I  6a  +  )6y  +  20  =  0 
(d)  3a2  +  y2  +  I  2a  +  2y  +13  =  0 
(ej  a2  +  8a'  +  2y  +  14  =  0 
CO  Sx2  +  40a  +  2y  +  94  =  0 

74.  Dedu/.a  a  equagao  v2  =  4 py  na  Figura  t  K4.6. 

75.  Deduza  a  equagao  (x~/b~)  +  (y-fa~)  =  I  dada  na  Figura 
1 1 A 14. 

76.  Dcduza  a  equagao  {x2  hr)  —  (y2/b2)  =  I  dada  na  Figura 
11.4.22. 

77.  Prove  o  Teorcma  1 1 .4.4.  {Sugestao:  Escolha  os  eixos  coorde¬ 
nados  de  tal  modo  que  a  parabola  ten  ha  a  equagao  x2  —  4 py. 
Most  re  que  a  ret  a  tangente  em  P(xq,  yo)  intersect  a  o  eixo  y  no 
porno  2(0*  —  yo)  e  que  e  isosceles  o  uiSngulo  cujos  ties  verti¬ 
ces  estao  em  P.  Q  e  o  foco.) 

78.  Dadas  duas  rcias  que  sc  coriam,  seja  Li  a  reta  de  maior  angulo 
de  inciinagao  (j>i  e  L  \  a  reta  de  me  nor  angulo  de  inclinagao 
IDelinimos  o  angulo  0  entre  L\  e  Li  por  &  —  4*2  ~  4>i-  (Ver 
figura  ao  lado.) 


(a)  Prove:  Se  L  \  e  L2  nao  sac  perpendicu lares,  entao 


I  +  ttt  ■  m  2 

onde  Li  e  lent  indinaqoes  mi  e 

(b)  Prove  0  Teorema  1 1.4.5.  [Sugesido:  Introduza  coordena- 
das  de  tal  modo  que  a  dipse  seja  descrita  pel  a  cquagao 
x2/a2  +  y2fb2  —  1  e  use  a  parte  (a).] 

(C)  Prove  0  Teorcma  1  1.4.6,  [Sugestao:  Introdu/a  coord  ena- 
das  dc  lal  modo  que  a  hipdrbole  seja  descrita  pel  a  equaqao 
x2/a2  —  y2/b2  —  1  e  use  a  parte  (a).| 


t/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  11.4 


1.  (a)  lima  el  ipse  (b)  uma  hi  pen  ole  (c)  uma  parabola  2.  (a)  y  “  ==  4  px  (b)  x*  =  4  py 

^2  ^2  ^2  y2  .2  h2  2  .2  fe 

X  (a)  2ri  (b)  —  1 :  -]V+~  =  1  (e)  vV  -  h2  4.  (a)  2a  (b)^™  —  ^  =?  1;  ™  ™  =  I  (c)  >/a2  +  b2:  -x 


tv 


h 2 


b2 


ft- 


a* 


1 1 


\r 


a 


1 1 .5  ROTAQAO  DE  EIXOS;  EQUAQOES  DE  SEGUNDA  ORDEM 


Nas  seqdes precede  ntes>  obfivemos  equaqoes  das  seqdes  conicas  com  eixos  paralelos  aos  eixos 
coordenados.  Nesta  seqdo,  estudaremos  as  equaqoes  de  conicas  que  estdo  “mdinadas"  em 
re  tarda  aos  eixos  coordenados.  Isso  nos  levard  a  invest  igar  rotaqoes  dos  eixos  coordenados. 


X 

J— ^ 

3 


■  EQUAQOES  OUADRATICAS  EM  x  E  y 

Vimos  nos  Exemplos  8  a  10  da  seqao  precede  me  que  as  equates  da  forma 

Ax1  +  Cy2  +  Ox  +  Ey  +  F  =  0  ( 1 ) 

podem  repre  sen  tar  arnicas.  A  Equaqao  (I)  6  am  caso  especial  daequaqao  mats  geral 


Ax2  +  Bxy  +  Cy'  +  Dx  +  Ey  +  F  =  0 


(2) 


que  6  denoniitiada  equacdo  quadrat  tea  cm  x  c  y  se  as  constantes  A.  B  e  C  nao  forem  tod  as 
nulas.  Geralmeme,  o  grafico  de  quaiquer  equaqao  quadrat  tea  6  uma  segao  conica.  Se  B  =  0, 
emao  (2)  ]jedu/  a  (1)  e  a  seqao  conica  lem  scu  eixo  ou  eixos  paralelos  aos  eixos  coordenados. 
Contudo,  se  B  ^0,  enlao  (2)  contcm  o  'lermo  misto”  Bxy  e  o  grafico  da  segao  conic  a  repre- 
Sentada  pc  I  a  equagao  tem  sen  eixo  ou  eixos  "Iticlinados"  em  relagao  aos  eixos  coordenados. 
Para  ilusirai;  COnsideremos  a  el  ipse  com  locos  F\  ( 1, 2)  e  A(—  1 .  —  2)  c  tal  que  a  soma  das 
distances  de  cad  a  ponto  P(x,  y)  da  elipse  aos  locos  seja  de  6  unidades.  Expressando  essa 
condigao  como  uma  equagao.  obtenios  (Figura  1 1.5.1) 

sf  (a  —  I )’  +  (y  ■”  2)2  +  i/ (x  4*  I  )2  +  (y  4-2)-  =  6 


Figura  J  1.5.1 
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Elevando  ambos  lados  ao  quadratic  eniao  Lsolando  o  radical  remaneseenie  e  finalmente  ele¬ 
vando  novamcntc  ao  quad  rad  a,  obtcmos 

8jl2  —  4a  v  4-  5y2  =  36 

co  mo  a  equagao  da  el  ipse,  Essa  equagao  esta  no  form  a  to  (2)  com  A  =  -4,  C  =  5f  D  =  0, 

£-0  e  F=-36. 


■  ROTApAO  DE  EIXOS 

Para  cstudar  conic  as  quc  estao  indinadas  cm  relagao  aos  eixos  coordenados,  c  muitas  vczes 
lilil  girar  os  eixos  coordenados  de  tal  modo  quc  os  eixos  coord  en  ad  os  girados  sejam  para  I  el  os 
aos  eixos  da  conica.  Antes  de  poder  disemir  os  del  allies,  preei  samos  desenvolver  a  I  gum  as 
ideias  sabre  a  rotagao  de  eixos  coordenados. 

Na  Flgura  !  1 .5.2ci,  foi  aplicada  uni  a  rolagao  de  angulo  6  aos  eixos  de  uni  sislema  de 
coordenadas  xy  para  produzir  uni  novo  si  sterna  de  coordenadas  x'y',  Como  podemos  ver  na 
flgura,  cada  ponto  P  do  piano  tern  coord  en  ad  as  (x\  yf)  aleni  das  coordenadas  (x,  y).  Para  ver 
come  essas  coordenadas  estao  relacionadas,  seja  r  a  distanda  da  origem  comum  ao  ponto  P  e 
seja  a  o  Sngulo  mostrado  na  Figura  1 1 .5.2b.  Segue  que 


x  =  r  co$(9  +  o'),  y  =  r  sen  (ft  4-  a) 


e 


(3} 

(4) 


x  —  r  cos  a,  y  —  r  sen  a 

Usando  idcntidadcs  trjgonometrieas  conhecidas,  as  rclagoes  (3)  podem  scr  cscritas  como 

x  =  r  cos  0  cos  a  —  r  sen  8  sen  a 
V  =  r  sen  8  cos  a  +  r  cos  8  sen  a 

e  subsiilumdo  (4)  nessas  equagoes,  oblemos  as  seguiiues  relagoes,  denominadas  equates  de 
rotagao. 

x  —  x*  cos 8  —  yf  sen  8 
y  =  x*  sen  8  4-  v'  cos  8 


(5) 


Figura  1 1,5.2 


►  Exempto  1  S  upon  ha  quc  tenha  sido  aplicada  uma  rotagao  de  angulo  8  =45°  aos  eixos 
de  uni  si  sterna  de  coordenadas  xy  para  produzir  um  si  stem  a  de  coordenadas  x*y.  Enco  litre  a 
equagao  da  curva 

a2  —  a  v  4-  y-  -6  =  0 

nas  coordenadas  xfyf. 


Solugdo  Subslimindo  sent?  =  sen45^  —  l/v/5  eco sO  =  cos 45°  =  l/\/2  em  (5),  obte- 
mos  as  equ agues  de  rofugao 


x  y 

x~72~7i  e 


.v  y 

y~72  +  72 
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jf“ "  ,rv  +  y2  =  0 

Figura  1L  5.3 


Sennpre  e  possiveJ  satisiazei'  (8)  com 
um  Angulo  9  no  interualo 

0  <  9  <  7f/2 

Aqui  sernpre  escolheremos  6  dessa 
maneira. 


Substiluindo  essas  relagoes  na  equagao  dada,  obiemos 


ou 


x 


- /2  v/2 


— )  -  (- - (—  +  2L\  +  {—  +  2l)  -6  =  0 

Ji)  \4i  V2AV2  Ji)  W2  v5i 


y'-  _  2x;v'  4-  v'2  —  a'2  4*  v'2  - \-xf 2  4-  2xfV  4-  y'2 


=  6 


ou 


y3  , 

12  +  4  " 


que  £  a  equagao  de  uma  el  ipse  (Figura  1  L5.3),  ^ 


Resol  vendo  as  cquagoes  de  rolaqao  (5)  para  a  '  c  v\  obiemos  (Exercicio  16): 


x  =  x  cos  B  +  y  sen  6 
y'  —  —x  sen  8  4-  y  cos  6 


(6) 


►  Exemplo  2  Encontrc  as  novas  eoordenadas  do  ponto  (2,  4)  depois  dc  ler  side  apllcada 
uma  rotagao  de  angulo  8  —  30*aos  eixos  coordenados. 

Solug&o  Usando  as  eq uuqoes  de  rotagao  (6)  com  x  =  2,  y  —  4.  cos  8  —  cos  30°  =  v/3/2  e 
sen  8  —  sen  30°  =  1/2,  obiemos 

x*  -  2(V3/2)  +  4(1/2)  =  V3  +  2 
yf  =  -2(1/2)  +4(^/2)  =  -1  +  2V3 

Asst m,  as  novas  eoordenadas  sao  ( +  2,  — !  +  2  v/3 ).  < 


■  EL1M1NAQAO  DOTERMO  M1STO 

No  Exemplo  I  conseguimos  identtficar  a  curva  a2  —  xy  4-  _v2  —  6  =  0  como  u  ma  cl  ipse  por- 
que  a  rotagao  de  eixos  eliminou  o  termo  xy  e  reduziu  a  equag&o  a  uma  forma  conhecida.  Isso 
aconleceu  porque  os  novos  eixos  x*yf  eslavain  alinhados  com  os  eixos  da  el  ipse.  O  proximo 
teorenia  nos  diz  como  determinar  uma  rotagao  apropriada  de  eixos  para  eliminar  o  termo 
misto  dc  uma  equagao  quad  rati  ea  ern  _v  c  y. 


1 1 ,5*  I  TKOKKMA  Se  a  equaqao 


Ax2  4-  Bxy  +  Cy2  4-  Ox  +  By  -4  F  —  0  (7) 

for  tal  que  B  ^  0  c  se  um  sis! etna  de  eoordenadas  xy1  fiver  sido  ohtido  pela  rotagao  dos 
eixos  at  por  um  lingula  satisfazendo 


cotg  28  — 


A  —  C 

~1T 


enfdo  no  sis  tern  a  de  eoordenadas  xTyr  a  Equaqao  (7)  tern  a  forma 

A'xa  +  Cy’2  +  D'x'  +  E'y’  +  F'  =  0 
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demonsts A(j’ AO  Subsiiliiindo  (5)  cm  (7)  e  simplificando,  obtemos 

Afxr2  +  if'xV  +  C'y!l  +  D'x  +  E'y'  +  F'  -  0 

onde 

A1  —  A  cos2  0  +  #  cos  0  sen  0  +C  sen2  0 
Bf  —  B( cos2  0  -  sen2  0)  +  2 (C  -  4)  sen  0  cos  0 
C  =  A  sen2  0  —  Z?  sen  0  cos  0  +  C  cos2  9 
D '  =  /7  cos0  +  E  sen  0 
E'  =  —  D  sen  0  4-  E  cos  0 
E'  =  F 

(Confira.)  Para  complctar  a  prova,  devemos  mostrar que  B*  —  0  sc 

A  -  C 


o  u ,  eq  ei i  val  e n tern ente. 


colg  29  = 


cos  20 


B 

A  -  C 


(9) 


sen  2*  *  (l°> 

Contudo,  usando  a  formula  trigonometries  do  angulo  duple,  podemos  reescrever  B  na  forma 

B  —  B  cos  20  —  (A  —  C)  sen  20 

Assim,  Bf  —  0  se  0  satiSfizer  (10).  ■ 


►  Exemplo  3  Identifique  c  esboce  a  curva  xy  —  \ . 


A  V 


Soltig&Q  Como  um  primeiro  passo  giramos  os  cixos  coordenados  para  eliminar  o  termo 
mislo.  Comparando  a  equagao  dada  com  (7),  icmos 

A  =  0,  B  —  1,  C  =  0 
Assim,  o  angulo  de  rotagao  procurado  deve  satisfazer 


cotg  20  = 


B 


0-0 

1 


=  0 


Essa  condigao  pode  scr  satisfeila  tomando  20  =  tt/2  oli  0  =  jt/4  =  45°.  Fazendo  as  subsd- 
LuigOcs  cos0  —  cos 45*  —  I/  V2  e  sen 0  =  801145*  —  1/^2  cm  (5)  obtemos 


v  -  *  —  c  v  -  -  +  y 


v/2  s/2  s/2  41 

Substituindo  essas  rcUigdes  nn equagao.rv  -  I,  obtemos 

Vil  "'x  -'2  ~'2 


\s/2  72 


/  \  f  *  i  t 

T  \  x  y - 

:=  )  =  1  ou - —  =  1 

'2/  2  2 


72/  V  \/2  75. 

quo  o  a  equaqao  de  urna  hipe'rbolc  cqiiilatera  de  vertices  em  ( 75. 0)  e  (—<72, 0)  no  sistema  de 
co orde nadas  x 1 y '  (Fig ura  11.5.4).  4 


Nos  problem  as  cm  que  6  inconveniente  resolver 


cotg  20  — 


A-C 

B 


para  0,  podemos  obler  os  valores  de  sen  0  e  cos  0  que  sao  necessaries  para  as  equaqoes  de  ro- 
lagfto  calculando,  primeiro  cos  20  eT  depois,  calc  u  I  an  do  sen  0  e  cos  9  a  partir  das  ide  alidades 


1  -  cos  20  j  I  +  cos  20 

sen 0  —  J' - - -  e  cos 0  —  J  - - - - 

V  2  V  2 
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►  Exemplo  4  Identifique  e  esboee  a  curva 

153  a2  -  1 92 A  y  4  97 j2  -  30a  -  40y  -  200  =  0 


Solugdo  Temos  A  =  i  53,  B  -  -192  e  C  ~  97,  portamo 

A  —  C  56 


cots  20  — 


B 


\92 


24 


Como  0  deve  ser  eseolhido  no  intervale  0  <  $  <  jt/2,  ossa  relaqao  e  repress  ntada  pelo 
(rietnguto  da  Figura  I !  .5.5.  A  partir  desse  tri^ngulo  obtenios  cos  29  =  —  que  implica 


cos#  = 


1  4  cos  29 


sen  9  — 


1  —  cos  20 


tr-is 


3 
5 

4 

5 


Sub&thuindo  esses  valores  em  (5)  forneee  as  equaqoes  de  roiaqao 

x  =  jxr  -  c  y  =  ~x'  4  | / 
cuja  substtluiqfLO  na  cquaquo  dada  acarreta 

]5'*(3x'  -  4/) 2  -  ’^(3-V  -  4yr)(4x*  4  3/)  +  %(4.\J  4  3y')2 


25 


25 


-f  (3x'  -  Ay)  -  f  (4xy  +  3/)  -  200  =  0 


que  simplilka  para 


25  .v" 2  4  225  y  "  -  50  a'  -  200  =  0 


o 


ou 


a12  4  9V2  -  2a'  -  8  =  0 


1 2 


Exists  urn  metodo  para  deduzir  0  lipo 
da  curva  represented^  por  urna  equa- 
gao  quadratics  diretamente  da  equa- 
pao  sem  rotagao  de  eixos  Para  uma 
discussed  desse  tdpico,  ver  a  segao 
sobre  o  discriminant#  1  qua  aparece 
no  Apendice  H  disponivel  na  web, 


Completando  os  quad  rad  os,  obtemos 


que  e  a  equagao  de  uma  elipse  com  centre  ( I,  0)  e  semi-eixos  a  —  3  e  b  -  \  no  sis!ema  de 
coordenadas  x*yr  (Figura  1 1*5.6)*  < 


EXERG1CJOS  DE  COMPREENSAO  11.5  ( Ver pagina  771  para  respostas ,) 


1.  Suponha  que  um  sistema  de  coordenadas  a_v  lenha  sido  girado 
pur  0  radian  os  para  produ/Jr  11  m  novo  si  sterna  de  coordenadas 
x*y\ 

(a)  x  e  y  podem  ser  obtidos  a  partir  de  x\  yf  e  B  usando  as 

equagdes  de  t  ot  ague  a  = _ e  y  = _ . 

(b)  xr  e  y  podem  ser  obtidos  a  partir  de  a,  y  c  9  usando  as 

eq  uagocs  X  = _ e  y*  = _ ■; 

2.  Seaequagao 

Ax"  4  Bxy  4  Cy 2  4  Da  4  Ey  4  F  —  0 
e  tal  que  B  4  0,  entao  o  ternio  at  dessa  equagSo  pode  ser  eli- 


niinado  atrav£s  de  uma  rotagao  de  eixos  por  urn  angulo  0  satis- 
la/.endo  cotg  W  = _ _ . 

3.  Em  cada  parte,  determine  urn  angulo  de  rotagao  9  que  ell  mine 
o  termo  misto. 

(a)  2x2  4  A  y  4  2y2  4  a  —  y  ==  0 

(b)  x2  4  24 Ivy  4  3y  *  -  2a  4  y  =  1 
(e)  3a2  4  i/3 a y  4  2y2  +  y  =  0 

■j 

4*  Expresse  2x~  4  a_v  4  2y  =1  no  si  sterna  de  coordenadas 
a"V  obtida  pela  rotagao  do  si  stem  a  de  coordenadas  av  por  um 
Angulo  de  0  —  jt/4. 
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EXERCICIOS  11.5 


1.  Suponha  que  o  slsioniii  de  coordenadas  xryr  tenha  sido  obtido 
pda  rotate  de  um  si  sterna  de  coordenadas  ,vv  por  urn  angulo 
de  $  =  60°. 

( a )  Ene  on  ire  as  coorden  adas  x '  yf  de  u  m  pon  U>  cuj  as  coorden  u- 
das  xy  sejam  (-2.  6). 

(b)  Encontre  Lima  eqtiagao  da  curva  *J%xy  +  y2  —  6  cm  coor¬ 
denadas  xry. 

(c)  Esbocc  a  curva  da  parte  (b)  mostrando  am  bos  os  eixos  xy  e 
jcy. 

2.  Suponha  que  o  sisterna  de  coordenadas  jt'.y'  icnha  sido  obtido 
peta  rotagao  de  urn  sisterna  de  coordenadas  at  por  um  angulo 
de  0  =  30°. 

(a)  Encontre  as  coordenadas  x  V  dc  um  porno  cujas  coordena¬ 
das  xy  sejam  CL—  \/3). 

(b)  Encontre  uma  equagao  da  curva  2x2  +  2\/3xv  —  3  em 
coordenadas  x  V. 

(e)  Esbocc  a  curva  da  parte  (b)  mostrando  a  mhos  os  ei  xos  xy  c 


3-12  Aplique  uma  rotagao  aos  eixos  coordcnados  para  climinar  o 

termo  misto,  Em  segutda.  klentilique  a  conica  e  esbocc  seu  gr^fico. 

3.  xv  =  -9  4,  x2  -  xy  +  r  -2  =  0 

5.  x2  -f  4 xv  —  2y2  -6  =  0 

6.  31.7  +  lOvlvy  +  21  v2  -  144  -  0 

7.  a'2  +  273 xy  +  3 y2  +  273jt  —  2 y  =  0 

8.  34.v2  -  24.ty  +  41  y2  -  25  =  0 

9.  9x2  -  24xy  +  1 6  y2  —  80x  —  60y  -j- 100  =  0 

10.  5x2  —  6xy  +  5 y2  —  8y^2x  +  SV2y  =  8 

11.  52x2  -  72xy  +  73y2  -f  40x  -f  30y  -  75  =  0 

12.  6x2  +  24xy  -  y2  -  12a  +  26y  +11=0 

13.  Suponha  que  o  si  sterna  dc  coordenadas  xfy*  ten  ha  sido  obtido 
pel  a  rotagao  do  um  si  sterna  dc  coordenadas  xy  por  um  Angu¬ 
lo  de  45l>.  Use  (6)  para  encontrar  as  coordenadas  at  da  curva 
2ixn  +  y'2  =  6. 

14.  Suponha  que  o  si  sterna  de  coordenadas  xf  y '  lenha  sido  obtido  pela 
roiaglo  de  um  sisterna  de  coordenadas  xv  por  um  angulo  de  30°. 
Use  (5)  pasa  encontrar  as  coordenadas  jt'y'  da  curva  v  =  x2. 


ENFOCANDO  CONCE1TOS 


15.  Suponha  que  o  si  sterna  dc  coordenadas  x*yf  tenha  sido 
obtido  pci  a  rotagao  de  um  si  sterna  dc  coordenadas  xy 
por  um  angulo  0.  Prove:  Para  cad  a  valor  dc  B.  a  equagao 
x2  +  y-  —  r2  d  i  runs  format!  a  na  equagao  x'2  +  y'2  =  r2, 
1)0  uma  es  plicag  ao  geomdirica. 

16.  Deduza  (6)  resol  vendo  as  equagoes  tie  rotagao  (5)  para  x'  e 
v'  em  termos  tie  x  e  v. 


17.  Suponha  que  o  sistenia  dc  coordenadas  x  V  tenha  sido  ob¬ 
tido  pda  rotagao  de  uni  si  sterna  de  coordenadas  xy  por  um 
angulo  9r  Exphque  como  podemos  enconlrar  as  coordenadas 
xy  dc  um  porno  cujas  coordenadas  x'yf  sejam  conhccfdas. 


18.  Suponha  que  o  si  stem  a  dc  coordenadas  xfyf  tenha  sido 
obtido  peta  rotagao  de  um  si  sterna  de  coordenadas  xy  por 
um  angulo  9.  Explique  como  podcinos  cncontrar  as  co¬ 
ordenadas  xy  de  uma  reta  cuj  a  equagao  nas  coordenadas 
xfy'  seja  conhecida. 


1 9-22  Most  re  que  o  graft  co  da  equagao  dada  c  uma  parabola.  En- 
eomre  seu  vdrticc.  foco  e  diretriz. 

19.  x2  +  2xy  +  y2  +  4v'2x  — :  4%/2y  =  0 

20.  .t2  -  2^4,,-  +  3y2  -  8Vlv  -  8y  -  0 

21.  9jc2  -  244  V  +  16y2  -  JSO.v  -  60y  +  1(H)  =  0 

22.  x1  +  2-Jlxy  +  3  y2  +  1 6^/3 4  —  1 6y  —  96  =  0 

23-2>&  Most  re  ijue  o  grdfko  da  equagao  dad  a  6  uma  el  ipse.  Encon- 
ire  sous  focos.  seus  vertices  e  as  ex  treini  dudes  do  eixo  men  or. 

23.  288.yz  -  1 68.yy  +  337y2  -  3600  -  0 

24.  25.v2  -  I4.yy  +  25y2  -  288  =  0 

25.  31  a2  +  10v/3jcy  +  2I.y2  -  32.v  +  32v/3v  -  80  =  0 

26.  43.r2  -  1  4s/3av  +  57y2  -  36^-v  -  36y  -  540  =  0 

27-30  Most  re  que  0  gidfico  da  equagao  d  ad  a  6  uma  hip^rbole.  En¬ 
contre  sens  focos,  vertices  e  assfntotas. 

27.  ,v2  -  10vT-y  +  1 1y2  +  64  =  0 

28.  17a- 2  -  312.VJ-  +  1 08  v 2  -  900  =  0 

29.  32y2  -  52*j>  -  7.v2  +  72y/5x  -  1 4475*  +  9(H)  =  0 

30.  275 y2  +  5724V  +  275 v2  +  1 8.r  +  1 8y  +  36v/2  =  0 

3 1 .  M  osi  re  que  o  grd  fico  d  a  eq  uagao 

yfx  +  Vy  =  l 

d  uma  parte  de  uma  parabola.  {SugestHo:  Primeiro  racionalize  a 
equagao  e  depois  aplique  uma  rotagao  de  ei  xos 4 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


32.  Dedu/a  y  ex  press  ao  para  B  em  (9). 

33.  Use  (9)  para  provar  que  B2  —  4 AC  =  B'~  —4 A  C  para 
quaisquer  valores  dc  9. 

34.  Use  (9)  para  provar  que  A  +  C  =  Af  +  C1  para  qualsquer 
vaiores  tie  9. 

35.  Prove;  Se.4  —  C  em  (7),  emao  o  termo  niisto  pode  ser  elimi- 
nado  com  uma  rotagao  dc  45“. 

36.  Prove:  Suponha  que  B  ^  0.  Entao  o  grafico  de 
x2  +  Bxy  +  F  =06 uma  hipdrbole  se  F  (> e duas retas 
concoiTentcs  se  F-  0. 
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RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  11.5 


L  (a)  a-'  cos  0  —  v'  sell  0:  a-'  son  &  +  v 'cos#  (b)  x  cos  0  +  y  sen  0: 
4.  5a  ^  +  3y  2  =  2 


“A  sen  0  4-  y  cos  ft 


2. 


A-C 

B 


1 1 .6  SEQOES  CONICAS  EM  COORDENADAS  POLARES 


Ad kmte,  neste  tivro ,  objeto  mo vimcn to -se  em  um  campo  gravitational 

qite  at  it  a  na  diregdo  de  urn  panto  fixo  (tat  como  a  centra  do  Sot),  entdo  o  cam  in  ha  daqitele 
objeto  deve  ser  uma  secdo  conica  com  o  panto  fixo  em  umfoco.  For  exempto,  planetas  no 
nosso  si  sterna  solar  movem-se  ao  tonga  de  urn  cam  inf  to  (dipt  tea  com  o  Sot  coma  foca  e  os 
com  etas  movem-se  ao  tango  de  ttm  cam  in  ho  parabolico ,  elfptico,  on  hiperbdlico  com  o 
Sol  co mo  umfoco ,  dependendo  das  condi  goes  sob  as  quais  se  onginamm.  Pant  algumas 
aplicagoes  deste  tipo,  e  comumente  desejdvei  expressar  as  equagoes  da  segdo  conica  em 
coordenadas  pot  ares  com  o  polo  como  foco.  Nest  a  segdot  mostmremos  comofazer  isso. 


■  CARACTERIZAQAO  FOCO-DIRETRIZ  DAS  CONtCAS 

Para  oh  ter  equates  palates  para  as  secoes  corneas,  precis  arc  mos  do  teorema  seguinte. 


E  urn  acicferrEe  hisitirico  inEeliz  que  a 
letra  e  seja  usada  para  a  base  do  loga- 
ritmo  natural  e  para  a  excentricidade 
de  secoes  con  teas.  Entretanto,  para 
fins  praticos,  a  interpreiagao  apiopcia- 
da  sera  cornu  menEe  clara  a  parti  r  do 
contexto  no  qua  I  a  lelra  for  usada. 


11,6,1  teorema  (Propriedades  Foco-Diretriz  das  Con  teas)  Sitponha  que  um  pan¬ 
to  P  mova-se  no  piano  de  term  in  ad a  par  itm  panto  fixada  (chamada  de  foco)  e  uma  ret  a 
fixada  (chamada  dediretriz )t  sendo  qite  a  foco  ndo  esrd  sit  undo  no  direr  riz.  Se  o  panto 


uma  constant e  e  (chamada  de  excentricidade),  entdo  a  curva  tragada  pelo  panto  e  uma 
segno  conica.  At  cm  disso,  a  conica  e  uma  parabola  se  e  —  1,  uma  el  ipse  se  0  <  e  <  1  e  uma 
hiperbole  se  e  >  I. 


Nfto  daremos  uma  prova  formal  deste  teorema;  em  vez  disso,  usaremos  os  eases  espe- 
cfficos  da  Figura  1 1 .6.1  para  ilustrar  as  Ideias  hasieas.  Para  a  parabola,  tomaremos  a  direfriz 
Como  sendo  x  =  -p,  eomo  de  costume;  e  para  a  el  ipse  e  a  hiperbole,  tomaremos  a  diretriz 
como  sendo  x  =  (fie.  Queremos  mostrar  em  todos  os  ties  casos  quo  se  P  6  um  ponto  sobre 
o  gralieo,  F €  o  foco*  e  D  6  u  diretriz,  emao  a  razao  PF/PD  €  alguma  conslaiUe  e,  onde  e  -  I 
para  a  parabola,  0  <  e  <  t  para  a  el  ipse,  c  e  >  I  para  a  hiperbole.  Daremos  os  argumentos  para 
a  parabola  e  a  elipsc  e  deixaremos  o  argumento  para  a  hiperbole  como  excrcfeio. 


Figura  1 1*6.1 
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Para  a  parabola,  a  distaneia  PF  ao  foco  c  igual  a  distaneia  PD  a  diretriz  c  assim 
PF/PD  —  lT  quc  e  o  que  queremos  mostrar,  Para  a  cl  ipso,  rccscrcvcnios  a  Equagao  (8)  da 
Secao  I  i  .4  coma 


vV-02  +  y2 

a  a  \  c 

Mas  a  expressao  no  lado  csquerdo  e  a  distaneia  PF \  e  a  expressao  entre  parenteses  no  lado 
direito  e  a  distaneia  PD,  logo  mosrramos  que 

PF  =  ~-PD 

a 

Assim,  PF/PD  c  eonstame,  e  a  execmricidade  6 


c 

e  =  — 
a 


(I) 


Sc  exeluirmos  o  caso  dcgeiierado  cm  que  a  =  0  ou  c  =  0,  emao  Lcm-sc  a  partir  da  Formula  (7) 
da  Segao  1 1 .4  quc  0  <  c  <  a,  logo  0  <  e  <  L  quc  c  o  que  precisamos  niostrar. 

Deixaremos  comoexercicio  mostrar  que  aexcentrieidade  da  hiperbole  na  Figura  1 1 .6. 1 
c  lambcm  dada  pda  Formula  (1)  mas,  nestc  caso,  icm-sc  a  partir  da  Formula  (t  I )  da  Segao 
1 1.4  que  c  >  a,  logo  e  >  I, 


M  EXCENTRICIDADE  DE  UMA  ELIPSE  COMO  UMA  MEDIDA  OE  ACHATAMENTO 

A  exccntricidade  de  uma  el  ipse  pode  scr  vista  como  uma  medida  de  scu  achatamento;  quan- 
do  e  tende  a  0,  as  dipsos  lomam-se  cad  a  vex  mais  circulars*  e  quando  e  tende  a  1,  das 
Lomam-se  cada  vex  mais  achatadas  (Figura  1 1 .6.2),  A  Tabela  1 1 .6. !  mostra  a  exccntricidade 
orbital  de  varios  objetos  celestes.  Note  que  mu  i  Los  dos  pi  an  etas  tern,  de  f&to,  orhitas  raxoa- 
velmente  circa  lares. 


e  =■  o 


Elipses  com  um  focc  am  comum 
o  semi-eixes  maiores  iguais 


Figura  11*6.2 


Tabela  11.6.1 


Corpo  Celeste 

Exccntricidade 

Mercurio 

0.206 

Venus 

0.007 

Terra 

0,017 

Marie 

0,093 

Jupiter 

0,048 

S  alamo 

0,056 

Urartu 

0,046 

Me  tunc 

0,010 

Plutao 

0,249 

Comet  a  Halley 

0.970 

Diretriz 


i  EQUAQOES  POLARES  DAS  CONICAS 

Nos  so  proximo  objefivo  e  deduxir  as  equagoes  polares  para  as  segoes  eonieas  a  partir 
de  suas  c  a  racier  i  /acoes  fbco- diretriz.  Van  i  os  super  que  o  Ibco  e  o  polo  e  a  diretriz  e  ou 
pmalela  ou  perpendicular  ao  eixo  polar  Se  a  diretri x  for  paralda  ao  dxo  polar,  enlao  da 
pode  cstar  acima  ou  abaixo  do  polo;  e  sc  a  diretriz  for  perpendicular  ao  eixo  polar,  emao 
ela  pode  cstar  a  esquerda  ou  a  direita  do  polo.  Assim,  ha  quatro  casos  para  considerar. 
Deduziremos  a  formula  para  o  caso  cm  que  a  diretri/  c  perpendicular  ao  eixo  polar  c  esta 
a  direita  do  polo. 

Conforme  ilustrado  na  Figura  1 1 .6.3,  varnos  super  que  a  diretriz  se  ja  perpendicular  ao 
eixo  polar  e  esteja  a  d  unidades  a  direita  do  polo,  sendo  que  a  constante  d  c  eonhecida.  Se  P 


Figura  11*6.3 
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for  um  ponLo  da  conica  e  sc  a  excentricidade  da  conica  for  e,  enlao  segue  do  Teorema  1 1 .6.1 
que  PF/PD  -  e  on,  de  modo  equivalerile,  que 


PF  =  ePD  (2) 

Contudo,  6  evidente  a  partir  da  Figura  1 1 .6.3  que  PF -re  PD  =  d-r  cos  0.  Assiin,  (2)  pode 
ser  escrila  como 

r  —  e(d  —  r  cos  0) 


que  pode  scr  resolvida  cm  re  express  a  como 


ed 


I  -Ftfcos# 

(verifique).  Observe  que  esta  li  m  e  a  equagao  polar  pode  represen  tar  Lima  parabola,  Lima  el  ipse, 
ou  Lima  hipcrbole,  dependendo  do  valor  de  e.  Em  con  trap  an  id  a,  a  equagao  ret  angular  para 
eslas  conic  as  tern  formas  diferentes.  As  dedugoes  nos  outros  tnes  casos  sao  analogas. 


10*6,1  !  KOitKMA  Se  uma  sccdo  conica  coat  excentricidade  e  e stiver  paste ionada  cm 

um  si stef tia  de  coordenadas  polares,  de  tal  modo  que  seu  foco  esieja  no  polo  e  a  diretriz 
correspondente  a  d  an  id  ad es  do  polo s  entdo  a  equacao  da  conica  tern  uma  das  quatro 
formas  passi  ve  is,  dependendo  de  sua  orientaqcio* 


ed 

ed 

f  — 

]  +  e  cos  0 

f  — 

I  —  e cos  $ 

Du'cii  l/  &  direita  do  jkJIo 

Dinar!/  esquerdfl  do  pdlo 

ed 

ed 

V 

1  -1-  e  sen  0 

1  —  e sen  6 

Djfdiii  (lCiiViii  d-u  p6lu 

Dinariz  fibEiixixIo  pdlo 

(3-4) 


(5-6) 


Esbogo  rudimentar 

11,6.4 


■  ESBO?ANDO  CONIC  AS  EM  COOR  DEN  ADAS  POLARES 

Pode  mo  s  gerar  grab  cos  precisos  de  segoes  c&nicas  em  coordenadas  polares  milizando  recur- 
sos  graficos,  Entretanio,  c  frequenlemente  util  I'azet  um  rapido  esbogo  desses  graficos  que 
mostrem  a  sua  orientagao  e  dOeru  algurn  sentido  as  suas  dimensoes.  A  orientagao  dc  uma 
cdnica  em  relagao  aoseixos  polares  pode  ser  dedu/idaao  co m para r  sua  equagao  com  uma  das 
quatro  formas  do  Teorema  3 1 .6.2.  As  dimensoes  fundamentals  de  uma  parabola  sao  determi- 
nadas  pela  constasue  p  (Figura  1 1.4.5)  e  as  das  elipses  e  das  hiperboles,  pelas  constames  a,  b 


e  c  (Figura  1 1.4.1 1  e  1 1.4.20).  Assini,  precisamos  mostrar  como  essas  constantes  podem  ser 
obtidas  a  partir  das  cquagoes  polares. 


1 1.6.5 


►  Exemplo  1  Esboce  o  grafieo  de  r  — - em  coordenadas  polares. 

1  —  cos  0 

Solugdo  A  equagao  e  idenliea  a  (4)  com  d  =  2  e  e  =  1 .  Desse  modo,  o  grafieo  c  uma  parabo¬ 
la  com  o  foco  no  pdio  e  a  direlriz  2  unidades  a  esquerda  do  polo,  Isso  nos  diz  que  a  parabola 
abre  para  a  direita  ao  Songo  do  eixo  polar  e  p  =  I .  Assini,  ela  e  pared  da  grosseirameme  com 
a  csbogada  na  Figura  1  3 .6.4.  < 


Todas  as  informagbes  geomelrieas  importanies  sobre  uma  el  ipse  podem  ser  ohiidas  a 
partir  dos  valores  a,  bee  na  Figura  1 1 .6.5.  Uma  maneira  de  enconirar  esses  valores  a  partir 
da  equagao  polar  de  uma  el  ipse  baseia-se  na  determ inagao  das  distanoias  do  foco  aos  vertices. 
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Con  Forme  mosirado  na  figura,  seja  rt)  a  d  is  Lancia  do  loco  ao  vert  ice  mais  proximo  c  a  dis¬ 
tance  ao  veil  ice  mais  a  Fast  ado,  Assim, 


r\  =  a  -h  c 


Enn  palavras,  a  Formula  {8}  afirma 
quo  a  §  a  media  aritnnticn  da  rD  e 
r,  e  a  Formula  (10)  afirma  que  b  a  a 
media  geom&rica  da  r0erL, 


do  que  segue m 

l>  —  |(f)  +  f[))  C-  |(|-t  -  f0) 

Alein  disso,  Lem -sc  lambcin,  por  (7)  que 


Assim, 


b  —  ^/ran 


O) 

(8-9) 


(10) 


►  Exemplo  2  Esboce  o  aralico  de  /■  = 


2  4-  cos  6 


etn  coordenadas  polares. 


T7/2 


H^ura  11.6.6 


Solugao  Essa  equagao  nao  corresponde  a  qualqucr  urna  das  formas  do  Teorema  L  1.6.2, 
pois  lodas  cl  as  requerem  um  termo  constamc  I  no  denominador.  Enirctamo,  podemos  co- 
locar  a  equagao  dentro  de  uma  dessas  formas  dividindo  o  numerador  e  o  denominador  por 
2  para  obter 


!  +  |  cos  0 


Essa  equagao  c  identica  a  (3)  com  d™  6  e  e  =  portanto  o  grafico  c  uma  el  ipse  com  a  diretriz 
6  imidades  a  direita  do  polo,  A  distaneia  ru  do  foco  ao  vcrti.ce  mais  proximo  pode  ser  obtida 
ilxando  0  -  0  nesia  equagao  e  a  dist&nda  r,  ao  Venice  mais  afastado  pode  ser  obtida  fixando 
9  -  t.  Dmo  result  a 


3  3  _  3 

°  1  +  \  eos  0  |  ’  ]  1  4-  \  cos 


Assim,  a  panir  das  Formulas  {8),(  10)  e  (9),  respect  ivamenle,  obtenios 

a  =  |(rt  +  r0)  =  4,  b  =  ^TT  =  2^/3,  c  =  ^(n  -  r0)  =  2 
Assim,  a  el  ipse  e  paredda  grosseiramente  com  a  esbogada  na  Figura  1 1 .6.6  < 

Todas  as  informagdes  imporlantes  sobre  uma  hipdbole  podem  ser  obtitfas  a  parlir  dos 
valorem  de  at  b  c  c  na  Figura  1 1.6.7.  Da  mesma  forma  que  com  a  el  ipse,  urna  maneira  de 
encontrar  esses  va  lores,  a  panir  da  equagao  polar  de  uma  hipgrbole,  dec  or  re  da  dedugao  das 
dislaneias  do  foco  aos  vertices.  Con  forme  mosirado  na  figura,  seja  rn  a  disiancia  do  foco  ao 
vertice  mais  proximo  e  r.t  a  disifmeia  ao  vdrtice  mais  afastado.  Assim, 


do  que  segue m 


to  =  c  —  a 


a  =  Uri  -  rQ) 


r  i  =  c  +  a 


c  -  \(r i  +  r0) 


GO 


(1243) 


Em  pa  lavras,  a  F6rnnula  (13)  afirma 
que  r  e  a  mMu r  ariimetica  de  r.,  e 
r,  e  a  Formula  (14)  alirma  que  b  £  a 
media  geomtirica  de  t\,  e  rf. 


A I  cm  disso,  tem-se  tambem,  por  ( !  I).  que 


do  que segue 


h  —  s/iw] 


(14) 
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Exemplo  3  Fsbucc  o  gralleo  tie  r  = 


ein  coordenadas  pot  ares. 


1  +  2  sen  $ 

Soiugdo  Essa  equa^ao  eonesponde  exaiamente  a  (5)  com  d-  ]  e  e  =  2,  Assim*  o  gralko 
d  uma  hiperbole  com  sua  dircirix  I  umdade  acini  a  do  polo.  No  cntanto,  nao  6  lac  dircio  cal- 
cular  os  va  lores  r0  e  ru  uma  vez  quo  as  hiperboles  em  coordenadas  pot  ares  sao  get  atlas  de 
uina  mancira  cstranha  quando  0  varia  tic  0  a  2 tt,  I  s  so  potlc  scr  visto  na  Figura  1  JA8a,  quc  e 
o  grafico  da  cquaqao  dad  a  cm  coordenadas  ret  angu  lares,  Tern -sc  destc  grafico  quo  o  grali  co 
polar  concspondcnlc  e  gerado  por  panes  (Fignra  1 1.6,8/?): 


*  Quando  0  varia  no  intervalo  0  <  6  <  7jt/6>  o  valor  de  r  e  posit ivo  e  varia  do  2  a  2/3  e 
daf  a  too,  o  que  gera  uma  parte  do  tamo  inferior. 

*  Quando  0  varia  no  intervalo  7tt/6  <  0  <  3,t/2,  o  valor  de  r  €  negative  e  varia  de  —oc 
a  —2,  a  que  gera  a  parte  da  dire  it  a  do  rutno  superior. 

*  Quando  0  varia  no  interval  o  3;r/2  <Q<  II  rr/6,  o  valor  de  r  6  negative  e  varia  tie  -2 
a  -  xa  o  que  gera  a  patlc  da  esquerda  do  ramo  superior 

*  Quando  0  varia  no  intervalo  1 1  tz/6  <0<  2ix^  o  valor  de  r  e  positi%ro  e  varia  de  Too  a  2, 
o  quc  com  pi  eta  a  parte  que  fait  a  a  dircita  do  ramo  inferior 


2  SVri  0 


In  In 

T  XT 


A 


Esbo^o  grossed 


Esboco  grosserro 


0 


Figura  HAS 


Esta  evidente,  agora,  que  podetnos  obter  ru  fixando  0  =  tt/2  c  /■]  fix  an  do  0  =  3*72.  Lem  bran  do 
que  rltc  r,  sao  positives,  isso  da 


2  2 

2 

2 

1  +  2  sen(jr/2)  3  ^ 

1  +  2sen(.3jr/2) 

Assim,  a  parlir  das  Formulas  (12),  (14),  e  (13),  respeclivamenle,  obtemos 


a  -  -(''I  -  ro)  =  h  =  I 


2sfl 

3  ’ 


I  ,  4 

+  fo)  =  - 


As  si  ni  a  hiperbole  c  parccida  grosseiramente 


■  APL1CAQ0ES  EM  ASTFtONOMIA 

Em  1609  Johannes  Kepler  pub  I  icon  mn  livro  conheeido  como  Astronomia  Nova  (ou  aigu- 
mas  vc/cs.  Come  ntari  os  sob  re  o  Movimento  do  Planet  a  Marte),  no  qua!  conseguiu  dcslilar 
milhares  de  a  nos  de  astronomia  observacional  em  tres  be  las  ieis  do  movimento  planetario 
(Figura  1  1 .6.9), 
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Areas  iguais  slo  varridasem 
tempos  iguais  e  o  quadratic  do 
periods  ?'e  proporcioreal  a  cr- 


Figura  IL6.9 


11*63  LEIS  Dt  KEPLER 


0  Sol  cm  ueyi  foco. 


J* 

•  S eg u ii da  lei  (Lei das  Areas)  A  reta  radial  que  sai  do  ccntro  do  Sol  e  vai  ao  centre 
do  li  m  planet  a  vane  areas  iguais  cm  tempos  iguais. 

•  Terceira  lei  (Lei  dos  Perwdos)  O  quadrado  do  perfodo  de  um  planeta  (o  tempo 
em  que  o  planeta  complete  urn  a  orb  da  em  tornodo  Sol)  €  proporcional  ao  eubodo 
semi-eixo  maiorde  sua  dr  bit  a. 


Perigeu 


As  leis  de  Kepler,  cm  bora  e  nunc  i  ad  as  para  o  movimento  planeta  rio  em  tor  no  do  Sol, 
apUcam-.sc  a  lodos  os  corpos  celestes  que  estao  sujeilos  a  uma  ihiica  forya  gravitacional  cen¬ 
tral,  tanto  sate! lies  artificials  sujeilos  apenas  a  forqa  gravitacional  central  da  Terra  quanto  bias 
sujekas  ape  n  as  a  lory  a  gravitacional  de  um  planeta,  por  exemplo.  Adiante  no  livro  iremos 
derivar  as  leis  de  Kepler  a  parlir  de  principles  basicos,  mas,  por  ora,  mostraremos  como  elas 
podein  ser  us  ad  as  em  computayoes  basicas  na  Astronomia. 

Bm  uma  orbita  elfptica,  o  porno  mais  proximo  ao  loco  e  chamado  dc perigeu  e  o  porno 
mais  afastado  de  apogeu  (Figura  1 1.6.10).  As  distancias  do  foco  ao  perigeu  e  apogeu  sao 
chamadas  de  distdneia  do  perigeu  e  distdneia  do  apogeu,  respecthamente.  Para  as  orbitas  ao 
redor  do  Sol,  6  comum  usar  o  temio perielio  e  afelio,  ao  inv^s  de  perigeu  e  apogeu,  e  medir 
o  tempo  em  anos  da  Terra  e  adistancia  em  unidades  astronomic  as  (UA),  onde  uma  UA  e  o 
semi-eixo  muior  a  da  drbita  da  Terra  (aproximadamente  150  x  10  km  ou  92*9  x  1 0"  milhas). 
Com  esta escolha  de  unidades,  a  terceira  lei  de  Kepler  pode  ser  expressa  eonio 


_  3/2 


T  —  a 


(15) 


As  formas  das  drbilas  elipticas  sSo  IVequentementc  especi Cicadas  por  uma  dada  excentrici- 
dade  e  e  o  semi-eixo  maior  o,  logo  e  util  ex  press  ar  as  equaybes  polares  de  uma  el  ipse  em  term  os 
dessas  constantes.  A  Figura  I  L6.  M ,  que  podc  ser  obtida  a  partir  da  elipse  da  Figura  1 1,6.1  c  da 


Johannes  Kepler  (1571*1630)  Astronomo  e  ffsico 
alemao.  Kepler,  cujo  trabalho  fomcceu  a  nossa  vi- 
sao  eon  tempo  ran  ea  do  movimento  planetario,  levou 
uma  vida  fascmanle,  mas  desastrada.  Sen  pai,  um 
alcodlotra,  o  fez  trabalhar  na  tavern  a  de  sua  lamilia 
quando  crianqa,  e  depots  retirou-o  da  esc o la  elenien- 
tar  e  empregou-o  como  um  trabalhador  no  campo,  onde 
o  rapaz  con  train  variola,  o  que  aleijou  perm  a  n erne  merit  e 
as  suas  maos  e  prejudicon  a  sua  visao.  Anos  mais  tarcle,  a 
primeira  mulher  de  Kepler  e  varies  lilhos  morreram,  sua 
mac  foi  acusada  de  bruxaria,  c  dc,  por  ser  proteslante,  foi 
frequememente  perseguido  pdas  autoridadeseatdiieas.  Ele 
empobreccu  mu  if  as  vezes,  ganbando  a  vida  com  dificulda- 
de  como  astro  logo  e  piedizcndo  o  futuro.  Relembrando  a 
sua  inline ia  infeliz,  Kepler  desc re veu  sen  pai  como  tendo 
“tendtmeias  eriminosas”  e  “briguento"  c  sua  mac  como 
“conversadora*T  e  “mal-humorada*\  Eniretanio,  foi  a  sua 
mae  quern  deixou  uma  marca  inesquecfvel  em  sens  6  anos 
de  idade  mostrando-lhe  o  coineta  de  1577;  e  anos  depots, 
preparou  pessoalmente  a  defesa  de  sua  mae  contra  a  acu- 
saqao  de  bruxaria.  Kepler  conheceu  o  trabalho  de  Coper- 
nieo  quando  estudante  na  Uiviversidade  de  Tubingen .  onde 


ele  recebeu  o  grau  de  mestre  em  159L  Continuou  como 
estudante  de  Teologia,  mas,  por  insistencia  das  au  tori  da- 
des  da  Uni  vers idade,  abandonee  seus  estudos  clericals  e 
con  cordon  coin  uma  posiyao  como  maternal  ico  e  professor 
cm  Graz,  na  Austria.  Com u do,  ele  foi  expulso  da  cidade 
quando  ela  passou  a  controle  catolico  e,  em  1 600,  ele  final- 
me nie  mudou-se  para  Praga,  onde  torn gu- sc  um  assistentc 
no  observatdrio  do  famoso  astronomo  dina marques  Tycho 
Brahe.  Brahe  foi  um  brilhame  e  meticuloso  observador  as- 
tron&mico  que  aeumulou  os  dados  astronomic  os  mais  pre- 
eisos  conhecidos  cm  seu  tempo;  e  quando  Brahe  morreu 
em  1601,  Kepler  herdou  to  do  seu  tesouro  em  dados.  De¬ 
pois  dc  8  anos  dc  in  ten  so  trabalho,  Kepler  dec  if rou  os  prin¬ 
ciples  eonlidos  nos  dados  e,  cm  1609,  publieou  seu  traba¬ 
lho  monumental,  Astronomia  No  ea,  no  qual  en  unci  on  suas 
duasprimeiras  leis  do  movimento  planctirio.  Comentando 
sua  descoberta  da  orbita  elfptica,  Kepler  esc  re  veu,  "fiquei 
quase  louco  ao  ealcular  esta  questao.  Nao  conseguia  enten- 
der  por  cjue  o  planeta  prefere  ir  sobre  uma  orbita  elfptica 
(em  vez  de  uma  circular).  Oh,  fui  ridiculof'  Final  men  te, 
ficou  para  Isaac  Newton  dcscobrir  as  leis  da  gravilaqao  que 
explicaram  a  razao  para  as  orbitas  el  ipticas. 
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rclagao  c  -  ea t  impliea  quo  a  distaneia  d  entre  o  loco  c  a  diretri/  e 


c*  a  afl  —  £“) 

a  — - c  — - ea  —  ■ - 

e  e  e 


(16) 


da  qua  I  tem-sc  quo  ed  -  a(  1  -  el).  Assim,  dependcndo  da  oricniaqao  da  cl  ipse,  as  formulas  no 
Teorema  I  1,6,2  podem  ser  expressadas  cm  term  os  de  ace  conic 


a(  1  -  e2) 
lit1  cos  8 

-J-:  Pircrriz  h  diniil.l  do  fidlo 
— :  Direm?.  ,1  esqoerda  do  j>G3o 


a(  I  -e2) 

I  ±  e  sen  8 
+\  DirtiriK  aciirna  do  pdlo 
- :  Direiri?:  ahaixo  do  ]*6lo 


(17-18) 


FLgura  11.6.12 


Ale  in  disso,  e  evidente  da  Figura  1 L6J I  que  as  distancias  do  foco  aos  vertices  mais  proximo 
e  mais  afastado  podem  ser  express  as  cm  term  os  de  a  e  e  coma 


ro  =  a  —  ea  =  a(  l  —  e) 


e 


r|  =  a  i  ea  =  rt(  I  +  e) 


(19-20) 


►  Exemplo4  C)  comet  a  Halley  (visit)  por  ultimo  em  1986)  tem  uma  excentricidade  de 
0,97  e  um  semi-eixo  maior  de  a  =  I8J  UA. 


(a)  Determine  a  equugao  de  sua  drbita  no  si  sterna  de  coordenadas  polares  mostrado  na 
Fiftura  I  i  .6. 1 2, 


Com  eta  Halley  fotografado  no  Peru  cm 
21  deabriide  1910. 


(b)  Determine  o  period o  de  sua  drbita. 

(c)  Determine  as  distances  do  perielio  e  do  a  folio, 

Solugdo  (#)  A  partir  de  ( 1 7),  a  equagao  polar  da  drbita  tem  a  forma 

a(i  -  e2) 

r  = - - 

1  -f  e  cos  0 

Mas  a(  I  -  e2)  =  1 8, 1  [1  -  (0,97)“]  1 ,07,  Assim,  a  equagao  da  orbita  e 

1,07 

r  ~  T+7l97cos^ 


Solugdo  (h)  A  partir  de  (1 5),  com  a  =  1 8, 1 ,  o  period o  da  drbita  e 

T  =  (18,l)3/2  sk  77  a  nos 


Distaneia 

minima 


Distant  ia 
maxima 


Soltigdo  (c)  Uma  vex  que  as  distancias  do  perielio  e  do  alelio  sao  as  distances  para  os  ver¬ 
tices  mais  proximo  e  mais  afastado,  respect ivamente,  lem-se  a  partir  de  ( 19)  e  (20)  que 


on,  co  i  no  1  UA 


r0  =  a  -  ea  =  a(]  -  e)  =  18, 1  (1  -  0,97)  0,543  AU 

fJ]  =  a  +  ea  =  a(  1  -L  e)  =  1 8d  ( 1  +  0,97)  ^  35,7  AU 


150  x  10  km,  as  distancias  do  perielio  e  do  alelio  em  quildmetros  sao 


rQ  -  18. 1(!  - 0,97) (150  x  10s)  «  81,500.000 km 
n  -  18,1(1  4-  0.97) (150  x  10s)  ~  5.350.000.000  km  M 


►  Exempt  g  5  Um  modulo  lunar  da  mis  sao  Apolo  orbita  a  Lua  cm  drbita  efiptica  com 
excentricidade  e  -  0,12  e  semi-eixo  maior  a  =  2015  km.  Supondo  que  a  Lua  seja  uma  esfera 
de  l 740  km  de  raio,  determine  a  attura  maxima e  minima  do  modulo  acimada  supcrftcie  lunar 


(Figura  1  L6.13). 


Figura  I  L6.13 
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Sohtcao  Se  denoiarmos  por  ru  e  r,  as  dist^ndas  minima  e  maxima  do  ceni.ro  da  Lua,  entao 
as  distancias  minima  c  maxima  da  superffric  da  Lua  serao 

dmm  =  f”f)  1740 

=  i'i  1740 

ou  a  parlir  das  Formulas  ( 1 9)  e  (20), 


cimin  =  r0  —  1740  =  ^(1  —  —  1740  =  2015(0,88)  -  1740  =  33.2  km 

dmCL%  =  r;  -  1740  =  a{  14-  e)  -  1740  =  2015(U2)  -  1740  =  5  16,8  km  M 


%f  EXERCJCIOS  DE  COMPREENSAG  11.6  ( Ver pagina  780 para  respostas.) 


1.  Em  eada  parte,  do  o  name  da  eon  tea  deserita. 

(a)  O  con  junto  de  pom  os  cuja  di  stand  a  ao  ponto  (2.  3)  6  a 

metade  da  distancia  h  reta  x  +  y  ~  1  6 _ . 

(b)  O  eonjimto  de  ponies  Cuja  di  sign  da  ao  ponto  (2,  3)  d  igual 

a  distancia  a  reia  x  +  y  =  !  6 _ _ . 

(a)  O  eonjimto  de  pontos  cuja  distend  a  ao  ponto  (2,  3)  e  o 
dobra  da  distancia  k  reta  x  +  y  =  1  e  . _  .  .. 


2,  Em  cada  parte:  (i)  tdeolinque  o  grafico  polar  como  Lima  para¬ 
bola,  uma  el  ipse  ou  uma  hiperbolc;  (ii)  diga  se  a  diretriz  estd 
acima,  abai  xo.  &  esqnerda  ou  h  di  reita  do  p61o;  c  (iii)  encontrc  a 
distancia  do  polo  a  diretriz. 


1 

(a)  r  =  — 

4  Hb  cos  0 


(b)  r  = 


1 

1  —  4  cos  0 


1  4 

(c)  r  — -  (d)  r  =  - 

4  +  4  sen  0  I  —  sen  $ 

X  Se  a  distancia  de  tim  vdnice  de  uma  el  ipse  ao  loco  mais  proxi¬ 
mo  lor  r o  e  se  a  distSneia  daquele  vest  ice  ao  loco  mais  di.stante 

for  /  [ ,  entao  o  semi-eixo  maior  C  a  - _ e  o  semi-eixo 

menor  6b- _ . 

4,  Se  a  distancia  dc  um  Venice  de  uma  hiperbolc  ao  foco  mais 
proximo  for  r&  e  se  a  distancia  daquetc  vcitice  ao  foco  mais 

distante  for  r t,  entao  o  semi-eixo  focal  c  a  -  . e  o 

semt-ctxo  eonjugado  6  b- _ . 


EXERCICIOS  11,6  0  Hecurso  Grafrco 


1-2  Encontrc  a  excentricidade  e  a  distancia  do  polo  a  diretriz  e 
esboce  o  gralicoem  coordenadas  polares. 


1*  (a) 


■"i 


2-2  cos  9 


2. 


(c) 

(a) 

(c) 


4 

2  +  3  cos  9 
3 

4  —  2  cos  9 

1 

2  +  2  cos  0 


(b) 

(d) 


3 

2  +  sen  9 

5 

3  +  3  sen  9 

3 

3  —  6  sen  9 
l 

2  +  8  cos# 


3-4  Use  as  Fd  mi  Lilas  (3)— (6)  para  idemificar  e  desere  ver  a  orien- 
tagao  da  con  lea  e  entao  eon  lira  sua  resposta  gerando  o  gralico  com 
um  rccurso  grafico  computacional. 


03.  (a)  r  = 


8 


I  —  sen  9 


(b)  r  = 


16 


4  +  3  sen  9 


(e)  r 


4 

2  —  3  sen  9 


(d)  r  = 


12 

4  +  cos  9 


04.  (a)  r  = 


15 

1  +  eos  8 


(b)  r  = 


2 

3  +  3  cos  9 


(c)  r 


64 

7  —  12  sen  B 


12 

3  —  2  cos  8 


5-8  Encontrc  uma  equagao  polar  para  a  cbnica  que  ten  ha  o  foco 
no  polo  e  sal  is  Idea  as  condi  goes  dad  as.  Para  simp!  ill  car,  os  pontos 
estao  cm  ecordenadas  pel  ares  e  as  UiretHzes  cm  eoordenadas  re- 
tangulares.  (Em  alguns  casos,  pode  haver  mais  do  que  uma  conica 
que  sat  is  Inga  as  condi  goes.) 

5.  (a)  El  ipse:  c  =  diretriz  x  =  2. 

(b)  Parabola;  diretr i Z x  =  L 

(c)  Hiperbolc:  c  0;  diretriz  y  =  3. 

6,  (a)  Elipse:  e  =  ~;  diretriz  v  =  -L 

(b)  Parabola:  diretriz  _y  =  l. 

(c)  Hipdrbole;  <?0;  diretriz  x  =  -L 

7.  (a)  El  ipse;  vertices.  (6,  0)  e 

(b)  Parabola;  vdrtice(L  3jt/2). 

(c)  Hiperbolc;  vertices  (3,  jt/2)  e  (—7.  3,t/2) 

8,  (a)  01  i  pse ;  ex  t  re  m  i  dade  s  do  ei  xo  m at  or  (2 ,  n! 2)  c  ( 6 ,  3tt/  2) . 

(b)  Parabola:  vert  ice  (2,  +1. 

(c)  Hiperbolc;  e-^/2\  Venice  (2,  0). 
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9-10  linco ntrc  as  distancias  do  polo  aos  vertices,  e  enlao  aplique 
as  Fdnmilas  (8)-(l0)  para  determinar  a  equagao  da  el  ipse  cm  co¬ 
ordenadas  retangu  lares. 


o 

9.  (a)  r  - - 

2  +  sen  B 

6 

10.  (a)  r  =  -  - - - 

5  +  2  cos  0 


b)  /■  = - 

2  -  ca$& 

8 

(b)  r  =  - — “ - - 

4-3  sen  0 


1 1  “4 2  En centre  as  distaneias  do  polo  aos  vertices  e  entuo  aplique 
as  Formulas  (12)— ( 14)  para  determinar  a  equagao  da  Eii  per  bole  cm 
coo rd enada  s  ret  an  i  tares. 


1L  (a)  r  = 
12,  (a)  i  = 


3 


I  +  2  sen  0 

4 

t  -2sen0 


(b)  r  - 
(»  r  = 


5 


2-3  cos  B 

15 

2  +  8  cos  0 


13-14  Encontre  uma  equagao  polar  para  a  elipse  cujo  foeo  esteja 
no  polo  que  satis  faga  as  condi  goes  dad  as. 


13.  (a)  Diretriz  a  direita  do  polo;  a  =  8,  e  = 

( b )  I  >  i  ret  ri  z  aba  i  x  o  do  pbl  o ;  a~  4;  e  - 

(c)  Diretriz  li  esquerda  do  pdlo;  b  =  4:  e  - 

(d)  Dirctriz  admit  do  pdlo;  c  =  5;  t>  = 

14.  (a)  Diretriz  acima  do  pdlo;  a  =  6:  e—  i 
(b)  Diretriz  a  esquerda  do  polo;  a  =  5;  c  - 

(e)  Diretriz  abaixo  do  polo;  h  =  4;  e  —  i. 
(d)  Diretriz  h  dirdta  do  pdlo;  r  =  9;  £  =  |; 
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15.  Prove  que  uma  hipdrbole  6  equiltiiera  seT  e  somenie  se. 

e  =  V5, 

16.  Como  e  afetado  o  formato  de  uma  hipdrbote  quando  sua 
excemricidade  tende  a  17  E  quando  tende  a  +-eo?  Esboee 
algumas  figuras  para  ilustrar  suas  conclusocs, 

17.  G  que  acontece  com  a  d  island  a  enlre  a  diretriz  e  o  cenlro  de 
uma  elipse  se  os  locos  permanecerem  fix  ados  e  aexcentri- 
cidade  lender  a  07 

18.  (a)  Mostre  que  as  coordenadas  do  porno  P  sobre  a  hipdr- 

bole  na  Pigura  1 1.6.1.  satisfazein  a  equagao 

7(.V  -  c)2  +  v2  =  -x  -  a 

a 

(b)  Use  o  result  ado  de  (a)  para  moslrar  que  PFfPf)  —  do. 

1 9.  (a )  M  os  tre  que  a  ex  cent  rid  dade  de  u  m  a  el  i  pse  pode  ser  ex  - 

pressa  cm  termos  de  ry)  e  rL  como 

r,  -  r0 

e  = - 

r\  +  n} 

(b)  Mostre  que 

/’i  _  I  +  o 

I’O  1  “  * 


20.  (a)  M  ost  re  q  u  e  a  excen  tri  c  id  ad  e  de  u  ma  h  i  perb  ol  e  pode  se  r 

expressa  em  termos  de  r„  e  ri  como 

n  +  ro 

e  == - - 

A  -  /■ o 

(b)  Mostre  que 

V]  e  +  I 
ro  e  -  I 


2 1 ,  En  co  n  t  re  a  equagao  pot  a  r  de  u  m  a  hi  pdrbo  le  eqii  i  I  dtera  con  i  u  m 
foeo  no  polo  e  vdrtiee  (5, 0). 

22.  (a)  Esboee  as  eurvas 

1  1 

r  —  ...  e  r  — - — - 

I  +  cos  9  1  —  cos  0 

(b)  Determine  as  coordenadas  polares  das  intercedes  das  cur- 
vas  da  parte  (a), 

(c)  Mostre  que  as  curvas  sac  otiogonaix,  is  to  et  suas  ret  as  tan¬ 
go  iucs  sao  perpend  icul  ares  nos  pom  os  dc  itucrsc^ilo. 

23-28  Use  os  seguintes  valores,  quando  forem  necessaries: 
raio  da  Terra  =  4000  mil  has  =  6440km 
1  ano  (ano  na  Terra)  -  365  dias  fdias  na  Terra) 

1  UA  =  92.(>  x  I  &  milhas  =  1 50  x  1 0”  km 


23,  O  planeta  Plutao  tern  uma  excemricidade  e  -  0,249  e  o  semi- 

eixo  maior  a  =  39.5  UA. 

(a)  I  ^eter m  i  ne  o  perfodo  T  em  d t as 

( b)  D  cter  m  i  l  te  as  d  i  stone  i  as  do  per  i  61  i  o  c  do  a  lei  i  o. 

(c)  Escolha  uin  si  sterna  de  coordenadas  polares  com  o  cenlro 
do  Sol  no  pdlo  e  determine  uma  equaciio  polar  da  dibit  a  de 
Plutao  naquele  si  stem  a  de  coordenadas. 

(d)  Faqa  uni  esbogo  da  orbit  a  com  proporqoes  razoavelmente 
precis  as. 

A  24,  (a )  S  ej  a  a  o  sem  i-ei  xo  mai  or  d  a  6rh  i  l  a  de  u  m  pi  ancta  em  to  mo  do 
Sol.  e  seja  Tseu  periodo.  Mostre  que  se  7 Tor  medido  em  dias 
e  a  em  quilomcUos,  entao  T  =  (365  x  10  9)(zi/l50)  V2. 

(b)  Use  o  resullado  da  parte  (a)  para  encontrar  o  periodo  do 
planeta  Mere ti no  em  dias.  dado  que  o  sen  semi-eixo  rnaior 
e  a  =  57.95  x  I  </’. 

(c)  Escolha  um  sistema  de  coordenadas  polares  com  o  Sol  no 
pdlo  e  eneomre  uma  equagao  para  a  orb i la  de  Mercdrio  na¬ 
quele  si  sterna  de  coordenadas,  dado  que  a  excemricidade 
da  drbita 6e  =  0.206, 

(d)  Use  um  recurso  grafico  computacional  para  gerar  a  orbit  a 
de  Mercuric  a  partir  da  equagao  obtida  na  parte  (c), 

25,  O  co  met  a  Male-Bopp,  dcseoberto  i  ndependentemente  em  23  de 

julho  de  1995.  por  Alan  Hale  e  Thomas  Bopp,  tem  uma  cxcen- 

tri  cidade  orbital  de  e  =  0,995 1  e  um  periodo  de  2380  a  nos. 

(a)  Determine  sett  semi-eixo  maior  em  unidades  astronomicas 
(UA). 

( b)  D etc  r in  i  rie  a  d l  sli) ncia  do  seu  peridl i  o  e  a fel  i o. 

(c)  Escolha  um  sistema  de  coordenadas  polares  com  o  cenlro 
do  Sol  no  polo,  e  determine  uma  equagao  para  a  drbita  do 
Hale- Bopp  naquele  sistema  do  coordenadas. 
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(d)  Faea  nm  esbogo  da  drbita  do  I  lalle-lioop  com  proposes 
ra/oave !  i  ne  n  te  preci  ,s  as . 

H26*  Marie  tern  uma  distancia  do  pcridlio  de  204.520,000  km  e  a 
d  i  .static  i  a  do  a  folio  e  de  246.280.000  km. 

(a)  Use  esses  dados  para  calcular  a  excemrieidade  e  compare 
sua  resposta  com  o  valor  dado  na  Tabda  13.6.]. 

(b )  De term  E ne  o  p er lodo  d e  M a ric . 

(e)  Eseolha  a  to  si&iema  de  coordenadas  pot  ares  com  o  centre 
do  Sol  no  p6)o  e  determine  uma  equate  para  a  orbita  de 
Marie  naquclc  si  sterna  de  coordeuadas. 

(d)  Use  um  recurso  grdfico  computational  para  gcrar  a  orbita 
de  Mane  a  partir  da  equaca.o  obtida  na  pane  (c), 

27,  O  Vanguard  /  to i  l  unmade  em  mar^o  de  1958  cm  uma  orbita  cm 
torno  da  Terra  com  eccentric idade  e  —  0,21  e  semi-eixo  maior 
de  8864.5  km.  Determine  a  allura  maxima  e  minima  do  Van¬ 
guard  /  acini  a  da  super  tYcie  da  Terra. 

28.  Acred  ila-se  que  o  planet  a  Jupiter  ten  ha  um  centre  roc  bo  so  com 
10.1)00  km  de  raio*  circtindado  por  duas  camadas  de  hidroge- 
nio  -  uma  cam  ad  a  grossa  de  40.000  km  de  hicirogenio  com- 
primido  quase  mctalico  e  uma  outra  camada  gross  a  de  20.000 


km  de  hidrogenio  molecular  regular.  Os  aspecios  vi&fveis,  tais 
como  a  grande  mancha  vermelha,  esiao  na  super ficie  externa 
da  camada  de  hidrogenio  molecular.  Em  6  de  novembro  de 
1997,  a  espagonave  Galileo  foi  eolocada  na  orbita  jupiteri  ana 
para  estudar  a  lua  Europa.  A  orbita  Tinha  uma  excentricidade 
dc  0,81 4580  e  semi-eixo  maior  de  3,514,91 8,9  km.  Determine 
a  altura  minima  e  nulxima  da  Galileo  acima  da  caruadu  dc  hi¬ 
drogenio  molecular  (ver  figura  abaixo). 


■Seru  escata 


Figura  E\-2K 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMRREENSAO  11,6 


U  (a)  uma  el  ipse  (b)  uma  parabola  (c)  uma  liipdrbole  2,  (a)  (i)  uma  el  ipse  (ii)  a  direita  do  polo  (iii)  distincia  -  1 
(b)  (i)  biperbole  (ii)  ii  esqtierda  do  pdlo  (iii)  distancia  =  (c)  (i)  pardbola  (ii)  acima  do  polo  (iii)  di stand  a  =  i 
(d)  (i)  parabola  (ii)  abaixo  do  pdlo  (iii)  distancia^  4  3*  |(rT  +  /q);  ^r^ri  4.  |(^e  —  *0);  t/okT 


EXERCICIOS  DE  REVISAO  DO  CAP1TULO 


Recurso  Grafico  [cl  CAS 


1 .  Em  cad  a  parte,  en  centre  as  coordeuadas  retting  u  I  arcs  do  ponto 
cujas  coordeuadas  polares  estaft  dadas. 

(a)  (—8,  tt/4)  (b)  (7,  — jr/4)  (c)  (8?9ir/4) 

(d)  (5*  0)  (e)  (—2,  —  3tt/2)  (f)  (0,  tt) 


2.  Expnesse  os  poiuos  cujas  coordeuadas  xy  sao  (—1 ,  1 )  em  coor- 
denadas  polares  com 

(a)  r  >  0,  0  <  6  <  2n  (b)  r  <  0,  0  <  6  <  2ir 

(c)  r  >  0,  —7T  <  0  <  jt  (d)  r  <  l),  —it  <  0  <  it, 

3.  Hm  cada  parte,  use  uma  cakuladora  para  aproximar  as  coorde- 
nadas  polares  do  porno  cujas  coordenadas  retang u Lares  eslao 
dad  as. 


(a)  (4,3) 


(b)  (2,-5) 


(c)  (1,  arc  tg  1) 


4.  E  in  cada  p  a  lie,  d ec i  d  a  o  q  u e  desc rave  mais  prcc  i  same  nte  a  c  u  r va 
polar:  uma  ros&cca,  uma  reta,  um  circulo,  um  lima^on,  uma  car- 
didide,  uma  espirak  uma  lemniseata,  ou  nenhum  desses, 

(a)  t  ~  3  cos  (9  (b)  i' =  cos  30 

3 

(c)  /■  — -  (d)  r  =  3  —  cos  8 


cos  8 
(c)  v  =  I  —  3  cos  8 

(g)  y  =  (3cos0)- 


(f)  r2  =  3  cos  8 
(h)  r  “  1  +  W 


5.  Em  cada  parte,  idem i ftque  a  curva  convcilendo  a  equa^ao  polar 
para  coordenadas  relangulares.  Supontia  que  a  >  0. 

(a)  r  =  a  sec"  -  (b)  n  cos  29  =  a1 2 3 

(c)  r  =  4  cossec  ~  ^  }  (d)  r  =  4  cos  19  +  8  sen  8 


6*  Em  cada  parte,  express^  a  equa^ao  dada  cm  coqrdenadas  pola¬ 
res. 


(a)  x  =  7  (b)  -v2  +>'2  =  9 

(c)  x~  -R  y"  —  6  v  —  0  (d)  4a  v  —  9 


742  Esboce  a  curva  em  coordenadas  polares. 


7.8——  8+  r  =  6  cos  8 

6 

9*  /L  ^3(1  —  son  8)  10*  r  =  2  +  sen  $ 

1L  r  =  3  -  cqs0  12*  r2  -  sen  2^ 


13*  (a)  Determine  o  mdxiiuo  e  o  mini  mo  da  coordenada.r  dos  pon¬ 
ies  da  cardiddide  r  =  1  -  cos  8. 

(b)  Determine  o  mini  mo  e  o  maxi  mo  da  cOOrdenada  y  dos  pon- 
tos  da  cardiddide  da  parte  (a). 
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14.  (a)  Most  re  que  o  valor  mtfximo  da  coordenada  v  dos  pon- 

tos  da  curva  r  —  1/  V&  para  0  no  interval o  (0,  tt\  ocorre 
quando  tg  0  =  20. 

(b)  Use  urna  caleuladora  para  resolver  a  equagao  da  parte  (a) 
para  0  com,  no  mini  mo,  quairo  casas  decimals  dc  precisao, 

(c)  Use  o  resuliado  da  parte  (b)  para  aproximar  o  valor  maxi- 
mo  de  y  para  0  <  0  <  it. 

15.  (a)  Enc outre  a  inclinagOo  da  reia  tangente  d  curva  paramdtriea 

x  =  r  +  L  y  =  it  2  cm  /  -  - !  e  f  =  1  scm  dim  mar  o 
parametro. 

( h )  Co n  ft  ra  su  as  rcsposi  as  na  parte  ( a)  el  i  mi  na  nd  o  o  parametro 
e  derivando  uin  a  fungao  de  x. 

1 6 .  Estcon Ire  d v/dx  e  d2  v / dx 1  em  /  ~  2  pa ra  a  curva  para m4i ri ca 
v  =  itl  v'_  1/3 

17.  Bit  com  re  todos  os  va  lores  de  /  para  os  qua  is  a  ret  a  lunge  me  a 
Curva  paramctriea  a  ==  2  cos  t\  y  =  4  sen  t  c 

(a)  horizontal  (b)  vertical 

18.  Determine  a  inclinagao  da  reta  langenie  a  curva  polar 
/■  =  l  -f  sen  $  em  $  =  it  I  A. 


24.  Determine  a  it  re  a  da  regiao  que  6  interna  ft  cardidide 
r  =  a{  1  +  sen  6}  e  externa  ao  cfreulo  r  -  a  sen  0 . 


25-28  Esboce  a  pardbola  c  kientifique  o  toco,  o  vdrtice  e  a  di- 
relriz. 

25.  v2  =  6a  26.  a2  —  — 9y 

27.  (>■  +  I)2  =  —7(x  —  4)  28.  (*  -  y2  =  2(v  -  I ) 

29-32  Esboce  a  cl  ipse  e  identifiqne  os  locos*  os  vertices  c  as  ex  ire- 
midades  do  cixo  men  or. 


.2  ,2 

29.  —  +  —  =  i  30.  4.v2  +  9v2  =  36 

4  2.t 

31.  9(:r  -  l)2  +  16(,v  -  3)2  =  144 

32.  3tr  +  2)2  +  4(v  +  I)2  =  12 

33-36  Esboce  a  hipdrbole  c  identifique  os  vertices*  os  tocos  e  as 
assiniotas. 


19.  Uma  curva  parametrica  da  forma 

x  =  a  cotg  t  +  b  cos  f.  y  =  ct  +  h  sen  r  (0  <  t  <  2rr) 

c  chant  ad  a  de  concdide  de  Nicomede  (ver  figure  abaixo,  para  o 
caso  0  <  a  <  b). 

(a)  1  >e  screva  co m o  a  concdidc 


.2  , 2 

33.  7 - —  =  1  34.  9v2  —  4..v2  =  36 

16  4 

35.  (2Lz2l  _  =  J 

9  4 

36.  (y  -3-  3)2  -  9(x  +  2)1  =  36 


x  —  cotg  t  -f-  4  cos  t ,  y  =  I  +  4  sen  / 

6  traqada  quando  i  varia  no  intervalo  0  <  r  <  2rr, 

(b)  Determine  a  ass  in  tot  a  horizontal  da  concoide  da  da  na 
parte  (a). 

(c)  Qua  is.  valores  dc  t  fazem  com  quo  a  concoide  da  parte  (a) 
ten  ha  uma  reta  tan  gome  horizontal?  Uma  reta  tangente 
vertical? 

(d)  Determine  a  equagao  polar  /■  =  f{0 )  para  a  concoide  da  par¬ 
te  (a)  c,  eniao,  determine  as  equagocs  polares  para  as  retas 
tangentes  a  concdide  no  polo. 


37.  Em  cad  a  parte,  esboce  o  grdftco  da  segao  cSnica  com  proper- 
goes  razoavelmente  precis  as. 

(a)  -V 2  -  4a  +  8y  +  36  -  0 

(b)  3x2  4-  4y2  -  30a  -  8y  -f  67  =  0 

(c)  4a  “  —  5y2  —  8.v  —  30y  —  21  —  0 

fcl  38.  Se  voce  fiver  um  CAS  quo  faga  graficos  dc  equagocs  implicitas. 
use-o  para  conferir  set]  traballto  no  Exercicio  37, 

39  -4 1  Enco n tre  u  ma  eq  uag  ao  para  a  c  on  ica  descri  ta. 

39.  Uma  parabola  com  vert  ice  (0.  0)  e  foco  (0,  -4). 

40.  L  J  ttta  c  1  i  pse  co  in  cxtic  in  id  ad  cs  d  o  ei  xo  mai  or  cm  (0 .  ±  v1'  5 )  c  as 
ex  tre  midades  do  cixo  menor  em  (±  1 . 0), 

4  L  Uma  hiperbole  com  vertices  (0.  3=3)  c  ass  fit  tot  as  y  —  i.v, 


20.  (a)  Determine  o  comprintemo  de  arco  da  curva  polar  r  —  If  & 

para  jt/4  <  0  <  nil. 

(b)  O  que  pode  scr  dito  sob  re  o  coinpriincnto  de  arco  da  parte 
da  curva  que  estit  situ  ad  a  demro  do  circuit)  r-  t  ? 

21.  Determine  a  area  da  regiao  englobada  pela  cardidide 
t  ==  2  +  2  cos  $. 

22.  Encontre  a  area  da  regiao  do  primeiro  quadrante  interior  a  car¬ 
didide  r  =  1  +  sen#. 

23.  Determine  a  area  da  regiao  que  6  comum  aos  cfrculos 
r  —  1 ,  r  =  2  cos  9  c  r  —  2  sen  0. 


42.  Podc-se  provar  que  um  cabo  suspense  forma  unt  arco  parabd- 
lico  cm  vez  dc  uma  catendria  sc  elc  for  sujeilo  a  uma  long  a 
distrihufda  uni  forme  in  erne  para  baixo.  ao  iongo  do  sen  com- 
primemo,  Por  exempio,  supondo  que  o  peso  da  estrada  em  uma 
pome  dc  suspensao  seja  distribiuda  uniformemente  ao  iongo  do 
cabo  de  sustemagao,  entao  os  cabos  podem  scr  mo  del  ad  os  por 
parabolas  (ver  figura  em  anexo). 

(a)  Supondo  um  modelo  parabdhco,  determine  uma  equagao 
para  o  cabo  da  figura  em  anexo,  tomando  o  eixo  y  como  a 
vertical  e  a  or i gem  no  porno  mats  baixo  do  cabo. 

(b)  Determine  o  comprimento  do  cabo  entre  os  suportes. 


782  Calculo 


Figura  Ex-42 


43.  Sera  mostrado  mais  ad  i  ante  no  livro  que  so  uni  projetil  for  !an- 
gado  com  uma  velocidade  t1,,  e  em  um  angulo  a  com  a  horizon- 
ml  e  a  uma  ahura  v0  acima  do  mVel  do  solo,  entao  a  trajetdria 
resultanie,  relativa  ao  si  stem  a  de  coordenadas  na  flgura  abaixo, 
terd  equagdes  parametric  as 

x  —  (vq  cos  or)  G  v  —  jo  +  ( i'o  sen  or)/  —  ^gr 
onde  £  c  a  accleragao  devido  a  gravidade. 

(a )  M ost rc  q uc  a  t  raj  cl  on  a  e  u  ma  parabo  I  a. 
f  b  J  De  t  crm  i  ne  as  coordcnada s  do  veil  ice , 


JT 

> 

Figura  Ex -43 

44.  Mickey  Mantle  e  reeonhecido  como  ret  ilnao-oliciar'  dos  home 
rum,  os  longos  golpes  do  beiscbol  que  penmiiem  ao  baiedor  com- 
pletar  o  circuito  das  bases.  Em  17  de  abril  de  1953,  Mantle  man- 
don  polos  arcs  uma  bola  jogada  por  Chuck  Siobbs  do  inleliz  time 
Washigton  Senators,  para  Ibra  do  Griffith  Stadium,  passando  por 
cima  dc  uma  pa  rode  dc  50  pcs  dc  altura  a  um  porno  a  391  pcs  do 
eentro  esquerdo.  Supondo  quo  a  bola  deixou  o  bastao  a  uma  altu- 
ra  de  3  pcs  acima  do  chao  e  a  um  angulo  dc  45'\  use  as  cquagocs 
paramelricas  do  Exeicfcio  43  com  g  =  32  pes/s"  para  cncontrar 

(a)  a  velocidadc  da  bola  quando  cla  deixou  o  bastilo 

(b)  El  Eil  tu  ra  m  ax  t  ma  da  bo  I  El 

(c)  ei  dis  Lancia  ao  longo  do  chao  a  parti r  da  base  ate  onde  a 
bola  CEiiu  no  chao, 

45 .  Sei a  R  ei  rey  iao  q u C  esta  eic i  m  a  do  ei  xo  a  e  envoi  vida  pda  cu r va 
b  x~  —  ary*  —  a  b~  c  a  rc  La  x  —  y7;-  +  b. 

(a)  Eshoec  o  soli  do  obiido  giratido  R  cm  tomo  do  eixo  a  e  de¬ 
termine  o  seu  volume, 

(b)  Esboce  o  sdlido  obiido  girando  R  cm  tomo  do  eixo  y  c  de- 
(ermine  o  seu  volume. 

46.  Uma  tone  dc  resIViamemo  nudear  deve  lor  uma  altura  dc  U  pcs 
c  a  forma  do  so  lido  que  e  gerado  fazendo  girara  re  g  iao  R  envoi- 
vida  pelo  nimo  direito  d:i  hiperbole  1 52 lx’  -  225 v"  -  342,225  e 
as  retEis  x  =  0,  v  -  -  ///  2  e  v  -  /;/  2  em  tomo  do  eixo  v\ 

(a)  Determine  o  volume  d:i  tome* 

(b)  Determine  a  area  tla  superficie  lateral  da  lone. 

47-49  Ap! ique  uma  votagao  aos  ei  xos  coondenados  para  remover  o 
tenno  em  at  e  entao  idem i  (ique  a  eOnica, 


47*  x 2  +  y2  -  3.v  v  —  3=0 

48.  7.v2  +  273.11'  +  5y2  -4  =  0 

49.  475a-2  +475av  +  75  v 2  +  5a  -  10  v  =  0 

50.  Apl  ique  uma  rotate  aos  ci xos  coordenados  para  mostrar  quo  o 
gmfico  dc 

17a2  -  312av  +  I08y;  +  1080a  -  1440y  +  4500  =  0 


6  uma  hipdrbole.  Em  seguida.  encontro  seus  vertices,  focos  c 
assfntotas, 


51*  Em  cad  a  parte:  (i)  idem  if  ique  o  griifico  polar  como  uma  para¬ 
bola,  uma  cl  ipse  ou  uma  hiperbole:  (ii)  indique  sc  a  diretrizesta 
acima,  abaixo,  a  esquerda  ou  a  dire  it  a  do  polo:  e  (iii)  determine 
a  d  island  ei  do  polo  a  diretriz. 

]  I 

(a)  r  =  - - -  (b)  r  = 


(c)  r  = 


3  4-  cos  8 

\ 

3(1+  sen  9) 


(d)  r  — 


3  —  3  cos  9 
3 

1  —  SCE^  0 


S2-53  Determine  uma  equate  nas  cooidenadas  xv  para  a  secao 
cOnicEi  que  satisfEi^a  as  condi  goes  dadas. 


52.  (a)  Elipse  com  exceniricidade  e  =  y  c  extremos  do  eixo  me- 
nor  nos  pout  os  (0,  ±3). 

(b)  Pariibola com  vertice  rsa  or i genu  foco  sobre o eixo  v e  dire- 
tnz  passando  no  ponio  (7,  4), 

(c)  Hiperbole  quo  tern  os  mesmos  focos  que  ei  clipse  3a"  +  I6v2 
-  48  e  assmtoias  v  -  ±lv/3. 


53.  (a)  Etlp.sc  com  eentro  (-3.  2),  vdrticc  (2.  2)  e  excentricidade 


54* 


(b)  Parabola  com  foco  (-2.  -2}  c  vertice  (-2,  0), 

(c)  H  ipd  bole  com  ve  rt  ice  (-1. 7)  e  assintoias  v  -  5  =  ±8(x  +  t )  . 

Use  as  equagoes  param^tiicas  x  “  a  cos  U  _v=  b  scti  r  para  mos¬ 


trar  que  a  circunfereneia  C  dc  uma  cl  ipse  com  sc  mi -eixo  maior 


a  c  excentricidade  e  6 


C  =  4n  / 

Jo 

-  55*  Use  ei  regra  dc  Simpson  ou  a  capacidade  dc  integragao  nu¬ 
merics  de  um  recurso  grafico  para  aproximar  ei  circunferen- 
cia  da  dipse  4a"  +  9v~-  36*  ei  part ir  da  integral  oblida  no 
Exercicio  54, 

56.  (a)  Calc  ul  e  a  excentriddade  da  orbit  a  terrestre,  dado  que  a  ra- 
zao  da  distune ia  entre  o  eentro  da  Terra  e  o  eentro  do  Sol  no 
peridlio  pel  a  distancia  entre  os  centres  no  atelio  c  dc 

(b)  Determine  a  distancia  entre  o  eentro  da  Tcira  c  o  eentro  do 
Sol  no  peridlio,  dado  quo  o  valor  mddio  das  disiSncias  do 
peridlioe  do  afdtio  d  dc  93  mil  hoes  dc  milhas, 

(c)  Use  a  resultado  do  Excrcfcio  54  c  a  regra  dc  Simpson  ou 
a  capacidade  d  e  integragao  numeric  a  de  um  recurso  com- 
putacional  giafico  para  aproxinutr  a  distancia  que  a  Terra 
viaja  cm  um  ano  (uma  revolugaoem  torno  do  Sol), 
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IDO  O  HORIZONTE  DO  CALCULO 


Colisao  com  Com  eta 


A  Term  estd  em  tana  galena  de  tiro  go  alvo  cosmico  de  cameras  e  a  steed  ides,  Em  bora  seja  pequena  a  probabiHdade  de  que 
cm  qualquer  ano  dado  a  Term  seja  a  ting  id  a  par  urn  comet  a  on  pov  um  asteroide,  as  conseqiiencias  de  tal  colisao  sdo  tdo 
catasiroficas  que  a  comimidade  international  estd  agora  comeqando  a  rastrear  objetos  prdximos  d  Terra  (NEQsf  A  t  a  ref  a  do 
leitor  coma  parte  da  equipe  de  rastreamento  international  NEOt  e  calculara  orbit  a  de  chegdda  dos  cameras  e  dos  asteroidesy 
deter  minor  com  que  possibilidade  eles  chegamo  a  se  chocar  com  a  Terra,  e  fo  niece  r  uma  notificagao  se  hoover  perigo  de 
am  a  colisao  ou  de  uma  apmximacdo  perigo  sec 


No  memento  em  que  a  Terra  estd  no  afelio  (o  ponto  mats  afastado  do  Sol),  sua  equipe  de  rastreamento  de 
objetos  prdximos  a  Ten  a  recede  do  Laboratdrio  de  Propulsao  a  Jato  da  NASA  na  Cal  tec  it  a  informagao 
de  que  um  cometa  anteriormenie  desconhecido  (designagao  Rogue  2000)  estd  movendo-se  violema  e 
rapid  amen  te  em  diregao  a  Terra.  Voce  transmits  i  medial  ante  me  uma  solicitagao  a  NASA  sobre  os  par&- 
metros  orbitais  e  as  p os j. goes  corre  rites  da  Terra  e  do  Rogue  2000  e  recebe  o  seg unite  relatorio: 


PaRAUH'I'KOS  OEUitTAlS 

thkka  move  2000 

Exeentiicidade:  ex  =0,017 _ Excentrickladc:  -  0,98 _ 

Semi-cixo  maionrq  =  1  AU  =  1,496  x  10s  km  Scmi-eixo  inaior:  «2  =  5  AU  =  7,4Sx  10*  km 
Peru>do:7j  =  1  ano  Perfodo:  ^  -  5^/5  anos 

EM  OK M AC AC>  DA  POSIt,' AO  INITIAL 

Os  eixos  maiores  da  Terra  e  do  Rogue  2000  coincident. 

Os  afdlios  da  Terra  e  do  Rogue  2000  estao  no  rnesmo  I  ado  do  Sol, 

Angulo  polar  tnicial  da  Terra:  0  =  0  radian  os. 

a 

Angulo  polar  inicial  do  Rogue  2000:  0  =  0,45  radianos. 


A  Estrategia  do  Calculo 

Como  a  preocupagao  imediata  £  uma  possivel  colisao  na  intersegao  A  da  Figura  1,  sua  equipe  monta  o 
seguinle  piano: 

Passo  I  Determi  nar  as  equagoes  polares  da  Terra  e  do  Rogue  2000. 

Passo  2  De  term  i  nar  a  s  c  oorde  n  ada  s  pal  are  s  da  in  ter  seg  ao  A . 

Passo  3  Determi  nar  quanto  tempo  levara  a  Terra  para  atingir  a  i mersegao  A . 

Passo  4  Determi  nar  onde  o  Rogue  2000  estara  q  uando  a  Terra  at  i  ngir  a  i  mersegao  A , 

Passo  5  Determinar  quao  distante  Rogue  2000  estara  da  Terra  quando  essa  estiver  na  i  mersegao  A. 


Configurate*  micial  da  Terra  e  do  Rogue 2000 


Figura  1 


734  Calculo 


Equagdes  Polares  das  Orbitas 

Exercicio  i  Escreva  a  eqtiagao  polar  na  forma 


a{ I  -  e1) 


r  = 


1  —  ecos# 

para  as  orhitas  da  Terra  e  do  Rogue  2000,  usando  uni  dados  UA  para  r. 


Exerdcio  2  Use  um  recurso  graft  eo  para  gerar  as  duas  Orbitas  na  mesrna  tela. 

Intersect)  das  Orbitas  j 

O  segundo  passo  do  piano  de  cAleulo  de  sua  equipe  d  determinar  as  coordenadas  polares  da  interseqao  A 
na  Figura  I . 


Exerdcio  3  Para  simplificar,  sejam  =  a ]  { 1  —  ^  J)  e  k2  =  a2( I  —  e\)  e  use  as  equagoes  polares  obti- 
das  no  Exercicio  1  para  mostrar  que  o  Angulo  0  na  intersegao  A  satisfaz  a  eqtiagao 

kt  -  k2 


cos  0  — 


kiC>2-k2t:t 


Exerdcio  4  U  sc  o  result  ado  do  Ex  ere  fcio  3  e  a  capacidade  de  calculo  da  fu  ngao  i  n  versa  do  cos  sen  o  de 
sua  calculadora  para  mostrar  que  o  Angulo  0  na  inlei  segao  A  na  Figura  1  e  0  =  0,607  radianos. 


Exercicio  5  Use  o  resultado  do  Exercicio  4  e  Lima  das  equagoes  polares  obtidas  no  Exercfcio  I 
para  mostrar  que  se  restiver  em  unidades  UA,  entao  as  coordenadas  polares  da  intersegao  A  sao 
(r>0)  =  (\fi  14;  0,607), 

Tempo  Necessario  para  a  Terra  Atingir  a  Intersegao  A 

De  aeordo  com  a  segunda  lei  de  Kepler  (ver  1 1 .6.3),  a  reta  radial  do  centre  do  Sol  ao  eentro  de  um  objeto 
orbiiando-o  vane  areas  iguais  em  tempos  iguais.  Assim,  se  f  for  o  tempo  que  a  reta  radial  leva  para  varrer 
um  “setor  elfptico"  de  um  eerto  Angulo  inicial  0l  a  um  Angulo  final  $E..  (Figura  2),  e  se  T  for  o  pen  ado  do 
objeto  (o  tempo  necessario  para  compleiar  uma  revolugao),  entao 

f  area  do  “setor  dipticD” 

T  Area  da  el  ipse  inteira 


0) 


Exercicio  6  Use  a  Formula  ( 1)  para  mostrar  que 


Jr&fr 
1 

fh 


r  40 


2  m/2V  l  —  e 1 


(2) 
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Exercicio  7  Use  Lima  cakuladora  com  capacidade  de  integragao  numerica,  a  Formula  (2)  e  a  equagao 
polar  para  a  orbita  da  Terra  obtida  no  Exercfcio  3  para  detenu  mar  o  tempo  i  (cm  anos)  quc  c  nccessario  para 
a  Terra  mover-se  de  sua  posigao  inicial  aid  a  intersegao  A. 


Posigao  do  Rogue  2000  Ouando  a  Terra  Estiver  na  Intersegao  A 

O  quarto  passo  na  eslrategia  de  calculo  de  sua  equipe  e  determiner  a  posigao  do  Rogue  2000  quando  a  Terra 
aiingir  a  intersegao  Ak 


Exercfcio  S  Durante  o  tempo  que  leva  para  a  Terra  in  over- se  de  sua  posigdo  inicial  a  intersegao  A,  o 
Sngulo  polar  de  Rogue  2000  variard  do  sen  valor  inicial  =  0,45  radian  os  para  algum  valor  final  0V  que 
sobrou  para  ser  determinado.  Aplique  a  Formula  (2)  usando  o  dado  orbital  para  o  Rogue  2000  e  o  tempo  t 
obtido  no  Exercfcio  7  para  mostrar  que  Bv  satisfaz  a  equagao 

I*  r  «#-  11 

J0A5  L  1  “  e2  COS  8 

Sua  equipe  esta  agora  frente  a  frente  com  o  problem  a  dc  resolver  a  Equagao  (3)  para  um  limitc  superior 
0V  desconhecido.  Alguns  membros  da  equipe  plane  jam  utilizer  um  CAS  para  realizar  a  integragao,  afguns 
planejam  usar  tabclas  de  integragao  e  ainda  outros  membros  planejam  caleular  manual mentc,  fazendo  a 
subsitituigao  u  =  ig(W2)  e  aplicando  as  formulas  em  (5)  da  Segao  8.6  do  Volume  I . 


Exercfcio  9 

(a)  Calcule  a  integral  em  (3)  usando  um  CAS  ou  ealeulando  manual mente. 

fb)  Use  a  capacidade  de  encontrar  raizes  de  uma  calculadora  para  determiriar  o  Angulo  polar  do  Rogue 
2000  quando  a  Terra  estiver  na  intersegao  A. 


Calculando  a  Distancia  Critica 

E  tarefa  de  sua  equipe  dc  rastreamento  cm  dir  uma  notifieagao  para  varies  agendas  govern  am  entais  Sobre 
qualquer  asterdide  ou  cometa  quc  esteja  a  mcnos  dc  4  mil  hoes  dc  quiUimetios  da  Terra  cm  uma  in  ter  segao 
orbital  (Esia  distancia  c  cerca  dc  10  vezes  a  distancia  emre  a  Terra  e  a  Lua.)  Assim,  o  passo  final  no  piano 
da  sua  equipe  e  caleular  a  dist&ncia  emre  a  Terra  e  o  Rogue  2000  quando  a  Terra  estiver  na  intersegao  A,  e 
entao  de  term  mar  sc  uma  notifieagao  devera  ser  emitida. 


Exercicio  10  Use  a  equagao  polar  do  Rogue  2000  obtida  no  Exercfcio  1  c  o  resul  tado  do  Exercfcio  9(b) 
para  determinar  as  coordenadas  po lares  do  Rogue  2000  com  rein  unidades  UA  quando  a  Terra  estiver  na 
intersegao  A, 


Exercicio  / 1  Use  a  Formula  da  distancia  do  Exercfcio  73(a)  da  Segao  11.1  para  caleular  a  distancia  entre 
a  Terra  c  o  Rogue  2000  cm  unidades  UA  quando  a  Terra  estiver  na  intersegao  A.  c  entao  use  o  tutor  de  con- 
vers  So  1  UA=  1,496  x  10  km  para  detenu  mar  sc  uma  notifieagao  govern  amenta]  deverd  ser  emitida. 


Not  a:  Uma  das  aprox  imagoes  mais  perigosas  na  his  lor ia  rcccmc  ocoireu  em  30  dc  outubro  dc  1 937,  quando 
o  asteroide  Hermes  passou  a  mcnos  dc  900,000  km  da  Terra;  mais  rccen  tementc,  em  14  de  julho  dc  1968, 
o  asteroide  Icaro  passou  a  mcnos  dc  23.000.000  km  da  Terra. 


Modulo  por  Mary  Ann  Connors,  USMA,  Wes/  Point,  e  Howard  Anton,  Drexel  University 


3, 


p  f  t  u  I  o 


o 


0  que  sc  vetores  enfurecidos 
girarem  cm  tamo  de 
siia  cahccci  adonuecida 
e  lo  mar  cm  forma. 

Nttfica  hd  a  nccesstdade 
de  temer  a  violmdo  da 
tempest  tide  abstrata  do  pobre 
muttdo. 

— Robert  Penn  Warren 

Poet  a 


ESPAQO 

TRIDIMENSIONAL; 

VETORES 


esfce  capital  o,  discutrremos  si  stem  as  de  eoordenadas  retangutares  em  tres  dimensoes 
e  estudaremos  a  Geometric  Anafitica  da  retas,  pianos  a  outras  superficies  basicas,  0 
s  eg  undo  tema  deste  capftulo  e  o  estudo  de  vetores.  Estes  sao  os  objetos  matematicos 
que  os  ffsicos  e  engenheiros  usam  para  estudar  forgas,  desiocamentos  e  veloddades  de  obfe- 
tos  que  se  movent  ao  longo  de  caminhos  curvrlineos,  Mais  geralmente,  os  vetores  sao  usados 
para  representar  quaisquer  entidades  fisicas  que,  para  sue  descripao  complete,  envoi vam  tanto 
uma  magnitude  quanto  uma  dire^ao  e  sentido,  Introduziremos  varies  operates  a  l  ge  brie  as 
sobre  vetores  e  apticaremos  essas  operagoes  em  problemas  que  envoi  vam  forga,  trabalho  e 
tendencies  rotacionais  em  du as  e  tres  dimens5es.  Finalmente,  discutiremos  sistemas  de  coor- 
denadas  cih'ndricas  e  ester  ices,  que  sao  aprOpriados  para  problemas  que  envoi  vain  varies  tipos 
de  s  i  metres  e  tambem  tem  aplica^oes  especifioas  em  navegagao  e  na  hflecanica  Celeste. 


Foto:  Para  descrever  compfetamente  o  movimento  de  urn  barcof  precisamos  especiftcar  sit  a  vefocidade,  direqdo  e  senti- 
do  do  movimento  em  coda  instante.  Juntos,  a  velocidade,  a  diregdo  e  o  sentido  do  movimento  descrevem  uma  quantida- 
de  uvetoriaP\  Neste  capital o  estudaremos  vetores. 

12.1  COORDENADAS  RETANGULARES  NO  ESPAQO;  ESFERAS; 
SUPERFICIES  CILINDR1CAS 


Nest  a  seqdo,  discutiretnos  st  sterna  \  de  eoordenadas  no  espapo  tridimensional  e  al guns  fat  os 
has i cos  a  respeito  de  superficies  em  tres  dimensdes. 


M  SISTEMAS  DE  COORDENADAS  RETANGULARES 

Assim  como  os  pontos  do  espago  bidimcnsional  podem  ser  colocados  em  correspondencia 
bijetoracom  os  pares  do  numcros  reals  usando  duas  rotas  eoordenadas  perpend  icularas,  tarn- 
hem  os  pontos  do  espago  tridimensional  podem  ser  eoloeados  em  eorrespond&neia  bijetora 
com  os  ternos  de  numeros  reais  usando  tres  retas  eoordenadas  perpend  ieulares,  denominados 
eixo  jct  eixoy  t  eixo  z ,  posieionados  de  taf  forma  que  suas  origens  coincidum  (Figura  12,11). 
Os  ires  eixos  eoordenados  for  mam  urn  sis  tema  de  eoordenadas  retangu  fares  (on  sis  tema 
de  eoordenadas  cartesianas).  O  ponto  de  intersegao  dos  eixos  eoordenados  6  denominado 
origem  do  si  stem  a  de  eoordenadas. 

Os  sistemas  de  eoordenadas  retangu lares  no  espago  tridimensional  se  dividem  em  duas 
eategorias:  os  sistemas  com  a  regra  da  mao  esquerda  e  os  com  a  regra  da  mao  direita .  Um 
si  stem  a  com  a  regra  da  mao  direita  tern  a  seguirue  propriedade:  quando  os  dedos  da  mao  di¬ 
reita  sao  fcchados  de  tal  mode  que  se  cur  vam  do  eixo  x  positive  em  diregao  ao  eixo  v  positive, 


CapitulolE  /  Espago  Tridimensional  ;Vetores  7&7 


A  t 


Regra  cl  a 
'■*  jti^o  direita 


Figura  I2J.2 


entao  o  polegar  aponta  (mass  ou  menos)  na  dtregao  do  eixo  z  positive  (Figura  1 2. 1 .2).  Arsalo 
gamente  para  um  si  stem  a  com  a  regra  da  mao  esquerda  (Figura  12. 1.2),  Neste  livro  somente 
utilizaremos  sistemas  com  a  regra  da  mao  direha. 

Os  eixos  coord  cn  ad  os.  tornados  aos  pares,  determ  in  am  tr£s  pianos  coordenados:  o  pia¬ 
no  xy,  o piano  xz  e  o  piano  yz  (Figura  ]  2. 1 .3).  A  cacla  porno  P  do  espago  podemos  associar 
um  terno  dc  numeros  reais,  pas  sand  o  ties  pianos  pdo  porno  P  paralelos  aos  pianos  coorde¬ 
nados  e  lomando  a,  h  e  c  como  as  coordenadas  da  imersegao  desses  pianos  com  os  eixos  a,  v 
c  z>  respect  ivamente  (Figura  12. 1 ,4),  Dizemos  quo  at  b  c  c  sao  as  coordenadas  a,  y  c  z  de  P, 
re  spec  i  ivy  me  rue,  e  denotamos  O  porno  P  por  (a,  bt  c)  ou  por  Pia,  b,  c)r  A  Figura  l 2.  I  ,5  mostra 
os  pontos  (4,  5,  6)  e  (-3,  2,  -4), 


Assim  como  os  eixos  coordenados  em  um  sistema  de  coordenadas  bidimensional  divi¬ 
dend  o  espago  bidimensional  cm  quatro  quadrantes,  igualmente  os  pianos  coordenados  em  um 
sistema  de  coordenadas  tridimensional  dividem  o  espago  tridimensional  em  oilo  partes,  cha¬ 
in  atlas  de  oc tanies ,  O  con  junto  de  pontos  com  as  ties  coordenadas  posit  ivas  forma  o  primeiro 
octante ;  os  octantes  restantes  nao  tern  uma  enumeragao  padiao. 

O  lei  lor  deveria  ser  capaz  dc  visual  izar  os  scguinles  fafos  sobre  sistemas  de  coordena¬ 
das  retan eu lares  tridiniensionais; 


RHtilAO  dksciucAo 

piano  *v  Connsis-te  em  lodes  os  pontos  da  forma  (a.  y,  0) 
piano  xz  Consiste  cm  todos  os  pontos  da  forma  (a,  0,  z) 
piano  yz  Consistc  em  Lodos  os  pontos  tin  forma  (0,)\  z) 
eixo  x  Consiste  em  todos  os  pontos  da  forma  (a,  0,  0) 
eixo  v  Consiste  cm  todos  os  pontos  da  forma  (0.  y,  0} 
eixo  z  Consiste  cm  todos  os  pontos  da  forma  (0.  0,  z) 


■  DISTAMCIA  NO  ESPAQO TRIDIMENSIONAL 

Para  deduzir  uma  formula  para  a  distanciacntre  doi.s  pontes  no  espago  tridimensional,  conie- 
cemos  constderando  uma  caixa  cujos  lados  medem  a,  b  e  c  (Figura  12. 1 .6).  O  compri memo  d 
da  diagonal  de  uma  caixa  pode  scr  obtido  aplicando  duas  vezes  o  Teorema  de  Pilagoras;  pri¬ 
meiro,  para  mostrarque  uma.  diagonal  da  base  tern  compri  memo  yV  Hh  P,  entao  novamente 
para  mostrar  que  o  compri  memo  da  diagonal  da  caixa  6 


Podemos  obtci;  agora,  uma  formula  para  a  distancia  d  enire  dots  pontos  >■,,  z,)  e 
Pi(x2i  y?i  z2)  no  espago  tridimensional,  determinando  o  comprimento  da  diagonal  de  uma 
caixa  que  lenha  esses  pontos  como  cantos  da  diagonal  (Figura  12. 3 .7).  Os  lados  de  uma 
tal  caixa  tem  compri  memos 


Figura  12.16 
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Figura  12.1.7 
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Figure  12.1.8 


Lembre-se  que  no  espago  bi dimen* 
stonal  a  equagao  padrao  do  cfrculo 

com  ceniro  ui:i.  jfl)  e  raio  r  £ 

(x  -  Clj)  +  ( V  -  y<3)  =  r 

Comparand^  Ls$o  com  (4),  vemos 
quo  a  equate  padriio  do  uma  esfera 
no  espago  tridimensional  tern  a  mos- 
ma  forma  quo  a  equa^o  padr^o  de 
urn  cfrculo  no  espago  bi  dimensional, 
mas  com  um  lermo  adicionai  para  dar 
conta  da  s  a  reel  ra  coordenada. 


e,  por  conscqiiciicia  dc  (1),  a  d  island  a  d  enlrc  os  pontos  P}  c  P*  c 

d  =  Vte -*■)*  +  («  -Ji)1 +  (»-«,)*  (2) 

(onde  omitimos  o  sinal  desnecessario  do  valor  absolute). 


Lembre-se  que  no  espaco bidimsnsronal  a  distanda  d entre  dais  pontes P y.)  e  P2{ jc3,  y2)  e 

d  =  f{xi  “.cl)2  +  (>l2  “  yO1 

Desse  moefo,  a  formula  da  distancia  no  espago  tridimensional  tom  a  mesma  forma  que  a  formula  no  espago  bi  di¬ 
mensional.  mas  tein  o  rerceiro  termo  para  dar  conta  da  dimensao  adicionai.  Veremos  que  isso  6  uma  ocorrencia 
cornu m  na  extensao  de  formulas  do  espago  bidi mensional  ao espago  tridimensional. 


►  Exemplo  1  Determine  a distanda d entre  os  pontos  (2,  3,  “I )  e  {4,  —1 , 3). 

Solugao  Da  For  m u  I  a  (2 ) 

d  =  i/(4  —  2J"  +  ( —  I  “  3)“  +  (3  +  I )"  —  s/3 6  =  f> 


■  ESFERAS 

Lembrc-se  que,  cm  urn  si  Stern  a  de  coordcnadas  x\\  o  conjunlo  de  pontos  (x  v)  cujas  coorde- 
nadas  satisfa/em  uma  equagao  cm  v  e  v  e  chamado  de  grdfico  da  equagao.  Analqguinenfe,  eni 
um  si  stem  a  de  coordcnadas  xyz,  o  eon  junto  de  pontos  (x>  v,  z)  cujas  coordcnadas  sat  is  fa /cm 
uma  equagao  em  r\\  v  e  z  6  chamado  de  grdftco  da  equagao,  For  exemplo*  considere  a  equagao 


■V2  +  y2  +  Z2  =  25 


(3) 


Esta  equagao  pode  ser  reescrita  conio 


yX  +7  + 12  =  5 


de  modo  que  o  grdfico  de  (3)  consists  em  Lodos  os  pontos  que  e.stao  a  uma  distSncia  igual 
a  5  unidadcs  da  oiigem.  Assim,  o  graiico  desta  equagao  c  uma  esfera  de  raio  5  centiada  na 
origem  (Figura  12.1.8). 

Em  geral,  a  esfera  com  cemro  (.q, ,  yt] ,  zj  c  raio  rconsiste  naqueles  pontos  (x,  >\  z)  cujas 
co  orde  nadas  sa  t  is  fazem 


ou,  dc  modo  equivalent 


Z (a-  -  ao)2  +  ( v  -  y0):  +  (z  -  :n)2  =  r 


U  -  A'o)2  +  (>■  -  Jo)2  +  (z  -  Zo):  =  i'2 


(4) 


Essa  c  chain  ad  a  a  equaqdo  padrao  da  esfera  com  eentro  (\rJ)  v0,  zj  e  raio  r.  Alguns  exemplos 
sao  dados  na  label  a  seguinte. 


pquacAo  grAfico 

(jt  -  3)"  +  (v  -  2)“  +  (z  “  1  )2  =  9  Esfera  com  ceniro  (3.2,  I )  e  raio  3 

(.v  +  \  )2  +  y2  +  (z  +  4) 2  =  5  Esfera  com  eentro  ( -  L  0.  -4)  e  raio  V5 

x2  +  y2  -f  z~  =  1  Esfera  com  centra  (0.  0,  0)  e  raio  [ 


Se  os  termos  em  (4)  sac  e  lev  ados  ao  quadrado  e  reagrupados,  entao  a  equagao  resuUanle 
tern  a  lorma 


x2  +  y2  +  z2  +  Gx  +  Hy  -f-  Iz  +  J  =  0 


(-5) 
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O  exemplo  seguinte  mostra  como  o  centre  e  o  raio  de  uma  esiera  quo  esla  expressa  nessa 
Forma  pod  cm  ser  obtidos  completando  os  quadrados. 


►  Exemplo  2  Determine  o  centre  e  o  raio  da  esl’era 

x2  +  y2  -f  z2  “  2x  —  Ay  *f  8*  -f  J  7  =  0 

Solugao  Podemos  coloear  a  equagao  na  Forma  (4)  completando  os  quadratics: 

(x7  -  lx)  +  (y1  -  4v)  +  (r  +  8z)  =  - 17 
(x2  -2x  +  i )  +  (y2  —  4y  +  4)  +  (z2  +  8z  +  16)  =  -17  +  21 
(x  -  l)1  +  O’  -  2)2  +  (z  +  4)2  =  4 
que  6  a  equagao  da  esfera  com  cemro  (1,  2,  -4)  e  raio  2,  < 


Em  gcral,  completando  os  quadratics  cm  (5),  resulta  uni  a  equagao  da  forma 

(a-  -  X0  r  +  (y  -  yo)2  +  (z  -  Zo)2  =  k 

Sc  k  >0,  entao  o  grafico  dessa  equagao  c  unia  esfera  corn  centro  (a0,  yfl,  zft)  c  raio  VX.  Sc  k  =  0, 
entao  a  esfera  tem  raio  zero  c  porta nto  o  grafico  c  o  unico  ponto  U0,  yf?}  z^>Sek<  0T  a  equagao 
nao  c  satisfeita  por  quaisquer  valores  tic  ,v,  y  c  z  (por  que?),  logo  nao  ha  grafico. 


12*1*1  teorr m  a  Uma  equa  gdo  da  fa  rma 

x ~  4-  y~  4^  4*  Gx  -4-  My  4“  Iz  ~h  J  —  0 

rep  resent  a  uma  e  fie  ra,  um  ponto  on  nao  possui  grafico. 


Figura  IX 1. 9 


■  SUPERFICIES  C1L1NDRICAS 

Embora  seja  natural  fazergraticos  tic  equagoes  com  duas  variaveis  no  espago  bidimensional 
e  de  equagoes com  tres  variaveis  no  espago  tridimensional,  6  possfvel  lambern  fazer  graficos 
de  equagoes  com  duas  variaveis  no  espago  tridimensional.  Por  exemplo,  o  grafico  da  equagao 
y  -  x2  eirt  um  si  sterna  coordenado  xy  6  uma  parabola;  conludo,  podemos  escrever  essa 
cquagao  corno  y  =  .r  +  Qz  c  indagar  sobre  o  seu  grafico  no  sistema  de  coordenadas  xy  z> 
Para  oblcreste  gidfico,  preci samos  observarsomente  que  a equagao  y =.v2  nao  impoe  qual¬ 
ifier  restrigao  sobre  Assim,  sc  cneontrarmos  valores  x  ey  que  satisfizerem  csta  cquagao, 
entao  os  pontos  de  coordenadas  (x\  yt  z)  saiisfarao  lambem  a  cquagao  para  valores  arhit ra¬ 
tios  de  Zn  Geomctrieamcnte,  o  ponto  (x,  y,  z)  sifua-sc  na  reta  vertical  pclo  ponto  (a\  y,  0) 
no  piano  xy,  o  que  signifies  que  podemos  obter  o  grafico  de  y  —  X  em  um  sistema  de  coor¬ 
denadas  xyz  tazendo,  primeiro,  o  grafico  da  cquagao  no  piano  xy  e,  entao,  translandando 
estc  graft co  paraielamente  ao  eixo  z  para  obter  o  grdfico  inteiro  (Figure  1 2. 1 .9). 

O  processo  de  gerar  uma  super  Ifcie  trails  I  adando  uma  curva  plana  para  I  el  amen  le  it  al  gu¬ 
ru  a  reta  6  chant  ado  tie  extras  do,  c  as  superficies  que  sfio  geratias  por  extrusao  sao  chain  ad  as 
superficies  cilindricas.  Um  exemplo  familiar  6  a  super  tide  de  um  eilindro  circular  relo,  a 
qual  pode  ser  geratia  t  ran  si  ad  a  ti  do  um  cfrculo  paraielamente  ao  eixo  do  eilindro.  O  teorema 
seguinie  forneee  informagoes  basic  as  sobre  come  fazer  gralicos  de  equagoe  scorn  duas  varia- 
veis  no  espago  tridimensional. 


12.1.2  TEOKliMA  Uma  equagdo  que  content  apenas  duas  das  vati rives  x,  y  e  z  repre¬ 
sent  a  uma  super ffeie  edmdrica  em  um  sistema  de  coordenadas  xyz,  A  supeificie  pode  ser 
obtida  fazendo-se  o  grafico  da  equagdo  no  piano  coordenado  das  duas  varidveis  que  a  pa - 
recem  na  cquagao  e,  entao,  t ran s [adando  este  grafico  paraielamente  ao  eixo  da  varidvel 
que  nao  aparece  na  equagdo. 


700  Calculo 


Num  sistema  de  coordenadas  x  y,  o 
grafico  da  equagiox  =  1  4  uma  reta 
paraEeia  ad  eixo  v,  O  que  6  o  grafico 
dessa  equac-ao  num  aisle ma  de  coor- 
denadas  xyz? 


►  Exemplo  3  Esboce  t> grafico  dc  .v  +  z  =  1  no  espago  tridimensional, 


Soluqdo  Uma  vez  que  y  nao  aparece  nessa  equagao,  a  grafico  c  uma  supcrficic  cilindrica 
gerada  por  extrusao  paralelamente  ao  eixo  y.  No  piano  a  z,  o  grafico  da  equagao  x 2  +  z"  -  I  e 
um  circuit)  (Figura  12.1,1 0),  Assim,  no  espago  tridimensional  o  grafico  e  um  cilimlro  circular 
rclo  ao  ion  go  do  eixo  y\  < 


►  Exemplo  4  Esboce  o  grafico  dc  z  -  sen  v  no  espago  iri dimensional. 
Sohtqao  (Ver  Figura  12.1 . 1  I )  ^ 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  12.1  ( Ver pagina  792 para  respostas ,) 


1.  A  distancia  an  re  os  pom  os  ( 1 .  -2,  0)  c  (4,  0,  5}  6 _ . 

2.  0  grdfico  de  (x  —  3)"  4-  (y  —  2) 2  +  (z  4-  I)2  —  16  6 

_ de  raio _ cemruda  em _ . 

3-  A  me  nor  distancia  do  pen  to  (4,  0,  5)  a  esfera 

1  -  ])-  +  (>'  +  2)5  +  5!3  =  _ . 


4,  Scja  S  o  grafico  dear"  +  +  6z  =  16  no  espago  tridimensional, 

(a)  A  intersegno  de  .S1  com  o  piano  xz  6  mn  circuit)  de  centra 

e  raio 


(h)  A  imersegao  de  S  com  o  piano  xy  c  o  par  dc  re  las 

X  = _ ...  , . €  X  =  , 

(c)  A  infersegSo  de  S  com  o  piano  yz  d  o  par  de  retas 


EXERCICIOS  12.1  9  Rgcutso  Grafico 


1.  Em  cada  pane,  determine  as  coordenadas  do$  oitos  cantos  da 
caixa. 


2.  Uni  cubo  de  lado  4  tern  sen  centre  geomdtrico  na  origern  e  suas 
faces  para  Id  as  aos  pianos  coordenados.  Esboce  o  cubo  e  de  as 
coordenadas  dos  cantos. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


3,  Sup  on  ha  que  uma  caixa  ten  ha  suns  faces  paralelas  aos  pia¬ 
nos  coordenados  c  os  pent  os  (4,  2,  -2)  e  (-6t  3,1)  sejam 
extremes  de  uma  diagonal.  Esboce  a  caixa  c  dc  as  coordc- 
nadas  dos  seis  cantos  restames. 

4.  Sup  on  ha  qLte  uma  caixa  ten  ha  suas  faces  paralelas  aos  pia¬ 
nos  eoordenados  e  os  pent  os  (x,f  y,,  z,)  e  (x2,  y2,  z2)  sc  jam 
extremes  de  uma  diagonal. 

(a)  Determine  as  coordenadas  dos  sei s  canto®  restantes. 

(b)  Mostre  que  o  ponto  medio  do  segmento  de  reta  unindo 
{•V>V  C|)e  (a2,v2,  Z2)6 

(Ux\  +  .v2),  |{ji  +  yz),  jfei  +  zz)) 

[  Sugestd<x  apliquc  0  Tcoreina  G.  2  do  A  pen  dice  G  da 
Internet  a  ires  aresias  convcmcntesdacatxa.I 
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5.  I  nierpretc  o  gr<£flco  de  x  -  1  iit>s  eontextos 

(a)  da  mia  numdriea  (b)  do  espago  bidimensional 

(c)  do  espago  tridimensional. 

ft.  Considere  os  pontos  P( 3,  ! .  0}  e  Qi ! .  4.  4), 

(a)  Esbocc  o  triangulo  de  vertices  P.  (Jo  (1,4,  0).  Sciti 
calcnlar  distaneias,  explique  per  que  esse  triangulo  6 
ret&ngulo  e  entuo  aplique  o  Teoremu  de  Pitagoms  duas 
vezes  para  enconlrar  a  d  is  [and  a  de  P  a  Q. 

(b)  Repita  si  parte  (a)  usando  os  pontos  P.  Q  e  (3,  4, 0). 

(c)  Repita  a  pane  (a)  usando  os  pontos  P.Qc(  I ,  L  4). 


7,  Determine  o  centre  e  o  raio  da  esfera  que  tern  (L  -2,  4}  e 
(3,  4,-12)  co mo  ex  t re m os  de  uin  diametro.  [Ver  Exercicio  4.  | 

8,  Mostre  que  (4,  5.  2),  (L  7.  3)  e  (2,  4,  5)  s5o  vertices  de  um 
triangulo  equiifttero. 

9,  (a)  M ost re  quo  f2,  1 , 6),  (4, 7 ,  9)  c  (8 ,  5 ,  -6 )  sao  vdrt i ce s  do  u  in 

triangulo  reUingulo, 

(b)  Que  Venice  estti  no  Sngulo  reto? 

( c )  I  Jet  ermi  ne  a  area  do  tri  angu  lo. 

10.  Determine  a  dis i3ncia  do  ponto  (—5,  2,  —3)  ao 

(a)  piano  xy  (b)  piano  xz  (c)  piano  yz 

(d)  eixo  x  (e)  eixov  (f)  eixo  z 

1 1 .  Ei n  cada  part e ,  dele  mi  i  tie  a  eq  u  agao  pad rao  d  a  e  sic ra  q  ue  sal  i  s- 
fag  a  as  eondigbes  dadas. 

(a)  Centro  ( 1 , 0,  -i );  diSmelro  =  8r 

(b)  Centro  (-1,  3,  2)  e  pass  a  pel  a  origem, 

(c)  Uin  d  13 metro  cujos  extremos  sejam  (-1,2,  1 )  e  (0.  2,  3). 

1 2.  Determine  as  equagoes  de  d  uas  esieras  que  cstejarn  cent  rad  as 
na  origem  e  sejam  tangentes  ft  esfera  de  raio  l  centrado  em 
(3,  “2,  4). 

13.  Km  cada  parte,  determine  uma  equagao  da  esfera  coin  centre 
(2,  - 1 ,  -3)  e  que  satis  fag  a  a  eondigao  dad  a 

(a)  Tangente  ao  piano  xy. 

(b )  Ta  ngen  tc  ao  p  I  a  no  x  z. 

(c )  Ta  ngen  te  ao  p  I  a  no  y  z  T 

14.  (a)  De  [  erm  i  ne  u  m a  equagao  da  esfe  ra  i  n  scri  ta  n  o  a tbo  cent  ra- 

do  no  ponto  (-2, 1  „  3)  e  de  lados  de  eomprimenio  1  parale- 
los  aos  pianos  coordenados. 

( b )  Determ  t  ne  u  ma  eq  Liagfio  d a  es  fera  que  es ta  c  i  rc  u  n sc ri t a  ao 
cubo  na  parte  (a). 

15.  Uma  esfera  esta  ccmrada  num  ponto  do  primeiro  octame  e  e 
tan  gen  to  a  cada  um  dos  tr£$  pianos  coordenados.  M  os  ire  que 
0  centre  dessa  esfera  d  um  ponto  da  form  a  (i\  r,  r),  onde  r  6  o 
raio  da  cslera. 

16.  Uma  esfera  esta  eentrada  num  ponto  do  primeiro  octante  e  6 
range  me  a  cada  um  dos  ires  pianos  coordenados,  A  distancia  da 
origem  a  esfera  e  de  3  —  V3  unidades.  Encontre  uma  equagao 
para  a  esfera. 


17-22  Descreva  a  supeifieic  cuja  equagao  e  dada. 


18. 

19, 


20, 

21, 

22, 

23, 


25, 


26. 


28. 


.C  +  /+  r  + 1 0.c  +  4y  +2z  -  19  =  0 
j^+yz+z2-y~  0 

2C  +  2y*  +  2 V  -  lx  -  3y  +  5z  -  2  =  0 
x~  +  V1  +  z"  +  2x  -  2 y  +  2z  +  3  =  0 
Af  +  y*  +  zl  -  3a  +  4y  -  8z  +  25  =  0 
x"  +  y2  +  z2  -  2>v  -  6y  -  8z  +  1  =0 


Ei  n  cada  parte,  esboce  a  parte  da  supertTcie  que  esta  si  load  a  no 
primeiro  ociantc. 

(a)  y=x  (b)  y  =  z  (c)  x  =  z 

Em  cada  parte,  esbocc  o  grftlico  da  cquagao  no  espago  tridi¬ 
mensional. 

(a)  x-  1  (b)  y-  1  (c)  z  —  1 


Em  cada  pane,  esboce  o  grafico  da  equagao  no  espago  tridi¬ 
mensional, 

(a)  .t2  +f  =  25  (b)  /  +  z2-  25  (e)  *v2+  -2  =  25 

Em  cada  parte,  esbocc  o  grftlico  da  equagao  no  espago  tridi- 
mensional. 

(a)  y  -  ,vs  (b)  z-x2  (c)  y=zl 


Em  cada  parte,  escreva  uma  equagao  para  a  superlTcie. 

(a)  O  piano  que  content  o  ei  xo  a  e  o  ponto  (0,  1,2), 

(b)  O  piano  quo  conic m  o  eixo  y  e  o  ponto  ( 1 , 0,  2). 

(c )  O  cili  nd ro  ci re u lor  reto  que  te m  i  at o  1  c  est a  cc ntrad a  so bre 
a  ret  a  para  lei  a  ao  eixo  z  que  passa  no  ponto  (1 ,  3 , 0). 

(d)  O  ciliiidro  circular  I'eto  que  tem  raio  1  e  esta  centrado  sobre 
a  re  la  par  aid  a  ao  eixo  v  que  passa  no  ponto  (1,0.  I ), 


Determine  as  cquagoes  para  os  segutnles  cilindros  circulars 
ret  os.  Cada  ciliiidro  tem  raio  a  e  6  “tangente'-  a  do  is  pianos 
coordenados. 


A- z 


y 

4- 


a.  0) 


29 -38  Es boce  a  su  pe rfic i e  no  es pago  hi d i me n si o nal. 


29,  v  =  sen  a 
31.  ?=1  -y' 


30,  y  =  e 
32.  z  -■  cos  ,v 


33.  +  %  =  3  34,  2.x  +  3y  -  6 

35.  4jc2  +  9z!  =  36  36.  z  -  V3  -  -r 

37.  y2  -  4r  =  4  38.  yz  =  I 

j^i  39. 1  Isc  um  recurso  grjilico  para  geiar  a  curva  y  =  a"  /  (1  +  xj  no 
piano  a  y  e  entao  use  o  grafico  para  ajudar  a  esbogar  a  superffeie 
z  =  yr  l  ( I  +  y  )  no  espago  tridimensional. 

pv  40.  Use  um  recur  so  grafico  para  gerar  a  curva  y  —  x  !  (1  +  x*)  no 
piano  xy  e  entiio  use  o  grafico  para  ajudar  a  esbogar  a  supcrficie 
z  =  v  /  ( 1  +yJ)  no  espago  tridimensional. 


792  Calculo 


4 1 .  Se  u  m  ho  s  ou  ro  a  nd ar  sobre  a  es  ter  a 

a"  +  v2  -fri  2a  -  2  v  -  4z  “  3  -  0 
quao  perto  c  quao  afastado  podera  fkarda  origem? 

42.  Descieva  o  con  junto  do  todos  os  pontos  do  espago  tridi¬ 
mensional  cujas  coordenadas  satis  fagam  a  desigualdade 
x2+y2  +  r  "lr  +  8i  <8. 

43.  Descreva  o  conjunto  de  todos  os  pontos  no  espago  tridi¬ 
mensional  cujas  coordenadas  satis  fag  am  a  desigualdade 
v"  + 1  +  6y  -  4z  >  3. 

44.  A  distancia  entre  uni  ponto  P{ a.  y\  z)  e  o  ponto  A(  I ,  -2V  0)  e 
duas  ve/es  a  distineia  entre  P  c  o  ponto  /J(0,  1,1),  Mostrc  quo 
o  conjunto  dc  todos  esses  pontos  constant  utna  esfera,  e  deter¬ 
mine  o  centra  e  o  raio  da  esfera. 

45.  Con  forme  m  os  trade  na  tlgura  abaixo,  uma  bola  dc  boliehe  de 
rato  A1  e  colocada  dentro  de  uma  caixa,  grande  o  sulieiente  para 
conta  in  exatainente;  para  ser  transportada  €  cal  cad  a  em  cada 
canto  da  caixa  por  esferas  dc  isopor.  Encontre  o  raio  da  maior 
esfera  dc  isopor  que  pode  ser  us  ad  a,  |  Sugestdo:  Tome  a  origem 
de  um  si  stem  a  eartesiano  de  coordenadas  num  canto  da  caixa 
com  cixos  coordenados  ao  longo  das  arenas] 


46.  Con  side  re  a  equagao 

a'  +  y~  +  z"  4-  Gx  +  Hy  -b  Iz  4-  J  —  0 

c  seja  K  -  G2  +  H2  +  I2  -  4 J. 


(a)  Prove  que  a  equagao  represeiua  uma  esfera  so  K  >  0,  urn 
ponto  se  K  =  0  e  nao  tern  grdllco  se  A  <  0. 

(b)  No  case  ern  que  K  >  0,  determine  O  centre  e  0  raio  da  esfera. 

47.  (a)  A  ligura  em  anexo  mostra  u  ma  super  fie  ie  de  revol  ugao  que 
foi  gerada  fazendo  girar  a  curva  v  =  f(x")  no  piano  a  y  em 
tor  no  do  eixo  x .  Most  re  que  a  equagao  dess  a  super!  fete  6 
>■'  +  z"  =t/wr  [Sugestdo:  cada  ponto  sobre  a  curva  traoa 
uni  efrculo  qua ndo  6  gi ratio  cm  torno  do  eixo  x.  | 

(b)  Determine  uma  equagSo  da  superffeie  de  revolugSo  que  e 
gerada  fa/endo  girar  a  curva  y  =  e  no  piano  xy  cm  torno  do 
eixo  a, 

(c)  Most  re  que  o  elipsdide  Xd  +  4y?  +  4zz  =  1 6  e  uma  super- 
llcie  de  revol ugao  em  torno  do  eixo  a  determinando  uma 
curva  y  =  f(x)  no  piano  xy  que  gere  a  superffeie. 


48,  Em  cada  parte,  use  a  iddia  do  Exerctcio  47(a)  para  deduzir  u mu 

formula  para  a  superffeie  de  revolugao  dada, 

(a)  A  superffeie  gerada  fa/endo  girar  a  curva  x  =  f(y)  no  pi  a  no 
xy  cm  torno  do  eixo  y. 

(b)  A  superffeie  gerada  fazendo  girar  a  curva  y  =  f(z)  no  piano 
yz  era  torno  do  eixo  z. 

(c)  A  superlfcie  gerada  fa/endo  girar  a  curva  £  =  fix)  no  piano 
xz  em  torno  do  eixo  a. 


49.  Most  re  que,  para  todos  os  valores  dc  0  c  o,  o  ponto 


(a  sen  <ft  cos  8.  a  sen  (p  sen  0\  a  cos<j>) 


sitLsa-se  sobic  a  esfera  a'  +  v  +  z  -  a 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  12.T 

1 .  v'M  2.  uina  esfera:  4:  0 .  2.  -  \ )  3.  s/38  -  6  4.  (a)  (0, 0.  -3):  5  (b)  4:  -4  (c)  2;  -S 

12,2  VETORES 


Muitas  gnmde  zas  fisicas*  uus  coma  a  area ,  a  compnmento,  a  mass  a  e  a  tempemtura, 
sao  desalt  as  hneiramerm  sen  do  dada  a  magnitude  da  grande  za,  Essas  grande  zas  sdo 
denomlnadas  “esc  a  lares  Out  ms  grand  eg  as  ffs  i  cas>  denonilnadas  “v  el  ores  vt  ndo  esldo 
detenninadas  inteiramente  enquanlo  ndo  sejarn  especificados  ndo  so  a  magnitude  mas  tambem 
a  dire0o  e  o  sen  ndo,  Por  exenipio,  os  centos  sdo,  geralmeme,  desert  fos  por  sua  velocldade, 
dlregao  e  sen  lido,  dlgamos,  urn  vento  de  70  km/h  do  Nordeste,  Juntos,  a  veloddade,  a  diregdo 
e  o  sent  Ida  do  cento  fonnam  uma  quantldade  chamada  sim pie  s  merit  e  de  veloddade  do  vento. 
Outros  exemplos  de  veto  res  sdo  a  forgo  e  o  deslocamento.  Nesta  segdo,  desenvolveremos  as 
propriedades  male  mat  teas  hastens  dos  veto  res. 
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Urn  vetor  deslocamento 


Cords 


Urn  vetor  forga  agindc 
sobre  um  bloco 


Dais  veto  res  velocidedG  que 
afetam  o  movimento  de  um  barco 


Figura  12.2.1 


(a)  (b) 

Figura  1 2,2,2 


w 


C  b) 


■  VETORES  NA  FISfCA  E  ENGENHARIA 

Unm  part  icu  la  que  se  move  ao  longo  do  uma  reta  pode  mover- sc  apenas  cm  do  is  sen  lidos, 
portanto  o  sentido  do  movimento  pode  scrdcscrito  tomando  um  dos  sentidos  come  sendo  po¬ 
st  tivo  e  o  outro  conio  sendo  negative.  Desse  modo,  o  deslocamento  ou  a  variaqao  da  posiqao 
de  unri  ponio  pode  scrdcscrito  poruin  numero  real  com  sinaL  For  exempt  o,  um  deslocamento 
de  3  (™  +3)  descreve  uma  variagao  da  posigao  de  3  unidudes  no  sentido  positive,  enquanto 
que  um  deslocamento  de  -3  descreve  uma  variagao  da  posigao  de  3  unidades  no  sen  lido  ne¬ 
gative.  E  tit  re  tamo,  para  uma  partfcula  que  se  move  no  espago  bi  ou  tridimensional,  um  sinal 
de  mais  ou  menos  nao  e  suficiente  para  especificar  a  diregao  e  o  sentido  do  movimento,  sendo 
necessarios  outros  m&odos,  Um  me  to  do  e  utilizar  uma  seta,  den  om  in  ad  a  vetor T  queaponte  na 
diregao  c  sentido  do  movimento  c  cujo  comprimento  represente  a  dlstancia  do  panto  inicial 
aid  o  ponio  final  da  seta;  esse  vetor  d  denominado  vetor  deslocamento  do  movimento.  Por 
exemplo,  a  primeira  parte  da  Figura  1 2.2.1  mostra  o  vetor  deslocamento  de  uma  partfcula  que 
sc  move  do  ponio  ,4  ao  ponto  B  ao  longo  de  um  caminho  curvilfnco.  Note  que  o  comprimento 
da  seta  descreve  a  distancia  entre  os  pontos  inicial  e  final  e  nao  a  verdadeira  distancia  pei cor¬ 
rida  pela  partfcula. 

As  setas  nao  se  limitam  apenas  a  descrever  deslocamentos,  podendo  ser  usadas  para 
descrever  quaisquer  grandezas  ffsicas  que  envoi vam  tanto  magnitude  quanto  diregao  e  sen- 
lido,  Dois  exemplos  importames  sao  forgas  e  veloeidades.  Por  exemplo,  a  seta  da  segunda 
parte  da  Figura  12,2,1  mostra  um  vetor  forga  de  10  kgf  agindo  numa  cert  a  diregao  e  sentido 
sobre  um  bloco  e  as  setas  da  tcreeira  parte  daquela  figura  moslram  os  vet  ores  veloeidade  de 
um  barco,  cujo  motor  o  impulsions  a  2  km/h  paralelamenle  ao  litoral  e  o  vento  que  age  nuin 
Sngulo  dc  45°  com  o  litoral.  A  inluigao  sugere  que  os  dois  ve tores  veloeidade  serao  combi- 
nados  para  formar  alguma  veloeidade  Ifquida  para  o  barco  a  um  certo  Sngulo  com  o  litoral, 
Assim,  nosso  prime iro  objelivo  nesta  scgilo  sera  defmir  niatematieamente  as  operagoes  com 
vetores  que  possam  ser  usadas  na  determ inagSo  do  efeilo  combi nado  de  vctorcs. 


■  VETORES  DO  PONTO  DE  VISTA  GEOMETR1CO 

No  espago  bi  e  tridimensional,  os  vetores  podem  ser  representados  geometricamente  por  setas: 
a  diregao  e  sentido  da  seta  especiftcam  a  diregao  e  sentido  do  vetor  e  o  eomprimento  da  seta 
descreve  a  magnitude  do  vetor,  A  cauda  da  seta  indiea  o  ponto  inicial  do  vetor  e  a  ponta  da  seta 
indiea  o  ponto  final  do  vetor  Denotaremos  os  vetores  com  led  as  minusculas  cm  negrito,  lais 
como  a,  k,  v,  w  e  x.  Quando  diseutirmos  vetores,  estaremos  nos  referindo  aos  numcros  reals 
Como  escalares.  Os  escalares  serao  denotados  por  lelras  minusculas  cm  itulico,  tais  como  a, 
&,  v ,  w  e  v.  Dois  vetores  v  e  w  sao  considerados  iguais  (ou  entao,  equivalentes)  se  tiverem  o 
mesmo  comprimento,  a  mesma  diregao  c  o  mesmo  sentido,  case  em  que  escrevemos  v  =  \v. 
Geometric ame nle,  dois  vetores  sao  iguais  se  forem  translagoes  um  do  outre;  asslm,  os  ires 
vetores  da  Figura  12.2.2 a  sao  iguais,  mesmo  que  estejam  em  posiedes  diferentes. 

Como  os  vetores  nao  sao  afetados  por  translagao,  o  ponto  inicial  de  um  vetor  v  pode  ser 
mo  vide  para  qualquer  ponto  conveniente  A  at  raves  de  uma  translagao  apropriada,  Se  o  ponto 
inicial  de  v  for  A  e  o  ponto  final  for  B,  entao  escreveremos  v  -  AB  quando  quisermos  enfatizar 
esses  pontos  inicial  €  final  (Figura  12,2,2 b),  Se  OS  pontos  inicial  c  final  de  um  vetor  coincide 
rein,  o  vetor  tci  a  comprimento  milo:  esse  vetor  e  denominado  vetor  nulo  ou  vetor  zero  e  deno¬ 
ted  o  por  O'.  Ao  vetor  zero  nao  estao  associados  quaisquer  diregao  e  sentido,  mo  tivo  pelo  qua! 
podemos  convencionar  que,  dependendo  do  problems,  o  vetor  nulo  tem  a  diregao  c  o  sentido 
quo  for  mats  conveniente. 

Ha  varias  operagoes  algebri casque  sao  efetuadas com  vetores,  todas  originadas  na  Fisi- 
ca.  Comcgaremos  corn  a  adigao  de  vetores. 


12.2,1  DEFiMgAo  Sc  v  e  w  forem  vetores,  entao  a  soma  v  +  \v  6  o  vetor  do  ponto  ini¬ 
cial  de  v  ao  ponto  final  de  w  quando  os  vetores  estiverem  posicionados  de  tal  forma  que  o 
ponto  inicial  de  w  e  o  ponto  final  de  v  (Figura  1 2.23a), 


Figura  12.2.3 
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Na  Fig ura  12.2.36*  conslrnmios  duas  somas,  v  +  w  (fleeha  mais  cscura)  e  w  +  v  (flccha 
mais  dam),  F  evidente  quo 

v  4-  vv  =  w  4-  v 


e  que  a  soma  coincide  coin  a  diagonal  do  paralelogramo  determinado  por  vc  w*  quando  estes 
vetores  estiverem  posicionados  de  lal  forma  que  lenham  o  mesmo  porno  inicial. 

Como  os  pontos  inicial  e  final  de  0  eoineidem,  segue  quo 

<)  +  v  =  v  +  0  =  v 


12,2,2  iwkimcao  Se  v  for  uni  vetor  tiao-nulo  e  k  um  ndinero  real  nao-nulo  (urn  e sca¬ 
lar),  entao  o  multiple  e  scalar  kv  e  definido  como  sendo  o  vetor  cujo  comprimento  e  \k\ 
vezes  o  comprimento  de  v*  euja  diregao  e  a  mesma  de  v  e  cujo  sentido  e  o  mesmo  de  v  se 
k  >  0  e  o  oposto  a  v  se  k  <  0,  Definimos  kx  =  0  se  k  -  0  ou  v  =  0, 


Figura  1 2.2.7 


A  Figura  12,2.4  mostra  a  relate  geometrica  eiiire  um  vetor  v  e  varies  nuilliplos  esca¬ 
lates  dele.  Observe  que  se  k  c  a  forem  nao-nulos,  entao  os  vet  ores  v  e  k\  situam-se  na  mesma 
rein  se  sens  pontos  inieiais  eoincidirem  e*  easo  conirdrio,  em  reins  paralelas  ou  eoinctdentes. 
As, si m,  dizemos  que  v  e  kx  sao  vetores  paralelos.  Observe*  tambem*  que  o  vetor  (—  I  >v  tom  o 
mesmo  comprimento  de  v,  pordm  com  sentido  oposto.  Dizemos  que  (— l)v  e  o  negative  de  v* 
que  dertolamos  por  —  v  (Figura  1 2.2.5).  Em  particular*  -0  ~  (—  1 )()  =  0, 

A  subtragao  do  vetores  e  defmida  em  term  os  da  adigiio  e  da  mullipiicagao  cscalai  por 


v  —  w  —  v  +  (— w) 


A  diferenga  v  -  w  pode  ser  obtida  geometricamenie,  eonstruindo  pri  mci.ro  o  vetor  -w  e, 
entao*  somando  v  e  -w,  pelo  metodo  do  paralelogramo  (Figura  12.2 .6a).  Conludo,  sc  v  e  w 
forem  posicionados  de  tal  forma  que  os  pontos  inieiais  coincident,  entao  v  -  w  pode  ser  for- 
mado  mais  diretamenie,  como  mostra  a  Figura  1 2,2  .66*  tragando  o  vetor  do  ponto  final  de  w 
(segundo  lermo)  aid  o  ponto  final  de  v  (o  prime tro  termo).  No  caso  especial  em  que  v  =  w,  os 
pontos  finais  dos  vetores  coincident,  logo  a  sua  diferenga  e  II;  is  to  e, 


v  +  (— v)  —  v  —  v  —  0 


Figura  12.2.5 


Figura  12.2.6 


■  VETORES  EM  S1STEMAS  DE  COORDENADAS 

Os  problem  as  envoi  vendo  vetores  sao,  freqtien  tem  erne,  me  I  h  or  resol  vi  dos  inlroduztndo  um 
sisiema  de  coordenadas  retangulares.  Se  um  vetor  v  eslu  posicionado  com  seu  ponto  inicial  na 
origem  de  um  sistema  de  coordenadas  relangu lares,  entao  seu  ponto  final  tera  as  coordenadas 
da  forma  (ut,  is)  ou  (u,,  vlt  tsX  depen  den  do  se  e  stiver  no  espago  bi  dimensional  ou  no  espago 
tridimensional  (Figura  12.2,7).  Chamaiemos  ess  as  coordenadas  de  componentes  de  ve  esere- 
vemos  v  em  ter  mas  de  componentes  como 


V=  (Ui.th)  OU 


V  =  (V\,  t1!'  Uj) 


[riJimensioriftl 
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Em  particular,  as  vetores  zero  nas  espagos  hi  e  tridimensional  sao 

0  =  (0. 0)  c  0  =  {0, 0. 0} 

respectivamente. 

Os  comp  on  entes  fornecem  uma  maneira  simples  cle  iderclificar  ve  Lores  equivalentes. 
Por  cxemplo,  considcrc  os  vetores  y  =  (v\ ,  ^)c  w  =  (^j1;  w2),  no  espago  bi  dimensional.  Se 
v  =  w,  entao  os  vetores  tem  o  rnesmo  comprimento,  diregao  e  sentido,  e  isso  significa  que 
sens  pontos  finals  coincident  quando  sens  pontos  iniciais  sao  colocados  na  origem,  Segue 
que  t.g  -  uge  v2  =  w2 ,  portanto  mostramos  que  os  vetores  equivalentes  tem  os  mesmos  com¬ 
ponentes.  Reciprocamente,  se  i?1  =  uj,  e  ik  —  entao  os  pantos  finals  das  vetores  coincidem 
quando  os  sens  pontos  iniciais  estiverem  loealizados  na  origem.  Segue  que  os  vetores  tem 
o  rnesmo  comprimento,  diregao  e  sentido,  portanto  mostramos  que  vetores  coin  os  mesmos 
components*  sao equivalentes.  Um  argumento analogo e  valido  no espago tridimensional,  do 
modo  que  lemos  o  resultado  seg  unite. 


J  2.2.3  TEOREMA  Do  is  vetores  sao  equivalentes  se,  e  somente  sef  sens  componentes 
correspondentes  sao  iguais. 


Por  exemplo, 


(aj?,c)  =  (1,  -4,2} 


se  e  someme  se  a  =  1,  b  =  -4  e  c=  2. 


X 

> 


■  OPERAQOES  ARITMETJCAS  COM  VETORES 

O  prdximo  teorema  moslra  cotno  usar  componentes  para  efetuar  operagoes  algebrieas 
com  vetores. 


12.2.4  TEOREMA  Se  v  —  (uj ,  v2)  c  w  -  ,  v}2)forem  vetores  no  espaqo  tridimensional 

e  k  for  um  e scalar  quaiquei\  entao 

0) 

(2) 

(3) 

Analogamentey  se  v  =(v\ ,  v2 .  v^)e  w  =  {uq,  w2 .  wi)forem  vetores  no  espago  tridimensio¬ 
nal  e  k  for  um  escafar  qualquer,  entao 

(4) 

(5) 

(6) 


V  H-  W  =  {Vi  -h  tU|,  Vi  +  W2i  V$  +  U?3} 
v  -  W  =  (v\  -  W 1 ,  1)2  -  W2f  V'i  -  Wi) 
kv  —  {kv  f ,  kvz+  kv 3) 


V  4-  W  =  \V]  -f  U)\ ,  V2  +  W2} 

V  —  W  =  {Vi  —  Wi ,  V2  —  v.h) 
kv  —  (kv\ ,  A'tb) 


Nao  provaremos  esse  teorema.  Contudo,  (1)  c  (3)  deveriam  set  evidentes  a  partir  da 
Figura  12.2.8.  Figuras  analogas  no  espago  tridimensional  podem  ser  usadas  para  motivar  (4) 
C  (6).  As  Formulas  (2)  e  (5)  podem  ser  obtidas  escrevendo  v  +  w  =  v  +  (- 1  )w. 


►  Exemplo  1  Se  v  =  (—2,  0,  I )  e  w  —  (3,  5,  —4}  entao 

v  + w  =  {-2t0,  1)  4-  (3,5,  “4}  =  <1,5,  —3) 

3v  =  {-6,  0,  3} 

-w  =  (-3,  -5,4) 

w  -  2v  =  <3, 5.  -4)  -  (—4, 0.  2)  =  <7. 5,  -6)  < 
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*.y 


Figura  12,2.9 


Segue  da  parte  (6)  do  Teorema  1 2,2.6 
quo  a  express&o 

ti  +  v  +  w 

nao  e  amtngua,  uma  vez  qua  results 
o  mesmo  vetor,  independentemente 
da  maneira  em  qua  os  termos  sao 
agru  patios. 


■  VETORES  COM  PONTO  INICIAL  NAO  NA  ORtGEM 

Lembre-se  que  definmios  os  components  de  urn  veior  como  as  coordenadas  de  sen  ponto  li- 
nal,  quando  o  ponto  inicial  esttvcr  na  origern,  Consideraremos  agora  o  problema  dc  encontrar 
OS  component's  de  urn  vetor  cujo  ponto  inicial  nao  estja  na  Oiigem*  Para  sermos  especfficos, 
suponha  que  P i<A'l 9  yt)  c  Pz(x2>  v2)  sejam  pontos  no  espago  bidimensional  e  que  estejamos  in- 
teressados  cm  encontrar  os  components  do  vetor  P\Pi>  Conformc  iluslrado  na  Pigura  12.2.9, 
pod  cm  os  esc  re  ver  esse  vetor  corno 


P\P%  -  OP2  -  OP]  —  (xi,  y2)  -  {xyi  V|)  =  {x2  -  As,  >2  -  >fE> 


Assim,  moslrarmos  que  os  componemes  do  vetor  P\P2  podem  scr  obtidos  pela  subtragao  das 
coordenudas  de  scu  ponto  inicial  das  coordenadas  dc  seu  ponto  final.  Con t as  analogas  valem 
no  espago  tridimensional,  de  modo  que  estahelecem  o  resultado  seguinte. 


12.2*5  teorema  Se  P\ Pi  for  am  vetor  no  espago  bidimensional  com  ponto  inicial 
P]{x]t  )L|)  c  ponto  final  P2(x2,  y2X  entdo 


P\Pi  -  (X2  ~  xu  y2  ~  >‘i)  (7) 

Anahgamente,  se  PlP2  for  ion  vetor  no  espago  tridimensional  com  ponto  inicial 
Pfx  L,  yp  z,)  e  ponto  final  Pfxt,  >%,  z2X  entao 

P\P2  -  {*2  -  Xi 4  y%  -  y\ .22^  Z\]  (8) 


►  Exemplo  2  No  espago  bidimensional,  o  vetor  de  /Jt(  1,  3)  a  P2{ 4,  -2}  6 

P^P2  =  (4  -  1,  -2  -3)  =  (3,  - 5 ) 
c  no  espago  tridimensional,  o  vetor  de  A(0T  -2, 5)  a  5(3, 4,  -  I)  d 

AB  =  {3  -  0.  4  -  (—2),  -1  -  5)  =  (3,  6,  -6)  < 

■  REGRASDA  ARITMETICA  VETOR1AL 

O  seguinte  teorema  mostra  que  muitas  dasregras  familiarcs  da  aritmetica  comuni  tambem  sao 
validas  na  aritmetica  vetoriaL 


12*2*6  teorema  Pom  quaisquer  vetores  u,  v  e  w  e  quaisquer  escalates  a  e  Ik  as  se- 

gn  hires  re  la  goes  sao  validas: 

(a)  u  4*  v  —  v  +  u 

’W 

u 

'a 

'% 

Sj 

( b )  (u  +  v)+  w  =  u  +(v  +  w) 

(f)  d(u  +  v)  =  an  -f  nv 

(c)  u  +  0  =  0  +  u=u 

(g)  (a  +  b)u-au  +  bu 

(d)  u  +  (-u)  =  0 

(h)  lu  =  n 

Os  re  sub  ad  os  nest  teorema  podem  scr  provados  algehricamente  usando  components 
oit  geonietricamente  tratando  os  vetores  como  set  as.  Provaremos  a  parte  {b}  das  duas  marti¬ 
nis  e  detxaremos  o  restate  das  provas  comoexercfeios. 
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Observe  que  na  Figura  12.2.10  os 
veto  res  u,  v  e  w  estao  colocados  um 
apos  o  outro.  e  que  a  soma 

u  +  v +  w 

e  a  veior  do  ponto  Initial  de  u  (a  pri¬ 
me  ira  parcels)  ao  pernio  final  <ie  w 
[a  ultima  parcels).  tsso  tambem  vaie 
para  quatro  ou  male  veto  res  [Fiqufa 
12.2.11). 


Q 


w 


Fi  gura  1 2,2, 1  i 


+  .v 


Figura  12,2,12 


DEMONS' tra<; ao  {b )  (Algebrica  no  espaqo  bidimemional)  Sejam  u  =  {«]  i  li2)> v  =  iv] »  ^2} 
e  w  -  { t.o  1 ,  W2).  Entao 

(u  +  v)  4-  w  =  {{wi,  u2)  4-  (ui,  vs))  +  (iui,  w2) 

—  (i/ [  H~  iJis  W2  H"  U2}  ~\~  (ui] ,  to 2 ) 

—  ((w  1  +  trj)  4~  W i  *  (Wj  +  t^)  4“  It's) 

=  («|  +  (V\  +  Wi),  Ui  +  (V2  4-  m)} 

—  {n  1,112)  +  (ui  +  Wi,  V2  4-  W2} 

=  II  +  (v  4-  w) 


DttMONSTEACAO  (b)  ( Geometrica )  Sejam  ii,  v  e  w  representados  por  PQ,  QR  e  con- 

forme  mostrado  tia  Figura  1 2.2.1 0.  Entuo, 


v  +  w  =  QS  e  11  H-  (v  +  w)  =  PS 
U  +  V  =  PR  e  (11  4-  v)  4-  w  =  PS 

Por  eonsequ^ncia, 

(u  -f  v)  4w  =  u4  {v  +  w)  m 


m  NORMA  DE  UM  VETOR 

A  dislaneia  entre  os  ponlos  inieial  e  final  de  um  veior  v  e  chamada  de  comprimento,  norma 
ou  magnitude  de  v  c  c  denotada  por  |j  v||,  Essa  dislaneia  nao  mud  a  sc  o  veior  for  transladado, 
portanto,  para  proposkos  de  cakulo  da  norma,  podemos  super  que  o  veior  esteja  posieionado 
com  sou  ponto  inieial  na  origein  (Figura  12.2.12),  Isso  torna  evidente  que  a  norma  de  um 
veior  v  =  {v\t  lo)  no  espuqo  bidimensional  6  dada  por 


II  v||  =  7  v}  4-  vj 

e  a  norma  de  um  veior  v  —  {t?i .  ih,  U3)  no  espago  tridimensional  e  dada  por 

|[v||  =  yfv\  +  v\  +  v\ 


(9) 

(10) 


►  Exemplo  3  Determine  a  norma  de  v  =  {— 2t  3),  lOv  =  (— 20,  30)  e  w  =  {2,  3,  6). 
Solnqao  De  (9)  e  ( 1 0) 

IM|  -  ^i~2)2  4-  32  =  773 
||  1 0v ||  =  7<-20)2  4-  302  =  71300=  1C7b 
II  w||  =  sf  l1  4-  32~+&  =  749  =  7  * 


Observe  que  |]  K)v  j|=  10||  v||  no  Exemplo  3.  Isso  e  consistente  com  a  Dcfinigao  12.2.2, 
que  estipulou  que  0  eomprimemo  de  A  v  deve  ser  |  k\  vezes  0  eomprimento  de  v;  isto  e, 


Assim,  por  exemplo 


HJfevIt  =  |A|  I v It 


|pv||  =  |3]  |  v  |  =  3  [|  v  |] 

— ||  =  |  —  2|  ||  v  ||  —  2||  v  |I 


Isso  se  aplica  tanto  a  velores  no  espaqo  hi  quanto  tridimensional. 


(in 
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t- 

A  i 


(0,  ]  J 


A' 

— [> - > 

(LO) 


tZ 

(0, 0,  ] ) 


>  Os  0.0) 


V 

H> — ► 
(0,  1.0) 


/; 

Figura  12*2-13 


■  VETORES  UN1TARIOS 


Uni  vo h>r  do  eomprimcnLo  ]  6  denominado  vetor  u nitdrio .  Num  sislcma  do  coordenadas  .v y, 
os  vetorcs  unitar  ios  ao  longo  dos  eixos  a  c  v  sao  deuotados  por  i  c  j,  res  poet  ha  me  me  cT  num 


sisiema  do  coordenadas  xyzt 


os  ve tores  unitarios  ao  longo  dos  eixos  x,  y  o  z  sao  denoiados 


por  i,J  o  kt  respective mente  (Figura  12,2,13).  Desse  modo, 


*=(1.0),  j  =  {0.  1) 

i=  (1,0,0),  j  =  (0,1.0),  k  =  (0.0,1) 


Hspa^o  hi  dimensional 


Espago  tridPran  sterna  I 


Todo  vetor  no  espago  bidimensional  pode  ser  expresso  de  maneira  union  em  lermos  de  i  e 
jT  enquanto  quo  no  espaqo  tridimensional  pode  ser  expresso  de  maneira  rinica  cm  lermos 
de  i,  j  c  k,  como  segue: 

V  =  (u3 ,  to)  =  {vi,  0)  +  (0t  V2)  =  V\  { L  0}  +  u2{0>  3 )  §§  iqi  -j-  v2) 


v  =  (uj .  v2,  t'3)  -  Vi  (1,0.  0)  +  i?2(0f  1,  0)  +  t*(0,  0,  1}  =  u3i  +  v2i)  + 


►  Exemplo  4 


KSJ'ACO  iMDIMKNSiOKAL 

HSl ’AQ  >  y  ELI  111  ME rSS3< )N  At . 

(2.  .1)  =  2i  +  3j 

<2. 

-3.4)  =  2i  -  3j  +  4k 

As  duas  notagoes  para  vetores  ilus- 

(-4,  0)  =  -4i  +  Oj  =  -4i 

(0. 

3,0) 

=  33 

tradas  no  Exemplo  4  sSo  complete- 

(0. 0)  =  01  +  Oj  =  0 

(0, 

0,0) 

=  Oi  +  Oj  +  0k  ^  0 

men lo  inte/cambj&veis,  sendo  a 
coJha  uma  quest^o  do  convoni^ncia 

(3i  +  2j)  +  (4i  +  j)  =  7i  +  3j 

(3i 

+  2j  • 

-  k)  -  (41  -  j  +  2k)  =  -i  +-  3j  -  3k 

oo  da  prefar^ncia  pe&soal. 

5(6i-2j)  =  301-1  Oj 

2(1 

+  ,i“ 

k)  +  4(1  -  j)  =  61  -  2j  -  2k 

II 21  -  3j  ||  =  V22  +  {-3)2  =  Vl  3 

Hi- 

*2j- 

3k  |  ™  V 1 2  4-  22  +  (-3)"  =  V 1 4 

lUV  +  v2j||  ^  Vu?+  l?2 

\\{v 

l>j)||  =  Vl/|  +  vl  +  vj 

M  NORMAUZANDOUM VETOR 

Um  problems  conium  nas  apliea^oes  e  oncontrar  uni  vetor  unitario  u  quo  lenha  a  mesma 
diregfio  c  so  nil  do  de  algum  vetor  v  nSo-nulo  dado*  Isso  pode  ser  feito  mu  I  Lip  Mean  do- sc  v  pelo 
recfpmco  do  sou  comprimenio;  isto  e. 


n  — 


v  — 


IMI 


d  um  vetor  uni  far  io  com  a  mesma  direguo  e  semi  do  quo  o  vetor  v:  a  dire^ao  e  o  sentido  sao  os 
niesinoSj  pois  k  =  1  /||  v  j[  c  um  oscular  posit  ivot  o  o  com  prim  on  to  c  L  pois 


1 H  =  ll^'vll  =  |A'|l|v||  =  A||vl|  =  — — -j-  |l  v||  =  1 

IMI 

O  processo  dc  multiplieagao  de  um  vetor  v  pelo  reciproco  dc  sou  comprimento  para  obter  um 
vetor  uniiario  com  a  mesma  dire^ao  e  sentido  6  chamado  de  normaliza^ao  de  v* 


DQMINIO  PATECNQLQGIA 

Muitos  recursos  computations  is  po- 
dem  realizar  opera  goes  voloriais  e 
asguris  \bm  embutidas  operates 
de  norma  a  normalizagSo,  So  a  sua 
caiculadora  tiver  estas  capacidades. 
use^a  para  voriflear  os  c^lcutos  nos 
Exemplos  ir  3  &  5, 


►  Exemplo  5  Determine  o  vetor  unit&io  com  a  mesma  diiegao  C  sentido  quo  v  =  2i  +  2j  -  k. 

Soiuqao  O  vet  or  v  te  m  o  c  om  pri  men  to 

]|v||  =  1/22  +  22  +  (-l)3  =  2 
portanto,  o  vetor  u nitdrio  u  na  mesma  dircgao  c  sentido  de  v  e 

U  -  ±y  ==  ~i  +  |j  -  M 
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■  VETORES  DETERMiNADOS  FOR  COMPRIMENTO  E  ANGULO 

Sc  v  for  um  vet  or  nao-nulo  com  o  seu  ponto  i  racial  11a  oiigem  dc  urn  si  si  cm  a  dc  eoordenadas 
ay,  c  sc  0  tor  o  angulo  entre  o  cixo  a-  positive)  c  a  retu  radial  at  raves  dc  vt  entao  o  componentc 
x  dc  v  podc  scr  cscrito  conio  ||  v  ||cos  enquanto  que  ||  v[|sen  0  c  o  com  pone  ntc  y  (Figura 
12,2. 14);  port  an  to,  v  podc  scr  expresso  na  forma  trigonometries  Como 


v  =  II  v ||  {cos  0,  sen  0}  on  v  =  ||v||cos#i  +  ]|v||sen0j 
No  caso  especial  de  mu  vetor  unitario  u,  isso  simplifica  para 

u  =  {cos  6 ,  sen  0}  ou  u  —  cos  Oi  4-  sen  0  j 


(12) 


<13) 


►  Exemplo6 


(a)  Determine  o  vetor  de  comprimemo  2  que  faz  uin  Angulo  de  it  /4  com  o  cixo  x  positive. 

(b)  Determine  o  angulo  que  o  vetor  v  =■  —  %/3i  4-  j  forma  com  o  cixo  x  positive. 

Soluqao  (a  )  Dc  (12) 

v  =  2  cos  —  i  4  2  sen  —  j  —  \/2i  4-  a/2  \ 

4  4 J 


Sotugao  (/j)  Vamos  normal izar  v,  usar  (13)  para  encontrar  sen  0 e  cos  0 e  entao  usar  esses 
valores  para  encontrar  0 .  Normal izando  v  obtem-se 

v  _  -C3i+j  S. 

I|V|1  7(~V3)2+  !2  2  2 

Assim,  cos  0  =  -V3/2  c  sen  0  =  donde  conclunnos  quo  0  =  5.t/6,  ^ 


A.  Z 


A  (0.  4^J 


Figura  12.2.15 


/?(2,  5. 0) 


■  VETORES  DETERMINADGS  POR  COMPRIMENTO  E  UM  VETOR  NA  MESMA 
D1REQAO  E  SENTIDO 

E  um  problema  comum  em  aplicaqoes  que  a  diregao  e  o  sentido  nos  espagos  bi  ou  tridimen¬ 
sional  sejam  determinados  por  algum  vetor  unitdrio  u  e  que  queiramos  encontrar  os  compo- 
nentes  do  vetor  v  que  ten  ha  a  mesma  diregao  e  sentido  que  ti  e  algum  comprimento  especift- 
cado  ||  v  ||.  Isso  podc  scr  feito  ex  pres  sari  do  v  como 


v  —  v  llu 


v  e  igiuiE  a  comprint rito  v^/jcjs  um  vcior  uiilt^rio  na  mesma  diuj^loi;  sentido 


c  entao  observando  os  componcnles  dc  ||  v|]u. 


Exemplo  7  A  Figura  1 22. 1 5  mostra  um  vetor  v  de  comprimento  s/5  que  se  estende  ao 
Ion  go  da  reta  passando  por  A  c  Br  Encontre  os  componcnlcs  de  v. 

Solugdo  Vamos  encontrar,  primeiro,  os  componcntes  do  vetor  entao  normal izamos 
este  vetor  para  obter  um  vetor  unitdrio  na  diregao  de  v  e  depois  multiplicamos  este  vetor  uni- 
tario  por  |[v[|  para  obter  o  vetor  v.  Os  c&leulos  sao  os  seguintes: 

AB  =  (2.  5, 0)  -  {0.  0, 4)  =  {2,  5,  -4} 


\]AB\\  =  yft?  +  52  +  (-4)2  =  C45  =  3^5 


AB 

\]AIS\\ 


v  =  [|v|| 


4 


3\/J  3%/5  375. 


2 


5 


\\AB\\/ 


3a/5’ 3VT  3yf5i 


2  5 
3s  3 


4 

3 
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A  tiniea  fof^-a  F,  +  F3  tern 
o  mesmo  efeitc  do  quo  ss 
duas  formas-  F,  e  F2, 


Figura  12*2.16 


Flyura  12*2.17 


■  RESULTANTE  DE  DUAS  FORMAS  CONCORRENTES 

O  eleito  que  uina  forga  ex  ere  e  sob  re  uni  objeto  depends  da  magnitude,  da  diregao  e  do 
sent  id  o  da  lb  re  a  e  do  ponto  na  qual  foi  aplicada.  Ass  tin,  as  formas  sao  consideradas  eomo 
sen  do  giandezas  vetoriais  e,  de  laio,  as  operagoes  algdbrieas  com  vetores  que  delinimos 
nesta  *segao  Lem  sua  origem  no  estudo  das  forgas*  Por  example,  e  urn  fato  da  Ffsica  que 
se  duas  forgas  F,  e  F,  forern  aplicadas  em  um  mesrno  ponto  de  urn  objeto,  entao  as  duas 
forgas  Lem  o  mesmo  efeito  sobre  o  objeto  do  que  a  unica  forga  F;  +  F3  aplicada  naquele 
ponto  (Figura  1 2,2, 16).  Os  ffsicos  e  engenheiros  denominam  Fs  +  F2  a  resultante  dc  F,  e 
F2  e  dtzem  que  as  forgas  F,  c  b\  sao  conc&rrentes  para  indicar  que  el  as  for  am  aplicadas 
no  mesmo  ponto. 

Em  muitas  aplicagoes,  sao  conhccidas  as  magnitudes  dc  duas  forgas  concorrcmes  c 
o  Sngulo  entre  clas  e  o  problema  e  o  de  encontrar  a  magnitude,  diregao  e  sent  id  o  da  resul¬ 
tants*  Poi  exemplo,  de  acordo  com  a  Figura  12*2*17,  vamos  suporque  sejam  conhccidas 
as  magnitudes  das  forgas  F,  cF2eo  angulo  b  entre  das,  e  que  estejamos  interessados  em 
encontrar  a  magnitude  da  resultante  ¥]  +  F2  e  o  angulo  a  que  a  resultante  faz  com  a  forga 
Ft.  Isso  pode  ser  resolvido  por  mdtodos  trigonometricos  baseados  nas  Ids  dos  senos  e  dos 
cossenos.  Para  isso,  lembre-se  que  a  lei  dos  senos  aplicada  ao  trifmgulo  da  Figura  12.2. 1 8 
afirma  que 

a  b  c 


c  a  Id  dos  cossenos  implies  que 


sen  a  sen/?  sen  y 


c2  =  tr  +  b 2  -  lab  coav 


De  acordo  com  a  Figura  12.2.19,  e  usando  o  fato  de  que  cos  (n  -  b)  “  ~  cos  b,  tem-se  a 
pa i  tii  da  lei  dos  cossenos  que 


Figura  12*2.18 


Fill 

Figura  12*2.19 


IIFj  +  F2H3  =  «F,  f  +  l|F2f  +  2||F,  ||  ||F2 1|  cos  <f> 
Alem  disso,  segue  da  lei  dos  senos  que 


li Fill  _  II F;  +  Fall 

Sen  of  scii(j r  —  b) 

0  que,  com  a  ajuda  da  identidade  sen  (jr  -  6)  -  sen  b,  pode  ser  expresso  como 


IF*# 

sen  tx  —  ■ 

II  Ft  +  F2 

II  sen  <p 

(14) 


(15) 


►  Exemplo  8  Suponha  que  duas  forgas  sejam  aplicadas  nurna  argola  conformc  a  Fi¬ 
gura  12.2.20.  Determine  a  magnitude  da  resultante  e  0  Angulo  0  que  da  faz  com  o  eixo  a 
positive. 


Soluqao  E  dado  que  ||  F,  ||  =  200  N  e  ||  F-J|  =  300  N  e  que  0  angulo  entre  os  vetores  F,  c  V  6 
6  -  40s*  Assim,  segue  de  ( 1 4)  que  a  magnitude  da  resultante  6 


IIF,  +  Fall  -  v/IIF,!!1  +  IIFj!2  4-  2j|F , || |F2 |[cos^> 

=  ./(200)2  +  (WO)3  +  2(200)  (300)  cos  40° 
^471  N 

Alem  disso,  segue  de  ( 15)  que  o  ftngulo  a  entre  FL  e  a  resultante  e 


a  =  arc  sen 


I  Fill 


l|F|  +  F2| 


sen  b)  are  sen 


300 

4tT 


sen  40' 


24,2" 
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Assim,  o  &ngulo  0  quo  a  rcsulianic  la/  com  o  cixo  positivo  <5 

9  =  a  +  30°  &  24,2 °  +  30"'  =  54,2° 

(Fig  Lira  12.2.21)  + 


A  resultante  de  Ires  ou  mais  forgas 
concorre  riles  pode  ser  determinada 
trabaihando  em  pares.  Por  example,  a 
resultante  de  tres  forgas  concorrentes 
pode  ser  determinada  descobrindo 
a  resultante  de  quaisquer  duas  das 
tr&s  formas  a.  entao,  descobrindo  a 
resultante  da  quo  la  resulianie  com  a 
terc&ira  lorga. 


EXERCICIOS  DE  CQMPREENSAO  12.2  ( Verpagina  804  para  respostas,) 


1*  Se  v  =  (3,  -L  7)  e  w  =  {4,  10-5).  cntao 

(a)  IM|  = _ .  (b)  ?  +  w  = _ 

(c)  v  -  w  = _  (d)  2v- _ . 

2,  O  vetor  unit^rio  na  diregao  e  sen  tide  de  v  =  (3,  -1,  7)  6 


3.  O  vetor  umidrio  do  espa^o  tridimensional  que  faz  tun  Angulo  de 
rr/3  com  o  eixo  x  positive  e  _ _ . 


4*  Considere  os  pontes  A  (3,  4.  0)  e  #(Q.  0.5). 

(a)  AB  —  _ _ 

(b)  Se  v  for  um  vetor  com  mesnia  dtrecao  e  sentido  que  AB  c 

tie  comprimcnto  igual  a  \fl.  entile  v  —  . 


EXERCICIOS  12,2 


1-4  Esbocc  os  vetores  com  sens  pontos  iniciais  na  origem. 


L 

(a) 

(2,  5} 

(b) 

(-5, 

-4) 

(G) 

{2,  0) 

(d) 

-5i  +  3j 

(e) 

3i  - 

2j 

(0 

-6j 

2. 

(a) 

H, 7} 

(b) 

(6,- 

•2} 

(G) 

(0.  -8} 

(d) 

4 1  -E-  2j 

(c) 

-2i 

-J 

(0 

4i 

3. 

(a) 

<1,-2.  2 > 

(b) 

<2, 2,-1} 

(c) 

-[  +  2j  -l-  3k 

(d) 

2i+3j-k 

4. 

<- 1  •  3,  2) 

(b) 

<3,4.2) 

(c) 

2j  -k 

(d) 

i  ”  j  +  2k 

5-6  Determine  os  com pon ernes  do  vetor  e  eshoce  urn  vetor  equi¬ 
valents  com  sen  ponto  inicial  na  origem. 


— > 

7-8  Detenu i  tie-  os  c  om po tienie s  do  vetor  P\  /V 


7, 

(a) 

7J,  (3,  5).  (2. 8)  (b) 

P,  (7,  -2),  P z  (0,  0) 

(g) 

P ,  (5,  -2,  !)■  P;;  (2*  4*  2) 

8. 

(a) 

ra  (-6^2),  p,  (-4,-1)  (b) 

P}  (0, 0,  0),  P2  (-1 , 6,  1) 

(c) 

/5a  (4,  1,-3),  P2  (9,  1,-3) 

y. 

(a) 

Determine  o  ponto  final  de  v  * 

-  3l  -  2j  so  o  ponto  inicial  for 

( 1  •  -2). 

(b) 

Determine  o  ponto  inicial  de 

v  =  (-3,  1.  2)  se  o  ponto  linal 

Idr  (5,  0.  ™3), 


(2.  3,  0) 


10.  (a)  Determine  o  pon  to  linai  de  v  —  (7, 6)  sc  o  ponto  tnicial  for 
(2,-1). 
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(b)  Determine  o  panic  final  de  v  =  i  +■  2j  -  3k  se  o  porno  uncial 
for  (-2.1, 4). 


11-12  Efetue  as  operagoes  indicadas  com  os  veto  res  u,ve  w. 


1L  u  =  3i“k,  v  =  i  -  j  ■+  2k,  w  =  3j 

(a)  w  -  v  (b)  6u  +  4w 

(c)  —  v  —  2w  (d)  4(3u  +  v) 

(e)  “S{v  +  w)  4  2u  (f)  3w  —  (v  —  w ) 

12.  u  =  (2,— 1, 3).  v  =  (4.<X-2>,  w  =  (I,  1,3) 

(a)  u-w  (b)  7v  +  3w  (c)  -w  +  v 

(d)  3(u  -  7v)  (e)  -3v  -  8w  (f)  2v  -  (u  +  w) 

13-14  Determine  a  norma  de  v. 


13*  (a)  v-{K“1) 
(e)  v  =  {-l,  2, 4) 

14.  (a)  v  -  (3, 4) 

<c)  v  =  <0.  -3,  0) 


(b)  v  =  -I  +  7j 
(d)  v  =  -3i  +  2j  +k 

(b)  v ■=  V2i  -  V? j 
(d)  v  =  I  +  j  +  k 


1 5.  Sejam  u  —  i  -  3j  +  2k,  y  - i  +  j  e  w  —  2i  +2j  -  4k.  Deter  mi  ne 

(a)  tlu  +  vli  (b)  l|u||  + 1| y |t 

(c)  |[-2u||+  2[|v|f  (d)  || 3u  -  3 v  +  w |] 


(e) 


t 


-w 


w 


CO 


I 


w 


w 


16.  E  posstvel  ler  |[u||  +  |j  v  ||  =  ||u  +  v  ||  se  u  e  v  forem  vetores  n So¬ 
il  u  1  o  $  ?  J  ust  i  I  i  quo  su  a  eon  c  I  u  s5o  geom  etrie amen  te . 


17-18  Determine  os  vet  ores  unit&rios  que  saiisfaqam  as  condi- 
goes  dad  as. 


1 7 .  (a J  Mes ma  d  t  regao  e  sen  i  i  do  qu e  - 1  +  4j , 

(b)  Senlido  oposto  a  6i  -  4j  +  2k, 

(c)  Mesma  diregao  e  senlido  quo  o  veior  do  ponto  A{-1 , 0,  2) 
ale  o  ponto  3,  1 .  1.L 

18.  (a)  Senlido  oposto  a  3i  -  4j. 

(b)  Mesma  dtregao  e  senlido  que  2i  —  j  —  2k, 

(e)  Mesma  di  regno  e  sen  Lido  quo  o  vet  or  do  ponto  A  (-3,  2)  aid 
o  porno  B(  \ .  - ! ). 

19-20  Determine  os  vetores  que  salisfagam  as  condigoes  dadas. 

19.  (a)  Senlido  oposto  a  v  =  (3.  -4)  e  a  metade  do  tamanlio  dev. 

(b)  Comprimenio  Vl7  e  o  mesmo  senlido  e  di  regno  que  v  = 
(7.  0*  —6) 

21).  (a)  Mesma  diregao  e  senlido  que  v  —  — 2i  4-  3j  e  ires  vezes  o 
eomprimemo  de  v. 

(b)  Comprimenio  2,  diregao  igitaJ  e  sett ti do  oposlo  a  y  = 
— 3i  +  4j  +Jt. 

21,  Em  cada  pane,  determine  a  forma  em  componentes  do  veior  v 

no  espago  bi  dimensional  que  ten  ha  o  comprimento  dado  e  t’aga 

o  angulo  0  dado  com  o  eixo  x  positive, 

(a)  ||  v  ||  =  3;  0=  tt/4  (b)  ||  v  ||  =  2;  9  =  90° 

(c)  ||v||”  5;  6-  120°  (d>  ||v||  =  1 :  0  =  tt 


22,  Determine  a  forma  em  components  de  v  4  w  e  v  -  w  no  espa- 
co  bidimensional,  dado  que  ||  v  ||  =  J ,  ||  w  ||  -  ] ,  v  faz  urn  Angulo 
de  n/6  com  o  eixo  a  positive  e  w  laz  um  angulo  de  3tt/4  corn  o 
eixo  x  posidvo 

23-24  Determine  a  forma  em  componentes  de  v  +  w,  dado  que  \ 
e  w  sao  vetores  unit^rios. 


28, 

29. 


32. 

33. 

34. 

35. 


Em  cada  parte,  eshoce  o  veior  u  +  v  +  w  e  expresse-o  em  forma 
de  componentes. 


Em  cada  parte  do  Excrcicio  23,  esbocc  o  veior  u  -  v  +  w  e  ex¬ 
presses  em  forma  de  componemes, 

Sejam  u  =  {1 , 3).  v  =  {2,  I)  e  w  =  {4,  -  E),  Determine  o  vetor  x 
que  satislaga  2u  -  v  +  x  =  7x  +  \v. 

Sejam  ti  =  (L  —  1),  v  =  {0t  l)ew  =  {3,  4).  Determine  o  veior  x 
que  satis faga  it  -  2x  =  x  -  w  +  3v. 

Determine  «  e  v  se  u  +  2v  =  3i  -  k  e  3u  -  v  -  i  +  j  +  k. 


Determine  u  e  v  se  u  +  v  =  {2.  “3)  e  3u  +  2v  =  {--!,  2). 

Use  vetores  para  determ inar  o  comprimento  das  diagonals  do 
paralelogramo  que  tern  lados  acljacentes  i  +  j  e  i  -  2j. 

Use  vetores  pant  determinar  o  quarto  vdrtice  de  um  paraleio- 
gramo.  ires  dos  quais  sao  (0T  0),  (1, 3)e{2,  4).  [No fa:  ha  mats 
de  uma  res  post  a.  | 


(a)  Dado  que  ||  v  ||  =  3,  determine  todos  os  valores  de  k  rais  que 
||  kv  jj  =  5. 

(b)  I >ado  que  k = -2  e  ||  kv  [|  =  6,  determine  ||  v  ||. 

O  que  sabumns  sobrc  k  e  v  se  ||  k\  ||  =  O'? 

Em  cada  parte,  determine  do  is  vetores  unitarios  no  espago  bi  di¬ 
mensional  que  satis fagam  a  condigiiodada, 

(a)  Faralelo  a  retu  v  =  3,v  +  2, 

(b)  Paralela  a  reta  a  +  v  =  4, 

(c )  1 3e  rpend  ic u  3  a  r  h  reta  y  =  -5a  +  \ . 


Em  cada  pane,  determine  dois  vetores  unitarios  no  espago  tridi¬ 
mensional  que  satisfagam  a  condigao  dada. 

(a)  Perpendicular ao  piano rv, 

(b )  Perpen d  icu  1  ar  ao  pi  a  no  x  z . 

(c )  Pe rpen dtcu  3  a  r  ao  pi  a  no  y  r . 
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ENFOCANDO  CONCEITOS 


37*  Seja  r  =  {\\  y)  u  m  vetor  arbitrdrio.  Etn  cad  a  parte,  descreva  o 
con  j  tm  to  do  tod  Os  os  pent  os  (x.  y)  no  espago  hi  dimensional 
quo  satisfagam  a  condigao  dada. 
fa)  ||r||  =  J  (b)  [|r||  <  I  (C)  ||r||>  I. 

38*  Sojam  r  =  {x,  y)  e  r,,  =  {xy  y4)),  Em  cada  parte*  descreva  o 
con  junto  tie  todos  os  pontos  (y*  y)  no  espago  hi  dimensional 
que  satisfagam  a  eondiquo  dada. 

(»)  II r - rn II  =  1  k)  llr-rnlNl  (0  llr -fnll >  1- 

39,  Seja  r  -  (r,  \\  z)  uni  vetor  arbitrario.  Em  cada  parte,  dcscre- 
va  o  con  junto  do  todos  os  pontos  (a*  y,  no  espago  tri  di¬ 
mensional  que  sattsfagam  a  eondigao  dada. 

(a)  ||r||  =  I  (b)  || r  1|  <  J  (c)  |[r||  >  I. 

40*  Seja  in  rt  -  (.vL.  yL)*  r2  =  (x2,  y2)  e  r  -  {x,  y).  S  upon  do  quo 
k>\  r2  “  r,  I  descreva  o  conjumo  do  todos  os  pontos  (x,  y) 
para  os  quais  ||  r  —  r]  |[  +  |[  r  —  r?  |j  =  L 


41  -46  Determine  a  magnitude  da  forca  result  ante  c  o  angulo  que 
e[a  faz  com  o  eixo  x  positive. 


41.  +.T 


30  Eb 


60  lb 

— > — *■ 


V 


47  48  Di  z-se  que  uma  part  feu  la  esta  cm  equilibria  es  tdtico  se  a 
resuitantc  de  todas  as  forgas  aplicadas  nela  for  zero.  No  sics  exer- 
cfcioSs  determine  a  fbrga  F  quo  deve  ser  aplicada  no  ponto  para 
prod ti /if  o  equilibria  estalico.  Descreva  F  cspccilicando  sua  mag¬ 
nitude  e  o  angulo  quo  ela  faz  coin  o  eixo x  positive. 


49*  A  ligura  abaixo  mostra  um  si  rial  de  t  rate  go  de  250  lb  susten- 
la  do  por  dors  cubes  llexiveis.  As  magnitudes  das  forgas  que  os 
eabos  aplieam  na  argola  silo  chain  adas  de  teitsoex  nos  cabos. 
Encontre  as  ten  sees  nos  cabos  se  o  sinal  de  trdfego  estiver  ern 
cquilibrio  estatico  (dciinido  acimado  Excrcfcio  47). 

SO*  Determine  as  tensbes  nos  cabos  mosirados  na  ligura  abaixo  se 
o  bloeo  estiver  em  equilfbrio  ustatico  (vet  Excrcfcio  49), 


Figura  Ex~49 


Figura  Fx-50 


51.  Diz-se  tjiie  um  vetor  vv  e  tuna  combi na^So  linear  dos  velores 
V,  e  v,  se  xv  puder  ser  expresso  como  w  s  cy,  +  c2\2,  otide  c,  e 
c2  sao  e  seal  ares. 

(a)  Determine  escalares  r,  e-  <.\  para  expressar  o  vetor  4j  como 
coinbmagao  linear  dos  veto  res  Vj  -  21  -  j  e  v>  =  4i  +  2j, 

(b)  Most  re  que  o  vetor  (3S  5)  Mo  podc  ser  ex  pres  so  como  uma 
combinagao  linear  dos  ve  Lores  v,  =  {I  *  -3)  e  v2  =  (-2,  6), 

52*  Diz-se  quo  um  vetor  vv  e  uma  combinagao  linear  dos  vetores 
vq.y,  e  v,  sc  vv  puder  ser  ex  pres  so  como  vv  =  c ,  v ,  +  c2v2  -h  c2vr 
onde  r,,  c2  e  c?  silo  escalares* 

(a)  Determine  cscalares c,,  <■-,  c  r-.  para  expressar {-1  *1*5  }como 
combinagao  linear  dos  vetores  v,  =  {1  *  0,  1),  v  =  (3*  2,  0)  e 
va=(0,M). 

(b)  Most  re  que  o  vetor  2i  +  j  -  k  nao  pode  ser  ex  press  o  como 
uma  combinagao  linear  dos  vetores  v,  =  i  -  j*  v\ = 3  i  +  k  e 
v3  =  4i  -  j  +  k. 

53*  Use  um  teoieina  da  Geometria  Plana  para  mostrar  que  se  u  e  v 
forem  velores  no  espago  bi  ou  tridimensional,  entao 

1!  u  +  v  1|  £  |j  u  (1  + 1|  v  E| 

que  6  chamada  de  deaigaaldade  triangular  paru  vetor e a .  De 
alguns  exemplos  para  ilustrar  essa  desigualdade. 

54*  Prove  algcbricamcnte  as  panes  fo),  (b)  c  (e)  do  To  ore  rn  a  i  2.2.6 
no  espago  bi  dimensional 

55,  Prove  algebricamente  as  partes  (*/)*  (g)  e  {h)  do  Teotema  1 2.2.6 
no  espago  bid  i  men  si  on  al. 

56.  Prove  geometrieamente  a  parte  (/)  do  Teorema  12,2.6. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


57*  Use  vetores  para  provar  que  o  segmento  de  reta  que  une  o 
ponto  medto  de  dois  I  ados  de  urn  tri  angulo  6  para  [do  ao 
tercet  ro  iadoe  medc  a  metade  do  com  pi  i  men  to  do  tcrcci- 
ro  Indo. 

58.  Use  vetores  para  provar  que  os  pontos  modi  os  dos  tados  de 
uni  quadriiatero  sao  os  vertices  de  inn  pamlelogmmo. 


804  Calculo 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCtCIOS  DE  COMPREENSAO  12.2 

4.  (a)  (-3.  -4.5)  (b)±AB  =  ]) 

12.3  PRODUTO  ESCALAR;  PROJEgOES 


Na  ultima  segaa,  defi tamos  ires  operates  com  vet  ores  -  adicao,  subtragao  e  multi plicaqdo 
par  escalar,  Na  multtplkaqdo  par  e scalar  am  vetor  e  midtipUcado  par  um  escalar  e  o 
resit!  tado  e  um  vetor  Nest  a  seqao,  definite  mas  um  novo  tipo  de  mttltiplicaqdo  na  qua  l  dots 
veto  res  sdo  muUipitcados  para  ptvduzir  um  escalar  Essa  ope  cacao  de  multiplicaqdo  tern 
mu  has  usos ,  a  l guns  dos  qua  is  tarn  beta  discut  ire  mas  nest  a  scour 


m  DEFINigAO  DO  PRODUTO  ESCALAR 


Ern  palavras*  o  produto  escalar  de 
dois  vmm  e  (ormado  peta  multiple 
ca§3o  de  seus  cornponerites  cor  re  $- 
poncterttes  e  peta  soma  dos  produtos 
resuliantes.  Wore  quo  o  prod u to  esca¬ 
lar  do  dois  vetores  6  um  escalar. 


1 2*3 . 1  defi  m  c  ao  Se  u  =  <«L,  1 12}  c  v  =  (v  L ,  v2)  fore  in  ve  t  ore  s  no  es  p  ago  bi  d  i  me  n  s  i  on  al , 

emao  o  produto  escalar  de  u  e  v  6  escrito  como  u  ■  v  e  e  definido  como 

II  *  V  ~  ff  |  l?|  +  ItjV 2 

Analogameiitc,  se  it  =  {u,,  u2 1  wj  c  v  -  {rE,  v2,  ty  tbreni  vetorcs  no  espago  tridimensional, 
emao  seu  prod  mo  escalar  d  definido  como 

u  *  V  =  «[i?j  “H  "h  1/3^3 


DOMTNIO  DATECNOLQGEA 

Muilos  recursos  compuiadonais  t#m 
a  disposipao  a  operapao  produto  es¬ 
calar.  Se  sua  calculadora  liver  esta 
capacidade,  use -a  para  verificar  os 
c&tculos  do  Exemplo  1 . 


►  Exempfo  1 

(3.5)  •  {—1.2}  =  3(—  1 )  +  5(2)  =  7 
(2,  3)  •  {—3,  2)  =  2(— 3)  +  3(2)  =  0 
(I.  —3.4)  •  (1,5,2)  =  1(0  + (—3X5) +4(2)  = -6 
Aqui  ostao  os  niesmos  calculos  espressos  de  outra  maneira: 

(3i  +  5j)  •  <-i  +  2j)  =  3(- 1)  +  5(2)  =  7 

(2i  +  3j)  •  <-3i  +  2j)  =  2(— 3)  +  3(2)  =  0 

(i-3j  +  4k)  *(i  +  5j  +  2k)=  i  (1)  +  (— 3)(5)  +  4(2)  =  -6  4 


■  PROPRIEDADES  ALGEBR1CAS  DO  PRODUTO  ESCALAR 


O  teorema  seguime  fornece  algumas  das  propriedades  atgebrieas  bSsicas  do  produto  escalar. 


123.2  teorema  pSV-  u,  v  e  w  forem  veto  res  no  espaqo  bi  on  tridimensional  e  a  for  um 
escalar,  emao 

(a)  it  ’  v  —  v  *  u 

Observe  a  diferenpa  entre  os  dois 

(b)  u  ’  (v  +  \v)  =  (u  t  v)  +  u  *  w 

zeros  que  aparecem  na  parte  (e)  do 
Teorema  12.3.2  -  o  zero  no  tado  es- 

(c)  a  (u  *  v)  —  (pru)  *  v  —  ti ♦  (av) 

querdo  6  o  vetor  zero  {em  negrito). 
eriquanto  que  o  zero  no  fado  direito  e 

(d)  V  ♦  V  —  ||  V  |]z 

o  escalar  zero  (tipo  lino). 

(e)  0  *  v  -  0 
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Provar Chios  as  partes  (r)  e  (d)  para  os  vc Lores  no  espago  tridimensional  e  deixaremos 
algumus  on  Iras  partes  eomo  exerefeios. 

demonstra^Ao  (c>  Sc  jam  u  =  tt2,  u^)  cv-  {14  v2,  u3)*  Entao 

afu  ■  v)  =  tf(u,u,  +  u2v2  +  44)  =  («ijL)y1  -3-  (mu  }v,  +-  (<^4)4  =  (#u)  *  v 
An  aloga  monte,  tv(u  *  v)  =  u  *  (a\) 

DrMONSTRACAO  Id)  V  *  V  —  V\  Vi  4  ih lh  4  V} 4  —  4  v\  4  v\  —  ||v||2r  ■ 

A  seguinte  forma  alternativa  da  formula  na  parte  (d)  do  Teorcma  123.2  forneee  uni  a 
mancira  util  de  expressar  a  norma  do  uni  veior  cm  term  os  tie  uni  produto  esealar: 


INI  M  Vv  •  V 


(1) 


e 


<- 


U 


S  6  o  angulo  entre  u  e  v. 


Figure  12.3.1 


Figura  123.2 


■  ANGULO  ENTRE  DOIS  VETORES 

Suponhaquc  u  e  v  sejant  vetores  n£o-nulos  no  espago  hi  ou  tridimensional  que  estejam  posi- 
cionados  tie  modo  que  sens  pontes  iniciais  coincidam.  Delinimos  o  angido  entre  uev  eoino 
sendo  o  3ngu1o  0  determ  in  ado  pel  os  vetores  que  sal  is  fa/,  a  eondigao  0  <  0  <  n  (Figura  123  A ). 
No  espago  bidmiensional,  6  e  o  menor  angulo  no  semido  anli-horario  que  urn  dos  vetores 
pode  ser  girado  ate  se  alinhareom  o  outro* 

O  proximo  teorema  forneee  nma  mancira  de  calcular  o  angulo  entre  dois  vetores  a  part ir 
de  seus  eomponentes, 

1, 2  33  T  EO  R  EM  A  Se  ti  e  v  fo  ret  n  vetot  es  nd  o -n  1 1  los  n  o  espago  hi  o  u  t  rid i  met  r  ssiona  l  e  se 
Of  or  o  angtdo  entre  eles,  entao 

11  *  V 

(2) 


11  *  V 

COS  17  — . 

MUM! 

D emonstrac ao  Suponha  que  os  vetores  us  v  c  v  -  u  estejam  posieionados  para  formar  ties 
lad  os  de  urn  triSngulo,  como  most  rad  o  na  Figura  123.2.  Segue  da  lei  dos  cossenos  que 

r.  ,|2  ..  .."f  .  ..  ,,1 


j v  —  it ||“  —  ||t]||“  4  || v ||“  -  2 1| n ]|  r V II  cos 0  (3) 

Usando  as  propriedades  do  produto  esealar  do  Teorema  123,2,  podenios  reescrever  o  lado 
esquerdo  dcsta  cquagao  como 

II v  —  ii|[2  =  (v  -  u)  *  (v  -  u) 

=  (v  —  «)  *  V  —  (v  —  u) >  « 

=  V‘V-U‘V-V‘U  +  U‘0 
=  ||v||2  -  2u  •  V  +  ||u|2 

SubsliLuindo  de  volla  cm  (3)t  temos 

II v II”  “  2u  *  v  4  ||u]|~  =  ||u||2  4  ||v|]-  “■  2 1| u || || v ||  cos# 
que  podemos  si m pi i bear  c  reescrever  como 

ii  *  v  =  jht  |  v  ||  cos  0 

Finalmcntc,  dividindo  am  bos  os  lad  os  desta  equagao  por  j|  u  ]|  ||  v  ||,  ob  temos  (2).  ■ 


►  Exemplo  2  Determine  o  angulo  entre  o  vetor  u  =  i  —  2j  +  2k  c 

(a)  v  =  -3i  4  6j  4  2k  (b)  w  —  2i  4  7j  4  6k  (c)  x  —  — 3i  4  6j  —  6k 


Solu  {'do  [a) 


cos  0  — 


II  -  V 


-ii 


ii 


21 


606  Calculo 


CL 


Fi^urn  123.3 


ii  ■  v  =  0 


ti 


Assim, 


Solu^ao  (A) 


0  -  arc  cos  (  —  ~ 2>\  2  radianos  -c  1 2 1 ,6° 


cos  9  — 


u  •  w 


0 


=  0 


11 II II wll  ||H|II|W| 

Desse  modo,  0-n/2y  o  que  sign  die  a  que  os  vetores  sao  perpeudieu  lares. 


Soiuqao  (c) 


cos  0  — 


(I  *  z 


u  z 


-27 

Wrn 


Logo,  0  =  it,  o  que  signifies  que  os  vet  ores  tern  sentidos  oposios.  Observe  que  poderfamos  ter 
vis  to  is  so  sem  calcular  &t  uma  vex  que  z  =  “3ti.  < 


■  1NTE RPR ETANOO  O  SINAL  DO  PRODUTO  ESCALAR 

E  frequentemente  conveniente  expressar  a  Formula  (2)  como 

u  *  V  —  ||u|j  ||v||  cos 0 


(4) 


quo  dd  o  produto  escaiar  tic  u  e  v  em  termos  dos  compri memos  desses  vetores  e  do  angulo 
entre  eles.  Uma  ve/  quo  u  e  v  sao  vetores  naomulos,  essa  versao  da  formula  toma  claro  que 
o  sinal  de  a  *  v  6  o  mesrno  que  o  sinai  de  cos  0.  Assim,  do  predate  escaiar  podemos  dodu- 
xir  se  o  angulo  entre  os  dois  vetores  e  agudo,  obtuse  ou  so  os  vetores  sao  perpendieu lares 
(Figura  1233). 


Figura  12.3.4 


Os  termo®  "perpendicular1  r  "bitogonaE"  e  “"normaf  s3o  comumente  irsados  para  descrever  os  objetos  geom^tri- 
cos  que  se  encontram  em  angulo  re!o.  Pot  consistency.  diremos  que  dois  vetores  sao  ortogonsis ,  um  vetor  £ 
normal  a  um  pFano  e  dois  pianos  s  So  p&rpendicufares,  Abm  die  so.  ©muora  o  vetor  zero  nio  ten  ha  um  Stngulo 
bem  definido  com  osoulros  vetores,  vamo®  consrderar  i\  ortogonat  a  todosos  vetores.  Esta  convenfao  permite- 
nos  dizer  quo  it  e  v  vetores  ortogonais  so  ©  so  monte  so  irv  =  De  toma  a  F6rmuia  (4)  v&iida  s©  u  ou  v  {ou 
ambos)  torem  nubs. 


■  ANGULOS  DIRETORES 

Em  um  sisicma  de  eoordenadas  ,v  v,  a  diregao  e  o  sentido  dc  um  vetor  nao-nulo  v  ficam  corn- 
pletainemedeiemimados  polos  angulos  ex  e  Centre  ve  os  vetores  uni  Linos  i  e  j  (Figura  12.3,4) 
e  num  si  stem  a  de  coordenadas  xyz  a  diregao  e  o  sentido  I  team  eompletamente  detenu  in  ados 
polos  angulos  aT  ft  e  y  entre  v  e  os  vetores  unitarios  i,  j  e  k  (Figura  123.5),  Em  amhos  espagos 
hi  e  tridimensional,  os  angulos  entre  um  vetor  ve  os  vetores  i,  j  e  k  sao  ehamados  de  angulos 
dire  tores  de  v,  e  os  cos  sen  os  destes  angulos  sao  ehamados  de  cos  se  nos  dire  tores  de  v.  As 
formulas  para  os  cossenos  dirctores  de  um  vetor  podeni  scr  obtidas  a  partir  da  Formula  (2). 
For  exemplo,  se  V  =  vl  i  +  v2  j  +  y,  k,  entSo 


v  *  i 


cos  a  — 


Vi 


cos  ft  — 


V  p 


lb 


v  ■ 


liviin  j 


cos  y  — 


vi 


Milk  ||  ||  v  | 


Assim  tenios  o  resultado  seguinte. 


12.3.4  TFOREMA  Os  cossenos  dirctores  de  um  vetor  nao-nulo  v  -  u,  i  +  v.2  j  +  i\  k  sdo 

V\  .  V2  Lf3 

G«sce  =  — ,  cos/!  =  — cos  y  =  — — 

|vi!  [|v]  II  v|| 


Capitulo12  i  Espago  Tridimensional  ;Vetores  $07 


+  £ 


(0,  0,  a) 


Figura  I234S 


F 


A  forca  da  gravidade  puxa  o  bloco  contra 
a  ram  pa  e  ao  longo  da  rampa  para  baixo. 


Figure  12,3,7 


Os  oossenos  dire  tores  dc  urn  vclor  v  =  v{i  +  p2  j  -e-  17  k  podem  ser  calculation  normal i/an- 
do  v  c  observando  os  com  pone  rites  dc  v/||  v[|+  pois 

v  U |  Vi  Ci 

TT7  =  TT*  +  Tr7>  +  Tirk  =  <cosff>'  +  (cos  j3)  j  +  (cos  y)k 
!tv  ||  ||v  ||  |[v||  S  v  || 


Deixamos  como  exerefeio  para  o  leitor  mostrar  que  os  oossenos  di relores  dc  um  veior  satis- 
Id /cm  a  equagao 

cos2  a  +  cos2  ft  +  cos2  y  =  I  (5) 


Exemplo  3  Determine  os  eossenos  d iretorcs  do  vetor  v  =  2i  -  4j  +  4k  e  os  angu  los  d  ire 
tores  aproximados  ale  o  grau  mais  proximo. 

Soltigdo  Vamos,  primeiro,  normal izar  o  vetor  v  e,  enlao,  obter  sous  componenel.es,  Tcmos 
quo  || v  =  4  4-  1 6  -h  16  —  6,  logo  v/||v|j  —  |  j  +  |k.  Assim, 

cos  a  =  ^ ,  cos  /J  =  —  | ,  cos  y  =  | 

Com  a  ajuda  dc  um  recurso  cnmpulacional,  obtcnios 

a  —  arc  cos  ({)  71  %  ft  —  arc  cos  (—  |)  ^  1323  y  —  arc  cos  {-)  rs  48°  < 


►  Exemplo  4  Determine  o  angulo  c litre  uma  diagonal  dc  um  eubo  e  uma  dc  suas  arcslas, 

Solugao  Suponha  que  o  cube  tenha  lado  a  e  imroduza  um  si  sterna  tie  coordenadas  conic  na 
Figura  12.3.6,  Neste  sistemade  coordenadas,  o  vetor 

d  —  ai  -j-  a  j  +  ok 

6  a  diagonal  do  eubo  e  os  vetorcs  unilarios  k  j  o  k  esiao  ao  longo  das  arcstas.  Pol  simetria,  a 
diagonal  forma  angu  l  os  iguais  com  cad  a  I  ado,  port  an  l  o  e  suliciente  e  neon  Ira  r  o  angulo  entre 
d  e  i  (o  angulo  diretor  a).  Assirn, 

d  *  i  a  a  1 


cos  a  = 


*11  lldll  777  73 


c,  per  tan  to, 


( 1 

a  =  arc  cos  |  — — 

\75 


j  S3  0,955  r;i 


rad  «  54,7  °  * 


■  DECOMPOSIQAO  DEVETORES  EM  SEUS  COMPONENTES  ORTOGONAIS 

Em  muitas  aplicagdes,  c  descjavcl  'Tlecompor '  um  vetor  numa  soma  dc  dots  vetorcs  ortogo 
natS  COm  diregbes  convcnientcmenie  cspceilicadas.  Por  exemplo,  a  Figura  123.7  mostra  um 
bloco  sohre  um  piano  indinado.  A  forga  ¥  dirigida  para  baixoquc  a  gravidade  exerce  sobre  o 
bloco  podc  scr  decomposta  na  soma 

F  =  F|  +F2 

na  qua l  a  forga  F,  e  paralela  a  rampa  e  a  forga  F:  c  perpendicular  a  ram  pa.  As  t  ot  gas  F:  e  F2 
sao  ut e is,  pois  F,  e  a  forga  que  puxa  o  bloco  ao  longo  da  rampa  e  F2  e  a  forga  que  o  bloco 
exerce  contra  a  rampa. 

Assirn,  o  nosso  proximo  objetivo  e  desenvolver  um  procedi  memo  computacional  para 
decompor  um  vetor  cm  uma  soma  dc  vetorcs  ortogonais,  Com  csta  final  idade,  sc  jam  es  e  e2 
dois  vetorcs  unitdrtos  ortogonais  no  espago  bidimensional  e  suponha  que  dcsejemos  expres- 
sar  um  dado  vetor  v  como  uma  soma 

V  “  W|  +  w2 

na  qua!  w,  e  um  mtlltiplo  escalar  de  es  e  w2  e  um  multiplo  escalar  de  e:  (Figura  I23.8rj);  isto 
c,  queremos  encontrar  e  sea  lares  k[  c  k2  tais  que 


V  =  k]  C|  +k2V2 


(6) 
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Calculo 


Podemos  encontrar  kl  tomando  o  produto  escalarde  v  coin  er  Isso  da 

v  *  C|  =  (^lC[  +  A^CzJ  1  Ct 

=  k  i  (e t  -  eL)  +  *  eJ ) 

=  M|ci||2  +  0  =k, 

e  analogamenie, 


Figurii  123.8 


V  *  =  (^I^E  +  ^2^2)  T  '  £3)  4-  ^2(^2  1  ^2)  =  0  +  jQ  11^2  || ""  =  k'2 

Substituindo  essas  expressoes  para  k{  e  k2  em  (6)  obtemos 

v  =  (v  *  €]  )«]  4-  (v  -  c2)e2  (7) 

Nessa  formula,  chamamos  (v  *  e,  }e,  e  (v  *  c,  )e3  de  componenies  vetoriais  de  v  ao  longo  de 
e,  c  e2,  respective  me  me,  e  chamamos  v  ■  e,  e  v  *  e2  de  components  esc  ala  res  de  v  ao  longo 
de  e,  e  e2,  respectivameme.  Se  B  denotar  o  Angulo  emre  v  e  e]P  emao  os  componenies  esca^ 
lares  de  v  podem  ser  escritos  na  forma  trigonometrica  como 


v  *  Cj  =  |j v ||  cos  8  e  v  ■  e2  —  [| vf|  sen  0  (8) 

(Figura  123.8/?).  A I  dm  disso,  os  componenies  vetoriais  de  v  podem  ser  expresses  como 

(v  *  C])ei  =  ( || v [| cos#)ei  e  (v  *  £2)^2  =  ( 1 1 v f [ sen  B)&2  (9) 

e  a  decomposigao  (6)  pode  ser  expressa  como 


v  1=  (||v|[cosfl)Ci  -I-  (||  v  I  sen  #)e2 


(10) 


(h) 

Figura  123.9 


►  Exemplo  5  Lima  corda  c  amarrada  rutm  bloco  de  IOQ  lb  sobre  uma  ranipa  que  tern  Lima 
indinaqao  de  30  em  telugao  ao  solo  (Figura  123.9a).  Qua  I  6  a  forga  que  o  bloco  exerce  con- 
ira  a  ram  pa,  e  qua!  e  a  lorga  que  deve  ser  aplieada  a  corda  na  diregao  para  lei  a  a  rainpa  para 
evitar  que  0  bloco  deslize?  (Suponha  que  a  ram  pa  seja  lisa,  isto  6,  nao  ha  forga  de  atrito.) 


Sohiqaa  vSeja  F  a  forga  para  baixo  devida  h  gravidade  sobre  o  bloco  (assmi  ||  F||  =  1 00  lb)  e 
set  am  F,  e  F2  os  componenies  vetoriais  de  F  paralelos  e  perpendietdares  a  rampa  (con  forme 
mo  Sira  a  Figura  1 23.9/?).  Os  compri  menios  de  F,  e  F^  sao 

|| F,  ||  =  || F || cos  60°  =  100  Q)  =  50  lb 


||F2||  -  ||  ¥ ||  sen  60°=  100 


V3 


86,6  lb 


Assim,  o  bloco  exerce  uma  forga  de  aproximadaniente  86,6  lb  contra  a  rampa  e  se  requer  uma 
forga  de  50  lb  para  evitar  que  o  bloco  des!  ize  rampa  ubaixo,  ^ 


■  PROJEgOES  ORTOGONAIS 

Os  componenies  vetoriais  do  vetor  v  ao  longo  de  e,  e  e,  em  (7)  sao  tambem  chamados  de 
pmj cedes  ortogomm  de  v  sobre  eg  e  e:  e,  comumente,  denotados  por 

projC|  v  =i  (v  *  ei)ej  e  proje;v  =  (v  *  ez)e2 

Em  geral,  se  e  for  uni  vetor  uni  tar  io,  entao  deftnimos  a  proje^ao  art  agonal  de  v  sobre  e  como 
sendo 


projcv  =  (v  ■  e)e 


(11) 
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Angulo  a"udo 
entre  v  e  b 


proj  b 


Angulo  obtuso 
ontre  v  e  t> 

Figura  12.3.10 


<■* 

i.  <- 


Ftgura  \  2.3. 1 1 


Note  quo,  na  Formula  (14),  a  quanti- 
dade  |]Fj|  cos  0  g  o  components  os- 
calar  da  forga  ao  lonqo  do  vetor  des- 
lo-camento.  Assim,  no  caso  ern  que 
cos  0  >  0,  uma  forga  de  magnitude 
|[F||  agindo  em  um  angulo  ft  realiza 
o  masmo  trabalho  qua  uma  forga  de 
magnitude  [|F||  cos  0  agindo  na  dife- 
g&o  do  movimento. 


A  projegao  ortogonal  de  v  sobre  urn  vetor  arbitrario  nao-nulo  b  pode  serobtida  normal izando 
b  et  entao*  apl.icando  a  Formula  {1 1 );  isto  c. 


prolix 


o  quc  pode  ser  rccscrito  como 


pro?bv 


bf~ 


b 


(12) 


Gcomctricamcnte,  sc  b  e  v  tivercm  um  ponlo  initial  comum,  entao  projb  v  <5  o  vetor 
determinado  quando  a  perpendicular  6  baixadadu  porno  final  de  v  sobre  a  reta  que  passa  por 
b  (ilustrado  na  Figura  12,3.10  cm  dots  casos).  Alem  disso,  c  evidente  da  Figura  12. 3 JO  quc 
sc  subtrairnios  a  proj|p  v  dc  vt  entao  o  vetor  resut  unite 


v  -  projhv 

sera  ortogonal  a  b;  vanios  chain  ado  dc  components  vet  or ia  l  de  v  ortogonal  a  b. 


►  Exemplo  6  Determine  a  projegao  ortogonal  de  v  =  i  +  j  +  k  sobre  b  =  2i  +  2  j  e  entao 
c  neon  tie  o  com  pan  erne  vetorial  de  v  ortogonal  a  b 


Sohtqao  Tern  os 

v  *  b  =  {i  +  j  +  k)  -  (2i  +  2  j)  =  2  +  2  +  0  ==  4 
||b]p  -  22  -3-  22  =  8 


Assim,  a  projegao  ortogonal  dc  v  sobre  b  e 


v  -  b  4 

P'Oji, v  =  77T^b  =  g(2j  +  2J) 


c  o  componente  vetorial  de  v  ortogonal  a  h  c 

v  “  projbv  =  (i  +  j  +  k )  -  (i  +  j)  =  k 
Esses  rcsultados  estao  dc  acordo  com  a  Figura  1 23. 11  *  < 


■  TRABALHO 

Na  Scgao  7.7  do  Volume  L  discutimos  o  trabalho  realizado  por  uma  forga  constantc  agindo 
sobre  um  objeto  quc  sc  move  sobre  uma  I  in  ha  reta.  Delhi  imos  0  trabalho  W  reali/ado  sobre 
um  objeto  por  uma  lorga  dc  magnitude  constantc  F  agindo  na  diregao  do  movimento  por  uma 
dislaneia  d  como  sendo 

W  -  Fd  —  forga  x  distfmeia  ( 1 3) 

Sc  denotarmos  por  ¥  o  vetor  forga  de  magnitude  ||F||  =  F  agindo  na  diregao  do  movimento, 
entao  pode m os  eserever  (13)  como 

w  =  ||F|</ 

Alem  dissOj  supondo  quc  o  objcto  sc  mova  ao  Ion  go  dc  uma  reta  dc  um  ponlo  P  a  um  ponto 

entao  d  —  ||  P Q  |l,  dc  mode  que  o  trabalho  pode  ser  express 0  inieiramente  na  forma  veto- 

rial  como  _ h 

W  =  \\F\\\\F(}\\ 

(Figura  1 2.3. 1 2a).  O  vetor  PQ  6  chamado  de  vetor  deslocamento  do  objeto.  No  caso  em  que 
a  forga  F  e  constantc  e  nfio  esta  na  diregao  do  movimento,  mas  faz  um  ilngulo  0  com  o  vetor 
deslocamento,  definimos  o  trabalho  W  realizado  por  F  como  sendo 

#  =  (j|F||«Jse)||^|l=F-P$  (14) 

(Figura  12,3,126). 


810  Calculo 


(a)  C  h) 

Figura  12,3.12 


►  Exemplo  7  Llm  carrinho  6  puxado  horizontalmente  por  meio de  uma  forga constame  dc 
10 1b  na  diregao  do cabo  e  a  um  ttngulo  de  60°  com  a  horizontal.  Qual  e  o  trabalho  realizado 
para  mover  o  carrinho  ao  longo de  50  pes? 


Sola  gao  In  trod  it  zi  m  os  u  ni  si  stem  a  d  e  c  oord  en  ad  as  xy  d  e  tal  form  a  q  u  e  o  vagao  m  ova-  se  d  e 
no,  0)  a  2(50, 0)  ao  longo  do  eixox  (Figura  ]  2.3, 1 3).  Nesse  sistenia  de  coordenadas 

PQ  -  50i 

e 

F  =  (]0cos60®)i  +  (lOsen  60s)  j  =  5i  +  5^3  j 
de  mode  quo  o  trabalho  realizado  e 

W  =  F  •  PQ  =  (Si  +  573j)  •  (50i)  =  250  (pc's-lb)  4 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  12.3  (Verpagina  813 para  respostas.) 


1.  {3,  1,-2}  *  (6,0,5)  =. 

2.  Suponha  que  u,  v  e  m  sc  jam  vet  ores  no  espago  tridimensional 
lais  que  ||  u  ||  =  5,  u  «  v  =  7  e  u  *  >v  =  —3, 

(a)  u  *  u  =  _ _ _  (b)  v  ■  u  =  _ _ 

(e)  u  *  (v  -  w)  = _  (d)  u  *  (2\v)  =  _ _ 

3.  Para  os  vc lores  u  e  v  do  exercicio  precedents,  se  o  angulo  outre 

u  e  v  for  ir/3,  enlao  |j  v  ||  - _ . 


4.  Os  cossenos  diretores  de  {2,  -1.  3)  sao  cos  a  = 

cos  — _ e  cos  y  — , _ 

5.  A  projegiio  oriogonal  de  v  =  Ifli  sohre  h  =  -3i  +  j  e 


EXERCICIOS  12-3 


Recurso  Grafico  c  CAS 


1 .  Em  cada  pane,  determine  o  produto  escalar  dos  veiores  e  o  cos- 
seno  do  angulo  entre  eles, 

(a)  ii  =  i  +  2j,  v  =  61-  8j 

(b)  ti  -  F"7,  -S)*  v  =  (0,  1) 

(e)  u  =  i  -  3j  +  7k,  v  =  8i  -  2j  -  2k 
(d)  ii- (-3,1.  2},.  v - (4, 2,  —5) 

2.  Em  cada  parte,  use  a  informagSo  dada  para  enconirar  u  *  v. 

(a)  || u  j]  -  1 1 1|  v ||  =  2,  o  angulo  entre  ii  e  v  <5  jt/6. 

(b)  || u ||  =  2,  || v ||  =  3*  o  Angulo entre  uevtfl 35:\ 

3.  Em  cada  parte,  determine  se  u  e  v  fazem  am  angulo  agudo.  um 
angulo  obtuse  on  se  sao  ortogonais. 

(a)  u  =  7i+3j+5k,  v=-8i+4j  +  2k 

(b)  o  =  6i  +  j  +  3k,  v  =  4i  -  6k 


(c)  u  =  {l,  I,  I).  v  =  {-1,0.0} 

(d)  u  -  (4,  1 . 6).  v  =  (-3. 0. 2} 


ENFQC ANDO  CONCEITOS 


4.  O  i  na  Eigi  l lo  n O  e S pago  ( ri  d i  me  n  s  i  on  a]  com  vert  3  ces  (-3,2*3 ), 
(2,  -2,  0)  e  (3,  1,  -4)  tem  um  ftngulo  oblLiso?  Justifique  sua 
resposla. 

5*  A  figura  a  seguir  moslra  oito  vet  ores  que  estao  espagados 
iguaJmcntc  cm  tomo  de  um  circuit)  de  raio  1.  Determine  o 
produto  esealaa1 2 3  de  v0  com  cada  tun  dos  outros  sete  veiores. 

6.  A  figura  a  seguir  mostra  seis  veto  res  que  estao  igualmente 
espagados  cm  tomo  de  um  cfrculo  de  raio  5.  Determine  o 
produto  escalar  de  v,:?  com  cada  um  dos  outros  citico  vc  lores. 
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Flgunt  Ex-5 


v4 

Fig  lira  Ex- 6 


7.  (a)  Use  vetores  para  mostrar  que  A( 2,  -1,1 ),  £f( 3, 2,  —  I ) 
e  C{ 7,  0.  -2)  sao  vertices  de  urn  triangulo  rctangulo. 
Em  qua  I  vert  tee  csta  o  angulo  rcto? 

(b)  Use  vet  ores  para  encoiitrar  os  angulos  i  uteri  ores  do 
tiilngulo  com  vertices  (-1,  0)*  (2,  -I)  e  (J ,  4),  De  os 
Angulos  at 6  o  grim  mais  proximo, 

H*  (a)  Most  re  que  sc  v  =  td  +  bj  tor  um  vetor  no  espago  bidi- 
mensionaLentao  os  vet  ones 


v  L  =  -hi  4-  .j  c  v2  =  hi  -  a  j 
sao  a  mhos  ortogonais  a  vr 

(b)  Use  o  result  ado  da  parte  (a)  para  deternlinar  dots  veto- 
res  unit  dries  qitc  sejam  ortogonais  ao  vetor  v  =  3i  -  2j. 
Esboce  os  vet  ores  vT  v,  e  v2. 

9,  Explique  pen  que  cad  a  uma  das  seguintes  expresses  nao 
la/,  sen  tide. 


(a)  ii  *  (v  ■  w) 
(c)  II  u  -  V II 


(b)  (u«v)  +  w 
(d)  a  *  (it  +  v) 


10*  E  venjadeiro  oli  falso?  Se  a '  l>  =  a  ■  c  e  sc  a  s±  0,  enlSo  b  =  c. 
Just  Hi  que  sua  condusao. 


11 .  Ve  rib  quo  as  partes  (/?)  c  (c)  do  Tcorema  1 2,1.2  para  os  vetores 
u  =  Gi  -  j  +  2k,  v  =  21  +  7j  +  4k,  w  =  i  -f  j  -  3  k  e  a  =  -  5. 

12.  Sejam  u  =  {1 , 2},  v  =  {4,  -2)  c  w  -  {6.  0).  Determine 

(a)  u  *  (7  v  +  wj  (b)  ||  (u  *  w)w  || 

(c)  ||u||{v*w)  (d)  (||u||v)  *  w 


13,  Determine  r  ta I  que  o  vetor  do  port  to  A(  I,  -I*  3}  ao  ponto 
J5(3t  0,  5)  seja  perpendicular  ao  vetor  que  parte  dc  A  ao  ponto 
P(r,  n  r). 

14.  Dc  term  \  n  e  doi  s  vet  ores  unit  £ri  os  no  espac  o  bid  i  mens  i  omit  que 
fa?am  um  angulo  de  45°  com  4i  +  3j, 


15-1  ft  Determine  os  cossenos  dire  tores  de  v  e  cortlirme  que  eles 
satisfazem  a  Equagao  (5),  Entao,  use  os  cossenos  direlores  para 
aproximar  os  angulos  dire  tores  ate  o  gran  mais  proximo. 


15.  (a)  v”]  +  j-k 

16.  (a)  v  =  3i“2j-6k 


(b)  v  =  2l  ---  2j  +  k 
(b)  v  =  3i  —  4k 


EMFOCAMDO  CONCEITOS 


1 7.  Mostre  que  os  cossenos  diretores  dc  um  vetor  satisfa/em 
cos'  a  +  cos2  ft  4-  cos2  y  -  l 


18*  Sejam  0  e  A  os  Angulos  m  os  trad  os  na  tig  Lira  abaixo.  Mos- 
tre  que  os  cossenos  diretores  de  v  pod  cm  ser  expresses 
co  mo 

cos  a  —  cos  A  cos  9 
cos  ft  =  cos  A  sen  & 
cos  y  =  sen  A 


[Sugesffto:  expresse  v  cm  forma  de  com  pone  ntes  e  normalize.] 

19*  A  figiira  abaixo  mosti'a  um  cubo, 

(a)  Determine  o  angulo  enire  os  vetores  tl  e  u  aid  o  grau 
mais  proximo. 

fb)  Faga  uma  conjectu  ra  sobre  o  angulo  enire  os  vetoies  d 
c  v  c  continue  sua  conjectura  calculando  o  angulo. 


20*  Most  re  que  os  veto  res  naomuios  v,  e  \\  sao  ortogonais  se  e 
somente  sc  sens  cossenos  diretores  satisfazem 

cos  or,  cos  a2  +  cos  cos  ft2  +  cos  y}  cos  y2  -  0 


21.  Use  o  resultado  do  Exercicio  18  para  determinar  os  angulos 
diretores  do  vetor  mostrado  na  figura  abaixo  ate  o  grau  mais 
proximo. 


22.  Determine,  atd  o  gran  mais  proximo,  o  angulo  agudo  form  ado 
por  duas  diagonals  dc  um  cubo, 

23*  Determine,  ate  o  grau  mats  proximo,  os  angulos  que  uma  dia¬ 
gonal  tic  uma  cuixa  com  di'mensdes  10  cm  por  15  cm  por  25  cm 
faz  com  as  a  rest  as  da  caixa, 

24,  Fm  cada  parte,  determine  o  component  veiorial  de  v  ao  Ion  go 
dc  b  e  o  com  po  nemo  vetoria!  do  v  ortogoual  a  l>,  Entao,  esboee 
os  vc  to  res  v,  projjj  vov-  projlf  v. 

(a)  v  -  2i  -  j,  b  =  3i  +  4j 

(b)  v  =  {4,  5},  b=<l.  -2) 

(c)  v  -  -3j  -  2j,  b  —  2i  +  j 

25.  Em  cada  parte,  determine  o  cotnponente  vetoria  I  de  v  ao  longo 
dc  b  c  o  cotnponente  veiorial  de  v  ortogonat  a  b, 

(a)  v  -  2S  -  j  +  3k,  b  -  i  +  2j  4  2k 

(b)  v  =  (47  -1.7).  -  (2,  3.  -6) 
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26-27  Exprcssc  o  vetor  v  como  a  soma  dc  um  vet  or  paralclo  a  )>  e 
uni  vetor  ortogonal  a  b. 

26.  (a)  v  =  2i  -  4jt  b  =  i+j 

(b)  v  -  3i  +  j  -  2k,  b  =  2i  -  k 

(c)  v  =  4i  -  2}  +  6k.  b  -  -2i  +  j  -  3k 

27.  (a)  v  =  {“3*  5),  1>  =  {L  1) 

(b)  v  -  (“2,  1 . 6}j  b«(0.-2,  1) 

(c)  y  =  (K4,  1)T  b  =  {3,-2*  5) 

28*  Se  L  For  Lima  reta  no  espago  bi  on  tridimensional  que  passa 
pel  os  ponies  Ae^  enlao  a  dislSncia  de  um  pen  to  P  a  reta  /*  6 

igual  ao  comprimeruo  do  components  do  vetor  AP  que  6  ono- 

gonal  ao  vetor  AB  (ver  fig  era  abaixo).  Use  esse  resultado  para 
determiner  a  distaneia  entre  o  ponto  P(  1*0)  e  a  reta  que  passa 
por  A(2,  -3)  e  5(5,1). 


P 


29*  l  Jsc  o  mcLododo  Exert  fcio  28  para  deierminar  a  di  stand  a  do 
ponto  P(— 3,  1.  2)  a  reta  quo  passa  pelos  pom  os  A{  1,  L  0)  e 
B<- 2,  3,  -4), 

30.  Con  forme  mostrado  na  figura  abaixo*  uma  crianga  com  uma 
massa  de  34  kg  repousa  sobre  um  escorregador  I  iso  (sent  atri- 
to).  que  esta  indinado  em  um  angulo  dc  45 r>  com  o  chao.  Quan¬ 
ta  forga  a  crianga  excrce  sob  re  o  escorregador.  e  quanta  forga 
devc  scr  aplicada  na  diregao  de  P  para  evitar  que  a  crianga  dcs- 
3i/,e  do  escorregador  para  buixo?  Tome  a  aceleragao  dev i do  a 
gravid ade  como  9.8  m/s'. 

31.  Para  a  crianga  do  Exercicio  30,  quanta  forga  deve  ser  aplicada 
na  direguo  e  no  semi  do  tie  Q  (mostrado  na  figura  abaixo)  para 
evitar  que  a  crianga  desli/e  para  baixo  no  escorregador? 


32.  Um  bloco  pesando  300  lb  e$t£i  suspense  pel  os  eabos  A  e  IP 
conforme  mostrado  na  figura  a  seguir.  Determine  as  forgas  que 
o  bloco  exerce  ao  longo  dos  cabos. 

;H  33.  Um  bloco  pesando  1 00  N  esta  suspense  pel  os  cabos  A  e  B,  con- 
forme  [nostra  a  figura  a  seguir. 

(a)  Use  um  recurso  grdftco  eompLiEacional  para  fazei  o  grafieo 
das  for  gas  quo  o  bloco  cxcrcc  ao  longo  dos  cabos  A  c  B 
como  fun  goes  da  Mepressao"  d. 

(b)  A  u  men  tar  a  depressao  cresce  ou  decresce  formas  sob  re  os 
cabos? 

(e)  Quanta  depressao  e  nccessaria  se  os  cabos  nao  puderem 
suportar  forgas  cm  excesso  de  150  N? 


Figura  Ex-32 


Figura  Ex-33 


34*  l )eter m  i  ne  o  t. ra ha  1  ho  real  i  zad  o  pel  a  forg a  F  =  -  3 j  ( I  i  bras )  apl  i  - 
cad  a  a  um  ponto  que  se  move  sobre  um  reta  de  (U  3)  a  (4,  7), 
Suponha  quo  a  distancia  seja  medida  em  pds. 

35.  Uma  forga  de  F  —  4i  -  6jj  +  k  newtons  e  aplicada  a  um  ponto 
quo  se  move  uma  distancia  de  15  metros  na  diregao  e  sentido 
do  vetor  i  +  j  4-  k.  Quanto  trabalho  foi  real iz ado V 

36,  U  i n  barco  vi  aj a  1 00  met i  os  ex  at  ai ne  n te  para  o  n one  e  nq  u an  to  o 
vento  exerce  uma  fore  a  de  500  newtons  em  direguo  ao  uordes- 
tc.  Quanto  trabalho  o  vento  faz? 

37*  Uma  caixa  e  arrastada  ao  longo  do  chao  por  uma  cord  a  que 
a  plica  uma  forga  de  50  lb  em  um  angulo  de  60*  com  o  chao. 
Quanto  trabalho  e  realizado  para  movimentar  a  caixa  15  pes? 

3S*  Conforme  mostrado  na  figura  abaixo*  uma  forga  de  250  N  e 
aplicada  num  barco  em  um  Angulo  dc  38°  com  o  eixo  a  posi- 
tivo.  Qua!  6  a  tbrga  F  que  deveria  ser  aplicada  no  barco  para 
prodtizir  uma  forga  resultante  de  1000  N  agindo  na  di regno  x 
posit  iva?  Ernmcie  sua  resposta  dan  do  a  magnitude  da  forga  e  o 
Angulo  com  o  eixo  a  positive  atd  o  gran  mais  proximo. 


A  V 


X 


Figura  Ex- 38 


250  N 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


39*  Sc  jam  u  e  v  lad  os  adjacent.es  dc  um  paralelogramo.  Use 
vetores  para  provarque  as  diagonals  do  paraiclogramo  sao 
perpendiculares  se  os  la  dos  forem  dc  comp  ri  men  I  os  iguais, 

40.  Sejam  u  e  v  I  ados  adjacemes  de  um  paraiclogramo.  Use  ve¬ 
tores  para  provar  que  o  paraiclogramo  6  um  retangulo  sc  as 
diagonals  tiverem  os  mesmos  compri  menlos, 

41*  Prove  que 

||u  +  v|| 1  +  |[ li  -  v||2  =  2||uj|2  +  2||v||3 

e  inlerprete  0  resultado  geometricanrente,  tmnsladando-o 
para  um  teorema  sobre  paralelogramo.s. 

42.  Prove:  u  *  v  —  ^||u  +  \]\2  —  ^[u  —  v||2. 
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43.  Most  re  que  se  v,.  v2  e  \\  Ibrem  velores  nao-nulos  mutuamente 
perpend  i  ait  ares  no  espago  Iri  dimensional,  e  se  inn  vet  or  v  no 
espago  tridimensional  for  expresso  como 

V  =C\V\  4-  C2 v?  +  C3Y3 

entao  os  esca lares  c(t  e>  e  e,  sao  dados  pel  as  formulas 

C/  =  (V  •  Vij/llv,!!2.  (  =  1,2,3 

44.  Most  re  quo  os  fres  vet  ores 

*i  =  3i  -  j  +  2k.  v2  =  i  +  j  -  k7  v*  =  i  —  5j  -  4k 

sao  mutuamente  perpend  Sc  u  lares  e  entao  use  o  result  ado  do 
Exercfcio  43  para  detemimar  os  escalates  r,.  c2  e  c?  lais  que 

C']  v  |  +  C2Y2  +  C1V3  =  i  —  j  4-  k 

04S,  Para  cada  ,v  cm  (-oo>  +oo).  sejant  u(.v)  o  vetor  que  vai  da  ori- 
gem  ao  ponto  P(x*  v)  sobre  a  cum  y—N  +  1  c  v(rv)  o  vetorque 
vai  da  origem  ao  ponto  (X\\  v)  sobre  a  re  la  v  =  -_t  -  ] . 


(a)  Use  tun  CAS  para  determ  mar,  atd  o  grau  mais  proximo,  o 
angulo  rni u into  entre  u(,v)  e  vU)  para  x  cm  (— x.,  +jxj. 

(b)  Determine  se  ex i stem  valorem  reais  de  x  para  os  quais  u(Ti) 
e  v(a)  sejam  ortogonais, 

046  *  Seja  u  um  vet  or  tint  tar  io  no  piano  xy  de  urn  si  sterna  do  eoor- 
denadas  xyz  e  seja  v  um  vetor  imitario  no  piano  yz~  Sejam  0t 
o  angulo  entre  u  e  i,  (K  o  fmgtilo  entre  v  e  k  e  seja  0  o  Ingulo 
entre  u  e  v. 

(a)  Most  re  que  cos  0  =  ±  sen  tf,  sen  02. 

(b)  Determine  0  se  0  for  agudo  e  0,  =  02  =  45 A 

(c)  Use  um  CAS  para  determinar.  at<*  o  gran  mais  proximo,  os 
valores  mdxiino  e  mfnimo  de  0  se  0  for  agudo  e  0?  =  2$,, 

47,  Prove  as  partes  (b)  e  (e)  do  Teorema  12,3,2  para  velores  no 
e  s page  iridi  me  n  si  on  al , 


^  BESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  12.3 


t  ]  t 

1.  8  2.  (a)  25  (b)7  (c)  10  (d) -6  3.  »  4.  •  — — ;  5.  9i-3j 

^14  /14  i/l4 


12.4  PRODUTO  VETO  RIAL 


Em  muitas  aplicctgdes  de  veto  res  net  Matemdtica ,  net  Fisica  e  net  Engenharia,  exists  u 
necessidade  de  determmar  um  vetor  que  seja  ortogonal  a  dots  vet  ores  dados.  Nest  a  seqdo, 
discutiremos  um  novo  tipo  de  rmdtipUcaqao  de  vet  ores  que  pode  ser  it  sad  a  para  esse  fim. 


M  DETER  MIN  ANTES 

Alguns  dos  conceitos  que  dcscnvolveremos  nesta  segao  exigem  ideias  basicas  sobre  determi¬ 
nant's,  que  sao  funqdes  que  assoc  Sum  valores  rmmdricos  a  arranjos  qttadrados  de  numeros.  For 
exempli},  se  av  a2,  h]  c  b2  Ibrem  numeros  reals,  entao  definimus  uni  determinante  2x2  por 


=  d]f?2  —  ^b] 


(1) 


O  propdsito  das  flechas  6  ajudar  a  lembrar  a  formula  -  o  determinante  d  o  produto  das  en- 
[  rad  as  da  lice  ha  que  vai  para  a  dirdla  men  os  a  produto  das  cm  rad  ns  da  llecha  que  vai  para  a 
esquerda.  Forexemplo, 


4  5 


=  (3)(5)  -  (— 2)(4)  =  15  +  8  =  23 


Um  determinante  3  x  3  e  definido  ein  term  os  de  determinantes  2x2  por 


$) 

a3 

hi  h$ 

b\  hi 

b]  hi 

b\ 

b2  h 

-  a ] 

—  02 

02  Cj 

Cl 

C]  02 

<■] 

Ci  C'3 

(2) 


O  lado  direito  desta  tbrinuia  6  facilmente  lembrado  notando  que  at,  a2  e  sao  as  emradas  na 
prime ira  "linha”  do  lado  esqtterdo  c  os  determinantes  2x2  do  lado  direito  s urgent  suprimin- 
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do  a  primeira  linha  e  unia  coluna  npropriada  do  lado  e&querdo.  O  padrao  e  o  segumte: 


"1 

a2 

! 

4l  u2 

Ci"z 

1  ■ 

aJ 

ilo  1 

ay  a? 

b  3  h  i  h3 

hi 

l?2 

£3 

-0\ 

h\  h2 

I'  £'2 

h3 

-  a2 

hi  b3 

4  C3 

+  a-\ 

C\ 

c2 

^3 

ci 

o  ci  4 

For  exemplo. 


3  —5 

1  4  -4 
0  3  2 


=  3 


4 

3 


■4 

2 


-  (-2) 


1 

0 


■4 

2 


+  (~5) 


1 

0 


4 

3 


=  3(20)  +  2(2)  -  5(3)  =  49 


Ha,  tainbtim,  deHni^oes  para  determi  names  4  x  4,  5  x  5  e  or  dens  maiores,  mas  nao  pre- 
cisaremos  delas  neste  Uvro.  As  propriedades  dos  detenu  in  antes  sac  estudadas  em  am  ramo  da 
Mate  mat  iea  chamadoAfee^ra  Linear,  mas  apenas  precisaremos  das  du  as  propriedades  dad  as 
no  teorema  seguinte. 


12,4.1  teorema 

(lt)  Se  duas  Cm  has  do  arrcmjo  de  urn  determinants  scio  iguais,  cut  do  o  valor  do  determi¬ 
nant?  £  0. 

(h)  iron  undo  entre  si  duas  linhas  do  a  non  jo  de  nm  determinant?,  multi  plica  o  valor  des- 
se  determinants  por  -  \ . 


Daremos  as  provas  das  partes  («)  e  (h)  para  deter  mi  names  2  x  2e  deixaremos  as  provas 
para  de  term  mantes  3  x  3  como  exerefdos; 


DEMONSTRACAO  (fl) 


a  i 


a  ■> 
02 


=  ~  a i 


DEMONSTRACAO  (h) 


hi 

«\ 


hi 
a  2 


=  b\ci2  “  hjo j 


a  i 

l>2 


m  PRODUTO  VETORIAL 

Agora  passamos  para  o  conceito  principal  desta  segao. 


12,4.2  dehmcao  Se  u  ~{uv  it2  u,}  cv  -  {tq,  v2,  u3)  forcm  vetores  no  espa^o  tridimen¬ 
sional,  entao  o  prod  u  to  veto  rial  u  x  v  e  o  veloi  definido  por 


ti  X  v  " 


lil  liT, 

Ml  M3 

li2 

■mm  «_■* 

i  — 

j  4- 

lh  V\ 

V\  U3 

V\ 

Ih 

on  de  mode?  equivalente, 


II  X  V  —  («2U3  —  U3V2)*  ~  («|U]t  —  li3 Vi)j  +  (ill Vi  —  1*2^1  )k  (4) 


Observe  que  0  lado  direito  da  Formula  (3)  tern  a  mesma  forma  que  o  lado  dlreito  da 
Formula  (2),  a  cliferen^a  sendo  a  notagao  e  a  ordem  dos  fatores  dos  ties  termos.  Assim,  po- 
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demos  reescrever  (3)  eomo 


4 

1 

J 

k 

u  X  v  - 

It] 

“2 

U| 

V2 

Entretanto,  is  so  6  somente  um  esq  ue  m  a  mnemdnico  e,  na  verdade,  nao  c  urn  determinante, 
uma  vez  que  as  entradas  num  determinante  sao  nunieros,  nao  ve lores. 


►  Exemplo  1  Sejam  u  =  {l)2f-2>ev  =  (3, 0t  l ),  Determine 

(a)  u  x  v  (b)  v  x  ti 


Solugdo  (a) 


XI  X  V  = 


1 

3 

2 
0 


J 

2 

0 

■2 

1 


k 

■2 

] 


i  — 


■2 

I 


i  + 


i 

3 


2 

0 


k  =  2i  -  7  j  -  6k 


Soiugdo  ib)  Poderfamos  usar  o  inetodo  da  pane  (a),  mas  nao  6  realmenle  necessdrio  efe- 
luar  qualquer  eon  La.  Preci  samos  ape  n  as  observer  quo  troeando  u  com  v  trocamos  a  segunda 
com  a  terceiru  linha  em  (5),  o  que,  por  sua  vez,  troca  entre  si  as  1  in  has  dos  determ  mantes 
2x2  cm  (3).  Mas  troeando  as  linhas  de  um  determinante  2x2  invertemos  o  sen  sinal,  de 
mode  que  o  e  l  ei  to  final  da  troca  dos  fatores  cm  uni  produto  vetorial  6  inverter  o  sinal  dos 
component es.  Asstm  lemos,  simplesmenle, 

v  x  u  =  — (u  X  v)  =  — 2i  4-  7j  4-  6k  < 


►-  Exemplo  2  Mostre  que  u  x  it  =  0  para  qualqucr  vetor  no  espago  tridimensional 


Solu  gao  Poderfamos  to  mar  u  -  n,i  +  u2  j  +  mk  e  aplicar  o  mclodo  da  parte  (a)  do  Exemplo  I 
para  mostrar  que 

i  j  k 


u  x  n  = 


Ml 


m 


it  j  U2  M3 


Entretanto,  o  calculo  efeiivo  e  desneeessaiio.  Preci  samos  somente  observer  que  se  os  dois 
fatores  no  produto  vetorial  sao  os  mesmos,  entao  cada  determinante  2  x  2  em  (3)  e  zero,  pois 
suas  linhas  sao  identieas.  Assim,  u  x  u  -  0  por  inspegSo.  -4 


■  PROPRIEDADES  ALGEBRICAS  DO  PRODUTO  VETORIAL 

Nosso  proximo  objeiivo  e  estabelecer  algumas  das  propi  iedades  algebrieas  has  teas  do  produ¬ 
to  vetorial.  No  que  segue,  e  eonvenienle  o  leitor  nao  esqueceras  diferengas  cssenciais  entre  o 
produto  vetorial  e  o  produto  escalar; 

*  O  produto  vetorial  csta  deftnido  somente  para  vc tores  no  espago  tridimensional, 
enquanlo  que  o  produto  escalar  estii  definido  para  vetores  no  espago  bi  e  tridimen¬ 
sional. 


*  O  produto  vetorial  de  dois  vetores  6  um  vetor,  enquanto  que  o  produto  escalar  de  dois 
vetores  e  um  escalar. 
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As  principals  propriedades  algdbricas  do  produto  vetorial  estao  list  ad  as  no  teorema 


a  seguir. 


Em  mullipiicacdes  num  Ericas  ordind- 
rias  e  produlos  escaEares,  a  ordem 
dos  fatores  nao  imports,  mas  no 
produto  vetorial  el  a  e  imports  nto.  A 
par  la  (s)  do  ultimo  teorema  rnostra 
quo  trooando  a  ordem  doe  fatores  no 
produto  vetorial  inverts  o  sontido  do 
vetor  resultants. 


12*4,3  TKORKMA  Se  u,  v  e  yi  fore  m  vet  ores  no  espaco  tridimensional  e  a  for  um 
e scalar,  entao 

(a)  uXv--(vxu) 

(р)  u  x  (v  +  w)  -  (u  x  v)  4*  (  tt  x  w) 

(с)  (u  +  V)  X  W  -  (u  x  w)  ■+■  (V  X  w) 

(d)  £?(u xv)  =  (au)  x v “ u x  (a  v) 

(e)  u  X  0  =  0  X  u  =  0 
if  )  u  x  u  -  i) 


k 


Pi^urn  12*4.1 


As  panes  (a)  e  (/')  1'orarn  Iraiadas  nos  Exemplos  i  e  2.  As  otitras  provas  sao  deixadas  como 
exercicios. 


Os  seguintes  produios  vetoriais  ocorrem  lao  freqiientemente  que  d  util  familiaiixar-se 
com  elcs; 


i  x  j  =  k  j  x  k  =  i  k  x  i  =  j 

j  x  i  =  -k  k  X  j  =  -i  i  X  k  —  -j 


Esses  res  nil  ados  sao  fad]  me  me  o  bud  os;  porexemplo 


i  x  j  - 


t  j  k 
1  0  0 
0  I  0 


0  0 
1  0 


I  — 


I  0 

0  0 


*  . 

J  + 


I  0 
0  \ 


k  —  k 


Entretanto,  cm  vex  de  ealcular  esses  produtos  vetoriars  cada  vez  que  forem  utilizados,  e  me- 
Ihor  usar  o  diagrams  da  Figura  12.4.  L  Neste  diagrama,  o  produto  vetorial  de  dois  vetores 
conseeuiivos  no  sentido  aiiti-horario  e  o  proximo  vetor  a  seguir,  e  o  produto  vetorial  de  dois 
vetores  consccutivos  no  sentido  horario  6  a  negative  do  proximo  vetor  a  seguir. 


ATENQAO 


Podomos  escrever  um  produto  de  tres  numeros  reais  como  Muwt  pois  a  lei  associativa  u(vw )  =  {mj)w  garante  o 
m&smo  valor  para  o  produto,  nao  im porta  onde  os  parenteses  forem  colocados,  Contudo,  a  aei  associativa  nao  £ 
v&fida  para  os  produtos  veto  ri  a  is.  Por  exemplo, 

i  X  (j  X  j)=i  X  0  =  0  e  (i  X  j)  X  j  =  k  X  j  =  -i 

e  portanlo  i  X  { j  X  j)  ^  (i  X  )}  X  j.  Assim.  nao  podemos  escrever  o  produto  vetorial  de  tres  vetores  como  u  x  v  x  w, 
uma  vez  que  esia  expressao  e  ambigua  sem  parenteses. 


m  PROPRIEDADES  GEOMETRICAS  DO  PRODUTO  VETORIAL 

G  seguinte  teorema  mostra  que  o  produto  vetorial  de  dots  vetores  6  ortogonal  a  atnbos  os 
fatores. 


12*4*4  TEORKMA 

Se  ii  e  \  forem  vetores  no  espago  tridimensional*  entao 

(a)  u  ♦  (u  x  v)  -  0 

(u  X  v  e  ortogonal  a  u) 

(i b )  v  *  (ii  x  v)  —  0 

(u  x  v  e  ortogonal  a  v) 
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Demo  11s [rare m os  a  parte  (a),  A  prova  da  parte  (h)  e  analoga. 
demonstra^ao  (a)  Sejam  n  —  (iq ,  iq,  e  v  -  (iq,  v2,  yj.  Km  So  de  (4) 

U  X  V  =  {if  2  —  U3W2,  M3W1  —  U\  U3,  /f]  1)2  --  II 2 1/|  }  (7) 

e  port  an  k> 

II  *  {11  X  v)  —  U\  (if 2 H“  tl2(u3v I  —  M I U3)  H“  «3{if  I  U2  —  1(2^1)  =  0  ■ 


►  Exemplo  3  No  Exemplo  1 ,  mostramos  que  o  prod u to  vetoriaS  u  x  v  de  u  =  { 1,  2,  -2}  e 
v  =  (3,  0,  1}  6 

uxv  =  2i  —  7j  —  6k  =  (2,  “7,  -6} 

O  Teorema  i  2,4,4  garante  que  esse  vet  or  e  orlogonal  a  u  e  v;  isso  e  eonfirmado  pelos  eSlculos 

u-  (nxv)  =  (U  -2} ■  (2,  —7,  ™6>  =  (l)(2)  +  {2)(-7)  +  e2)(-6)  =  0 
V(uxv)  =  (3,  0,  I)  ■  (2,  -7,  -6}  =  (3)  (2)  4-  (Q)(-7)  +  (1)H5)  -  0  ^ 


II  X  V 


Figura  12.4.2 


Pode  sc  provar  que  scuc  v  tor  cm  veto  res  nao-nulos  e  nao  puraMos,  entao  o  sentido 
de  uxv  relative)  aueve  determinado  pela  regia  da  mao  direita;*  isto  e>  se  os  dedos  da  mao 


dtreUa  estao  postos  cm  forma  dc  concha,  de  tal  forma  que  clcs  fecharn  dc  vi  para  v  no  sentido 
de  rotagao  que  leva  u  em  v  corn  men  os  de  1 80°,  enlao  o  polegar  ira  aponlar  grosseiramenle  na 
direqao  dc  u  x  v  (Figura  \  2,4/2),  Par  exempio,  cstabdccemos  cm  (6)  que 


i  x  j  =  k ,  j  X  k  =  i ,  k  X  i  -  j 

que  esta  dc  acordo  corn  a  regra  da  mao  direita  (v critique), 

O  teorema  a  seguir  1  ista  mats  algumas  p  replied  ades  geometrical  import  antes  do  pro- 
duto  vc tonal. 


12 AS  teorema  Sejam  11  e  v  vetores  nao-nulos  do  espago  tridimensional  e  seja  0  o 
angitlo  entre  esses  vetores  quando  e  stive  re m  posidottados  de  ml  forma  que  os  sens  porno  s 
in  ida  is  co  in  t  idam , 


(a)  |[  11  x  v)i  - 1| n [J  I  v ||  sen  $ 

(b)  A  area  A  do  paralelogramo  que  tern  u  e  v  coma  tad  os  adjacent  es  e 


A  —  ||ii  X  v || 


(c)  11  x  v  =  0  se  e  somente  se  11  e  \  fore  m  vetores  pa  rale  l  os,  isto  e,  se  e  somenie  se  eles 
forem  midtiplos  e  scat  ares  um  do  out  tv . 


I.)  E  M ONSTK  A(’ AO  (a) 


111  IE  il  II V II  sen  0 


u  V 


IvJ— ■ cosT$ 


=  u  V 


(11  -  v)‘ 

hw 


I  - 


Teorema  1 2,'Xl 


=  VllulPlIvll2  -  (u  ■  V)2 


=  v  +  ifj  +  4-  vi  4- 1/5)  —  (ji|Uf  4-  U2V2  4- 

—  \f  ( w  ? U3  —  ^3 m)”  4  (w  ]  U3  —  M3V 1 )_  4  (u  1  th2  —  2 t- e ) “ 


=  llu  X  v 


Vgt  rot  riHilo  (4). 


*  Lembrc-sc  que  concordamos  cm  considcrm  ncslc  livno  somcnlc  sislcmas  dc  coordcuadas  que  sausfn^am  [i  regra  du  mao  direita.  Sc 
fivesseinos  usado  sislenins  dc  coordetmdas  qtnf  satis! at," am  a  regra  da  mTio  esquerda.  usanames  aqui  jna  "re^m  da  mao esquerda“ 
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Figura  12.4,4 


DOWIInIO  DATECNQLQGfA 

Muitas  calcufadoras  estSo  munirtas 
das  operates  produto  vetorial  e  de¬ 
terminants  Se  voce  tiver  uma  ca  leu  - 
ladora  que  lenha  essa  capaddade. 
use-a  para  conferir  as  comas  dos 
Exemplos  1  e  5. 


demons  i  k At; .io  ( b )  Com  referenda  a  Ftguni  1 2.4.3,  o  para lelo gram o  que  lenha  u  e  v  eomo 
lados  adjacentcs  pode  ser  visto  conio  lendo  base  ||  u  ||  e  a  It  ura  ||  v||  sen  ft  Ass  im,  sua  area  A  6 


A  =  (base  )(altura)  =  |]u[|  |[  %r  |j  sen  0  =  |f u  x  v 


demo nstr Af,’ ao  { c )  Supondo  que  ii  e  v  sejant  vetores  nao-ruilos,  segue  da  parte  (a)  que 
u  x  v  =  0  se,  e  sememe  se,  sen  0  -  0;  isso  d  verdadeiro  se,  e  somente  se,  B  =  0  ou  0  =  71  (uma 


vc/  que  0  <  0  <  tt).  Geometri  cam  onto,  isso  signified  que  uxv-0  se,  c  somente  se,  uev 
fore  m  vetores  para  3  el  os,  ■ 


►  Exemplo  4  Determine  a  area  do  iriangulo  deicrrninado  polos  pent  os  ^,(2,  2,  0), 
P2{-l,0,2)e/^(0*4,3). 

Solugdo  A  area  A  do  triaiigulo  6  a  metade  da  area  do  paralelogramo  deienninado  polos 
vetores  P\P2  e  P\Py  (Fig ura  ! 2,4.4),  Mas  P\P2  ={-3,  -2,  2}e  P\P$  =(-2, 2, 3),  logo, 

WxW  =  {-10.5,-10} 

(verifique)  e  consequentemente 

/I  =  i||M  X  Mil  =  T  < 


■  PRODUTO  MISTO 

Se  u  —  {«,,  h3,  v  —  (iq,  v2,  iq)  e  w  -  {uq,  yq,  yc)  forem  vetores  no  espa^o  tridimensional, 
entao  o  nuniero 

u  ■  (v  x  w) 


6  ehamado  dc produto  misto  dc  u,  v  e  \v.  Nao  6  necessario  caleular  o  produto  esealar  e  o  veto- 
rial  para  caleular  o  produto  misto  -■  o  valor  pode  ser  obtido  dire  tame  me  da  formula 


U  J  (v  X  w)  — 

«l  "2 

U,  V2 

Hi 

Vi 

m  W2 

Wj 

cuja  validade  pode  ser  vista  esc  rove  ndo 


II  *  (  v  X  w)  —  u  * 


l?2 

W2 


t'3 


V\ 

Wb 


«] 

li? 

«3 

V\ 

V2 

W[ 

W  2 

y.?3 

V3 

W? 


+  W3 


V\ 

W] 


V-2 

W-2 


p-  Exemplo  5  Caicule  o  produto  misto  u  *  (v  x  w)  dos  vetores 

u  =  3i  -  2j  -  5k,  v  =  i  +  4j  -  4k,  w  =  3j  +  2k 


Solugao 


u  *  (v  X  w)  = 


3 

1 

0 


4 

3 


* 
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ii 


Figura  12*4.5 


Segue  da  Formula  [10)  que 

u  ■  (V  x  w)  —  ±  V 

O  +  ocoire  quando  u  Faz  urn  Angulo 
agudo  com  v  X  w  e  o  -  quando  eie 
faz  um  anguFo  obtuso, 


■  PROPRIEDADES  GEOMETRICAS  DO  PRODUTO  MISTO 

Se  u*  v  e  w  forem  vetores  nao-nulos  no  espugo  tridimensional  que  estao  posie  ion  ados  de  for¬ 
ma  tal  que  os  pontos  iniciais  coincidam,  cmao  esses  vet  ores  formam  lados  adjacentes  de  urn 
paralelepfpedo  (Figura  12 .4.5).  O  leorema  seguime  estabelece  uma  relagao  e  litre  o  volume 
dcste  paralelepfpedo  e  o  produto  misto  de  sens  lados. 


12,4,6  tkokkma  Sejam  u,  v  e  \v  vetores  nao-nulos  no  espaeo  tridimensional. 

(a)  O  volume  V  do  paraielepipedo  qtte  tern  ut  v  e  w  como  a  rest  as  adjacent#  $  e 

V  =  |ii  ■  (v  X  w)||  (10) 

(b)  ui(v  X  w)  -  0  se,  e  somente  sc\  u,  v  e  w  e  stive  re  m  situados  no  mesmo  piano. 


\ici\stka£AO  (a)  Em  referenda  a  Figura  12.4.6,  vamos  considerar  a  base  do  paralele- 
uvln  rom  ti,  v  c  w  como  lados  adjacentes  como  sendo  o  paralclogramo  deterniinado  por 
ssimt  a  area  da  base  6  |j  v  x  w||  e  a  aliura  h  do  paralelepfpedo  (mosirado  na  figura) 


icdo  com  u,  v  c  w  como  lados  adjacentes  como  sendo  o  para  lei  ogramo  deterniinado  por 
i  w.  Assim*  a  area  da  base  6  ||  v  x  \v||  e  a  aliura  h  do  paralelepfpedo  (mosirado  na  figura) 
>  comprimento  da  projegao  ortogonal  de  u  sob  re  o  vetor  v  x  \\\  For  consequencia,  da 
rmula  (12)  da  Segao  12.3  temos 

t  [u  *  (v  x  w)|  n  |u  *  (v  x  w)| 

h  =  iprojTXW.u(  =  ---  Tl  ■  Hv  x  w||  =  ■  -  — — 

|jv  X  w||2  II v  X  w|| 

i ora  segue  que  o  volume  do  paralelepfpedo  6 


V  -  (area  da  base)(ahura)  =  j 


V  X  IV 


\h  =  \u  *  (vxw)| 


t >e M onstr a<^aO  (b)  Os  vetores  ii,  v  e  w  suuaio-se  no  mesmo  piano  se,  e  somente  ses  o  para¬ 
ielepipedo  com  esses  vetores  como  lados  adjacentes  liver  volume  zero  (por  que?).  Assim,  da 
parte  (a)  os  vetores  simam-sc  no  mesmo  piano  sc,  e  somente  sc,  u  *  (v  x  w)  -  0.  ■ 


Uma  boa  man&ira  de  lembrar  da  For¬ 
mula  [1 1)  e  observar  que  a  segunda 
expressao  nessa  formula  pods  ser 
obttda  da  primeira  cteixando  Fixes  o$ 
stmbotos  do  produto  eacalar,  do  vs- 
tonal  e  os  par£nte$es,  movencto-se 
para  a  direita  os  dois  primoiros  veto- 
res  e  trazertdo-se  o  terceiro  vetor  para 
a  primal ra  posigao.  O  mesmo  prooedi- 
mento  produz  a  tercel  ra  expressao  a 
partir  da  segunda  e  a  primeira  expres¬ 
sao  a  partirda  terceira  (verifique). 


■  PROPRIEDADES  ALGEBRICAS  DO  PRODUTO  MISTO 


Obser  vamos  antcriormente,  nesta  segao,  que  a  expressao  u  x  v  x  w  deve  scr  evitada,  pois  e 
ambfgua  sem  parenteses.  Eat  re  tan  to,  a  expressao  irvx  w  nao  e  ambfgua  -  sign  idea  u  ■  (v  x  \\) 


c  nao  (u  *v)xw,  porque  nao  podemos  fazer  o  produto  vetorial  dc  urn  oscular  com  um  vetor 
Analogameule,  n  expressao  uxv  \\  deve  signiticar  (u  x  v)  ■  w  e  nao  u  x  (v  -  w),  Desse  modo, 
nutria  expressao  da  forma  u  *  v  x  w  ou  u  x  v  -  w,  o  produto  vctorla!  6  felto  primeiro  c  depois  o 
produto  e  scalar, 

Uma  vez  que  irocando  entie  si  tin  as  linhas  dc  um  deierminante,  o  seu  valor  fica  mul¬ 
ti  pi  i  cad  o  por  —  1,  fazcndo-sc  duas  l  roc  as  de  linhas  num  determ  in  ante  nSo  a  feta  o  seu  valor. 
Assim  sendo,  segue  que 


u  ■  (v  X  w)  ~  vv  *  (u  X  v)  =  V  *  (w  X  u) 


(ID 


uma  vez  que  os  determ i names  3  x  3  que  foram  usados  para  calcular  esses  produlos  mistos 
podem  scr  obtidos  uni  do  outro  fazendo  duas  mudangas  de  linhas  (vci  ifiquc), 

Outra  formula  util  pode  ser  obtida  reescrevendo  a  primeira  igualdade  cm  (11)  como 


u  *  (v  x  w)  =  (ii  x  v)  *  w 
c,  cniao,  omitindo  os  pare  n  loses  super  duos  para  obter 


u  *  v  x  w  =  u  x  v  #  w 


(12) 


Em  pa  lavras,  essa  formula  afirmaque  o  produto  escalate  vetorial  no  produto  misto  podem  ser 
t  roc  ados  (desde  que  os  tat  ores  sejam  agrupados  apropriadameme). 
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■  OS  PRODUTOS  ESCALAR  E  VETORIAL  SAO  INDEPENDENTES  DAS 
COORDENADAS 

Mas  Dcfinigdes  1 2 .  ^ .  I  c  12,4.2,  dcfinimos  o  produto  cscalar  e  o  vetorial  de  dois  vc tores  cm 
rermos  dos  eomponentes  daqueles  ve tores  em  tim  sistema  do  eoordenadas.  Assim,  e  teoriea- 
mente  possfvel  que  mudando  o  sistema  de  eoordenadas  poderia  mudar  u  *  v  on  u  x  v,  uma 
vezque  os  eomponentes  de  um  veior  dependent  do  sistema  de  eoordenadas  qae  Ibi  eseolhido. 
Entretamo,  as  relagoes 

11  *  V  =  |[u|||vj|costf  (13) 

|| u  x  v|  =  Hu||  || v| sen  0  (14) 

que  to  ram  obtidas  nos  Tee  re  mas  ]  2.33  e  12.4.5  most  ram  que  esse  nao  e  o  caso.  A  Formula 
(13)  mostra  que  o  valor  de  li  «  v  depende  apenas  do  comprint  onto  dos  ve  tores  e  o  angulo  entre 
eles  -  e  nao  depende  do  sistema  de  eoordenadas.  Analogamente,  a  Formula  (14),  em  com¬ 
bi  naqao  com  a  regra  da  mao  direita  c  eont  o  Teorema  12.4.4,  mostra  que  u  x  v  nao  depende 
do  sistema  de  eoordenadas  (enquanto  se  manienha  a  regra  da  mao  direita).  Esses  falos  sao 
itnportantes  em  aphcaqdes,  poisdes  nos  perm  item  eseolher  qualquer  sistema  de  eoordenadas 
eonvenienie  para  resolver  um  problem  a  com  plena  eonfianga  de  que  a  eseotha  nao  afetara  as 
computagSes  que  envolvam  produtos  esc  a  I  ares  on  vetoriais. 


Astronaut  us  msam  ftirraineniEis  quo 
for;'n ci  projt-’L JicLelS  puru  Eiuiiuir  lurCiiiquC 

provticariam  movi  memos  roi&cionais 

mdesqjadns  a  um  saldlite. 


■  MOMENTOS  E  MOVIMENTO  ROTACIONAL  MO  ESPAQO  TRIDIMENSIONAL 

Os  produtos  vetoriais  desempenham  um  pupel  important^  na  descrigao  do  movimento 
rotadonal  no  espago  tridimensional,  Por  exemplo,  suponha  que  um  astronauta  em  uma 
missao  para  co  riser  tar  um  satelite  no  espago  aplique  uma  forga  F  em  um  ponto  Q  sobre  a 
superffeie  de  um  satelite  esferico,  Se  a  forga  fordirigida  ao  longo  de  uma  reta  que  passa 
pelo  centra  P  do  satelite,  entao  a  segunda  lei  do  movimento  de  Newton  Implica  que  a  forga 
ace  le  rani  o  satelite  na  diregao  e  sen  lido  de  F,  Em  ret  an  to,  se  o  astronauta  aplicar  a  mesma 

- — y 

forga  a  um  angulo  9  com  o  vet  or  PQ,  entao  F  tende  a  causa  r  uma  rotagao  hern  como  uma 
aceleragao  na  diregao  e  sentido  de  F.  Para  ver  por  que  isso  ocorre,  vamos  decompor  F  na 
soma  de  eomponentes  ortogonais  F  =  F,  +  F:,  onde  F,  e  a  projcqao  ortogonal  de  F  sobre  o 
vetor  PQ  e  ¥2  c  o  eomponente  de  F  ortogonal  a  PQ  (Figura  12.4.7).  Uma  vez  que  a  forga 
F,  age  ao  longo  da  reta  que  passa  pelo  centra  do  satelite,  contribui  para  a  aceleregao  linear 
do  satelite,  mas  nao  causa  nenhuma  rotagao.  No  emanto,  a  forga  F:  e  tangeme  ao  cfrculo 
em  Lorno  do  satdlite  no  piano  de  F  e  PQ ,  assim  da  causa  a  rotagao  do  satelite  em  torno  do 
eixo  que  6  perpendicular  a  esie  piano. 


Figura  12.4,7 


Vocc  sabe  de  sua  prdpria  experiencia  que  a  “lendencia’'  para  a  rotagao  em  torno  dc 


um 


eixo  depende  tanto  do  lamanho  da  forga  quanto  de  quao  longe  do  eixo  ela  for  aplicada.  Por 
exemplo,  e  niais  fucil  fechar  um  porta  empurrando-a  perto  da  Icchadura  do  que  aplicar  a  mesma 
forga  perto  das  dobradigas.  Assiin,  a  tendeneia  de  rotagao  do  satelite  pode  ser  medida  por 


ii  Pinion 


;i  di&tantia  do  ctniro  >:  a  magnitude  da  tonja 


(15) 
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m 

Figura  1 2+4,Ft 


Bn l re l an lo,  ||F2|[  =  ||F||  sen  (K  logo  podemos  reescrcver  (15)  como 


II  ^2lil|F|j?en  B  =  \\PQ  x  F|I 

Issod  chamado  de  momenta  escalar  ou  torque  de  F  sob  re  o  ponto  P.  Os  mo  memos  esc  al  ares 
tern  unidades  de  forqa  vezes  a  distant: ia  -  lihra-pe  ou  newton-metro,  por  exemplo.  O  vetor 

PQ  x  F  e  chamado  do  momenta  vet  or  ia  l  ou  vetor  torque  do  F  sobre  P. 

Lcmbrando  quo  a  dircqSo  c  o  sentido  do  PQ  x  F  sao  deterrmnados  pel  a  regra  da  mao 
direha,  segue  que  a  diregao  da  roiagao  em  tomo  de  P  que  resulta  aplicando  a  forqa  F  no 
ponto  Q  e  anti-horaria  olhando  de  cima  para  haixo  no  eixo  de  PQ  x  F  (Figura  12.4.7).  As- 

sim,  o  momemo  vetorial  PQ  x  F  capta  a  informagao  essencial  sob  re  o  eleko  rotacional  da 
fort; a  -  a  magnitude  do  produto  vetorial  fonioee  o  momento  c scalar  da  lorqa,  0  0  vetor  do 
produto  vetorial  t'ornece  o  eixo  e  diregao  da  roiagao. 


►  Exemplo  6  A  Figura  1 2 A&a  mostra  a  fort; a  F  de  100  N  aplieada  na  direqao  z  posiliva, 
no  ponto  2(  B  1  ^  1 )  de  urn  cubo,  cujos  lados  tem  I  m  de  eotnprimento,  Admit indo  que  o  cubo 
esteja  livre  para  rod  nr  em  torno  do  ponto  P( 0,0*0)  (a  origan)*  determine  o  momemo  escalar 
da  forga  sobre  P  e  desereva  a  diregao  da  rotaqao. 


Salu^do  O  vetor  forga  cF  =  1 00k  e  o  vetor  de  P  a  O  e  PQ  —  i  +  j  +  k,  logo  o  momento 
vetorial  de  F  sobre  Pc 


PQ  X 


I 

0 


* 

.1 

1 

0 


k 

1 

100 


=  I  OOi  -  1 00  j 


Assim,  o  momento  escalar  de  F  sobre  P  6  ||  I  OOi  —  I00j|i  —  I  00  y'2  ^141  N  rn  e  a  diregao 
da  rotagao  e  anti-horaria  olhando  ao  longo  do  vetor  1  OOi  -  1  OOj  -  100(i  -  j),  em  diregao  a  sen 
ponto  in  id  al  (Figura  12A8/>),  ^ 


EXERCIQIOS  DE  COMPREENSAO  12.4  {Ver pagina 823 pam  respostas) 


3 

2 

II 

5s 

3  2  I 

3  2  I 

4 

5 

5  5  5 

2.  (1,2,0)  x  0.4}  = _ 

3.  Su  punka  que  u.  v  c  w  sejam  vet  ores  no  espago  tridimensional 
tais  que  u  X  v  =  {2,  7,  3}  e  it  X  w  —  (—5,  4,  0). 

(a)  u  X  u  = _  (b)  v  X  u  = _ 


(c)  tl  X  (v  +  w)  = _ 

(d)  u  x  (2w)  = _ _ 

4*  Sejam  u  =  i  -  5k.  v  -  2i  -  4j  +  k  e  sv  =  3i  -  2j  +  5k. 

(a)  u  ’  (v  X  w)  = _ _ 

(b)  Q  paralelepfpcdo  de  lados  adjaccmcs  u.vc  w  tern  volume 

y- 


EXERCICIOS  12,4  QO  CAS 


1 .  (a)  Use  am  dciermi  name  para  determ inar  o  produto  vetorial 

i  x  (i  -f  j  +  k  ) 

(b)  Vert fiq ue  sua  resposla  da  parte  (q)  reescrevendo  o  produto 
vetorial  como 

i  x  ( i  +  j  +  k)  =  (i  x  i )  +  (i  x  j  )  +  (i  x  k) 


2.  Em  cada  parte,  use  os  dois  mdtodos  do  Exercfcio  I  para  de- 
laminar 

(a)  j  x  (i  4- j  +k)  { b )  k  x  (i  +  j  +  k) 

3-6  Determine  u  X  v  e  verifique  que  e  ortogonal  a  ambos  u  e  v. 


e  calculando  cada  ten  no. 


3.  u  =  {1,2,-3H  v  =  (-4,  \  s  2} 

4*  it  —  -s-  2j  —  k.  v--i-3j  +  k 
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5.  u  =  (0,  1,-2),  v  =  (3,  0,  -4-) 
ft.  u  =  4i  +  k.  \  =  2i  -  j 

7.  Sejam  u  =  (2,  -  J .  3).  v  =  {0,  1 , 7)  e  w  =  { 1 , 4,  5),  Determine 

(a)  u  x  (v  x  w)  (b)  (u  x  v)  x  w 

(c)  (uxv)x  (v  x  w)  (d)  (v  x  w)  x  (u  x  v) 

08.  Use  um  CAS  ou  uma  calculadora  que  possa  calcular  determi- 
n antes  ou  prodmos  vctoriais  para  resolver  o  Excrete  io  7, 

9.  Determine  os  eosscnos  di relores  de  ti  x  v  para  os  ve Lores  u  e  v 
na  figura  abaixo. 


v 

> 


Figura  Ex-9 

10.  Determine  dois  vetores  uni tari os  que  sejam  ortogonais  a  ambos 

u  =  -7i  +  3j  +  k,  v  =  2i  +  4k. 

11.  Determine  dots  vetores  uni  tar  Eos  que  sejam  perpend  ieulures 
ao  piano  determ  inado  pel  os  ponios  A(  0,  -2,  I ),  B(  1 ,  —  I ,  —2)  e 
C(- 1,  1,0). 

12.  Determine  do  is  vetores  uni  tun  os  que  sejam  pa  raid  os  ao  piano 
yz  e  perpend icul ares  ao  vetor  3i  -  j  +  2k- 


13-14  Determine  a  area  do  parti  le  log  ram  o  que  tern  u  e  v  eomo 
I  ados  adjaeemes, 

13.  u  —  i  —  j  -i-  2k,  v  =  3]  +  k 

14.  u  =  2i  +  3j,  v  =  - 1  +  2j  -  2k 

1 5-1 6  Determine  a  area  do  triangnlo  de  veil  ices  P,  QeR. 

15.  P(U  5,  -2),  2(0, 0, 0)  e  R(X  5,  l ) 

16.  I\ 2f  0,  -3),  Q(  1 , 4.  5)  e  R( 7,  2.  9 ) 


24,  Suponha  que  u  *  (v  xw)  =  3,  Determine 

(a)  u  *  (w  x  v)  (b)  (v  x  w)  *  u 

(c)  w  *  (u  X  v)  (d)  v  *  (u  x  w) 

(e)  (ii  x  w)  *  v  (f)  v  *  (w  x  w) 

25,  Considere  o  paralolcpipedo  com  as  a  rest  as  adjacentes 

u  -  3i  +  2j  +  k 
v  —  i  +  j  +  2k 
w  -  i  +  3  j  +  3k 

(a)  Enco ntre  o  volume. 

(b)  Encomne  a  area  da  (ace  determinada  per  u  e  w, 

(c)  Enco  ntre  o  angulo  entre  u  e  o  piano  comen  do  a  face  deter- 
mmada  por  ve  w. 

26,  Mostre  que  no  espa^o  tridimensional  a  distaneia  d  de  um 
ponto  /*  a  reta  L  que  passa  polos  ponios  A  e  B  pode  ser  ex- 
pressa  eomo 

_  ||  AP  X  Affjj 

if  aS  ii 

27,  Use  o  resu dado  do  Excrcicio  26  para  determinar  a  distaneia 
entre  o  ponto  P  e  a  reta  que  passa  pel  os  ponios  A  e  B, 

(a)  P(-X  1 . 2),  A{  1 ,  1 , 0).  B(~2,  3,  -4) 

(b)  /J(4.  3)t  A{2.  1),  /i(0.  2) 

28,  O  um  teorema  da  Geometria  sdltda  que  o  volume  de  um  tetrae- 
dro  6  |  (area  da  base)  ’  (alt  urn);  Use  esse  result  ado  para  provar 
queo  volume  de  um  tetraedro  cujas  arestas  sejam  os  vetores  u. 
v  e  wd  ™|u  *  (v  x  w)|. 

29,  Use  o  result  ado  do  Exercfdo  28  para  determinar  o  volume  do 
tetraedro  com  vertices. 

n-U  2,0),  2(2,  L3),  R{ 1,0,  I),  S( 3, -2,  3) 

30,  Scja  0  o  fingulo  entre  os  vetores  u  -  2i  +  3j  -  6k  e  v  -  2i  +  3j  +  6k. 

(a)  Use  o  prod u to  escal a r  para  de termi n ar  eo s  0. 

(b)  Use  o  prod u to  vetorial  para  determinar  sen  9. 

•T-  -j 

(c)  Con  fir  me  que  seif  0  +  cos"  0  = I , 


17-20  Determine  u  -  (v  x  w). 

17.  u  =  2i-  3j+k,  v  =  4i  +  j  -  3k.  w  =  j  +  5k 

18.  u  =  {U  -2,  2 ),  v  =  (0,  3,  2),  w  =  {- 4,  1 ,  -3) 

19.  u  =(2,  1,  0).  v-{l,-3,  I),  w  =  (4,0,1) 

20.  u  =  i.  v  =  i  +  j,  w  =  i  +  j  +  k 

21-22  Use  um  prodmo  misto  para  determinar  o  volume  do  paralc- 
Iepipedoque  tern  u,  ve  w  eomo  arestas  adjacentes. 

21.  u  =  (2,  -6,  2)t  v  =  {0,  4,  -2>i  w  =  (2.  2,  - 4) 

22.  u  —  3i  -l-  j  +  2k,  v  —  4i  +  5j  +  k,  w  —  i  +  2j  +  4k 

23.  Em  cada  parte,  use  um  produto  misto  para  determinar  se  os 
vetores  situam-.se  no  mesmo  piano, 

(a)  ii  -  ( I  *  -2,  l },  v  —  (3, 0,  “2),  w  =  (5,  -  4T  0} 

(b)  ti  =  5i-2j+k,  v  =  4i  -  j  +  k,  w  =  i  -  j 

(c)  ti  —  (4,  I ),  v  =  (2.  1 ,  -2),  w  =  (3,  -4.  1 2). 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


31.  Sejam  A,  C  e  D  quatro  pontos  di  stint  os  no  espa^o  tridi¬ 
mensional.  Expl  i que  por  que  a  reta  que  passu  por  A  e  B  deve 

- 77^ 

interseetar  a  reta  que  passu  por  C  e  D  se  A  I>  x  C  D  f  0  o 

AC  -{AB  X  CD)  =  0. 

32.  -Sejam  A,  B  c  C  ties  pontos  nao-colineares  no  espago  t rid i - 
memional.  Descreva  o  conjunto  de  tod  os  os  ponios  P  que 

satis  Tag  am  a  equaqao  vetorial  ,4  P  ■  (AB  x  AC)  =  0. 

33,  O  que  pode  ser  dito  sobre  o  dngulo  entre  os  vetores  nao-nu- 
I  os  «  e  v  se  u  *  v  =  ||  u  x  v  ||? 

34,  Mostre  que  se  u  e  v  forem  vetores  tio  espago  nidi mensionaS. 
entao 

]|u  x  v  ||2  =  1|  u  |[2||  y  tl-"  ~  (u  *  v)2 

[Nota:  csle  rcsuUudo,  as  ve/CS,  6  ehumudo  de  idenficlade  de 
I grange.  ] 
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3 5 .  A  figura  ahmxo  mostra  uma  [ore a  F  de  10  lb  aplicada  na  dire- 
gao  v  positive  ao  ponto  01,  1 .  l }  de  am  cubo  cujos  I  ados  tern 
um  com pri  memo  de  I  p&  Em cada parte, determine o  memento 
escalarde  F  sobre  o  ponto  /\  e  descrcva  a  diregao  de  rotagSo,  sc 
houver.  sc  o  cubo  estiver  livre  para  radar  cm  tomo  dc  I\ 

(a)  P  e  o  ponto  (0.  0.  0}  (b)  P&  o  ponto  (1,0,  0} 

(c)  P6  o  ponto  (F  0,  1 ) 


36.  A  figura  ahaixo  mostra  uma  forga  F  de  3000  N  aplicada  no 
canto  dc  uma  caixa. 

(a )  Det erm  i  ne  o  mo  m  ento  c  sea  I  ar  de  F  sob  re  o  p on  to  P, 

(b)  Determine  os  angulos  dire  tores  do  memento  vetorial  de  F 
sobre  o  ponto  P  ale  o  grau  mais  proximo. 


37.  Con  for  me  mostrado  na  figura  abaixo.  uma  fore  a  de  200  N  6 
aplicada  cm  urn  angulo  dc  \  KL;'  no  ponto  proximo  da  ponta  dc 
uma  ehave  ingles  a.  Encontrc  o  mo  memo  esc  alar  da  ibrga  sobre 
o  centre  do  parafuso.  [Trate  isso  como  um  problems  a  duas 
dimensbes,] 


38.  Prove  as  partes  (b)  e  (, c )  do  Tcorema  1 2.4.3, 

31).  Prove  as  partes  id)  e  {e)  do  Teorema  1 2.4,3, 

40.  Prove  a  parte  ih)  do  Teorema  1 2.4, 1  para  determ i names  3x3. 
[De  a  prova  para  us  duns  prime  inis  linhas.]  Entao  use  (b)  para 
provar  (a). 


ENFOCANDO  CONCEI TOS 


41.  As  exp ressbes  d  a  fori )  ut 

u  x  (v  x  w)  e  (u  x  v)  X  TV 

sao  ehamadas  dc  produtos  vet  or  ia  is  trip! os,  Podc-sc  provar 
com  algum  esforgo  que 

u  x  {v  x  w)  -  (u  *  w)v  -  (u  *  v)w 
(u  x  v)  x  w  =  (w  *  u)y  -  (\v  ■  v)ti 

Essas  expressoes  podem  ser  resumidas  com  a  seguinte  regra 
mnem  Silica: 

Produto  vetorial  triple  -  (de  fora *  o  remoto)adjacentc 

-  (de  fora  -  adjacente)ramoto 

1  ente  descobrir  o  significado  ncsta  regra  de  "de  fora'",  "'re- 
111010'*  e  '  adjacente"  e,  entao,  use  a  regra  para  encontrar  os 
do  is  produtos  vetorial  s  trip]  os  dos  veto  res 

u  =  i  +  3j  -  k,  y  =  i  +  j  +  2k,  w  =  3i  —  j  +  2k 

42,  (a)  Use  o  resultado  do  Exercfeio  4 1  para  inostrarque 

is  x  (v  x  w)  situa-sc  no  mesmo  piano  que  v  e  w  e  que 
(a  x  v)  x  w  situ  a- sc  no  mesmo  piano  que  u  e  v, 

( b)  U sc  u  m  aigu memo  geo  m et  r ic  o  pa  ra  j  u st  i  Ei  car  os  res  u  3  - 
tados  da  parte  (a). 


43.  Em  cada  parte,  use  o  resultado  do  Exercfeio  41  para  provar  a 
identidade  vetorial. 

(a)  (a  x  b)  x  (c  x  d)  =  (a  x  b  *  d)  c  ^  (a  x  b  *  c)  d 

(b)  (a  x  h)  x  c  +  (b  x  c)  x  a  +  (c  x  a)  x  b  =  l) 

44.  Prove:  sc  a,  h,  e  e  d  siluam-se  no  mesmo  piano  quando  posicio- 
nadoseom  um  ponto  inicial  comum,  entao 

(axbjx(cxd )  =  0 

@45,  Use  um  CAS  para  aproximar  a  area  minima  de  um  tnangulo  sc 
dois  dc  sens  vertices  estao  cm  (2,  -1,0)  c  (3,  2,  2)  e  o  terceiro 
Venice  esi d  sobre  a  curva  y  =  In  x  no  piano  x\\ 

46,  Se  uma  forca  F  for  aplicada  a  urn  objeto  no  ponto  Q ,  entao  a 
rein  que  passu  per  Q  paralela  a  F  €  chamada  a  Unha  de  a$do 
da  forca,  Defiriimos  o  mo  memo  vetorial  do  F  sobre  o  ponto  P 

como  sen  do  PQ  X  F.  Most  re  que  se  Q  for  qualquer  ponto 

— y  — > 

sobre  a  linba  de  acao  de  F,  entao  PQ  X  F  —  PQ'  X  F;  isto 
e,  nao  e  essencial  tisar  o  ponto  de  aplicagao  para  calcular  o 
m  omen  to  vetorial  -  serve  qualquer  ponto  sobre  a  linha  de  agao, 

[Sugesfdo:  escrcva  PQT  =  PQ  4-  QQ '  e  use  as  propriedades 
do  produto  vetorial,  j 


✓  RESPOSTAS  DOS  EXERCtCIOS  DE  COMPREENSAO  12.4 


1.  (a)  7  (b)  0  2.  Ki-4i~  6k  3.  (a) {0.  0, 0}  (b)  (-2.  -7.  -3}  (c)  (-3.  11.3}  (d) HO,  8, 0}  4.  (a)  -58  (b)  58, 
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1 2.5  EQUAQOES  PARAMETRICAS  DE  RETAS 


Nesta  se^.do,  discufuemos  equagoes  parametricas  de  relax  nos  espa^osbi  e  tridmensionms. 


No  espago  tridimensional,  os  eqtmgoes  parametric  as  de  ret  as  sdo  especialmente 
important  esf  pois  foniecem,  qua.se  setup  re,  a  forma  mats  convenient#  de  rep  te  sent  apeio 
algihrka  de  ret  as. 


Uma  Gmca  reta  L  passa  por 
Pn  e  e  parateia  a  v, 

Figura  12,5.1 


■  RETAS  DETERMINADAS  POR  UM  PONTO  E  UM  VETOR 

Uni  a  reta  no  cspago  hi  on  tridimensional  podc  ser  determ  inada  de  mancira  unica  espeeiliean- 
do  um  porno  da  reta  e  um  vetor  nao-nulo  paralelo  a  re  la  (Figura  12.5.  i).  For  exemplo,  con  si¬ 
de  re  uma  reta  L  do  espago  tridimensional  que  passe  pelo  ponto  Pq(x q,  )-q.  zq)  e  seja  paralela 
ao  vetor  nao-nulo  v  —  {aj?.  c }.  Eniao  L  con  sis  te  precisamente  naqueles  pontos  P(a,  y,  z)  para 
OS  quais  o  vetor  P$P  6  paralelo  a  v  (Figura  1 2.5.2).  Em  oiuras  palavras,  o  ponLo  P(x,  \\  z )  CSla 
na  reta  L  sct  e  somente  se,  If  P  6  um  nmlliplo  escalar  de  v.  digam  os 


PqP  =  /v 

Essa  cquagao  pode  ser  eserita  como 

(x  -  ao.  v  -  yo,  z  -  Zo)  -  {tajb,  tc) 

o  que  nnpliea  que 

a  —  A0  =  ra,  y  -  y0  =  tb* 


Z  -  Zi)  —  tc 


Assim,  L  pode  ser  descrita  pelas  equagoes  parametricas 

x  =  xG  4-  at,  y  =  yo  4-  bt,  z  —  Zo  4-  ct 

Uma  deserigao  analogs  apiiea-se  a  retas  no  espago  bi dimensional.  Resumimos  essas  deseri- 
(joes  no  seguime  leorema: 


12,5.1  TEOREMA 

(a)  A  reta  no  espaqo  bklmensional  que  passa  pelo  panto  P0(x^  yj  e  e  pa  rale  la  ao  vetor 
ndo-mdo  v  =  {a,  b)  =  a  i  +  b  j  fern  eqaacoes  parametricas 

x-x0-\-at,  y  =  y()  4-  bt  (1) 

(b)  A  reta  no  espago  tridimensional  que  passa  pelo  panto  Pf x(i>  yQ,  £0)  e  e  pared  el  a  ao 
vetor  ndo-tmlo  v  =  [a,  b,  c)  =  a\  +  +  ck  tern  equagoes  parametricas 

x  —  Ao  +  at  >  y  —  >u  -5-  In ,  z  -  zo  +  ct  (2) 


Ernpora  nao  esteja  exp!icitador  enienda-se  nas  Equates  (1)  e  (2)  que  -ro  <  i  <  +  x,-F  o  que  retlete  o  fato  de  que 
retas  se  estendem  indetin  idannente. 


►  Exem  p  lo  1  line  on  l re  eq  u  agoe  s  p aranie  t  ri  cas  d  a  re  i  a  que  passa 

(a)  por  (4T  2)  e  c  para  I  el  a  a  v  =  {-1,5); 

(b)  por  (1.2,  -3)  e  e  paralela  a  v  ~  4i  +  5j  —  7k; 

(c)  pda  origern  do  espago  tridimensional  e  e  paralela  a  v  =  (1,  1,1). 


Capi'tuIol2  /  Espago  Tridimensional  jVetores  B25 


Solugao  (a)  Por  (IX  com  xq  —  4,  jo  =  2,  a  —  —  I  e  b  =  5f  obtemos 

x  =  4  —  t ,  y  =  2  +  5/ 


5 0/ h  f  ao  ( h )  Por  (2 ),  obte m  os 

x  =  i  +  4/  t  y  =  2  +  5t,  i  =  —3  —  It 

Sohuydo  (c)  Por  (2),  com  xq  —  0,  yo  —  0,  zo  —  0,  a=  I  ,b  =  1  e  c  =  l,  obtemos 

x  =  /♦  y  —  f*  s  —  /  < 


►  Exemplo2 

(a)  Enconire  equities  parameli  icas  da  re  La  L  que  passu  pelos  pontos  P,(2, 4,  - 1 )  e  P3(5,  0,  7). 

(b)  Em  que  ponto  essa  rcia  intersects  o  piano  xyl 

Sohtqao  (a)  C)  vetor  P\ Pj  —  (3.  — 4,  8)  c  paralclo  a  L  e  o  ponto  P, (2,  4,-1)  esta  cm  L,  de 
rnodo  que,  por  (2)t  L  lem  equagbes  parametric  as 

x  =  2  +  3/,  y  —  4  —  4r,  z  =  -J  +  8*  (3) 

Se  tivessemos  utilizado  P2  coma  o  ponto  dc  L  cm  vcz  de  P[r  tenamos  obtido  as  equagoes 

x  —  5  +  3r,  y  =  —  4^  -  -7  +  8/ 

Em  bora  essas  equagoes  paregam  diferentes  das  obtidas  usando  P]t  os  dots  conjunios  de  equa- 
Cbes  realmenle  sao  equivalcnl.es,  no  sen  tide  dc  que  a  mhos  geram  a  mesma  rcta  L  quando  / 
varia  de  —do  a+oo.  Para  ver  isso,  observe  que  se  /3  fornecer  um  ponto 

(x „  y,  z)  —  (2  +  3/j ,  4  —  4/] ,  —  i  +  8/,) 

de  L  usando  o  primeiro  conjumo  de  equagbes,  entao  r:  - q  —  1  dara  o  mesmo  ponto 

(a\  y,  z)  =  (5  +  3/2,  4/2,  7  +  8/2) 

=  {5  +  3(7!  -  1)T  —4(/]  -  1),  7  +  8(r,  -  l>) 

=  (2  +  3/ 1 , 4  —  4/i ,  —  1  +  8/ 1 ) 

de  L  usando  o  segundo  conjunlo  de  equagbes.  Reciproeamente,  se  t2  forneeer  um  ponto  de  L 
usando  o  segundo  conjumo  de  equagbes,  entao  q  =t2  +  I  fornecera  o  mesmo  ponto  usando  o 
primeiro  conjunlo. 

Soluydo  ( b )  Segue  de  (3)  aa  parte  (a)  que  a  reta  intersec ta  o  piano  xy  no  ponto  em  que 
z  --1  +  8f  -  (X  ou  seja,  com  /  =  4  Subsdtuindo  esse  valor  de  t  em  (3),  obtemos  o  ponto  de 
intevsegao  (x,  y.  z)  =  (-j,  |.0),  < 


►  Exemplo  3  Sejant  L}  c  U  as  relas 

L\ :  a  =  I  +  4/ ,  y  —  5  —  4r,  z  =  —  1  +  5/ 

Lt  :  x  =  2  +  8/ ,  y  =  4  —  3/,  z  =  5  +  f 


(a)  As  re  tas  sao  para  I  el  as  ? 

(b)  As  retas  se  intersect  am? 
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Solu^ao  (a)  A  reia  Ly  €  puralda  an  vetor  4i  -  4j  +  5k  e  a  reta  L2  e  paralela  ao  vetor  Bi  -  3j  +  k. 
Esses  vetores  nao  sao  paralelos,  uma  vez  que  nenhum  6  um  multiple  escalar  do  oulro.  Desse 
mode,  as  retas  nao  sao  para  lei  as, 

Soluqao  ( b )  Para  L,  e  L2  intersec  tar  em  algum  ponto  (xn,  yiP  z,.),  essas  coordenadas  teriam 
quo  salislazeras  equagoes  de  anabas  as  retas.  Em  outras  palavras,  teriam  que  exist  ir  valores 
t,uf2  para  os  paramerros  tais  que 

x0  =  I  q-  4t\ ,  yQ  =  5-  4 t]t  zo  =  “  I  + 
e 

A'o  =  2+  Sf2,  >'0  =  4  —  3/2t  Zo  —  5  -|-  ^2 


lsso  leva  a  ires  eondigoes  em  q  e  z,t 


I  +  —  2  + 

5  —  4q  —  4  - 
—  I  -h  5fs  =  5  +  f? 


Assim,  as  retas  intersectam  se  houver  valores  de  q  e  t2  que  saiisfagam  todas  as  ires  equagoes, 
e  as  retas  nao  intersectam  sc  nao  houver  tais  valores,  O  leitor  deve  cstar  fain i liar izado  com  os 
metodos  para  resolver  si  stem  as  de  duas  equagoes  lineares  com  duas  incognitas.  Porem,  este 
e  um  sislema  de  Ires  equagoes  lineares  com  duas  incognitas.  Para  determiner  se  este  sistema 
tern  solugao,  resolveremos  as  duas  primeiras  equagoes  para  ^  e  t2  e,  entao,  verilicanios  se 
esses  valores  satis tazem  a  terceira  equagao. 

Resolveremos  as  duas  primeiras  equagoes  pdo  metodo  de  climinagao,  Po demos  elimi- 
nar  a  incognita  q  somando  as  equagoes.  Dtsso  resulta  a  equagao 


6  =  6-4-  5h 


0^  pianos  paralelos  contendo 
retas  reverses  L,  e  L2  podem  ser 

detenni nados  tratisladando  Cada 
reta  at£  que  intersecte  a  outra, 


Figura  12.5,3 


da  qua!  obtemos  t2  -  0.  Podemos  encontrar  tl  subslkumdo  este  valor  de  t2  on  na  prime  tra  equa- 
quo  ou  na  segunda.  Dtsso  resulta  /[  —  Entretanto,  os  valores  q  =  ^  e  t2  —  0  nao  salisiazem 
a  terceira  equagao  em  (4),  logo  as  retas  nao  intersectam.  < 

Duas  retas  no  espago  tridimensional  que  nao  sejam  para  Idas  e  nao  intersectem  (como 
as  do  Excmplo  3)  sao  chain  ad  as  retas  reversal.  Con  forme  ilnstrado  na  Figura  12.5.3,  quais- 
quer  duas  retas  re  versus  situam-se  Cm  pianos  paralelos. 


H  SEGIWENTOS  DE  RETAS 


As  vezes,  nao  es  tain  os  imeressados  na  reta  inieira,  mas  mais  exalamenle  em  algum  segmento 


de  uma  reta.  As  equagoes  parametricas  de  um  segmento  de  reta  pod  cm  ser  obtidas  detenni- 
nando  as  equagoes  parametricas  para  a  reta  inteira  e  entao  res  tr  ingin  do  o  para  metro  apropria- 


damentc  de  inodo  que  seja  gcrado  somente  o  segmento  desejado. 


►  Exemplo  4  Determine  as  equagoes  parametricas  para  o  segmento  de  reta  que  une  os 
pontos  P|(2, 4,  - 1 )  e  P2  (5S  0,  7). 

Sotuvao  Do  Excmplo  2,  a  reta  que  passa  pelos  pontos  f\  e  f\  tern  as  equagoes  parametri¬ 
cas  x  -  2  +  3q  y  -  4  -  4q  z  -  -1  +  8r.  Com  essas  equagoes,  o  ponto  P{  corresponde  a  t  =  0  e 
P2  a  t  =  1 ,  Assim,  o  segmento  de  reta  que  une  P}  c  P2  6  dado  por 

A=2  +  3f,  v  =  4  —  4r,  z  =  ^l+8f  (0<r<l)^ 
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■  EGUAQOES  VETOR!  AIS  DAS  BETAS 

Agora,  most  rare  mos  eomo  a  notagao  vetorial  pode  ser  usada  para  e\pressar  as  equagoes  para- 
mthrieas  tie  uma  ret  a  mats  eonipaclamente.  Como  dois  vetores  sao  iguais  se  e  sonieme  se  seas 
components  Foreiri  iguais,  (] )  c  (2)  podem  ser  escritos  na  forma  vetorial  como 

{xry}  =  (xq  +  atmyo  +  bf) 

{.v,  y,  z)  =  (vy  +  at,  y0  +  bt>  zo  +  cf) 

ou,  de  modo  equivalents,  como 

{x,  y)  -  (ao,  Vo)  4-  t{at  h)  (5) 

{a,  y,  ?}  =?  (a0>  yo-  Zo)  +  t(a,b,  c)  (6) 

Para  a  equagao  no  espago  bi dimensional  defi mines  os  vetores  r,  r,,  e  v  como 

r  -  (x\  y),  ro  =  (Aot  yo)t  v  -  {a,  b)  (7) 

e  para  a  equagao  no  espago  tridimensional,  definiino-los  como 

r  =  (a,  y,  z),  r0  =  (a0,  y0.  zo)r  v  =  {a,  b,  c)  (8) 

Substituindo  (7)  e  (8)  em  (5)  e  (6),  respect ivamente,  obtem-se  a  equagao 

r  =  r0  4-  /v  (9) 

cm  am  bos  casos*  Cha  marc  mos  essa  equagao  dc  equagao  vetorial  da  reta  no  espago  bi  ou 
tridimensional.  Nessa  equagao,  v  e  urn  vet  or  nao-nulo  paralelo  a  reta  e  r0  e  um  vetor  cujos 
componentes  sao  as  coordenadas  de  um  ponto  da  reta. 

Pode  mos  interprets;  a  Equagao  (9)  gcometricumcnte  posicionando  os  vetores  r(J  e  v  com 
seus  ponios  iniciais  na  origem  e  o  vetor  tv  com  sen  ponto  initial  em  P0  (Figura  12,5.4).  O  vetor 
tv  e  um  multiple  e  scalar  de  v  e,  porlanto,  e  paralelo  a  v  e  L.  Aleni  disso,  uma  vex  que  o  ponto 
inicial  dc  tv  e  o  ponto  Pt)  em  L,  estc  vetor,  de  fate,  esui  em  L\  portanto,  o  vetor  r  =  rl(  +  rv  pode 
scr  interpretado  como  o  vetor  que  parte  da  origem  a  um  ponto  cm  L  Quando  o  paramciro  / 
varia  dc  0  a  +oo,  o  ponto  final  de  r  descrcvc  a  parte  dc  L  que  se  estende  de  PG  na  diregao  de  v, 
c  quando  t  varia  dc  0  a  -oo,  o  ponto  final  dc  r  descrcvc  a  parte  de  L  que  se  estende  de  Pn  no 
senli do  oposto  a  v.  Assim,  a  reta  intcira  e  tragada  quando  t  varia  sabre  o  intervale  (—to,  +oo), 
sendo  tragada  na  diregao  e  semido  de  v  quando  /  ore  see. 


►  Exemplo  5  A  equagao 

{*,>■,  z)  =  (-1,0,  2)  +  f{],  5,  -4) 


c  da  forma  (9)  com 


r0  =  H40,2}  e  v  =  (3,5,  —4} 

Dcssc  modo,  a  equagao  representa  a  reta  no  espago  tridimensional  que  passa  pclo  ponto 
(™  1 , 0,  2)  e  e  paralela  ao  vetor  (1,  5,  -4).  < 

►  Exemplo  6  Determine  uma  equagao  da  reta  no  espago  tridimensional  que  passa  polos 
pontos  P<(2,  4,  “I)  c  P2( 5,  0,  7). 

Solugdo  O  vetor 


P\Pi  =  {3,  -4.  8) 

c  paralelo  a  reta,  logo  pode  scr  usado  eomo  vetor  v  cm  (9).  Para  r(l  podemos  usar  o  vetor  que 
vai  da  origem  a  P]  ou  o  vetor  que  vai  da  origem  a  P>.  Usando  o  pi  imeiro,  oblem-se 


—  (2, 4,-1) 
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Assini,  uma  equugao  vctorial  da  reta  quo  passa  cm  P:  c  P2  b 

(JC,.y,  Z)  =  (2. 4,  —1)  4-  f  (3*  —4,  8} 

Case  occessarkx  podemos  expressar  a  rcia  parametiicamemc  igu  aland  o  os  correspondences 
componemes  dos  do  is  lados  dess  a  equate  veiorial,  e  nesse  caso  obteinos  as  equagoes  para- 
metrieas  do  Exemplo  2  (verifique);  < 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  12.5  f  Ver pagina  830 para  respostas.) 


1 .  Seja  L  a  reta  quo  passa  por  (2,  5)  e  quc  c  paralda  a  v  =  {3V  - 1  }r 

(a)  Equagbes  para  metrieas  de  L  sao 

x  = -  y  = - 

(b)  Uma  equagSo  vetorial  de  L  <5  U\  v)  = _ . 

2.  Equagbes  para  me  ideas  da  reta  que  passa  por  (5,  3.  7)  e  e  pa- 
rale  la  l{  reta  x  =  3  -  t,  y  =  2,  z  -  8  +  4/  sao 

-V  —  - - -  _v  —  . _ z  —  - - 


X  Equagdes  para  metric  as  do  segmento  de  reta  ligando  os  pontos 
(3,  0,  ll)e  (2h  6,  7)  sao 

V  = - V  = - *  Z  - - ( - ) 

4.  A  reta  que  passa  pelos  pontes  (-3,  8,  -4)  e  (1 , 0,  8)  intersecta  o 
piano  yz  no  ponto _ r. 


EXERCICIOS  12.5  H  Recurso  Grafico  [c]  CAS 


1.  (a)  Determine  equagbes  para  metric  as  das  retas  que  passant 
pelo  canto  do  quadrado  unit&rio  mostradas  na  parte  (a)  da 
figura  abaixo, 

(b)  Determine  equagbes  parametric  as  das  retas  qne  passa  in 
pelo  canto  do  cubo  uni  tar  io  mostradas  na  parte  ( h )  da  figu¬ 
re  abaixo. 


2,  (a)  D etcr m  i  ne  cq  uag  oes  para tn  dtr i  cas  d  os  see  m e n  to  s  de  re E  a 
do  quadrado  cnitario  m  os  trades  na  parte  (a)  da  figura 
abaixo, 

(b)  Determine  as  equagbes  paramdtdeas  dos  segmentos  de 
reta  no  cubo  unitario.  most  rad  os  na  parte  (b)  da  figtira 
abaixo. 


3-4  Obtenha  equagbes  param&ricas  para  a  reta  que  passa  pelos  pon- 
tos  P,  e  /J,  e  tambem  para  o  segmento  de  reta  ligando  esses  pontos. 

X  (a)  1\(X  -2),  f\(5.  I)  (b)  P,(5,  -2,  I),  P2(2.  4,  2) 

4  (a)  P.CO,  1),  JP,(-3) -4) 

(b) 

5-6  Obtenha  equagbes  paramdricas  para  a  reta  cuja  equagao  ve- 
lorial  e  tlada. 

5.  (a)  (x,  y)  -  {2,  ”3>  +  f  ( I  t  ^4} 

(b)  .d  +  yj  +  zk  =  k  + 1 (i  - j  -f  k) 

6*  (a)  .d+vj  *(3i-4j)  +  /(2i+j) 

(b)  (je,  }\  d  =  H ,  0,  2) +  f  (-1 , 3,  0} 


7-8  Sem  fazer  comas,  obtenha  urn  ponto  P  da  reta  e  urn  vet  or  v 
para  I  do  a  reta. 


7.  (a)  .d  +  vj  =  (21  -  j)  +  /  (4i  -  j) 

(b)  (x,y,  d={-it2,4)+/{5,7.-8) 

8.  (a)  Uo^=H*5)  +  ^( 2,3} 

(b)  .d  +  vj  +  zk  =(i  +  j  +  2k)  +  fj 

9-10  Ex  pres  sc  as  cquagbes  para  metrieas  dadas  da  reta  na  forma  ve¬ 
torial  usamJo  a  notagao  com  (.)  c  tambem  usando  a  notagao  i.  j,  k, 

9.  (a)  x  -  -3  +  U  v  -  4  +  5/ 

(b)  .c  =  2 .  - 1,  y  =  -3  +  5r,  z  =  t 

10.  (a)  x  - 1,  y = -2  4  f 

(b)  x  =  !  + 1*  y  =  -l  +  X.  z  =  4  -  5r 
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11-18  Obtcnha  equaqoes  para  metric  as  da  rcta  quc  satistaz  as 
conduces  dad  as. 

11.  A  rota  quo  passa  por  (-5.  2)  c  6  paralela  a  2i  -  3j. 

12.  A  rcta  c|uc  paisa  por  (0,  3)  e  e  paralela  a  rets  jr  =  -5  +  /, 
v=]  -2r. 

Is 

13.  A  rota  quo  e  tangente  ao  ciroulo  x"  +  y  =  25  no  porno  (3,  -4). 

14.  A  rota  quo  tangent e  k  pardbola  y  =  x*  no  ponlo  {-2. 4). 

1,5.  A  rota  quc  passa  por  (-L  2,  4)  e  6  paralola  a  3i  -  4j  +  k, 

16.  A  rota  quo  passa  por  (2.  -L  5)  e  6  paralela  a  (™1 . 2.  7). 

17.  A  rota  quo  passa  por  (-2,  0.  5)  e  e  paralola  a  rota  x  =  1  +  2 t, 
y  =  4  -t,z  =  6+  2t. 

18.  A  rcta  quo  passa  pela  origem  c  e  paralela  a  rcta  x  =  /.  v  =  -1+  /, 
z  -2. 

19.  Em  quo  ponto  a  rcta  x  =  1  +  3t,  y  =  2  -  I  intersect  a 

(a)  o  eixo  x  (b )  o  c  i  x o  y  (c)  a  pa  rabol  a  v  =  v~ 7 

2(1,  Em  quo  ponto  a  rota  (v.  v)  =  <4r?  3/}  intersect  a  o  cfrculo 
jr  +  v3  =  25? 


21-22  Encontre  as  intercedes  das  ret  as  com  o  piano  ,yyt  o  piano 
xz  e  o  piano  yz* 

21 .  x  =  -2,  v  =  4  +  2/ ,  z  =  -3  + 1 

22.  x  =  -\  +  2f,  y  =  3+4.  z  =  4-t 

23.  Em  quc  ponto  a  rcta  x  =  1  +  /,  y  =  3  —  f,  z  =  It  mterseeta  o 
cilindro  xT  +  y“  =  16? 

24.  Em  quo  ponto  a  ret  a  x  =  2  -  /.  y  -  3p  z  -  ~  1  +  2/  intersecia  o 
piano  2y  +  3  z  =  6? 


25-26  Mostrc  quc  as  ret  as  A,  e  /_2  Inierseetam  e  determine  sou 
ponto  de  imerseciio. 

25.  Ly  x  =  2  4  L  y  =  2  +  3/.  z  ~  3  +  / 

P2!  .v =  2  +  /.  y  =  3  +  4/,  z  —  4  +  2/ 

26.  Pf:  x  +  I  =5  4  /.  y  -  3  - 1,  z  -  1  —  0 

Lyx  +  13  =  12 /.  y -  1  =  z-2-2t 


31-32  Determine  sc  os  ponto s  i\  c  P2  c  P,  sitiuitn-.se  na  mesma  rcta. 

31.  P,  (6,  9,  7).  Pz{9,2.(».  /^(0^5,-J) 

32.  P,  (1,0,1),  /l(3, -4, -3),  P^(4,  -6.  -5) 

33-34  Mostrc  quc  as  ret  as  Lx  e  P2  sao  iguais. 

33.  Ly  x  =  3  -  tt  y  =  I  +2  / 

L>:  „r  =  - 1  +  3/.  y  -  9  -  6/ 

34.  L, :  x  =  1  +  3/.  >'  =  “2  +  r.  z  =  2 1 

Ly  x  -  4  -  6r.  y  -  - 1  -  2f.  z  -  2  -  4r 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


35.  Esbocc  os  vetorcs  vq  —  (  —  1.  2)  e  v  —  {I,  1)  c  depois  cs- 
boce  os  sets  vetorcs  rn  ±v.  ro  ±  2v,  tq  ±  3v.  Trace  a  rcta 
L:  x  =  -i  +  /, y  =  2  +  f e Uescreva  a rela^ao entre  L e  os  veto¬ 
rcs  esbo^ados.  Qua!  d  a  cqua^ao  vetorial  de  Ll 

36.  Esbtjcc  os  vetorcs  =  {().  2,  I)  e  v  =  {1, 0,  I)  c  depois 
esboce  os  vetorcs  ro  +  v,  ro  4-  2v  c  ro  +  3v.  Trace  a  rcta 
L:  x  —  t,  y  =  2.  z  —  1  +  rc  descreva  a  relapfio  entre  L  c  os 
vetorcs  esbo^ados,  Qual  e  a  cquaeao  vetorial  deL? 

37.  Esbocc  os  vetorcs  rp  =  (—2,  0)  e  iq  =  { 1 ,  3)  c  depois  cs- 
boee  os  vetorcs 

5*0  + jri,  5 ro  +  |T| .  |rC) H-  jr] 

Trace  o  segmento  de  rcta  (I  —  t)rQ  +  fri  (0  <  t  <  1).  Sc 
a  tor  Lim  inteiro  positive,  qual  6  a  posi^ito  do  ponto  dcsse 
segmento  dc  rcta  quc  corrcsponde  a  r  =  1  tru  rclativamcnte 
aos  pontos  (-2. 0)  a  (1,3)? 

38.  Esbocc  os  vetorcs  ro  =  (2,  0,  4)  c  r3  =  (0,  4.  0)  c  depois 
esboce  os  vetorcs 

jro  +  lri.  5iY‘  +  5r'-  Jro  + 

Trace  o  segmento  de  ret  a  (1  —  f)ro  +  fn  (0  <  /  <  1).  Se 
n  lor  urn  inteiro  positive,  qual  6  a  posi^ao  do  ponlo  desse 
segmento  de  rera  qae  corrcsponde  a  /  -  1/h,  rclativamcnte 
aos  pontos  (2. 0,  4)  c  (0,  4,  0)? 


27-28  Mostrc  que  as  rctas  e  L2  sSo  re  versa  s, 

27.  Ly  x  =  I  +  7f,  y  =  3+4.  z  -  5  -  3; 

x  =  4  -  /,  y  =  6,  z  =  7  +  2/ 

28.  Ly  x  =  2  +  8/.  y  =  6-8/,  z  =  1 0 1 
Ly  x  =  34  8/.  y  =  5  —  3/,  z  =  6  + 1 

29-30  Determine  sc  as  re  las  L  j  c  sao  paralelas. 

29.  Ly  x  =  3  -  2/,  y  =  4  +  /,  z  =  6  -  / 

L2:  jt  =  5  -  4/,  y  =  -2  +  2/,  z  =  7  -  2/ 

30.  ^11=5+3/,  y  =  4 -2/,  z=-2  +  3r 

x -  -1  +  9  /.  y  =  5  -  6s.  z  =  3  +  8/ 


39-40  Descreva  o  segmento  de  rcta  representado  pel  a  cquacao 
vetorial 


39.  { _t, y}  =  ( 1, 0)  +  f ("2,  3>  (0</<2) 

40.  (v,  y,  z)  =  {-2,  1 , 4)  +  ({3,  0,  -1)  (0  <  /  <  3) 

4t,  Determine  o  ponto  do  segmento  quo  mic  P,(3.  6)  c  P,(8,  -4) 
quc  cstii  a  ^  do  camtnlio  dc  P,  a  P,. 

42.  I >etennine  o  ponto  do  segmento  quc  line  P,(  1,4,  —3)  e  Pi  1,5.-]} 
que  estd  a  ^  do  caminho  de  P,  a  Pv 


43-44  Use  o  metodo  do  Excrcicio  28  da  Sc^ao  I  2.3  para  deter- 
niinar  a  distanda  do  ponto  P  a  rcta  L  c  ontao  con  lira  sua  resposta 
L3 sari  do  o  TnCHOdO  do  HxerciCto  26  da  Sc^ao  12,4. 


830  Calculo 


43.  P  -2,  U  ] 

x  =  3  -  y  =  L  z  =  1  +  2/ 


44.  fU-3 

L:  .v  =  2  +  /,  v  =  - 1  -  /,  4-3/ 


45-46  tie  Lie  a  rela  Lt  e  L_v  a 

ara  e  a  t 

i  eiermine  a  i 

tancia  entre  e  a 

45.  fj,:  x=  2  —  v  =  2ft  z  —  1  +  / 

Ly  x=  I  +  2t.  v  =  3  -4/.  z  =  5  -  2/ 


46.  Lt :  x  =  2u  y  =  3  +  At,  z  =  2  -  / 

L;:  x-  1  +  3/.  v  =  u  z  =  -9f 

47.  a  bleu  ha  e  uagbe  arumeirica  a  reta  tie  a  a  e 

nl  ^Vi> >’<j> Zn  C  x,,y,*z, 

b  btenha  e  uagoe  ara  metric  a  a  rets  ue  a  a  e 

nt  xv  yL.  z,  e  e  ara  e  a  ft  reta 

x  =  xq  4-  «r,  v  =  yo  4-  z  =  Zq  4-  cf 


48.  So  a  /.  a  rota  ue  a  a  o  at  xflt  y[h,  z0  0  e  ara  e  a  a 

el  r  v  =  (fj,  b.  c),  n  o  a,  h  e  c  a  na  nu  tie  tie  utn 

m  x\yTz  itua  e  na  reta  /,  ee  mente  e 

x  -  .Vo  _  y  -  yo  _  z  -  zo 
a  h  c 

B  a  o  uagoe  +  ue  a  chama  a  e  eqiwgdes  simetrkm  e 
rnecem  uma  re  re  eniagS  na  arametriea  ei, 

49.  a  Deere  a  a  reta  cu  a  e  uagCm  imutrica  a 

a-  ~  l  _  y  -h  3  _  _ 

2  ”  4  ™  " 

!  or  E  erefei  48  1 

b  btenha  o  uag5e  aranrn£lrica  ara  a  reta  a  arte  a 
5ft.  n  i  ere  a  reta  L{  e  cu  a  e  uagoe  imetrica  a 


,  .v-1  y-bf  z  +  l 

'■  2  I  2 

_  £  —  4  y  —  3  z  “b  4 

Ll'  -I  ~  -2  =  2 

|  er  E  erefei  48  ) 

a  Lx  e  L2  a  ara  e  a  Pei'  en  icu  are 
b  btenha  e  uagoe  aram^trjca  ara  7,  e  L> 
c  L\  e  L2  inter  ectam  a  afirmali  ,  cm  ue  nt 

51*  Sc  am  L,  e  L2  a  reta  cu  a  e  uagoe  arametriea  a 

L  i :  x  =  14-  2/ ,  y  ■=  2  -  r,  z  =  4  —  2i 

Lj:  x  =  9  4-  /,  y  —  5  +  3r.  z  —  —4  —  r 


a  ire  tie  L,  e  L2  inter  ectam  n  nt  7,  —  I ,  —2 

b  Determine,  at£  grau  mai  rb  im  ,  angu  agti  entre 

L}  e  L2  em  eu  nt  e  inter  ega 
c  btenha  a  e  uagbe  arametriea  ara  a  reta  ue  e  cr  en 
icuara^eZ^e  ue  a  an  eu  nt  e inter  ega 

52,  Seam/^oLjU  reta  cu  a  e  uagOo  arametriea  a 

£i;j  =  4t,  y=i-2fT  z  =  2  +  2r 

Zj2  •  -¥  =  1  4~  /  *  y  "  1  —  z  ”  1  H-  4f 

a  ire  tie  jL,  e  L?  inter  ectam  n  nl  2.0. 3 

b  Determine,  atb  grau  mai  r6  ini  ,  fingti  agu  entre 

/.]  e  em  eu  m  e  inter  ega 
c  btenha  e  uagbe  arametriea  ara  a  reta  ue  e  or  en  i 
cu  ar  a  e  L2  e  ue  a  an  eu  nt  e  inter  ega 


53-54  Enc  ntre  e  uagoe  arametriea 

a  reta  ue  c  ntont 

n 

t  P  e  inter  eota  a  reta  L  em  um  angu 

ret  e  enc  ntre  a  i 

tancia 

entre  P  o 

53*  P  0,  2,  I 

£;  x  -If,  y  -  l  -  /.  z  ~  2  + 1 
54.  P  3,  J ,  “2 

L:  x  ~  -2  +  2f,  y  -  4  +  2/,  z  -  2  +  / 

055,0  i  be  ur  e  ta  an  an  bre  reta  n  e  ag  iri  imen 
i  na  in  tanie  /*  be  ur  1  e  la  n  nt  x,  y,  z  bre 
a  reta 

x  =  4  -  y  —  1  +  2/ ,  z  =  2  +  / 


e.  n  me  in  in  tante  /,  be  tir  2  e  ta  n  nt  x,  v,  z 
bre  a  reta 

x  =  r,  y  =  1  +  tf  z  =  3  4-  2 1 


Su  nha  ue  a  i  tancia  e  te  a  em  cent i met r  e  tem  em 
in  i  nut 


a  Determine  a  i  tancia  entre  be  ur  n  in  ranter- 0 

b  e  um  recur  grdfic  ara  axor  grafic  a  \  Onciacn 
ire  bo  ur  c  m  Lima  unga  tom  e  /  =  0  a  /  =  5 

c  ue  gmiie  n  iz  bre  a  i  tancia  entre  be  u 
r 


Qua  ert  licam  be  ur 


[cl 56,  Su  nha  no  a  tem  eratura  7’enmm  nt  x,y\z 
aj  =  /, y  =  I  +  U  z  =  3  - 2t  c  i\T=  25  x“yz  e  um 
ca  on  a  ra  c  m  a  ca  aoi  a  e  c  ene  ntrar  raize 
mar  a  tem  eratura  rnd  jma  na  arte  a  rota  ue 


bre  a  rota 
5  li  unia 
ara  a  r  1 
e  e  ion  e 


an  xz  a  an  xy. 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  12.5 


1.  a  2  +  3f  5-/  b  (2,5>  +  f(3.-l)  2.  5-<  3  7  +  4/  3.3-/  fll-4/0</<l  4.  0.2.5 
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1 2.6  PLANOS  NO  ESPAQO  TRIDIMENSIONAL 


Nest  a  seqdo,  usaremos  veto  res  para  dednzir  equagoesde  pianos  no  espaqo  tridimensional  t\ 
entdoy  usaremos  essas  equates  para  resolver  varios  problemas  geometricas. 


M  PLANOS  PARALELOS  AOS  PLANOS  COORDENADOS 

O  grille  o  da  equagao  x  =  a  no  si  stem  a  de  coordenadas  xyz  cons  isle  cm  lodes  os  pontos  da 
forma  (a,  yt  z),  onde  y  e  z  sao  arbitririos,  Um  desses  pontes  d  (a,  0, 0)  e  lodos  os  oulros  estao 
no  piano  que  passa  per  esse  ponto  e  e  paralelo  ao  piano  v  z  (Figura  1 2,6. 1 ),  Analogamente,  o 
grade o  de  v  =  b  e  o  piano  que  passa  por  (0f  b ,  0)  e  e  paralelo  ao  piano  xz  e  o  grafico  de  z  =  c 
6  o  piano  que  passa  per  (0+  0,  c)  e  e  paralelo  ao  piano  xy. 


0  piano  a^ul  e  determinant)  de 
modo  umcG  pelo  ponto  F  e 
pale  velor  n  perpendicular  ao 
piano. 

Flyura  12,6.2 


■  PLANOS  DETERMINADOS  POR  UM  PONTO  E  UM  VETOR  NORMAL 

Um  piano  no  espago  tridimensional  pode  ser  detenu  in  ado  dc  modo  unieo  cspecificando  um 
ponto  no  piano  e  um  vetor  perpendicular  ao  plane  (Figura  12.6.2).  Um  voter  perpendicular  a 
um  piano  £  chamado  de  normal  ao  piano. 

S  upon  ha  que  que  i  ram  os  determ  mar  uni  a  equagao  do  piano  que  passa  por  P0(x^  za)  e 
que  seja  perpendicular  ao  vetor  n  =  (a,  b,  c).  Defimmos  os  ve  tores  r0  e  r  como 

r0  =  {^o,  vo,  Z(i}  e  r  =  [x,  y,  z) 

Dove  serevidentc  a  parti r  da  Figura  12.6.3  que  o  piano  consists  precisamcnte  nos  pontes 
P(x ,  _v,  z)  para  os  qua  is  o  vetor  r  -  r,,e  ortogonal  a  n;  ou,  expresso  como  Lima  equaqao, 

n  *  (r  -  r0)  =  ()|  (1) 


Se  preferinnos,  podemos  expressar  essa  equagao  vetorial  em  termos  dos  componentes  como 


\aJh  c )  •  (x  -  .r0, 

1 

3= 

M 

1 

>-l 

C? 

II 

O 

(2) 

da  qua!  obtemos 

a(x  -  *o)  +  b(}'  - 

To)  +  c(z  -  zq)  —  0 

(3) 

Essa  e  chamada  a  forma  panto-normal  da  equagao  dc  um  piano.  As  Formulas  ( 1 )  e  (2)  sao  as 
versoes  ve  tori  a  is  dessa  formula. 


►  Example  1  Determine  uni  a  equagao  do  piano  que  passa  pelo  ponto  (3t  -L  7)  e  6  per¬ 
pendicular  ao  vetor  n  =  (4,  2,  —5). 

S&lugao  De  (3),  uma  forma  ponto -normal  da  equagao  e 

4(x  —  3)  4-  2(y  +  I )  —  5(c  —  7)  —  0 


Figura  12.6.3 


(4) 


832  Calculo 


O  que  a  Equagao  (1 )  represents  se 

n  =  (u.b).  ra  -  Ul>-.voK  r  =  (x.  y) 

$go  vetores  no  piano  xy  do  eepaco 
bidimenskml?  Faga  uma  figura, 


Se  preferirmos,  cssa  equagao  pode  ser  escrila  na  forma  v tutorial  eomo 

{4,  2,  -5}  ■  (a  -  3,  >  +  U  z  -  1)  -  0  < 


Observe  que  se  efetuarmos  a  niultiplicagao  indscadaem  (3)  c  simplificarmos,  obieremos 
uma  equagao  da  forma 

ax  +  by  +  cz  +  d  =  0  (5) 

Per  exemplo,  a  Equagao  (4)  do  Example  !  pode  ser  recscrila  come 

4x  +  2y -5z  +  25  =  0 


O  leorema  a  seguir  mostru  que  toda  equagao  da  forma  (5)  represent#  urn 
e spago  [  r  i  d  i  me n  si  ona  i . 


no 


1  2.6.1  tfori;ma  Se  a,  Ip  c  e  d  forem  cons  tames  e  se  a,  bee  nao  forem  todas  nulas, 
entdo  a  grdfico  da  equaqdo 

ax  +  by  +  cz  +  d  -  0  (6) 

e  um  piano  que  fern  o  vet  or  n  =  (at  b,  c)  coma  normal. 


dkmonstka£ao  Como  a,  b  e  c  nao  sao  todas  nulas,  ha,  no  mfnimo,  um  ponio  (  vrr  \(}y  z„) 
cuj  as  coordenudas  sat  is  fag  am  a  Equagao  (6),  For  exemplo,  se  a  ^  0,  enfuo  um  tal  ponto  e 
{-d/a,  0,  0)  e  analogamente  se  b  #  0  on  c  #  0  (verifique).  Assim,  seja  (x^  yu,  z„)  um  ponto 
qua  I  q  ucr  c  uj  as  eo  o  i  den  ad  as  sails  faga  m  (6 );  isto  6, 

ax o  +  byo  -h  tzo  +  d  =  0 

Subtraindo  essa  equagao  de  (6)  obtemos 

a(x  ^  xo)  4  b(y  —  jo)  +  c(z  -  zo)  =  0 

que  e  a  Forma  panto-normal  de  um  piano  com  normal  n  -  {a,  ip  c).  * 

A  Equagao  (6)  e  denominadad c  forma  gera!  da  equagao  de  um  piano. 


H&  urna  i  nfmidade  de 
pianos-  con  ten  do  P  e 
parateiosa  v, 

Figura  12,6.4 


►  Exemplo  2  Determine  se  os  pianos 

3a  -  Ay  4-  5z  =  0  e  -  6a  -3-  8  v  -  IQz  -  4  =  0 

sao  paralelos. 

Sotupao  E  claro  que,  geo  mctricam  cute,  do  is  pianos  sao  paralelos  se  e  somente  sc  suas  nor¬ 
mals  forem  vetores  paralelos.  Uma  normal  para  o  primeiro  piano  6 

nt  ={3,-4, 5) 

e  uma  normal  para  o  segimdo  piano  e 

n2  —  {”6,  8,  —10} 

Como  n  2  e  um  nuiltiplo  esc  alar  de  n,y  as  normals  sao  pa  rale  las  ct  port  an  to,  os  pianos  sao 
paralelos.  < 

Vimos  q Lie  um  piano  utiico  e  determinado  por  um  ponto  no  piano  e  um  vetor  nao-nulo 
normal  ao  piano.  Em  contrapartida,  um  piano  nao  e  determinado  por  um  ponto  no  piano 
e  um  vetor  nao-nulo  paraielo  ao  piano  (Figura  12.6.4).  Contudo,  um  piano  iimeo  6  deter- 
minado  por  um  ponto  no  piano  e  dois  vetores  nao-paralelos  que  sejam  paralelos  ao  piano 
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urn  tinico  piano  quo 
passa  por  p  que  e 
paraleto  av  e  w. 

Figura  12.6.5 


H3  urn  umco  piano  que 
passa  por  tr£s  pontos 
nao-dolineares. 


Fi^um  12.6.6 


(Figura  12.6.5),  Urn  piano  ilnico  e  delerminado  tamhem  por  ires  pomos  nao-colineares  que 
sc  situcm  no  piano  (Figura  1 2.6.6). 


►  Exemplo3  Determine  uma  equa^ao  do  piano  que  passa  pelos  pomos  F,(l,  2,  -1), 
P2( 2,  3,  l)eP3<3,-l,2). 


Solugao  Como  os  pomos  P[y  P2  e  Py  siiuam-se  no  piano,  os  veiores  P\Pi  =  (I ,  1, 2}  e  P\P$  - 
(2,  -3,  3)  sao  para  Id  os  ao  piano.  Porta  nloT 


P\Pl  X  P\Pi  = 


i  j  k 
I  1  2 

2-3  3 


—  9i  +  j  —  5k 


6  normal  ao  piano,  uma  ve/  que  6  perpendicular  a  P\  A  c  P\P\.  Usando  esta  normal  e  o  porno 
P|(l,  2,  —  1 )  no  piano,  obtemos  a  forma  ponto-normal 


9{x-  1)4- (y-2)-5fe  +  I)  =  0 


que  pode  ser  reescrita  como 


9x  4*  y  —  5z  —  1 6  —  0  M 


*  Exemplo  4  Determine  sc  a  reia 


a  =  3  4-  Sf ,  y  =  4  4-  5a  z  =  -3  -  r 
d  paralela  ao  piano  a-  -  3y  +  5z  =  12. 

Solti  gao  O  vetor  v  =  (8,  5,  -1)  e  paralelo  a  rela  e  o  vetor  n  —  (1,  —3,  5}  e  normal  ao  piano. 
Para  a  reta  e  o  piano  scrcm  paralelos,  os  vetores  v  e  n  devem  ser  oitogonais.  Mas  isso  nao 
acontece.  uma  vez  que  o  produto  eseaJar 

v  *  n  —  (S)< I )  H-  (5)(-3)  +  <-l)(5)  =  -12 

6  nao-nulo,  Assim,  a  rela  e  o  piano  nao  sao  paralelos.  * 


►  Exemplo  5  Encontre  o  porno  do  imerseqao  da  rela  e  do  piano  do  Exemplo  4. 

Sohiqao  Sc  tomarmos  (xw  y[:it  zu)  como  sendo  o  ponto  dc  intcrsc^ao,  eniao  as  coordenadas 
dcssc  ponto  satisfazem  a  equa^ao  do  piano  e  as  equaqoes  parametricas  da  reta,  Assim, 

ajo  —  3  yo  4~  5zo  =  1 2  (7) 

e  para  algirni  valor  de  /,  digamos  f  -  rcl, 

Ao  =  3  4-  8/'o,  yo  =  4  +  5/q+  z$  —  —3  —  ro  (8) 

Substiluindo  (8)  cm  (7)  results 

f3  +  8r0)-3(4  +  5fo)  +  5(-3  -  t0)  -  12 
Resol vendo  para  obtemos  r0  =  -3  e  substiluindo  esse  valorem  (8),  obtemos 


Oo,  )%  zq)  -  (-21,  -11,0)  < 


834  Calculo 


(«) 


Plano  I 


Figura  12*6.7 


■  PLANOSCONCORRENTES 


Dais  pianos  distinios  cone  one  mes  determinam  do  is  angulos  positives  de  imerseqao  -  urn 
angulo  (agudo)  0  que  salisi'az  a  eondigao  0  <  0  <  n/2  e  o  su  pie  men  tar  dessc  angulo  (Figura 
12.6.7a).  Se  n,  e  n2  fbrem  normais  aos  pianos,  entao  dependendo  do  sent  id  o  de  n,  c  n2,  o 
angulo  0  6  on  o  Sngulo  entre  n,  e  n  ou  entre  n,  e  -  n2  (Figura  !  2.6.76).  Em  ambos  os  cases, 
do  Teorema  1 2.3.3  resulta  a  seg  unite  formula  para  o  angulo  agudo  Centre  os  pianos: 


cos/?  = 


|nj 

•  n2l 

ii«ii 

1  ||»2  1 

►  Exemplo  6  Determine  o  angulo  agudo  da  intersegao  dos  pianos 

2x  -  4v  +  4^  =  7  e  6.v  +  2 y  -  3z  =  2 


Soluqao  Das  equagftes  dadas  resultam  as  normais  n,  -  {2,  -4.  4}  e  n?  —  {6,  2,  —3}*  Dcsse 
mode,  da  Fdmuila  (9)  resulta 

!ni*m2|  [-8|  4 

COS#  —  - - -  —  ■  -  — — =  =  “ 

llni  II  lln2ll  eBv/iy  2i 


da  qua!  obtemos 


-4 


(a) 


►  Exemplo  7  Enconlre  uma  equagao  para  a  reta  L  de  intersegao  dos  pianos  no  Exemplo  6. 

Soluqao  Prime  iro  c  a  leu  lamas  y  —  rq  x  n2  =  (2*  -4, 4)  x  (6,  2,  —3}  —  (4,  30,  28).  Como 
v  6  ortogonal  a  iij,  6  paralelo  ao  pnmeiro  piano  e  como  v  6  ortogonal  a  n2> 6  paralelo  ao  segundo 
piano.  Portamo,  v  e  paralelo  a  L,  que  e  a  i  nterseqao  dos  dais  pianos.  Para  encomrar  am  porno  de 
L,  observe  que  Edeve  intersectar  o  piano. vj,  ou  seja,  z  -  0+  pois  v  *  {0, 0*  I )  =  28  ^  0,  Subsli- 
tuindo  z  =  0  na  equagao  de  ambos  pianos,  obtemos 

2x  -  4y  =  6 
6x  +  2y  -  4 

com  soluqao  x  =  1 ,  y  =  -  F  Assim,  P(  I ,  —  1 ,  0)  e  utn  ponto  dc  L.  Uma  equagao  vetorial  de 

{.v,y,a}  =  <1,-1 ,0)4-^4,30.28}  < 


M  PROBLEMAS  DE  DISTANCIA  ENVOLVENDO  PLANOS 

A  seguir,  eon  s  i  do  rare  m  os  Ires  “problemas  de  distancia”  basicos  no  espuqo  tridimensional: 

*  Detenninar  a  disiSncia  entre  urn  ponto  e  um  piano. 

*  Detenninar  a  distancia  entre  dois  pianos  paralelos. 

*  Date  rni  mar  a  distancia  e  litre  d  uas  ret  a  s  reve  rs  as. 

Os  ires  problemas  estao  re  lac  ion  ados.  Se  pudermos  determiner  a  distancia  entre  um  ponto  e 
um  piano,  entao  poderemos  detenninar  a  distancia  entre  pianos  paralelos  calculando  a  dis¬ 
tance  entre  um  dos  pianos  e  um  ponto  arbitrario  Pn  do  outro  piano  (Figura  12.6.8fi).  Alem 
disso,  podemos  detenninar  a  distancia  entre  duas  retas  reversas  calculando  a  distancia  entre 
os  pianos  paralelos  que  as  eontem  (Figura  i  2,6,86). 


Figura  12*6.8 
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n 


Mftura  12.6.9 


Existe  Lim  art&O-go  da  FormulaflG) 
no  espag o  t>i dimensional  guo  pocte 
ser  usada  para  ealculstr  a  disi^ncia 
Gnire  urn  pontoa  uma  rata  (ver  Exor- 
cicio  50). 


12.6.2  TEORICMA  A  distdticia  D  entre  am  panto  Pt) (xm  v0, 
<x\  +  /?y  +  cz  +  d  —  0  e  /jor 


t^o  *+*  bjo  +  ezo  +  4| 

\/ if~  4b  h~  H"  f” 


Z(f)  e  o  piano  de  equaqao 


(10) 


d k monstkaq- ao  Tonic  Q(,vJ?  v3>  z,)  como  uin  ponto  qualqucr  do  piano  c  posicianc  a  normal 

n  =  {a,  b,  c)  dc  ta  I  modo  que  sen  ponto  inicial  csteja  cm  Q r  Con  forme  il  us  trade  na  Figura 

> 

12.6.9,  a  distancia  D  e  igual  ao  eomprimento  da  projegao  ortogonal  dc  QPq  sobre  n.  Pessa 
forma,  por  (12)  da  Scgao  1 2.3, 


Mas 


o  -  [tp'«inGA)ll  - 


QPo  '  n 


n 


n 


QPo  '  »l  „  „  le/’o-nj 

;;  i  rr-  M  =  — 7, - 

IlnlH  11  n 


Assim, 


QPq  =  {Xn  -  A  i ,  Jo  “  Ji  *  Zq  -  Z\ } 

QPq  *  n  =  a(x 0  -  X])  +  b(y0  -  >!i)  +  c(zo  -  Zi) 


lull  =  VV-  +  b1  +  c- 


D  = 


\a(XQ  -  Ag)  +  fr(vo  ~  vi)  +  c(Zq  ~  Zi)\ 
V«2  4-  If-  +  ^ 


(ID 


Como  o  ponto  Q(x,.  yiy  z{)  situa-se  no  piano,  suas  coordcnadas  satisfazem  a  cquagao  do  pla- 
no;  isto  £, 


ctX]  +  by i  4-  cz]  +  d  —  0 


on 


d  —  —axt  —  by  \  —  ezi 

Subsiiluindoessa  expressao  cm  (11)  rcsulta  (10). 


►  Exemplo  8  Determine  a  dist^ncia  D  entre  o  ponto  ( 1 ,  “4,  -3)  e  o  piano 

2a  -  3y  -f  6z  = 

Sola  quo  A  Formula  ( 1 0)  requer  que  o  piano  seja  reescrito  na  forma  ax  +  by  4-  cz  4-  d  =  0. 
Desse  modo,  reescrevemos  a  cquagao  do  piano  dado  como 

2x  -  3 y  +  6z  +  I  =  0 

da  qua  I  obtemos  a  -  2,  b  -  -3,  t  1  =  6  c  d  =  I.  Substituindo  esses  valores  c  as  coordcnadas  do 
ponto  dado  em  (ID),  obi  cm  os 

n  =  i(2)(  I )  +  ( — 3)( — 4)  +  6(— 3)  +  1 1  =  H3I  =  3  ^ 
v/22  +  (-3)2  +  62  7  7 


►  ExempIo9  Os  pianos 

x  4-  2 y  -  2z  =  3  e  2a  4-  4v  -  4z  =  7 

sao  paralelos,  lendo  em  vista  que  sens  vetorcs  normais  { 1 , 2S  -2}  c  (2,  4,  -4}  sao  vet  ores  para- 
lei  os.  Determine  a  distend  a  entre  esses  pianos. 


836  Calculo 


Soluqao  Para  deierminar  a  distSnda  D  entre  os  pianos,  podemos  escolher  um  ponto  arbi- 
trario  cm  um  dos  pianos  e  calcular  a  sua  disiancia  ao  outro  piano.  Pondo  y  —  z  —  0  na  cquagao 
x  +  2 y  -2 z-  3,  obtemos  o  ponto  J%(3,  03  0)  neste  piano.  De  (10),  a  disiancia  de  P()  ao  piano 
2x  +  4y  -  4z  =  7  e 

^  1(2)(3)  4  4(0)  4  ( — 4)(0)  —  71  _  I  ^ 

, Jl -  +  42  +  (-4)2  6 


►  Exemplo  10  Maslrou-se  no  Exemplo  3  da  Segno  12.5  que  as  reias 

L| :  x  —  I  4  4tt  y  —  5  —  4t ,  z  ~  —  I  4  5? 

LtT  a  =  2  4  8/,  y  ~  4  - ■  3f  s 

sao  reversas.  Determine  a  distandas  entre  el  as, 

Sohiqao  Denotemos  por  Pl  e  P2  dots  pianos  paralelos  contendo  /,,  e  L2,  respect  ivamente 
(Figura  4.6.10).  Para  deierminar  a  disiancia  D  entre  L  e  Lv  ealcularemos  a  disiancia  de  am 
ponto  cm  P.  ao  piano  Py  Uma  vez  que  L]  siiua-se  no  piano  P,,  podemos  determinar  urn  ponto 
cm  Pj  deterniinando  um  ponto  sobrea  reta  L 3;  podemos  fazer  issosubstituindo  qualqucr  valor 
conveniente  de  /  rtas  equagoes  parametricas  de  L  .  A  escolha  mais  simples  e  t  -  0,  da  qua] 
results  o  ponto  Q(  1 , 5,  - 1 ). 

O  proximo  pusso  c  determinar  uma  cquagao  para  o  piano  P2.  Para  fazer  isso,  observe 
que  o  vetor  u,  =(4,  -4,  3)  e  paralelo  a  reta  L,  e,  por  conseguinte,  iambem  paralelo  aos  pianos 
/5i  e  P2.  Analogamente,  u-,  -  (8,  —  3,  !)e  paralelo  &  reta  L2  e  portanto  paralelo  a  Pi  e  P2,  Por- 
tan  to,  o  produto  vetor  ial 


n  =  u i  x  ti?  = 


i  j  k 

4  -4  5 

8  -3  1 


=  Ili  +  36j  +  20k 


e  normal  a  P]  e  P2.  Us  and  o  esta  normal  c  o  ponto  (?:(2+  4,  5)+  eneontrado  colocando  t  -  0  na 
equagao  de  L2i  obtemos  uma  equaguo  para  P2: 


1 1  (a:  -  2)  4-  36  (y  -  4)  4  20(z  -  5)  =  0 


ou 


1  Lx  4  36 y  4  20 z  ~  266  =  0 
A  disiancia  entre  Q}( I,  5,  - 1 )  e  esse  piano  e 

1(H)(1)  4(36X5)  4  {20)(-IJ  —  266| 


D  - 


95 


V 1 1 2  +  36- +  20- 
que  tambem  c  a  distant  ia  entre  L,  e  Lr  •* 


yurr 


Sr  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  1 2,6  ( Ver pagina  839 para  resposias.) 


1*  A  forma  ponto- norma  I  da  equagao  do  piano  por  (0.  3.  5)  e  per¬ 
pendicular  a  {-4,  L  7)  e _ . 

2,  Um  vetor  normal  ao  piano  4a  -2y  +  lz-  11  =  0  e _ , 

3.  Um  vetor  normal  ao  piano  que  passa  pel  os  pontos  (2,  3,  1), 

(3,  7,  0)  e  (2,  5,  2)  £ _ . 


4.  O  angulo  agudo  da  in  terser  ao  dos  pianos  x  +  y  -  2z  =  5  c 

3y-4r=6<*_ _ .. 

5.  A  disiancia  entre  o  ponto  (9,  H.  3)  c  o  piano  x  +  y  —  2z  —  5 

e _ 


Capi'tulo12  i  Espai?o  Tridimensional  ;Vetores  $37 


EXERCICIOS  12.6 


1*  Determine  a  e  ua^oe  an  Pr  P2  e  }\  ire  a  ara  e 
a  an  c  i  ena  e  a  am  e  cant  3. 4, 5  a  cai 
m  ira  a  na  fieuraabai 


13-14  Determine  e  an  a  ara  e  .  er  en  icu  are  u 
nenhu  in  i 


2,  Determine  a  e  uagfte  an  /*,  P,  e  tie  ii  ara  e 
a  an  c  r  ena  e  a  am  e  cant  a-?>,  z,>  a  cai  a 

m  Era  a  na  figura  abai 


3-6  Determine  uma  e  tiaga  an  ue  a  a  e  nt  P  e 
lorn  el  r  n  c  tn  Lima  n  rma 

3.  P  2,  ,1  n  =  <U4  2) 

4.  P  -1,-1, 2  n=(-i,7s  ) 

5.  P  1,0,0  n  =  (0,0,  I) 

<S.  P  (l  0,  0  n  =  (2, -3,-4} 

7-10  Determine  uma  e  uaga  an  in  ica  na  figura 


13*  a  2a  -  8  v  -  z  —  2  =  0 
”.v  +  4 y  +  3z  ”5-0 
c  a  —  y+3z  —  2  =  0 
2x  +  z  =  I 

14.  a  3a  -  2v  +  z  =  4 
a  -  4_v  +  3z  =  7 

c  .v  +  4y  +  7z  =3 
5a;  -  3y  +  z  =  0 


b  3v  -  2 y  +  z  =  1 
4a  +  5y  -  2z  =  4 


b  y  =  4a  -  2z  +  3 
A-  =  i.V+il 


15-16  Determine  earelae  an  a  ara  e  ,  er  en  icu  a 
re  u  nenhum  i 


a  x  =  4  +  2/.  y  =  — r,  z  -  -  3  —  4/ 
3a  +  2y  +  z  —  7  =  0 
b  x  -  r,  j  =  2r,  z  =  3/ 
a  -  v  +  2z  =  5 

c  a  =  -1  +  2u  y  =  4  +  L  z  =  1  - 1 
4a  +  2v  -  2z  =  7 


1 6,  a  .v  =  3  -  /,  y  -  2  +  L  z  -  1  -  3/ 

2x  +  2y- 5  =  0 

b  a=  ]  -2rs  y-  r,  z 
a  --  3y  +  3z  -  i 

c  X  =t,  y  =  I  -  f,  Z  -  2  +  i 
x  +  y  +  z  =  I 

17-18  Determine  earelae  an  inter  ectam  ea  afinnati 
eteimine  a  e  r  ena  a  a  inter  c^5 


1 7.  a  x  -  h  y  =  t,  z  -  t 
3a  -  2y  +  z  “  5  -  0 
b  a  =  2 - /.  y  =  3  +  /,  z-i 
2x  +  v  +  z  =  I 

IS*  a  x  =3/.  y  =  5f.  z--t 
2a  -  y  +  z  +  I  =  0 

b  a  =  I  + 1,  y  =  _  I  +  3/,  z  =  2  +  4r 
a  -  y  +  4z  =  7 


19-20  Determine  aneu  anu 

%-■  ’»-• 

a  inter 

art  ate 

gran  mai  rb  im 

11-12  Determine  uma e  ua$i 

an  ue  a  a  e 

nt 

a 

_ 

1L  -2,  l ,  1  .  0,2,3  e  1,0,-! 
12.  3,2,  1  ,  2,  1,-1  e  -1,3,2 


19.  a  -  0  e  2a-^  +  z  -  4  =  0 

20.  a  +  2v  -  2z  =  5  c  a  -  3y  +  2z  =  8 


21-30  Determine  uma  e  ua^a 

an  ue  aii  a$a  a  c  n  i 

e5e  emmcia  a 

838 


Calculo 


21*  O  piano  pel  a  origem  que  6  paralelo  ao  piano  4x  -  2 y  +  lz  + 
12=0. 

22*  O  piano  que  comem  a  re  la  x  =  -2  +  3f,  y  =  4  +  It.  z  —  3  -  I  e 
e  perpendicular  ao  piano  x  -  2y  +  z  =  5. 

23,  O  piano  que  passa  pelo  ponio  (-1 , 4,  2)  e  que  contem  a  reta  de 
iMersegao  dos  pianos  4x  —  y  +  zH .-2  =  0  e  2v  +  v  -  2z  —  3  =  0. 

24*  (>  piano  que  passa  por  (-1.  4.  -3)  e  £  perpendicular  ft  reta 
x  -  2  =  j\  y  +  3  =  2f,  z  =  “  x 

25.  0  piano  que  passa  por  (1,  2.  -Dee  perpendicular  a  reia  de 
i nterseqao  dos  pianos  2x  +  y  +  z  —  2  e  x  +  2y  +  z  =  3. 

26.  O  piano  quo  pass  a  polos  pout  os  2,  !,  4),  P2(l,  0,  3)  quo  e 

perpendicular  ao  piano  4x  —  y  +  3z  =  2. 

27.  0  piano  que  passa  peio  ponio  (-!,  2,  -5)  que  e  perpendicular 
aos  pianos  2x  -  y  +  z  =  1  e  x  +  y  -  2z  =  3. 

28.  0  piano  que  com  cm  o  porno  (2,  0*  3)  e  a  rda  jr  —  —  1  +  t.  y  =  i\ 
5  -”4  +  26 

29.  O  piano  cujos  pontos  sao  eqiiidis-luntcs  de  (2,  —  I ,  I )  e  (3*  1 . 5), 

30.  O  piano  que  contain  a  reia  x  =  3 /,  y-  I  +  t,  z  =  2t  e  t!  paralelo  a 
imersegao  dos  pianos  2x  -  y  +-  z  =  0  cy  +  z+  I  =  0. 

31*  Determine  equates  parametric  as  da  reia  que  pass  a  polo 
pon  to  (5.  0,  -2)  c  que  e  pa  rale  la  aos  pianos  x  -  4  y  +  2z  -  0  e 
2x  H4i3y  —  z  +  I  =0, 

32.  Seja  L  a  reia  x  =  3  /  +  I  *  y  -  -5/t  z  =  t, 

(a)  Most  re  quo  L  csid  no  pi  ano  2c  +  y  —  z  =  2, 

(b)  Mostre  que  /*  e  para  I  el  a  ao  piano  x  +  y  +  2z  =  0,  A  reia  cslft 
aciina.  abaixo  ou  exalamcnte  no  piano? 

33 .  M  ost  re  que  a  s  ret  as 

.v  =  “2  +  f.  y  =  3  4-  2t,  z  =  4  —  f 

c  “  3  — -  r,  y  =  4  -  2f,  z  —  t 

silo  pa  nil  das  e  ob  cental  tuna  equagao  do  piano  que  el  as  deter- 
minam* 

34.  M os  t  re  q  ue  as  ret  as 

L].x  +  I  —  At,  y  —  3  =  f*  Z"  1=0 

L2\  x  +  13  =  I2f.  3?  “  I  =  6r,  z  -  2  =  3r 

mterseetam  e  obtenha  uma  equagao  do  piano  que  el  as  deter¬ 
minate 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


35*  Os  pontos  ( 1 ,  0,  -1 ).  (0*  2,  3).  (-2,  E .  1)  c  (4,  2,  3)  estao  no 
mesmo  piano?  iustilique  sua  resposta  de  duas  lornias  dife- 
rentes, 

36,  Mostre  que  se  a,  b  e  c  siio  nao-nulast  eni3o  o  piano  cujos 
cortes  com  os  eixos  coordenados  sao  jf  -  a*  y  =  b  e  z  =  r  ^ 
dado  pel  a  cqua^ao 


37*  Sc  /.  for  uma  reta  no  espaqo  iridimensional,  L  e  slur  a  neces- 
sariainenie  em  algum  piano  vertical?  Ex  pi  i  que. 


38.  Se  L  for  uma  reia  cu>  espa^o  iridimensionaK  L  estara  neces- 
saiiamenie  esn  algum  piano  hoiizonial?  Expliquc. 


39-40  Obtenha  equagoes  parametneas  da  reta  de  imetsegao  dos 
pianos. 


39.  -2v  +  3y  +  lz  +  2  -  0  40*  3a  -  5y  +  2^  =  0 

a-  y  2y  -  3r  +  5  =  0  ^==0 


41  -42  I  )et  enn  \  lie  a  di  sta  nd  a  cut  re  o  po  nl  o  e  o  pi  a  n  o , 

41*  ( I ,  -2,  3);  2v  -  2y  +  £  =  4 
42.  (QAjy,lx  +  6y-2z-5  =  Q 

43-44  Determine  a  dislancia  entre  os  pianos  paraldos  dados. 


43*  -2x  +  y  +  z  -  0  44*  x  +  y  +  z  —  I 

6.x  -  3 y  -  3z  -  5  -  0  x  +  y  +  z  -  - 1 

45-46  1  )et  erm  t  lie  a  d  i  sta  nc  i  a  enl  re  as  reia  s  re  versa  s  d  ad  as . 

45*  x  =  1  +  It .  y  =  3  + 1,  z  -  5  -  3/ 
x  =  4  —  y  =  6*  z  -  7  +  2/ 

46*  x  -  3  -  /,  y  a  4  +  4 1,  z  -  1  +  2i 

x  ~  L  y  =  3,  Z  -  2  i 

47.  Deicrmine  uma  equagao  da  csl’cra  com  ceniro  (2,  I ,  —3)  que  6 
langente  ao  pianos  -  3y  +  2z  =  4. 

48*  Localize  o  ponio  de  imersegao  do  piano  2c  +  y  -  z  =  0  com  a 
reia  que  passa  por  (3*  L  0)  que  e  perpendicular  ao  piano, 

49.  Moslre  t]ue  a  reta  x  -  -1  +  /*  y  =  3  +  2  uz  —  — /  e  o  piano  2x  -  2 y 
-  2z  +  3  =  0  Siio  pamlelos  e  determine  a  dislancia  entre  el es. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


St).  As  Formulas  (1),  (2)*  (3),  (5)  e  <  1 0)*  que  aplicam-sc  a  pia¬ 
nos  no  c  spa  go  iridimensional.  lem  versoes  analogas  para 
retas  no  espago  bidimcnsional. 

(a)  Desenhe  uni  andlogo  da  Figura  12.6.3  no  espago  bi- 
dimensional  para  ilustrar  que  a  equagao  da  reta  que 
passa  pelo  pon  to  P(xti*  yr>)  e  6  perpendicular  ao  veior 
ji  -  {a.  b)  pode  ser  ex  press  a  como 

«  *  ( r  -  r J  =  0 

onde  r  =  (a;  y)  e  rl}  =  (x[y  yn). 

(b)  Mostre  que  a  equagao  vetorial  da  parte  (a)  pode  ser 
ex  pres  sa  como 

a  lx  -  xn)  +  b  (y  -  y(1)  =  0 

Isso  e  chamado  a  forma  panto-normal  de  uma  reta . 

(c)  Usando  a  prova  do Teorema  1 2,6. 1  como  guta,  mostre 
que  se  a  c  b  nao  foreni  am  has  mi  las.  entao  o  gratico  da 
equagao 

ii  v  +  by  +  c  -  0 

c  uma  reta  que  tem  11  =  (a.  b)  como  uma  normal 
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(d)  Usartdo  a  prova  do  Teorema  12.6.2  como  gtiia.  mos- 
irc  que  a  distUncia  />  entre  urn  ponlo  Pa{xti,  v(J)  e  a  rata 
ax  +  frv  +  c  =  0  € 

t' 

n  _  k-vg  +  hyp  +  r  | 

V«2  + 

(e)  Use  a  formula  da  parte  (d)  para  deter  mi  nar  a  dis  Lancia 
era  re  o  panto  P{- 3, 5  )  c  a  ret  a  y  =  — 2.v  +  I . 


51-  (a)  Most  re  que  a  ci  island  a  D  an  ire  os  planus  pa  raid  os 

ax  +  by  +  cz  +  d\  =0 
ax  +  by  +  cz  +  <h  =  0 

n  —  kA  ~  d^\ 

%/VF  +  />-  F 

(b)  Use  a  formula  da  parte  (a)  para  resolver  o  Exerefcio  43. 


RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  12.6 


I .  -Ax  +  (y  -  3)  +  7(z  -  5)  =  0  2.  <4.  -2. 7)  3.  <2.  - 1 . 0)  4.  arc  cos 


11 


5V6 


26 5  S.  S 


1 2.7  SUPERFICIES  QUADRICAS 


Nesta  segdo,  esiudaremos  uma  important  e  clause  de  superficies  que  sdo  os  and  log  os 
tridimensiouais  day  segoes  coni  cos  ^ 


A  * 


Uma  sela  de 
macaco 


Figura  12,7.1 


■  TRA<?0  OE  SUPERFICIE 

Em  bora  a  forma  geral  de  uma  curva  no  espago  bidimensional  possa  ser  obi  Ida  ploiando  os 
ponios,  cste  mdtodo  nao  c  geralmente  riti!  para  superficies  no  espago  tridimensional,  pois 
requei  demasiados  pout  os.  E  mats  comum  eonsiruir  a  forma  de  uma  superffeie  com  enirelaga- 
mento  de  trndhas  de  curvas ,  quo  sao  curvas  obtidas  cortando-se  a  superffeie  por  pianos  ade- 
quadameme  esc ol hides.  Por  exemplo,  a  Figura  1 2.7. 1,  gerada  por  um  CAS.  mostra  o  grdfico 
de  z  =  x  -  3yy~  obtido  com  timacombinagao  dc  mat  has  de  curvas  e  colorizagao  para  produzir 
detalhes  da  superffeie.  Rssa  superffeie  d  ehamada  de  ^sela  de  macaco",  pois  um  macaco  sen- 
tndo  tia  superffeie  tent  lugar  para  stias  duos  pern  as  e  o  rabo, 

A  curva  da  malha  que  resuHa  quando  uma  superffeie  for  eortada  por  um  piano  d  ehama- 
dade  trago  da  superffeie  no  piano  (Figura  I  2.7.2).  Normalmente,  as  superficies  sfto  formadas 
a  parti r  dc  tragos  cm  pianos  paralclos  aos  pianos  eoordc undos,  dc  modo  quo  comegaremos 
mostrando  como  as  equ agues  de  tais  super!  fetes  podem  scr  obtidas,  Para  isso,  considcrenios 
a  superffeie 

(1) 


J2  i  2 

z  =  x~  -f  y 


mostrada  na  Figura  12.7.3a. 


C«)  +  (» 

Figura  12.7,2 


Figura  12.7,2 


840  Calculo 


A  parte  com  par&nteses  da  Equagao 
[2}  e  urn  lembrele  de  que  a  coordena- 
da  z  de  tod  os  os  pontos  sobre  o  trago 
e  z  =  I  .  isso  necessiia  ser  afirmado 
explicitamente,  pois  z  naoaparece  na 
equagao.n'-H  y2  =  I. 


O  procedi  memo  basieo  pat  a  enconlrar  a  equagao  de  urn  trago  6  substi  lui  r  a  equagao  do 
piano  na  equagao  da  super  ITcie.  Por  exempkx  para  enconlrar  o  trago  da  super  ffcic  z  =  x~  +  v" 
no  piano  z  —  1 ,  substituimos  z  =  1  em  (1),  obtendo 


2,1  i 

.v  +3  =  I 


(z  =  I) 


(2) 


Isso  e  um  circuit)  de  raio  1  centrado  no  ponto  (0,  Of  1)  (Figura  12.7.3 b). 

A  Figura  I  2,7,4a  sugcre  que  os  tragos  de  (1)  no  piano  que  sao  para  lei  os  e  estao  acini  a 
do  piano  xy  formam  urna  famflia  de  cfrculos  que  estao  eenirados  no  eixo  z  e  cujos  raios  cres- 
cem  com  z-  Para  confirmar  isso,  cortsideremos  o  trago  cm  um  piano  geral  z  —  k  que  e  paralelo 
ao  piano  xy.  A  equagao  do  trago  e 


x~  +  _t  =  k  (z  =  k) 

Se  k  >  (X  entao  o  trago  c  um  circuit)  de  raio  \ fk  centrado  no  ponto  (0,  0,  k).  Rm  particular,  sc 
k  =  0,  enlao  o  raio  e  zero,  logo  o  trago  no  piano  xy  6  o  unico  ponto  (0, 0, 0).  Assim,  para  va  lores 
nao- negatives  de  k  os  tragos  paralelos  ao  piano  xy  formam  Lima  fa  in  ilia  de  ciYculos,  cen  trades 
no  eixo  z,  cujos  raios  iniciam  em  zero  c  c  rose  cm  com  k<  Isto  confirma  a  nossa  conjeetura.  Se 
k  <  0,  enlao  a  equagao  ,f  +  v“  -  k  nao  tem  gratico,  o  que  signifies  que  nao  ha  trago. 

Vamos  examinar  os  tragos  de  (1)  cm  pianos  pa  raid  os  ao  piano  y  z.  Tais  pianos  tem 
equagoes  da  forma  x  =  k,  logo  substitumiOS  isso  em  ( 1 )  para  oh  ter 


,  2  ,  2 
z  =  k~  +  y 


(x  =  k) 


que  podemos  reescrever  como 


z-k^  =  y 


(.v  =  k ) 


(3) 


Por  simplicidadc,  vamos  comcgar  com  o  caso  em  que  k  =  0  (o  trago  no  piano  yz)>  caso  em  que 
o  trago  tem  a  equagao 


(x  =  0) 


O  leiior  deve  reconhecer  que  isso  e  unia  parabola  que  tem  seu  veil  ice  no  origem,  c  aberta 
na  diregao  z  positiva  e  e  si  metric  a  em  relag  ao  ao  eixo  z  (a  Figura  12.7.4/?  mostra  uma  vista 
bidimensional).  O  lei  tor  tain  be  m  deve  reconhecer  que  o  ternio  —k~  em  (3)  tem  o  efeitu  de 
transladar  a  parabola  z  =  \3  na  diregao  z  positiva,  de  modo  que  o  novo  Venice  lie  a  em  (kA),k2). 
Assim,  os  tragos  para  Id  os  ao  piano  yz  formam  unia  fa  m  ilia  de  parabolas  cujos  vertices  mo- 
vem-sc  para  cinia  quando  k~  cresce,  Isso  c  eonsistente  com  a  Figura  12,7.4c.  Analogamcnte* 
os  tragos  nos  pianos  paralelos  ao  piano  xz  tem  eq uagoes  da  forma 


z-k2  =  x2  (v  =  k) 

que  novamente  d  uma  famflia  de  parabolas  cujos  vertices  movem-se  para  cima  quando  fr 
e  re  see  (Fig  u  ra  12.7  Ad ) . 


(W 


(d) 


(a) 

Figura  12.7,4 


V 


X 


V 
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■  AS  SUPERFICIES  QUADRICAS 

Na  diseussfio  da  Formula  (2)  da  Segao  1  ]  .5,  observant  os  que  uma  equagao  tie  segundo  grau 

Ax2  H-  Bxy  ■+■  Cy2  +  Dx  +  Ey  H-  F  =  0 


represent#  uma  segno  cdnica  (possivelmente  dcgenerada).  A  equaqao  analog#  em  uni  sistcma 
de  coordenadas  a  vz  e 


Ax1  +  By-  +  Czz  +  Dxy  +  Exz  +  By 7  +  Gx  +  Hy  -h  !z  +  J  —  0 


(4) 


que  6  eh  am  ad  a  equaqao  de  segundo  grau  em  x,y  e  z<  Os  gr&ficos  tie  lais  equugoes  sao  den  tv 
min  ados  superficies  quadricas  oil  simplesmentc,  quadricas. 

Scis  tipos  comuns  tie  superficies  quMricas  sao  mostrados  na  Tabela  12,7,1  -  elip- 
sfjides,  hiperhoUndes  de  mmfalha,  hiperhoidides  de  dims  folhas,  cones  elipticos,  pant- 
boldides  elipticos  e  parabol  aides  hiperboftcos,  (Sup  dose  que  as  cons  tames  af  b  c  c  que 
apareeem  nas  equagoes  na  labels  sejam  posit ivasl)  Observe  que  nenhuma  das  superficies 
quadric  as  na  tabela  rent  os  termos  com  produto  misto  cm  suas  equagdes,  lsso  ocorre  devido 
as  suas  orientaqdes  em  rdagao  aos  eixos  coordenados,  Posteriormetile,  nest  a  segao,  discu- 
tiremos  outras  possfveis  orieiitagdes  que  produzem  cquagocs  das  superficies  quadricas  sem 
termos  com  produto  misto.  No  caso  especial  em  que  as  segoes  tra  ns  versa  is  elfpticas  de  urn 
cone  elfptico  ou  dc  um  paraboloidc  elfptico  sao  cfrcul os,  sao  usados  os  termos  cone  circular 
e  paraboloidc  circular. 


M  TECNICAS  PARA  FAZER  GRAFICOS  DE  SUPERFICIES  QUADRICAS 

Para  graficos  precisos  de  superficies  quadricas,  sc  faz  necessdrio  0  usode  um  recur  so  grafico 
computational,  Entretamo,  a  tecnica  que  di  scut  ire  mas  agora  podc  ser  usada  para  gerar  esbo- 
qos  grosseiros  dessas  superficies  que  sao  uteis  para  van  os  tins, 

Um  csbogo  grosseirode  urn  elipsdide 


,2  2  yi 

"T  +  77  +  ^  =  1  {a  >  0t  b  >  (X  c  >  0)  (5) 

a1  b-  c1 

podc  ser  obtido  plotando,  primeiro,  as  imeiseqoes  com  os  eixos  coordenados,  entao  esbo- 
gando  os  tragus  el  ip  decs  nos  pianos  coordenadas,  e  depois  esbogando  a  super  fide  usando  os 
tragos  elipticos  como  guia,  O  Exemplo  I  i lustra  essa  tecnica. 


►  Exemplo  1  Esboce  o  elipsoide 


2,0,0) 


y 

AO 


Esbogo  gnosssiro 

Hgura  12,7.5 


Solugdo  Os  codes  com  o  eixo  x  podem  ser  obtidos  tomando  y  -  0  e  z  -  0  em  (6).  Disso 
result#  x  -  ±2.  Annlogatneme,  os  cones  com  0  eixo  y  sao  y  =  ±4  e  os  cortes  com  o  eixo  z 
sao  z  -  ±3.  Desses  cortes  obtemos  os  tragos  elipticos  e  o  esbogo  do  elipsdide  da  Figura 

12.7.5.  < 

Um  esbogo  grosseiro  de  um  hiperboldide  de  uma  folha 

x2  v2  z 2 

—  +  77  -  —  =  1  (a  >  0,  h  >  0,  c  >  0)  (7) 

a1  b2  c1 

podc  ser  obtido  esbogando,  primeiru,  o  traqo  elfptico  no  piano  a  v,  entao  os  tragos  elipticos 
nos  pianos  ^  =  ±r  e,  depois,  as  eurvas  hiperbdlieas  que  line  in  os  extremes  dos  eixos  dessas 
elipses,  O  exemplo  a  seguir  i lustra  essa  tecnica. 


M2  Calculo 


Tabela  12.7.1 


Sl'J’E.ii I  fCEI:. 


rQtjArAo 


SUPMRE'toE; 


l:QUACSO 


i  1. 13  Sol  nit 


(X)NJi  I  lilTlCO 


HH'l-tt  IH  )£.[]]  I JE-: 

I  >3  UMA  1-1)1  ha 


HIPHHJSOF.ftlJE-. 
1)3  bOl.HAS 


Os  iracos  nos  pianos  twwdcnadas 
sS.0  d  ipses.  conn.)  Famhdii  >ito 
dipsos  os  traces  em  pianos 
para  lotos  a  os  pin  nos  coordcnailos. 
que  interseclam  a  supertide  em 
maisde  urn  pomp. 


v 


I’AhtAEiOl  ,011)1-.  I  J  in  lLV) 


0  ira^o  no  pianos  4  uma 
dipso.  como  s3o  os  fra$os  nos 
planus  parddos  ao  piano  xy. 

Os  limbos  nos  pianos  \z  c  xz  sfio 
hiportit?lc5l  bunt  como  os  tragus 
nos  pianos  pliraldos  a  eltrsquc 
nao  pas s am  polos  cortos  coin  os 
eisos  x  €  v.  Nesses  pernios.  os 
iragos  sao  pares  -do  retas 
concorrerites. 


pa  ha  lioi  Vnui:  hipi  hik^  kio 


Nan  lid  trago  no  ptano  xy.  Lm 
pianos  parnldos  no  piano  ,rv 
qne  intersecraen  a  superfidie  cm 
mats  do  que  uin  punk?  os  iracos 
sao  elipses.  Os  tragon  nos  pianos 
vz  e  x“,  bem  como  cm  plano-s 
pamlelos  a  des,  sao  liipdrboles. 


0  rrago  no  piano  ,ry  4  urn 
porno  la  origan) c  os  (rngos cm 
pianos  ]>araldos  ao  piano  tv  sao 
dips  os.  Os  tra^os  nos  pianos  yz. 

C  xz  soo  pares  de  rotas  quo  so 
inicrsoctam  ria  Ori^Om.  Os  inUJOS 
cm  pianos  paraldos  a  csscs  sao 
hipCrboles. 


0  trngo  no  piano  xxv  uill  poiiiO 
la  or  i  go  ini)  o  os  iratos  cm  pianos 
paraldos  c  aciioa  dele  ■ji’io 
olipsea.  Os  Fragos  nos  pianos  y.: 
c  ap.  bom  como  cm  pianos 
paraldos  aolcs.  sao  parabolas. 


0  Iratp'T  no  piano  at  6  mil  par 
de  mas  que  sc  cnizam  na  origem. 
Os  (m^os  uni  pianos  paraldos  no 
piano  xy  sao  hipeiboles.  As 
liipdrbdes  acima  do  piano  xx 
abrent-se  na  dtre^So  v  e  as 
abaixo  na  dinetffo  X-  Os  imgo.s 
nos  pianos  yz  c  a z,  bem  como 
cm  pianos  paraldos  a  dcs. 
sao  parabolas. 


►  Exemplo  2  Esboce  o  grdlico  do  hiperboldide  de  uma  folha 


x~  4- 


v 


Sohtqao  O  traco  no  piano  xy\  obtido  tomando  z  -  0  em  (8),  e 

x2  +  r  =  i  (z  =  o) 
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(0,-  i/2, 2 

(J2, 0, 2) 
(0.-1, 0) 


X 

iOrtlr 


,72,-2) 


Esbogo  grosseiro 


Figure  1 2*7.=6 


que  d  urn  circulo  tie  raio  I  cent  ratio  no  eixo  z,  Os  iragos  nos  pianos  z  ~  2  e  z  =  -2,  obtidos 
tomando  z  =  +  2  cm  (8),  sao  dados  por 


Jt2  +  J’2  =  2  (-  =  ±2) 

que  sao  circulos  de  rain  v/2  ccntrados  no  eixo  z-  Unindo  esses  cfrculos  por  iragos  hiperbdli 
cos  nos  pianos  coordenados  verticals,  obtemos  o  grafico  da  Figura  1 2.7.6,  < 


Urn  eshogo  grossciro  do  hiperbolojde  dc  dnas  folhas 


'i  2  2 

£_^1_  L.  =  t 
c2  a2  b1 


(a  >  0,  b  >  0.  c  >  0) 


(9) 


podc  scr  obtido  plotando,  privneiro,  as  inlersegoes  com  o  eixo  z*  depots  esbogando  os  tra~ 
cos  dipticos  nos  pianos  z-±  2c  o,  cntao,  esbogando  os  tragos  hipcrbdltcos  quo-  concetam 
as  intersegoes  com  o  eixo  z  e  os  extremes  dos  eixos  das  elipses.  (Nao  6  essencial  usar  os 
pianos  z  =  ±  2 c,  mas  essas  sao  boas  escolhas,  uma  vez  que  elas  simplificam  ligeiramente 
os  calculos  e  dao  am  espagamento  certo  para  um  bom  esbogo.)  O  proximo  exemplo  ikistra 
essa  teen  tea. 


►  Exemplo  3  Hsboce  o  grafico  do  hiperboltiide  de  dua$  lothas 


00) 


A  a 


V3,0,2) 

(0,2^2) 


(OA-1.) 

(-73,0, -2) 

.2737-2) 

,0.-2) 


Solugdo  Os  cones  com  o  eixo  z,  obtidos  tomando  x  —  0  e  v  =  0  eni  (10),  sao  z  =  ±  I .  Os 
iragos  nos  pianos  Z  =  2  e  z  =  -2,  obtidos  tomando  z  =  i  2  cm  ( I  Q)„  sao  dados  por 


Esbogando  essas  elipses  e  os  iragos  hiperbdlicos  nos  pianos  eoordenados,  obtemos  a  Figura 


12,7.7.  * 


Esbogo  grosseiro 

Figura  12.7.7 


Urn  esbogo  grosseiro  do  cone  elfptico 


2  , 2 

z^  =  “r  4“  *p7  (a  >  0,  b  >  0) 
a1  b- 


(11) 


pode  ser  obtido  esbogando,  primeiro,  os  iragos  elfpticos  nos  pianos  z  =  ±  1  e„  entao„  esbo¬ 
gando  os  tragos  lineares  que  eonectani  os  extremos  dos  eixos  das  elipses.  O  exemplo  a  seguir 
i  lustra  essa  l^cnica. 


24) 

3 

rl) 


(0-2*0 


Esbogo  grosseiro 


Figura  12,7.8 


►  Exemplo  4  Esboee  o  grafico  do  cone  elfptico 


-3 

4. 


Sotugao  Os  tragos  de  (12)  nos  pianos  z  -  ±  I  sao  dados  por 

*  v2 

X2  +  —  1  fe  -  ±D 

4 

Esbogando  essas  elipses  e  os  tragos  lineares  nos  pianos  coordenados  verticals,  obtemos  o 
grafico  da  Figura  1 2.7,8.  M 


844  Calculo 


Nos  cases  e specials  de  (11)  e  (13) 
em  que  a  =  b,  os  tragos  paralelos  ao 
piano  xy  sao  cfrculos.  Nesses  casos. 
channamos  (T1)  de  iim  cone  circular 
e  (13}  de  um  paraboldide  circular. 


LI  sir  esbogo  grosseiro  do  paraboldide  elfptico 


2  ,2 

^7  +  77  (a  >  o,  b  >  0) 
a1  b- 


(13) 


pode  ser  oblido  esbogando,  primeiro*  o  irago  elfptico  no  piano  z  =  1  et  entao,  esbogando  os 
tragos  para  bdli  cos  nos  pianos  coordenados  verticais  para  c  once  tar  a  or  i  gem  com  os  extremes 
dos  etxos  da  el  ipse*  O  exemplo  a  seguir  i  lustra  ess  a  tecnica. 


Exemplo  5  Esboce  o  gratico  do  paraboloids  elfptico 


x1  y2 

z  —  ~r  +  77 
4  9 


(14) 


Pigura12J^ 


Solu^ao  O  trago  de  ( 14)  no  piano  z  =  1  e 


->  ■? 

X*  >' 

+  —  =  1 


(z=  1) 


4  9 

Eshogando  ossa  el  ipse  e  os  tragus  parabolicos  nos  pianos  coordenados  verticais,  oblemos  o 
gr£fico  da  Figura  12.7.9.  < 

Um  esbogo  grosseiro  do  paraboldide  hiperbdlico 


*  =  £-<  <«>o,»>0) 

h-  a 1 


(15) 


pode  ser  oblido  csbogando,  primeiro,  os  dois  tragos  parabdlicos  que  passam  pcla  origenr  (um 
no  piano  _x  =  0  e  o  oulro  no  piano  y  -  0).  Depots  que  os  tragos  parabolicos  estiverem  desenha- 
dos,  esboce  os  tragos  biperbdlicos  nos  pianos  z  =  ±  3  c,  entao,  preen cha  qualquer  aresta  que 
esteja  laliando.  O  exemplo  a  seguir  ilustra  essa  tecnica. 


►  Exemplo  6  Esboce  o  gratico  do  paraboldide  hiperbblico 


y 

~4 


A' 


(16) 


Soht^ao  Pondo  x  -  0  cm  (16),  oblemos 


z  =  (A-  =  0) 

4 

que  c  uma  parabola  no  piano  yz  com  vcrticc  na  origem  abrindo  na  direqao  7  positiva  (pois 
z  >  0)  es  pondo  y  "  0,  oblemos 


x 


,2 


(y  =  0) 


que  e  uma  parabola  no  piano  at  com  vertiee  na  origem  abrindo  na  diregao  z  negativa, 
O  trago  no  piano  z  =  I  e 

.2 

(i=  I) 


r  a- 

- - -  = 

4  9 


que  e  uma  hiperbole  que  sc  able  ao  longo  de  uma  reta  paralcla  ao  eixo  v  (veritique)  e  0  trago 
no  piano  z  -  “I  e 


xz  jr  , 
"9  ~~  4~  ~~  ! 


{;  =  -!) 
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Esbo^o  grosseirti 

Figura  1 2.7. 1 0 


que  e  Lima  hipcrbole  que  sc  abre  ao  Ion  go  de  uma  re  la  paralcla  ao  eixo  x.  Combinando  tod  as 
as  intormaqoes  actma  nos  leva  a  esbogai  a  Figura  !  2.7.1  0*  < 


O  paraboloide  hipertodirco  da  Figura  127.10  tem  um  comportamenta  trite ressante  na  origem  -  o  ira^o  no  piano  _xz 
tem  um  mdximo  relarivo  em  (0, 0,  G)  e  o  ira^o  no  piano  yz  tem  um  mini  mo  reSativo  em  (0*  0. 0),  Assim,  um  besouro 
and  an  do  sobre  a  sup  erf  id  e  pode  considerar  a  origem  como  o  panto  mais  alto  se  percorrer  um  caminho,  ou  pode 
oonsiderar  a  origem  oomo  o  ponto  mais  baixo  so  percorrer  oulro  caminho.  Urn  ponto  com  esta  propriedade  £  comu- 
mente  ebamado  de  ponto  de  sela  ou  ponto  de  minimax 


A  Figura  12.7.1 1  mosira  duas  versoes  do  parabohSkle  hiperbdlieo  do  Exemplo  6  ge- 
radas  por  computador.  A  primeira  versao,  quc  esta  muito  proxima  do  esboqo  rudtmemar  na 
Figura  12.7.10,  Lem  cones  no  topo  e  na  base  que  sao  Iragos  hiperbdlicos  paralelos  ao  piano 
xy.  Na  segunda  versao,  o  topo  horizontal  tem  cortcs  omi  lidos;  isso  ajuda  a  enfatizar  os  tragos 
parabolic  os  paralelos  ao  piano  xz. 


Figura  12.7*11 


A 


■  TRANSLAgAO  DE  SUPERFICIES  QUADRICAS 

Na  Segao  I  \  .4,  vimos  quc  uma  conic  a  no  sisiema  de  coordenadas  xy  pode  ser  I  rails  kid  ada 
substiuiindo  x  -  h  em  x  e  v  —  £  cm  y  cm  sua  equaqio.  Para  e  mender  cotno  is  so  funciona,  con¬ 
sidere  os  eixos  xy  como  fixes  e  considere  o  piano  como  uma  lolha  iransparente  de  pMstico 
na  qua!  sao  desenhados  tod  os  os  graficos.  Quando  as  coordenadas  dos  pontos  sao  modi  Cica¬ 
das  subsiituindo  (x  —  /;,  y  -  k)  no  lu  gar  de  (x,  y),  o  e  lei  to  geometrico  d  transladar  a  folha  de 
p last! co  (c,  portanto,  lodas  as  curvas),  de  tal  modo  que  o  ponto  sobre  o  pldstico  que  estava 
inicialmenle  cm  (0*  0)  acaba  sendo  movido  para  o  ponto  (ft,  k)  (ver  Figura  1 2.7. 12a).. 

Para  o  analogo  no  espago  tridimensional,  considere  os  eixos  xyz  como  fixes  e 
considere  o  espago  tridimensional  como  um  bloco  iransparente  de  plastico  no  qua! 
esiSo  embutidas  lodas  as  superficies.  Quando  as  coordenadas  dos  pontos  sao  mo¬ 
di  Mead  as  subsiiluindo  (a  -  ft,  y  -  k,,  z  —  /)  no  lugar  tie  (a,  y,  z)t  o  e  lei  to  geomeirico  e  trans¬ 
ladar  o  bloco  de  plastico  (e,  poriamo,  lodas  as  superficies)  tie  lal  mode  que  o  ponto  no 
bloco  de  plastico  que  estava  inicialmente  em  (0,  0,  0)  acaba  sendo  movido  para  o  ponto 
(ft.,  ft,  /)  (ver  Figura  12.7.12ft). 


f 


Esbogo  grosseiro 

Figura  12*7.13 


►  Exemplo  7  Descreva  a  superffde  z  —  (x  —  1  )2  +  (y  +  2) 2  4-  3. 


Soktgdo  A  cquagao  pode  ser  reescrita  como 

z  -  3  -  (Jt  -  I)2  4*  (y  +  2) 2 

Ess  a  superffeie  e  o  paraboloide  obtido  pel  a  Trans  lagao  do  paraboloide 

_  2  i  2 

z  —  r  y 


da  Figura  1 2*7.3  de  lal  modo  que  o  novo  “vdrliee”  esteja  no  ponto  (1,  - 2 ,  3)*  Um  esbogo  gros- 
seiro  dcsse  paraboloide  esta  mosrrado  na  Figura  1 2,7. 1 3.  < 
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Figura  12,7,14 


Na  Figura  12.7.14  a  segao  transversal 
no  piano  yz  e  mostrada  como  sendo 
tangents  a  ambos  os  eixos  ye  z. 
Confirms  que  isso  est4  correto, 


►  Exempfo  8  Descreva  a  superffcie 

4x2  4-  4 y2  4-  z2  4  8 y  -  4z  =r  -4 

Solugao  Co  m  pi  ct  an d o  os  q uadrados,  ohrc  m o s 

4.r2  +  4(y+  l)J  +  {j-2)2  =-4  +  4  +  4 

ou 

,  (z  ™  zf 

x~  4  (v  +  I)“  4  — — — -  =  I 

Assim,  a  supedieie  6  o  elipsdide  que  res  u  I  la  quando  a  elipsdide 


c  transladado de  ial  modo  que  o  novo  "cenim"  esteja  no  porno  (0,  —  I,  2).  Um  esbogo  grossed- 
m  desse  clipsdide  6  mostrado  na  Figura  12.7.14,  M 

■  REFLEXOES  DE  SUPERFICIES  NO  ESPA^O  TRIDIMENSIONAL 

Lembre-se  que,  num  sislema  de  eoordenadas  xy,  um  ponio  (x\  y)  6  refletido  pek>  eixo  a  se 
y  for  subslilufdo  por  -y  e  6  refletido  pclo  eixo  y  se  x  for  subsitluido  pci  — jc.  Em  um  si  Sterna 
de  eoordenadas  A' y  z>  um  ponio  (a\  yr  z)  e  refletido  pclo  piano  xy  se  z  for  suhsiilindo  por 
-z,  e  refletido  pclo  piano  y  z  sc  x  for  substitufdo  por  -x  c  e  refletido  pclo  piano  aj  z  sc  y  for 
substituido  por  -y  (Figura  1 2.7. 1 5).  Segue  que  substituindo  urna  van  (tv  el  pelo  sen  nega¬ 
tive  na  equagao  de  urna  superfu  ie  fa z  com  que  a  superfi'eie  seja  ref  lets  da.  por  um  piano 
coordenado. 

Lembre-se,  tambem.  que  cm  um  si  sterna  de  eoordenadas  xy  um  ponto  (x>  y)  e  refletido 
pda  reta  v  =  x  sc  a  c  y  fore  in  trocados.  Entreianto,  em  um  sistema  de  eoordenadas  x  yz,  tro¬ 
cando  x  e  y  relleie  o  ponio  (x,  y,  z)  pelo  piano  y-x  (Figura  1 2,7. 1 6).  Analogamente,  trocando 
x  e  z  re II etc  o  ponio  pclo  piano  x  =  z  c  trocando  y  e  z  rellcic  pelo  piano  y  —  z.  Assim,  segue 
que  trocando  ditas  varidveis  na  equagao  de  uma  superfi'eie  reflete  a  superfine  por  am  piano 
que  faz  um  cingula  de  45°  com  do  is  das  pianos  eoordenadas. 


Figura  12.7J5 


►  Exemplo  9  Descreva  as  superficies 


(a)  y~  =  x2  4  z2  (b)  z  =  ~(x2  4  y2) 


zy  *y  ^  ^  ^ 

Sohtgdo  (a)  0  grail eo  da  equagao  y  =  v  +  z~  resu  Ita  da  iroca  de  y  c  z  na  eq  uagfio  z"  =  x~ + y~. 

Assirru  o  gratico  da  equagao  y  =  a  +  z2  pode  set  obiido  refletindo  o  grade o  de  =x2  +  y’ 
pelo  piano  y  =  z.  Como  o  grafieo  z~  =  .r"  +  y'  e  um  cone  circular  que  se  abre  ao  longo  do  eixo 
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Figura  *17.17 


Fi^ura  117.18 


■>  7  ■  7  ^ 

4  (ver  label  a  12.7.1),  segue  t]ue  o  gralico  dc  y~  =  .+  +-  Z~  e  uni  cone  circular  que  sc  abre  ao 
longo  do  eixo  v  (Fig ura  12.7  .  I  7). 


'7  7  7  T 

Solncao  (h)  O  gralico  da  equagao  z  =  -  (x~  +  y~)  pode  scr  escrito  conio  -z  ~x~  +  v",  q  que 
pode  ser  obtido  substiluindo  z  por  -z  na  equagao  z  -  Jta  +)“.  Como  o  gralico  de  z  ~  x~  +  ry2  e  urn 
para  hold  ide  circular  que  se  abre  na  diregao  z  posit  iva  (ver  Tabula  12.7.1),  segue  que  o  grail  co  de 
z  =  -  (r  +  )■')  e  um  paraboloide  circular  que  se  abre  na  diregao  z  negativa  (Figura  12.7 ,18).  < 


■  UMATECNICA  PARA  1DENTIRCAR  SUPERFICIES  QUADRfCAS 

As  equates  das  superficies  quddrieas  da  Ta  be  la  12.7. !  tem  cerias  caraclenstieus  que  torn  am 
possivel  identified!' as  superficies  qu&drieas  que  sao deduzidas  dessas  equates  por  reflexbes. 
Essas  caracterfsticas  Idcmiiicatdrias,  que  estao  most  rad  as  na  Tabefa  3  2.7.2,  sao  hascadas  cm 
esc  re  ver  a  equagao  da  super  ITcie  quadrica  de  tal  forma  que  todos  os  ternios  variavcis  esiejani 
no  lado  esquerdo  da  equagao  e  que  haja  um  I  ou  um  0  no  lado  direiio.  Quando  ba  um  I  no 
lado  direiio,  a  super  ITcie  e  um  elipsdide,  um  hiperboldide  de  uma  folha,  ou  um  hiperboloide 
de  duas  lb  I  has,  e  quando  M  um  0  no  lado  direiio  a  super  ITcie  e  um  cone  elfplico,  um  para- 
boldide  elfplico  ou  um  paraboloide  hiperbdlico.  Denim  do  grupo  corn  um  I  no  lado  direiio, 
os  elipsdides  nao  tern  nenhum  sinal  de  me  nos,  os  hi  per  bo  1  bides  de  uma  folha  Lem  um  sin  a  I 
de  menos,  e  os  hiperbolbides  de  duas  folhas  tem  dois  sinais  de  menos.  Denim  do  grupo  com 
um  0  no  lado  direiio.  os  cones  clfpticos  nao  tem  lermo  linear,  os  parabolbides  etiplieos  tem 
um  lermo  linear  e  dors  lermos  quadr&licos  com  o  mesnio  sinal,  e  os  paraboldides  hiperbdlb 
eos  lent  um  lermo  linear  e  dots  lermos  quadraticos  com  sinais  oposios.  Essas  carat  ten  Stic  as 
nao  madam  quando  a  super  ITcie  6  refletida  por  um  piano  coordenado  ou  por  pianos  da  forma 
x  -  y\  x  -  z  ou  v  =  z,  desse  mode  lornando  possivel  identificar  a  superffeie  quadrica  refletida 
a  parti r  da  forma  de  sua  equagao. 


Tabela  117.2 


EQUAGAO 

7  7  7 

£,  +  i.  +  ±.  =  i 
O  b2  c2 

A'2  y2  -2 

a 2  b 2  c2 

-2  v2  VZ 

_ 2 _ ^  2 _ „  ] 

cL  a£  b^ 

2  2 

A  -  *1  ,  iL  =  0 
b2 

■*3  ''  n 

"  a2  ”  P  = 

2  7 

r +  ^!  =  0 

'  b2  a2 

CARACTilRfcTICA 

Nenhum  sinal 
de  menos 

Um  sinal  de 

menos 

Dots  sinais 

de  menos 

Nenhum  termo 
!  i near 

Um  Eemio  linear: 
dois  termos 
quadTtUicos  coin 
o  mesmo  sinal 

Um  lermo  linear; 
dots  termos 
quadiilicos  com 
sinais  o  post  os 

Cl  ASS  !HC  AC  AO 

Elipsdide 

Kiperbolokie 
de  unrm  folha 

Hiperboloide 
de  duas  folhas 

Cone  elfplico 

Paraboldide 

elfplico 

Paraboloide 

hiperbdhco 

►  ExemplolO  Identi Pique  as  superficies 

(a)  3x2  -  4v2  -f  1 2z2  +12  =  0  (b)  4.*2  -  4j  +  r  =  0 


S ol u %ao  (a )  A  eq  uagao  pt  tde  se  r  reese  r  i  ta  co  m  o 


Essa  equagao  tem  um  E  no  lado  direiio  c  dois  termos  negativos  no  lado  esquerdo,  logo  sen 
gralico  e  um  hiperboloide  de  duas  folhas. 


Soiugdo  (h )  A  equagao  tem  um  lermo  I i near  e  dois  termos  quadrat icos  com  o  mesnio  si  nal , 
logo  sen  gralico  6  um  paraboloide  elfplico.  < 
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EXERCICIOS  DE  CGMPREENSAQ  12,7  {Ver pdgina  850 para  respostas,) 


1.  Para  a  superficies  4.v2  +  y2  4  z2  “9,  dassilique  o  trago  itidi 
cado  co mo  el  ipse.  hip^rbole  ou  parabola. 


(a)  =  0  (b)  y  =  0  (c)  z  =  I 

2.  Para  a  superfine  4.x2  +  r-  y1  —  9.  dassifique  o  trago  indi- 
cado  como  dipso,  hiperbole  ou  parabola, 

(a)  x  =  0  (b)  y  =  0  (c)  z  =  ! 

3.  Para  a  supcrfieie  4x2  4  y2  —  z  =  0,  classiliquc  o  trago  indiea- 
do  como  eltpse.  hlpdrbole  ou  parabola, 

(a)  x  =  0  (b)  v=0  (c)  z  —  1 


Classifique  cad  a  superfide  como  eii  psoicle,  hiperboldide  de 
urn  a  I’olha,  hiperboldide  dc  duas  fol  bus,  cone  eiiptico,  parabo- 
Ibide  eiiptico  ou  pambolnide  hiperbblieo. 


(a) 


A" 

36 
x2 
36 
x " 
36 


V2 

A" 

f 

1 

f-J 

II 

o 

(b) 

■ - 

4  —  4 

25 

36 

25 

y2 

■? 

X 

v 1 

—  4  z  —  0 

(d) 

4  ™  - 

25 

36 

25 

^-z2  =  0 

(0 

■f 

X2 

25 

36 

=  } 


r 

23 


=  ! 


EXERCICIOS  12.7 


1-2  Identique  a  superfide  quadriea  como  uni  elipsdidc,  utn  hiper- 
bold  ide  dc  uma  fol  ha.  uni  hiperboldide  dc  duas  fol  has.  um  cone 
elfpdcOt  urn  paraboldide  eiiptico  ou  um  paraboldide  hiperbblico, 
associando  a  equate  com  uma  das  formas  dad  as  naTabda  3  2.7. 3 , 
Fomega  os  valores  dc  a.  he  c  etn  cad  a  ease. 


1-  (a) 

"  4  +  9 

(c) 

x~  +  y2  -  =  16 

(e) 

4z  —  X2  4  4y” 

2,  (a) 

f>.v2  4  3v2  4  4<2  =  12 

(c) 

9x2  +  y-9z2  =  9 

(e) 

2z'  -x2  -4v2  =  0 

(d)  a  +r-r  =  0 
(I)  r-.T2-y3=  I 

(b)  y-j?-z  =  0 


(d)  4c"  4- y“  -  4<f  —  —  4 
(f)  [2z2-3x~  =  4f 


3 .  ( )bt  e  nha  u  m  a  eq  u  agao  e  csboce  a  s  u  per  fide  quo  resul  ta  q  u  a  tide 
o  paraboloids  circular  z  =  x~  +  y''  for  re  fled  do  pelo  piano 


(a)  z  =  0  (b)  x  —  0  (c)  y  =  0 

Cd)  y = x  (e)  x=z  CO  y-z 


4 ,  Obtcnha  uma  equagao  e  csboce  a  superfide  que  resulta  quan- 

p  u  n  y  ■>  ~> 

do  o  hiperboldide  de  uma  fol  ha  ,v"  +  y~  -  z  -  1  for  rcfletido 
pelo  piano 

(a)  z^O  (b)  x=0  (c)  y  =  0 

(d)  y  -  a  (e)  x-z  (0  y-z 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


5,  As  equates  dadas  rep  resen  Lam  superficies  quadric  as  cujas 
oricnlagoes  sao  dilc  rentes  daquelas  da  Tahcla  12,7,  L  Em 
eada  parte,  identiftque  a  superfide  qusklrica  c  de  uma  des- 
crigao  verbal  de  sua  oriemagao  (por  exemplo,  um  cone 
eiiptico  que  se  abre  ao  longo  do  eixo  z  ou  um  paraboloids 
hiperbolico  assentado  no  eixo  y). 


6.  Para  eada  super ficie  do  Exerefcio  5*  obtcnha  a  equagao 
da  superfide  que  resulta  sc  a  superfide  dada  for  re  tic ti  da 
pelo  piano  xz  e  esta  superfide,  cntcUx  for  refietida  pelo 
piano  z  =  0r 


7*8  Determine  as  equagdes  dos  t  rag  os  nos  pianos  coordenados  e 
csboce  os  t  rag  os  cm  um  si  stem  a  dc  coordenadas  xy  e+ 
se  encontrar  problems  ao  esbogar  um  trago  di retame me  cm  irt}s 
dimensoes.  co niece  um  esbogo  an  duas  dimensocs  colocando  o 
piano  coordcnado  no  piano  do  papcl:  depots,  nans fira  o  esbogo 
para  ires  dimensdes,] 


fb)  z=x2  +  4y: 


(b)  4a2  —  _y2  +  4z2  =  4 


9-10  Nesses  exerefeios,  os  (rages  das  superficies  nos  pianos  sao 
segdes  cfinicas,  Em  eada  parte,  o bleu  ha  uma  equagao  do  trago  e 
afirme  se  6  uma  cl  ipse,  uma  parabola  ou  uma  hipdrbolc, 

9,  (a)  4x2  4  y”  4*  z"  =  4:  I 

(b)  4a-2  +  >’1  +  c"  =  4;  x=\ 

(c)  9x  -  y"  -  z2  =  i  6;  x  =  2 

(d)  £=2 

(e)  z  =  9.v2  4  4y2;,  y  =  2 

(f)  Z  =  9a“4 4y2;  z=4 

10*  (a)  9az  -  y2  4  4z“  =  9;  a  =  2 

(b)  9a:  -  y2  4  4z“  =  9:  y  =  4 

(c)  x 2  4  4y2  -  9z2  =  y  =  1 

(d)  x}  +  4 yz  -9  z2  =  0;  i  -  l 
(c)  z  =  X2-  4y2;  x=  3 

(f)  Z  =  x 1  -  4v';  z  =  4 


X2  Y2  Z2 

7'  ft)  T  +  25  +  J 

2  7  2 

xz  y  z 

(c)  —  4-  - - — 

W  9  16  4 

8*  (a)  y"  4  9z2  =  a 

(e)  z2  =  *2  +  “■ 

4 


=  I 


=  I 


Capi'tulo12  i  Espago  Tridimensional  ;Vetores  84$ 


11-22  Idemifique  c  esboec  a  superffeie  quadrica. 


<7-- 


11. 

JT3  +  —  +  —  =  l 

4  9 

12.  .A  +  Ay1  +9z2  = 

13. 

jr  y*  z~  ( 

T  +  T  _  T&  “ 

14.  x2+y2-Z2  =  9 

15. 

4  7  —  ,v  +  4_y” 

16.  +  4v!  -  36z2  =  0 

_2 

17. 

9zl  -  Ay  -  9ji;  =  36 

1H.  v:  -  —  -  i-  =  1 
4  y 

19. 

„  2  2 

Z=y  -x 

20.  1 6z  —  y~  -  x2 

21. 

4  z  —  x2  +  2v' 

22.  z  -  3y2  —  0 

23-28  As  equates  dadas  representam  uma  superffeie  quitfrica, 
cuja  orientagao  6  diferenle  daquela  da  Tabela  1 2.7.  ] .  Identifique  o 
csbocc  a  supcrffcic. 


23.  r-3/-323  =  0 

25.  2y2~x+2z2  =  B 
_  a  y 

*  *  B  ■C  _  . 

4  9 

24. 

26. 

28. 

x  —  y2  —  4z2  =  0 
x  -  3/-3z2  =  9 

4x2  -  y:  +  Az1  -  16 

29-32  Esboce  a  superffeie. 

29.  z  =  v'1'2  +  .v2 

30. 

z  =  ^/l  -  x2  -  y2 

31.  z  =  \/.vJ  +  .y2  -  I 

32. 

z  -  y  i  +  .0  +  v* 

33-36  Identifique  a  superffeie  e  faga  am  esbogo  grossei ro  que 

most  re  sua  posigao  e  orientagao. 

33.  z  =  (ix+2?  +  <y-3f~9 

34.  4r-/+I6(z-2)’^  100 

35.  9x~  +  y  +  4r  -  1  Sx  +  2 y  +  I6z  =  3  0 

36.  z2  —  4.i‘2  +  y2  +  8-t  -  2y  +  4z 

37-38  Nesses  exerefeios  use  o  elipsdide  4.r2  +  9/  -t-  1 8 z2  =  72. 

37.  (a)  Obtenha  uma  equagSo  do  trago  eliptico  no  piano  z  ^  yfl, 

(b)  Obtenha  o  compri memo  dos  ei  xos  maior  e  menor  da  el  ipse 
da  parte  (a), 

(c)  Obtenha  as  coordenadas  dos  focos  da  el  ipse  da  parte  {a}. 

(d)  Desereva  a  orientagao  do  eixo  focal  da  el  ipse  da  parte  [a) 
relalivamente  aos  eixos  coordenados, 

38.  (a)  Obtenha  o  trago  eliptico  eio  piano  x  -  3. 

(b)  Obtenha  o  compri  memo  dos  eixos  maior  e  menor  da  el  ipse 
da  parte  Ui). 

(c)  Obtenha  as  coordenadas  dos  focos  da  elipse  na  parte  (ci). 

(cl)  Desereva  a  onentacao  do  eixo  focal  da  elipse  da  parte  ia) 
relativciinenie  aos  eixos  coordenados. 


39-42  Esses  exerefeios  refercm-sc  ao  paraboldidc  hipcrboJico 

7  2 

z  =  y  -  x . 


39,  (a)  Obtenha  uma  equagfio  do  trago  hipcrbdlieo  no  piano 

Z  =  4. 

( b)  Obten h a  os  vert  i cc s  d a  h i perbo le  <1  a  parte  (a) . 

(c )  Ohton h a  os  focos  d a  h i  pc r hole  d a  parte  (a) . 

(d)  Desereva  a  orientagao  do  eixo  focal  da  hipdrbole  da  parte 

(a)  relalivamente  aos  eixos  coordenados. 

40.  (a)  Obtenha  uma  equagao  do  hip£rbblico  no  piano  z  =  -  4. 

( b)  Oble  n  h  a  os  veil  ices  da  hi  perboie  d  a  parte  (a ) . 

(e)  Obtenha  os  focos  da  hi  perboie  da  pane  (a). 

(d)  Desereva  a  orientagao  do  eixo  focal  da  hi  perboie  da  parte 

(a)  relalivamente  aos  eixos  coordenados. 

41.  fa)  Obtenha  uma  eqtiagao  do  trago  parahblico  no  piano  x  =  2. 

(b)  Obtenha  o  vert  ice  da  parabola  da  parte  (a). 

(c)  Obtenha  o  loco  da  parabola  da  parte  (o). 

(d)  Desereva  a  orientagao  do  eixo  focal  da  parabola  da  parte 
(a)  relativamente  aos  eixos  coordenados. 

42,  (a)  t  >bi  e  n  h  a  u  ma  eq  uagao  do  i  rago  parabdl  i  co  no  pi  an  o  y  =  2 . 

{ b)  Oble n h a  o  vert i ce  da  pa rabol a  d a  parte  (a) . 

(c)  Obtenha  o  toco  da  parabola  da  parte  (a). 

(d)  Desereva  a  orientagao  do  eixo  focal  da  parabola  da  parte 
(a)  relalivamente  aos  eixos  coordenados. 


43-44  Esboce  a  regiao  englobada  pdas  superficies  e  desereva  sua 
curva  de  intersegao. 

43.  Os  paruhol bides  z  =  x~  +  y'  e  z  =  4  -  x1  -  y2 

44,  O  paraboloids  luperbolico x2  =  y'  +  z  e  o  eliptico x2  =  4  -  2y? -  2z , 


45-46  Obtenha  uma  equagao  para  a  superffeie  gerada  fazendo  gi- 

rar  a  curva  em  tomo  do  eixo  y. 

45,  y  -  4x2  (z  -  0)  46,  y  -  2x  (z  -  0) 

47.  Determine  uma  equagao  da  superfide  consistindo  cm  todos  os 
pontos  P(a\  y,  z)  qtie  estfio  equidistantes  do  ponto  (0, 0,  I )  e  do 
piano  z  =  - 1 .  Identifique  a  superfide. 

48.  Determine  uma  equagSo  da  superfieie  consistindo  em  todos  os 
pontos  P(x.  y,  z)  que  estao  duas  vezes  niais  afastados  do  piano 
z  —  —  1  que  do  ponto  (0,  0,  I ).  IdeiiLifique  a  superffeie, 

49.  Seuniaesfera 


de  raio  a  for  comprinhda  na  diregao  z,  eritao  a  superffeie  resul- 
tante,  chamada  de  esfe route  ohlato,  tern  Lima  equagao  da  forma 

l  7  7 

A  yl  , 

■>  ^  1—1 

rr  a-  c- 


8$0  Calculo 


ondc  c<  a.  Most  re  que  o  esferbtde  oblalo  Lem  urn  trago  circular 
de  raio  a  no  piano  xy  e  um  trago  elfpiico  no  piano  xz  com  eixo 
maior  de  comprimemo  2 a  ao  longo  do  eixo  .ve  eixo  menor  de 
cotnprirncnto  2c  ao  longo  do  eixo  z* 

50.  A  rotagao  da  Terra  causa  urn  achatainento  nos  polos,  portan.- 
to  sua  forma  e  frcqiientemente  modeladacomo  um  esferbide 
obi  a  to  cm  ve/  de  uma  esfera  (ver  Excrcfcio  49  para  termi.- 
no  login},  Um  dos  mod  el  OS  us  ad  os  pel  os  sat  elites  de  posi- 
cionamctuo  global  6  o  Sistema  Geodesico  Mundial  de  1984 
(WGS-84),  que  Irma  a  Terra  como  uma  eslera  obtain,.  cujo 
raio  equatorial  €  6378,1 370  km  e  cujo  raio  polar  (a  distaneia 
do  centre  da  Terra  aos  pdlos)  6  6356*523 1  km.  Use  o  mode  1.0 
WGS-84  para  encontrar  uma  equagao  para  a  supcrficie  da 
Terra,  etn  relagao  ao  sistema  do  coordenadas  mostrado  na 
figura  a  seguir. 


None 


Equador 


Figura  Ex-50 


St* 


Use  o  mdtodo  do  fatiamento  para  mostrar  que  e  ^zzahe  o  volu¬ 


me  do  elipsoide 


l/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COM  PREENSAO  12.7 


1.  (a)  el  ipse  (b)  el  ipse  (c)  el  ipse  2.  (a)biperbole  (b)  el  ipse  (c)  bipdrbole  3.  (a)  parabola  (b)  parabola  (c)elipse 
4.  (a)  paraboldide  elfpiico  (b)  elipstfide  (c)  paraboloide  hiperbdlico  (d)  hiperboldlde  de  uma  folha  (c)  cone  elfpiico 
(0  hiperboloidede  duas  lb]  has 


1 2.8  COORDENADAS  CIUNDRICAS  E  ESFERICAS 


Nest  a  segdo,  discutiremos  dais  novas  ripos  de  sistemas  de  coordenadas  no  e  spa  go 
tridimensional  que  sdo  frequent  entente  mats  the  is  que  o  sistema  de  coordenadas  retangulares 
no  estudo  de  superficies  com  simetnas.  Esses  novas  sistemas  de  coordenadas  tern  tarn  hem 
impo  names  aplicagoes  na  nave  gag  do,  na  As  t  ration  tia  e  no  estudo  do  mo  vi memo  rotational 
em  torno  de  um  eixo. 


m  SISTEMAS  DE  COORDENADAS  CIUNDRICAS  E  ESFERICAS 

Sao  necessarias  ires  coordenadas  para  estabelecer  a  localtzacao  de  um  panto  no  espaqo  tri¬ 
dimensional  Ja  ha v tamos  visto  isso  em  coordenadas  retangulares.  Contudo,  a  Figura  12.8. 1 
mo slra  duas  oulras  possibilidades:  a  parte  (a)  da  figura  m  os  Ira  as  coordenadas  retangulares 
(x,  y,  z)  de  um  porno  P,  a  parte  (b)  mostra  as  coordenadas  cilmdrkas  (/,  $,  z)  de  Pea  parte 
(c)  mostra  as  coordenadas  esfericas  (p,  0,  <o)  de  R  Em  tun  sistema  de  coordenadas  ret  an  ga¬ 
la  res,  as  coordenadas  pod e in  ser  qyaisquer  mime  i  os  reals,  mas  no  sistema  de  coordenadas 
cilinddcas  e  esfericas  ha  restriqoes  sobre  os  valores  admissfveis  das  coordenadas  (conforme 
Indieado  na  Figura  12.8.1), 


■  SUPERFICIES  CONSTANTES 

Hm  coordenadas  retangulares,  as  superficies  re  present  ad  as  por  equ  agues  da  forma 


x 


e 


ondc  Xfr  v0  e  zG  sao  cons  (antes,  sao  pianos  para  I  el  os  ao  piano  yz,  ao  piano  xz  e  ao  piano  ,vv, 
respectivamente  (Figura  12,8,2).  Em  coordenadas  cilfndricas,  as  superficies  represen tadas  por 
eq  ungues  da  forma 

r  —  r0,  0  —9q  e  z  =  Co 


ondc  r(r  0t>  e  zf}  sao  constantes,  estao  mostradas  na  Figura  12.8.3: 


Capi'tuiol2/  Espago  Tridimensional  ;Vetores  $51 


Coordenadas  retangulares 
(a-  >v  z) 

Coordensdas  cilindricas 
(r.  0,  z) 

ir  >  0,  0  <  0  <  2ir) 

Coordenadas  esfericas 

C p.  4>) 

(p  >  0h  0  <  fl  <  2tt,  0  <  4>  <  IT) 

A  Z 

(a) 

(b) 

Figtira  12.8.2 


Figure  12.8.1 


•  A  superffcie  r  =  r0  6  um  cilindro  circular  re  to  de  raio  r0  centrado  no  eixo  z<  Em 
eada  porno  (/;  6y  z)  desse  cilindro,  r  tern  o  valor  rnt  mas  0  e  z  nao  torn  restrigfiex, 
exceto  a  resirigao  geral  0  <  0  <  2.tt. 

•  A  super  lYcie  0  =  &0  e  um  semipiano  col  ado  no  cixo  z  e  formando  uni  angulo  &(t  com 
o  eixo  i  positive,  Em  cada  ponto  (r,  6,  z)  dessa  superffde,  6  tem  o  valor  0O,  mas 
rez  nao  tem  nenhuma  restrigao,  exceto  a  restrigao  geral  r  >  0. 

•  A  superffcie  z—Zn^  um  piano  horizontal.  Em  cada  ponto  (r,  0,  z)  desse  piano,  z 
tem  o  valor  zQ,  mas  r  c  0  tern  sonicate  as  restriqoes  gerais. 


Em  coordenadas  esfericas,  as  super l ides  represen ladas  por  equagoes  da  forma 


P  =  Pth  #=#0-  C  <p—<fa 
onde  A),  0Q  e  <po  sao  const  antes,  estao  mostradas  na  Fig  urn  12.8.4: 


*  A  superlTdie  p  =  p{>  consiste  em  todos  os  pontos  ctija  distUncia  p  da  origem  6  p,r 
Supondo  p(,  nao-negalivo,  isso  6  uma  esfera  de  raio  p,>  centrada  na  origem. 

*  Como  nas  coordenadas  cilindricas,  a  super  fide  0  —  00  e  urn  semipiano  colado  no 
eixo  z  formando  um  Sngulo  0o  com  o  cixo  x  positive. 

*  A  supedTcie  6  =  oQ  consiste  em  todos  os  pontos  dos  quais  um  segmento  de  reta  ate 
a  origem  forma  um  fmgnlo  6r/  com  o  eixo  z  positivo.  Dependendo  de  0  <  <pti  <  tt/2 
ou  7t/2  <  <prt  <  jz,  isso  sera  a  folha  de  um  cone  abrindo-se  para  cima  ou  para  haixo. 
(Se  -  Till,  entao  o  cone  e  piano  e  a  superffcie  6  o  piano  xy.) 


■  CONVERTENDO  COORDENADAS 

Da  mesma  forma  que  con  vert  em  os  entre  coordenadas  retangulares  e  pel  a  res  no  espago  bi  di¬ 
mensional,  precisaremos  converter  entre  coordenadas  retangu lares,  cilindricas  e  eslericas  no 
espago  tridimensional.  A  Tabela  12.8.1  da  tom  in  I  as  para  fazer  essas  conversdes. 

Os  diagiamas  da  Figura  12.8.5  ajudam  a  entender  como  foram  deduzidas  as  formulas 
na  Tabela  12.8.1.  For  exempio,  a  parte  (a)  da  figura  mostra  que  convertendo  entre  coordena¬ 
das  retangulares  (a,  >,  z)  e  coordenadas  cilindricas  (/-,  0,  z)t  podenios  interpreter  (r,  0)  como 
coordenadas  po lares  de  (a,  y).  Assim,  as  formulas  de  convcrsao  de  polares  para  retangulares  e 
de  retangulares  para  polares  (1)  e  (2),  respectivamentc,  da  Segao  1  Li  fornccem  a  formula  de 
convcrsao  entre  coordenadas  retangulares  e  cilindricas  na  tabela. 


852  Calculo 


'label;!  12.8.1 


CONVERSAO 

FORMULAS 

ItHSTRlCOBS 

Cilfndricas  para  retangulares  (a  0,  -)  —4  (.t,  y,  -) 
Retangulares  para  cilfndricas  (x,  \\  z)  — >  (r,  0,  z) 

,v  “  r  cos  0,  v  =  i-  sen0,  z  =  Z 
r  -  V.v2  +  y2v  tg  0  =  y/.v,  z  =  z 

r  >  0.  p  >  0 

0  <  P  <  2tt 

0  <  (,&  <  77 

Esftfricas  para  rilfndiicas  (p,  6,  <j>)  (r,  0t  z) 

Cilfndricas  para  esfericas  (r,  0,  z)  -4  (p+  U.  </>) 

;■  -  p  semk  0  —  0,  z  "  p  cos  ^ 
p  =  Vr-  +  z2,  0  -  fh  tg  f/>  ™  r/z 

Esfericas  para  retangulares  (pJh  4>)  —4  U\  y,  z) 

Retangulares  para  esfericas  (a1,  y,  z)  — >  (p.  0,  </>) 

x  -  p  send*  cos  (?,  y  =  p  senc/>  sen^*  z  -  p  cos  c/j 
p  =  \',v-  +  y2  -1-  :2.  tg  0  =  y/_v.  cos  f/j  -  z/a!.v2  ■+■  y2  +  z2 

cilmclrica.s:  (4,  tt/3,  -3) 
reiangularesr  (2,  2  V3,  -3) 


A,  parte  (b)  da  Figure  1 2.8.5  sugerc  que  as  coordenadas  esfencas  (p,  9,  &)  de  uni  pen  to  P 
podem  $er  convertidas  em  coordenadas  cilfndricas  (rt  0,  z )  pel  as  formulas  de  conversao. 


r  —  p  sen  <p.  6  =  9,  z  =  p  cos 


(I) 


Alem  dissOj  uma  vez  quo  as  coordenadas  cilfndricas  (r+  0i  z)  de  P  podem  ser  convetidas  cm 
coordenadas  retangulares  (x,  y\  z)  pela  formula  de  conversao 


x  —  i  cos#T  v  =  /  sen  6,  z  —  z 


(2) 


podemos  obter  formulas  de  conversao  direta  das  coordenadas  esfericas  para  as  coordenadas 
retangulares  substituindo  (I)  em  (2),  Isso  resulta  em 


-V  —  p  sen  <p  cos 9,  y  —  p  sen  <p  sen  9,  z  —  p  cos  <p 
As  outras  fdrmulas  de  conversao  da  Tube  I  a  1 2.8. 1  sao  deixadas  como  exerefeios. 


(3) 


►  Exempfo  1 

(a)  Determine  as  coordenadas  retangulares  do  ponto  com  coordenadas  cilfndricas 

(r;  0,  z)  —  (4,  jt/3,  —3) 

(b)  Determine  as  coordenadas  retangulares  do  ponto  com  coordenadas  esfdrieus 

(p,0,  <p)  =  (4,  tt/3,  Jt/4) 

Sohtgao  (a)  Aplicando  a  formula  de  conversao  de  cilfndricas  para  retangulares  da  7a- 
bela  [2.8.1, 

x  =  r  cos  0  —  4  cos  —  ==  2 ,  y  =  r  sen  6  —  4  sen  —  —  2\/3,  2  =  —3 

J 

Assim,  as  coordenadas  retangulares  do  ponto  sao  (x.  y.  z)  —  (2.  2 >/3.  —3}  (Figura  12.8,6). 

So lu  gao  (b }  A  pi  ic  and  o  as  form  u  las  de  c  onversa o  d  e  cste  ri  c  as  pa  ra  re  t  a  ng  u  I  ares  d  a  Ta- 
be  I  a  12,8,1, 

7T  7T 

x  —  p  sen  (p  cos  0  —  4  sen— cos  —  =  v  2 

4  3 

IT  IT  r- 

v  =  p  sen  <p  sen  9  =  4  sen™ sen  -  =  v  6 

4  3 

TV 


Z  —  p  cos  <p  —  4  cos  —  —  2V2 

4 


As  coordenadas  retangulares  do  ponto  sao  ( x .  y.  z)  =  (V2,  \/6.  2%/2)  (Figura  12.8,7).  ^ 


Figura  12.8.6 
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esfericas:  (4,  irIX  tt/4  ) 
retangulares:  (  \'2,  Vfr,  2\'2 ) 


figure  12.8.7 


Como  devemos  escolher  0  se  x  =  0? 
Como  devemos  escolher  se  v  =  0? 


Como  o  iniervalo  0  <  0  <  2jt  cobre  dois  perfodos  da  fungao  tangeiile,  a  formula  d t 
conversao  tg  $  —  y/x  naodetermina  completamcntc  0,  Quando  con vertc mos  de  coordcnadas 
ret  an  gul  ares  para  cilmdrieas  on  esfdncas,  e  evidente  pelas  paries  (b)  e  (c)  da  Fig  Lira  1 2.8. 1 
que  devenamos  escolher  8  de  tal  modo  que 

0  <  0  <  jT  se  y  >  0  e  jr  <  &  <  2n  se  y  <  0 
Isso  esta  ihistrado  no  proximo  exemplo. 


►  E  x  em  p  I  o  2  Dc  te  rm  i  ne  as  c  oorde  n  ad  as  es  fe ri  cas  d o  pon  to  com  coordcn  adas  rc lang  u  I  a  res. 

(x,y.z)  =  ( 4. -4,4^6) 

Sotugdo  Da  formula  tie  conversao  de  retangulares  para  esfericas  da  Tabela  ]  2.8. 1 ,  obtemos 

p  —  y/x2  4-  y2  +  z2  =  V 1 6  4-  16  +  96  =  Vi 28  —  8%/2 
tge  =  -  =  - 1 

X 


cos  4>  — 


Z  4\/6  s/3 

y/x2  +  y2  4-  z2  8\/2  2 


Da  rest  rig  ao  0  <  0  <  2n  c  do  valor  calc  ul  ado  dc  lg  0,  as  possihitidades  para  0  sao  8  =  3tt/4 
e  i9  -  7tt/4.  Cent udo,  o  porno  dado  tern  uma  coordenada  y  negativa,  logo  devemos  ter 
8  —  7jt/4.  Alem  disso,  da  resli  iqao  0  <  &  <  tt  e  do  valor  calculado  de  cos  0,  a  tin  lea  posslbil  idade 
para  &  6  &  =  jt/6.  Assim,  as  coordcnadas  esfericas  do  porno  sao  (p,  S,  4>)  =  (8 s/2,  7;r/4,  tt/ 6) 
(Figura  12.8.8).  ^ 


■  EQUATES  DE  SUPERFICIES  EM  COORDENADAS  CILINDRICAS  E  ESFERICAS 

As  superficies  de  revolnqao  em  tomo  do  eixo  z  dc  urn  sistema  dc  coordcnadas  retangulares 
lorn,  g  oral  me  me,  cquaqocs  mais  simples  nas  coordcnadas  cilmdrieas  do  que  nas  coordc¬ 
nadas  retangulares,  c  as  equaqoes  de  superficies  com  simetria  em  torno  da  origem  sao 
geralmentc  mats  simples  nas  coordcnadas  esfericas  do  que  nas  coordcnadas  retangulares. 
For  exemplo,  considers  a  folba  superior  do  cone  circular  cuja  equacao  cm  coordcnadas 
retangulares  e 

z  =  y/x2  4-  y2 

(Tabela  1 2,8.2).  A  equagao  correspondente  nas  coordcnadas  cilindricas  pode  ser  obtida  a  par¬ 
ti  r  da  formula  de  conversao  de  cilindricas  para  retangulares  da  Tabela  12.84 .  Isso  da 


Z  —  y/ (r  cos  8)-  -f-  (r  sen  I?)-  —  s/72  —  [r  |  —  r 

logo  a  cquaqao  do  cone  nas  coordcnadas  cilindricas  e  z  =  r*  Indo  alem,  a  equaqao  do  cone  em 
coordcnadas  esfericas  pode  ser  obtida  da  formula  de  conversao  dc  esfericas  para  ciifndricas 
da  Tabela  12.8. 1 .  Isso  resulta  cm 


p  cos  <j>  —  p  sen  4> 


que,  se  p  ^  0,  pode  scr  reescrita  como 


JT 


til  0  —  I  OU  <p  —  — 

4 

Geometricamente,  isso  nos  di/  que  a  rela  radial  que  parte  da  origeni  para  qualquer  panto  do 
cone  faz  urn  Sngulo  de  jt./4  com  o  eixo  z. 
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TabeJa  12.8.2 


C'tJNH 

ni.EXhtto 

RSFHKA 

'HH'HRHOl/HI)Ej. 

* 

A'  ** 

Z 

i 

t 

y'f 

s 

1 

- v 

i 

r 

Tv'-a*.  y 

;/ 

i 

z 

y 

j 

-V  ^ 

f 

k 

1 y 

.k 

RHTAiSCEUl  ARIiS 

z  =  Va2  +  _y- 

A'3  4. _y-  -  I 

a2  +  y2  +  zr  =  1 

z  =  -V2  +  y2 

x2  +  y2_f2  =  | 

CIUNDRICAS 

Z~  r 

r  —  1 

z2  =  1  -  r2 

Z-  r1 

Z2-r2-  i 

r:S}'hK3CAS 

b 

Et 

P  =  COSSCC  0 

P  =  1 

p  ~  cos  0  cossec2  0 

p2  =  -sec  2f/j 

►  Exemplo  3 

e  esfeneas. 


Obtcnha  as  equates  do  para  bo  1 6  idc  z  =jc"  +  >f"  cm  coordenadas  cilmdricas 


Confirm^  ®st3o  corretas  as  equa¬ 
tes  para  o  ciiintfru  a  o  hiperboJ6ide 
naa  ecoEtfanatlas  esfericas  e  cMfodri- 
cas  dadas  na  Tabela  1 2.8.2. 


Sohfcdo  Da  fbrmula  de  conversao  dc  retangulares  para  cil fndricas  da  Tahc la  1  2r8,  1  obtem-se 


Z  =  t  (4) 

que  c  a  equaqao  cm  coordenadas  ciltndricas.  Agora,  aplicando  as  formulas  de  convcrsao  dc 
esfericas  para  cilfndncas  ein  (4)  obtem-se 


p  cos#  =  fr  sen o/> 

que  pod emos  reeserever  eoino 

p  —  cos^cossec"  <p 


Akernativamente,  podenamos  ler  obtido  esla  equagao  diretamente  da  equaqao  em  coor¬ 
denadas  retangulares,  aplicando  as  formulas  de  conversao  de  esfericas  para  retangulares 
(verifique),  + 


Meridrano 
■*  -  principal 


Equador 

Figura  12.8*9 


M  COORDENADAS  ESFERICAS  NA  NAVEGAQAO 

As  coordenadas  esfericas  estao  relacionadas  com  as  coordenadas  em  longitude  e  latitude  usa- 
das  na  navegaqfio.  Para  ver  por  que,  vamos  eorastruir  urn  sislema  de  coordenadas  retangu  la¬ 
res  satisfazendo  a  regra  da  mao  dircita,  com  a  sua  origem  no  ccntro  da  Terra,  o  sen  cixo  z 
positive  passando  pelo  Polo  Norte  e  o  seu  eixo  v  posit ivo  passando  pelo  meridlano  principal 
(Figura  1 2,8.9).  Supondo  a  Terra  uma  esfera  de  raio  p  =  4000  milhas,  entao  cada  porno  sobre 
a  Terra  tem  coordenadas  esfericas  da  forma  (4000,  0,  0),  onde  0  e  0  determinant  a  latitude  e 
a  longitude  do  ponlo,  E  comum  espeeificar  longitudes  em  graus  leste  ou  oeste  do  meridiano 
principal  e  latitudes  em  graus  none  on  sul  do  Eqtiador.  PorCin,  0  proximo  exemplo  mostra  que 
d  muiio  simples  determinar  &  e  0  a  partir  de  tais  dados. 


►  Exempio  4  A  eidade  de  New  Orleans,  nos  EUA,  csta  local izada  a  90°  longitude  oeste 


e  30y  latitude  none.  Determine  as  coordenadas  esfericas  e  retangulares  relativas  aos  eixos 


coordenados  da  Figura  12,8.9.  (S  upon  ha  que  a  distant;  la  estejaem  milhas.) 


Solugdo  Uma  longitude  de  90°  oeste  corresponde  a  9  =  360fl  -  90°  =  270°  011  9  =  3tt/2 
radianos;  uma  latitude  de  30°  none  corresponde  a  o  -  90°  -  30°  =  60y  ou  0  -  tt/3  radianos. 
Assim,  as  coordenadas  esfericas  (p>  B,  0)  de  New  Orleans  sao  (4000.  3jt/2,  jt/3). 
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Para  deierminar  as  coordenadas  re  la  ngu  la  re  s,  aplicamos  as  formulas  tie  eonversao  de 
esfericas  para  reran gu lares  da  Tabela  12.8. 1 .  Assirn  oh  tern  os 

"T  3  JT 

x  —  4000  sen  —  cos  —  —  4000—  (0)  =  0  milhas 
3  2  2 

sen- sen—  =4000— (- 1)  =  -200073  milhas 
3  2  2 
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G) 


Z  =  4000 cos  -  =  4000  f  -  1  =  2000  milhas  < 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAQ  12.8  (Ver pagina S56 pars  rospostas.) 


1.  As  formulas  de  eonversao  de  coordenadas  cilmdricas  0\  0*  t) 
para  coordenadas  reiangulares  {x,  y,z )  sao 

x  - _ y  - _ z - _ 

2.  As  formulas  tie  eonversao  de  coordenadas  esfdncas  (p,  0,  <fi) 
para  coordenadas  re tangu lares  fx,  y,  z)  sfio 


3.  As  formulas  de  eonversao  de  coordenadas  esfericas  (/?,  0, 
para  coordenadas  dlindricas  0\  Sh  z)  sao 

r - _ *  0  - _ _ *  Z  - _ - 


4-  Seja  P  o  ponto  do  espago  tridimensional  de  coordenadas  rctan- 
gu lares  (%/ 2,  —  V2,  2v^3). 

(a)  As  coorde  nad  as  c  i  I  fad  ricas  de  P  sao  ( t\  9 ,  z )  = _ 

(b  j  As  eoontieii adas  es fe ri cas  de  P  sao  (p ,  9 *tp) = _ , 

5.  De  uma  equa^O  dc  umu  eslera  de  raio  5  centnada  na  origem  em 
coordenadas 

(a)  reiangulares; 

(b)  dlindricas; 

(c)  esfericas. 


EXERCICIOS  12.8 


3  Recurso  Grafico  c  CAS 


1-2  Con  vena  as  coordenadas  de  retangu  lares  para  dlindricas. 

1.  (a)  (475,4,  -4) 

(b)  (-5,5,6) 

(c>  (0.2,0) 

(d)  (4,-473.6) 

2.  (a)  (72,  -72,  1) 

(b)  (0,  I,  1) 

(C>  (-4.4-7) 

(d)  (2, -2. -2) 

3-4  Conveita  as  coordenadas  do  dlindricas  para  reiangulares. 

3.  (a)  (4.  jt/6,3) 

(b)  (8. 3=r/4.  —2) 

(c)  (5,  0*4) 

(d)  (7,jt,-9) 

4.  (a)  (6,  5jt/3,  7) 

(b)  ( 1  0) 

(e)  (3t  tt/2,  5) 

(d)  (4,  tt/2,  -1) 

5-6  Converts  as  coordenadas  de  reiangulares  para  esfericas. 

5.  (a)  (1.73,  -2) 

(b)  (1,  -1,72) 

(c)  (0.373,3) 

(d>  (-573.5,0) 

6.  (a)  (4,4.476) 

(b)  (i,  -75.-2) 

(c)  (2,0.0) 

(d)  (75.1,273) 

7-8  Conveita  as  coordenadas  de  esfdricas  para  retangu  lares. 

7.  (a)  (5,  rr/6,  rr/4)  (b)  (7,  0,  jt/2) 

(c)  (],jt,Q)  (d)  (2,  3,t/2,  tt/2) 


S.  (a)  (1, 27t/3.  37t/4) 

(c)  (8,  jt/6,  7t/4) 

(b)  (3. 7?r/4.  5jt/6) 

(d)  (4,  jt/2.  jt/3) 

9-10  Convei  ta  as  coordenadas  de  dlmdricas  para  esfericas. 

9.  (a)  (75.31/6.3) 

(b)  (Ljt/4-I) 

(c)  (2, 3;r/4, 0) 

(d)  (6.  1 .  -275) 

10.  (a)  (4,  5jt/6,  4) 

(b)  (2,  0,-2) 

(c)  (4,  jr/2,  3) 

(d)  (6,  jr,  2) 

ii-12  Convert  a  as  coordenadas  de  esfericas  para  cilmdricas. 

14  (a)  (5,  jt/4  2tt/3) 

(b)  (U  7jt/6«  n) 

(c)  (3,0.0) 

(d)  (4,  jr/6t  M2) 

12,  (a)  (5, jr/2,0) 

(b)  (6, 0,  3jt/4) 

(c)  (v^*  37r/4,  7l) 

(d)  (5*2 7i/3,  5nf6) 

[c]  13.  Use  uni  CAS  ou  uma  calculadora  programed  para  estubele- 

ccr  as  formulas  de  eonversao  da  Tabela  12.8.1  e,  entao.  use  o 
CAS  ou  urn  a  calcutadora  para  resolver  os  problem  as  dos  Exer- 
cicios  1,  3,  5, 7, 9  e  U* 

[cj  14*  Use  uni  CAS  ou  uma  cakuladora  programed  para  estabele- 
cer  as  formulas  de  eonversao  da  Tabela  12,8.1  e.  entao.  use  o 
CAS  ou  uma calculadora  para  resolver  os  problems  dos  Exer- 
cicios  2,  4,  6,  8,  10  e  12. 
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15-22  Uma  cquagao  6  dada  cm  coordcnadas  cilmdricas.  Expresse 
a  equagao  cm  coordcnadas  ret  angle  I  arcs  o  esbnce  o  gralica. 


15. 

r—  3 

16.  0  —  7t/4 

17.  z  =  r- 

18. 

z  —  r  cos  0 

19.  r  -  4  sen  0 

2(1.  /■  =  2  sec  0 

21. 

r  +Z  =1 

22.  r  cos  2 0  -  z 

23 -3D  Uma  equagao  6  dada  cm  coordcnadas  esf ericas.  Expresse  a 
equagao  cm  coordcnadas  re  tangu  fares  o  csboee  o  gr&lico. 


23.  p  =  3  24.  0=7 t/3  25,  <fr  =  nf 4 

26,  p  =  2  see  0  27.  p  =  4  cos  0  28,  p  sea  0  -  I 

29.  p  sen  0  =  2  cos  0  30,  p -  2  sen  0  cos  0  —  0 

31-42  Uma  equagao  de  uma  superlTcie  6  dada  cm  coordcnadas 
reianguluies,  Determine  uma  equagao  da  superficie  em  (a)  coor- 
denadas  cilmdricas  e  (b)  coordcnadas  esfericas. 


31.  z  =  3 
33.  -  =  3r  4-  3  y" 

35.  x1  +  y  =  4 
37,  *r  +  y  +  z'  =  9 
39,  2x  +  3y  +  4-z  =  l 
41.  jf=t6-z" 


32.  y-  2 

34.  z  ~  +  3y2 

36.  A'  +  v'  -  6 y  ~  0 
38  .  r  =  /-ya 
40.  x  +  y"  -  z  =  ! 

42.  .r+y2  +  z2  =  2z 


ENFOCAMDO  CONCE1TOS 


43-46  Descreva  a  regtao  no  espago  tridimensional  que  satisi'aga  as 
design  aldadcs  dadas. 

43.  r’\<£<4  44.  0  <  r<  2  sen  0,  0  <  £  <  3 

45,  1  £  p  <  3  46.  0  <  p  <  7ii(\  0  <p<2 

47,  S  ao  E  Je  t  ers  b u  rgo  (a n  t  i ga  1  ,en  i  n  g  rado ) .  R 11  ss ia ,  es  ta  I  oca  l  i  za da 
a  30°  de  longitude  leste  e  60'  de  latitude  none.  Determine 
suas  coordcnadas  csfdrieas  c  re  la  ngu  lares  relativas  aos  eixos 
coordenados  da  big um  12.8,9.  Tome  mi f has  eomo  a  unidade 


de  di  stand  a  e  sit  porch  a  que  a  Terra  seja  uma  esfera  de  raio  de 
4000  mil  has. 


48,  (a)  Most  re  que  a  curva  de  intersegao  das  superficies  z  =  sen  0 

e  r  —  a  (coordenados  cilindrieas)  e  uma  elipse. 

(b)  Faga  urn  esbogo  da  super  Ece  z  =  sen  0,  0  <  6  <  jr/2. 

49.  A  f i guru  abaixo  mostm  tun  eilindro  circular  rclo  de  raio  10  cm, 
que  gira  3  rotagoes  por  minuto  em  iorno  do  eixo  z.  No  ins  tame 
/  =  0  s„  um  besouro  no  ponto  (0,  10, 0)  comega  a  andar  dire!  amen  - 
te  para  eima  na  face  do  eilindro  a  uma  tax  a  de  0,5  cm/mi  n. 

(a)  Determ  t  n  e  a  s  coordcnadas  ci  l  mdri  eas  do  be  sou  ro  dep  01  s  de 
2  min. 

(b)  Determine  as  coordcnadas  retangulares  do  besouro  depots 
de  2  min. 


(c)  Determine  as  coordcnadas  esfericas  do  besouro  depois  de 
2  min. 


Figura  Ex-49 


50.  Em  refer£neia  ao  Excrcfcio  49,  use  um  recur  so  gralicocompu- 
tacional  para  fazer  0  grafteo  da  di  stand  a  do  besouro  6  origem 
co mo  uma  fungao  do  tempo. 

51,  Um  navio  ao  mar  esta  no  ponto  A  que  esta  a  60°  de  longitude 
oeste  e  4  CP  de  latitude  node.  O  navio  viaja  ao  ponto  B  que  esta 
a  40°  de  longitude  oeste  e  20"  de  latitude  none.  Supondo  que 
a  Terra  seja  uma  esfera  com  raio  dc  6370  quilometros,  deter¬ 
mine  a  me  nor  distancia  que  o  navio  pode  viajar  indo  dc  A  para 
B,  dado  que  a  men  or  distancia  entre  os  do  is  pom  os  sobre  uma 
esfera  cst6  ao  longo  do  arco  do  dreulo  maxi  mo  que  une  os  pon- 
los.  [Sugestao\  introduza  um  si  sterna  de  coordenadas  xyz  como 
na  Figura  1 2.8.9  e  considere  0  angulo  entre  os  vet  ores  do  centre 
da  Terra  aos  pontos  A  e  B.  Sc  0  termo  “circulo  mdximo"  for 
desconhecido,  consulfe  um  dtcionaiio.] 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICiOS  DE  COMPREENSAO  12.8 


1 .  r  cos  6 ;  r  sen  &[  z  2.  p  sett  <j>  cos  0:  p  sen  <p  sen  Q\  p  cos  0  3.  p  sen  0;  0\  p  cos  6 
4.  (a)  (2,  7jt/4,  2V3)  (b)  (4. 7»/4.  n/6)  5.  (a)  xJ +/  +  z2  =  25  (h)  r:  +  z:  =  25  (c)  p  =  5 


EXERCICIOS  DE  REVISAO  DO  CAPITULO 


1.  (a)  Qual  6  a  diferenga  entre  urn  vetor  e  um  escalar?  De  um 
exemplo  ffsico  de  cada  tint. 

(b)  Como  pode  ser  determinado  se  do  is  ve  tores  sao  on  nao 
ortogonais? 


(c)  Como  pode  ser  determinado  se  dois  ve  Lores  sat>  ou  nat> 
paralelos? 

(d)  Como  pode  ser  determinado  se  ires  vet  ores  com  ponto  s 
initials  cm  comum  no  espago  tridimensional  situam-sc  no 
rues  mo  piano  on  nao? 
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2.  (a)  Esboce  velores  u  e  v  para  os  qua  is  u  +  v  e  u  -  v  sejant 

ortogonais. 

(b)  Como  podem  $er  usados  ve tort’s  para  determinar  se  quatro 
pomos  no  espago  tridimensional  situam-sc  no  mesmo  piano? 

(0  Sc  formas  F]  -  i  c  F-,  =  j  forem  aplicadas  cm  u m  ponto  no 
espago  bid  i  men  si  onal.  quanta  forgadeveserapHcada  nesse 
ponto  para  cancelar  o  efelLn  combi  tiado  de  F,  c  Fj? 

(d)  Escrcva  uma  equagao  da  esfcra  com  centra  (1,  -2.  2)  quo 
passa  pc]a  origem 

3.  (a)  Desenhc  uma  tigura  quo  mostrc  os  angulos  diretorcs  ox  e 

y  dc  um  vet  or. 

(b)  Quais  sao  os  componentes  de  um  vet  or  unit£rio  no  espago 
bi dimensional  quo  Ibimam  um  angulo  dc  1 20°  com  o  vetor 
i  (duas  respostas)? 

(0  Como  podem  ser  a  sad  os  ve  tores  para  determinar  sc  um 
tri  angulo  com  vertices  descon heetdos  /V  Pi  e  P*  tem  um 
aneu  lo  obtuso? 

(d)  Verdadei ro  ou  fa  i  so :  o  prod  uto  vetori  a  I  de  vetores  urtogon  ai  s 
unitariosd  um  vetor  unUario.  Explique  o  sen  raciocfnio. 

4.  (a)  Fag  a  uma  label  a  que  mostrc  todos  os  posslvcis  produtos 

vetoriais  dos  vetores  i.  j  e  k, 

(b)  D£  le  inn  i  n terpretagSo  geo  met ri ca  de  ||  u  x  v  |  [. 

(c)  De  uma  interpret  agao  geo  metric  a  de  |u  -  (v  x  w) |, 

(d)  Escreva  uma  equagao  do  piano  que  passa  pel  a  origem  e  € 
perpendicular  a  reta  x  -  u  v  -  2s,  z  ~  -t. 


5.  Em  cada  parte,  determine  uma  equagao  da  esfcra  com  centre 
(-3,  5.  -4)  e  que  sattsfaga  a  condigao  dada. 

(a)  Tangente  ao  piano  jry. 

(b)  Tangente  ao  piano xz, 

(c)  Ta  ngen  te  ao  p  I  ano  y  z . 

6.  Determine  a  maior  e  a  menor  distacia  entre  o  ponto  Pi  1 .  1 .  I )  e 
a  esfcra 

x  +  y2  +  z2  -  2  >’  +  6  z  -  6  =  0 

7.  Dados  os  pomos  /?(3.  4).  Qi  1.  l)e  AJ(5.  2).  use  nietodos  vc- 
toriais  para  determinar  as  coordenudus  do  quarto  vendee  do 

paralelogramo  cujos  I  ados  ad  j  accrues  sao  PQ  e  QR. 


8. 


Sejam  u  =  (3S  5,  -I)  e  v  =  (2,  -2*  3).  Encontre 


(a)  2u  +  5v 

(e)  Hull 


1 


(d)  Hn-vj| 


9.  Sejam  a  =  d  +  j  c  b  =  4i  +  3j.  Detemii  rte  c  tal  quo 

(a)  ach  sao  oitogonais. 

(b)  o  angulo  entre  a  e  b  e  ?r/4. 

(c)  o  angulo  entre  a  e  b  €  tt/6. 

(d)  a  e  b  sao  paralcios. 

10.  Sejam  r4,  =  {xu,  y0.  zfl)  e  r  =  (x,  y.  z).  Descreva  o  con  junto  de 
todos  os  pomos  (x,  y,  z)  para  os  quais 

(a)  r  *  r,j  =  0  (b)  (r-rJ*ro  =  0 


1 1 .  Mostre  que  se  u  e  v  forem  vetores  unitfirios  e  6  6  o  Ingulo  entre 
elcs.  emao  ||  li  —  v  ||  —  2  sen  \o. 

12.  Determine  o  vetor  de  comprimento  5  e  angulos  diretorcs 
a  =  60!>.  ft  -  1 20°,  y  =  135’x 


15. 


16. 


19. 

20. 


21. 

22. 


Supondo  t]uc  a  iorca  esteja  eni  libras  e  a  distancta  cm  p6s. 
determine  o  trabalho  reaii/.ado  por  uma  forga  constante  F  = 
3i  —  4  j  +  k  agindo  sobre  uma  parLfcuia  qLfC  sc  move  SObrc 
uma  ret  a  que  vai  de  P{5,  7.  0)  a  (?(6.  6.  6), 

Supondo  que  a  forga  esteja  cm  newtons  c  a  di  static io  cm  me¬ 
tros.  determine  o  trabalho  real  i  /.ado  pel  a  rcsultante  das  forga  s 
eonstames  F  =  i  -  3  j  +  k  e  F,  =  i  ■+■  2  j  +  2  k  agindo  sob  re  uma 
partfcula  quo  sc  move  sobre  uma  reta  que  vai  dc  P{-\ .  -2,  3)  a 
Qi 0.  2,  0). 

(a)  Determine  a  area  de  um  tri angulo  com  vertices  A(  1 , 0,  [ )+ 
Bid  2,  3)  e  C(2.  1 , 0). 

(b)  Use  o  resultado  da  parte  (a)  para  delerminar  o  eomprimem 
to  da  alUira  do  vdrtice  C  ao  I  ado  AB. 

Verdadei  ro  ou  false?  Expliquc  o  scu  raciocfnio. 

(a)  Sc  u  ‘  v  =  0.  entao  u  =  0  ou  v  =  0. 

(b)  Sc  u  x  v  —  0,  entao  u  -  0  ou  v  =  l>. 

(c)  Sc  my  =  0  e  u  x  v  =  0.  entao  u  =  0  ou  v  =  0, 

Considers  os  pomos 

MU-  U  2).  B{  2,  -3t  0)s  Q- 1 ,  -2?  0),  D(2,  1,-1) 

(a)  Determine  o  volume  do  paralelepfpedo  que  tenha  os  veto- 
res  4/?.  AC,  AD.  co  mo  ares  I  as  adjaeemes. 

(b)  Determine  a  distancta  dc  D  para  o  piano  contendo  .4.  B  e  C. 

Suponba  que  uma  forga  F  com  uma  magnitude  de  9  lb  seja  apli- 
cada  aoconjunto  aiavanca-hastc  mostrado  na  ligura  abaixo. 

(a)  Expresse  a  forga  F  na  forma  de  componentes. 

(b)  Determine  o  momento  vetori  a  I  de  F  sobre  a  origem. 


y 

Figtira  Ex-lS 

Seja  P  o  ponto  (4,  l ,  2).  Encontre  equagoes  paraEn^lricas  para  a 
reta  que  passa  por  P  quo  6  para  Ida  ao  vetor  (I,  -L  0). 

(a)  Determine  as  equates  para  met  ric  as  para  a  intersegao  dos 
pianos  2,v  +  y-z  =  3  e  x  +  2 y  +■  z  ~  3. 

(b)  Determine  o  angulo  agudo  entre  os  dois  pianos. 

Encontre  uma  equagiio  do  piano  que  6  paralelo  ao  piano 
x  +  5y  ^  z  +  S  =  0  e  que  contem  o  ponto  (L  1.4). 

Encontre  uma  equagao  do  piano  que  passa  pclo  ponto  (4.  3.  0) 
e  que  e  paralelo  aos  vetores  i  +  k  e  2j  -  k. 

Que  condigao  devcm  satisfazer  as  constanies  para  que  os 
pianos 

a,x+bly  +  c,z  =  d,  e  «2  x  +  b3y  +  c,  z  =  d2 

sejam  paralcios? 
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24.  (a)  Lisle  os  sc  is  vipos  Msieos  de  superficies  quddricas  e  des- 

creva  sens  traces  nos  plan  os  paralelos  aos  pianos  coor- 
denados, 

(b)  De  as  cooidenadas  dos  pontos  que  result  am  quando  o  pon- 
lo  (a,  y,  i)  c  refteiido  pelo  piano  y  =  a.  pelo  piano  v=  z  e 
polo  piano  a  = 

(c)  D  esc  rev  a  a  i  nterse^ao  das  superficies  r  -  5  e  z  —  1  cm  e  Gor¬ 
don  adas  cilfndricasH 

(d)  Desereva  a  interse^ao  das  superficies  &  =  jr/4  e  0  =  0  cm 
coordo  n  ad  as  es  ftf  ri  cas. 

25.  Em  cada  pane.  Identiliquc  a  superfieie  coinpletando  os  qua- 
drados, 

(a)  X  +  Af  -  zl  -  6a  +  8 y  +  4^-0 

(b)  a'  +  y2  +  +  6a  —  4y  +  12 z~  0 

(e)  jt  +  X  -  z  “  —  2a  t  4y  +  5=0 

26 .  Em  cad  a  parte ,  ex  pressc  a  eq  ua^a o  cm  cooi  de  nad  as  c  i  1  in  dri  cas 
eesfdricas. 

(a)  ,v"  +  y'  =  £  (b)  a7  -  y2  -  z2  =  0 

27.  E  m  cad  a  paite.  ex  presse  a  eq u  agno  c  in  coord enadas  retarigu  la  res, 

(a)  z-r2  cos  20  (b)  p1  son  ocos  O  cos  0  =  1 


23-29  Esboee  no  espa^o  tri  dimension  id  o  sblido  dcscrito  cm  coot- 
denadas  cilmdricas  pdas  design aldades  dadas. 


28.  (a)  1  <r  <2  (b)  2  <  z  <  3  (c)  tt/6  <0<  jtB 

(d)  1  <r<  2,  2  <  g  <  3  e  jt/6  <0<  jr/3 

29.  (a)  r2  +  z2  <  4  (b)  r  <  ]  (c)  r2  +  z1  <  4  e  r  >  I 

30-31  Esboee  no espaqo  tridimensional  o  sblido  deserito  cm  eoor- 
denadas  e  sib  r  teas  pdas  design  aid  ados  dadas. 


30.  (a)  0</j<2  (b)  Q  <  $  <  7! f 6 

(e)  0<p<2  e  Q<$<,7tf6 

31*  (a)  0<p<5.  0<o<7t/2  e  0<0<7t/2 

(b)  0  <  d  <  a/3  e  0  <  p  <  2  sec  <? 

(c)  0  <  p  <  2  e  a/6  <  9  <  a/3 

32.  Esboee  a  superfieie  cuja  cquacao  cm  coordenadas  esfericas  e 
p  -  a(  ]  -  cos  <>),  a  superfieie  tern  a  forma  de  uma 

Iruta  conhecida,] 


FUNQOES 

VETORIAIS 


imia  curvet*  ate  que  ten  ha 
estudado  tanta  Matemdtica 
a  porno  ck  ficar  confuso 
pelas  inumerdveis  excegoes 
possneis. 

—Felix  Klein 
Matemdtica 


capitulo,  considerate  mos  fun  goes  cujos  vatores  sao  veto  res.  Tais  tangoes  for- 
necem  uma  maneira  unificada  de  eciudar  curvas  parametdcas  nos  es  pages  bi  e  tri¬ 
dimensional  e  sao  urns,  farramenta  basica  para  a  analisa  do  movim&nto  do  particulas 
ao  longo  de  uma  tmjetoria  curva.  Comegaremos  desenvolvendo  o  Calcufo  dessas  tangoes  ve- 
tortais  -  mostraremos  como  diferenciar  e  integrar  tais  fungoes,  e  desenvoJveremos  algumas 
props' ledades  basicas  dess  as  opera  goes,  Aplicaremos,  entao,  essas  ferramentas  do  Calculo 
para  definhr  tres  vet  ores  fund  amen  tais  que  podem  ser  us  ados  para  descrever  caractsnsticas 
basic  as  de  curvas,  tais  como  ten  den  etas  de  curvature  e  torcao.  Uma  vez  feito  isso,  desenvoP 
veremos  o  concerto  de  velocidade  e  aceleragao  para  tats  movimentos  e  apflcaremos  esses 
concertos  para  explicar  varies  fenomenos  fisicos.  Finalmente,  usaremos  o  Caiculo  das  fun- 
gpes  veto  rials  para  desen  volver  principles  basicos  da  atragao  gravitational  e  deduzir  as  leis 
do  mo  u  a  memo  planetario  de  Kepler. 


Foto:  O  carrinho  de  uma  montanha  russa  se  move  com  vetocidade  de  diregdof  sentido  e  magnitude  varidveis.  Neste  ca- 
pitnlo >  estudaremos  esse  tipo  de  movimento. 

1 3.1  1NTR0DU?A0  AS  FUNpOES  VETORIAIS 


Na  Segno  12.5,  discut  iotas  equates  pammetrkas  de  retas  no  espaeo  tridimensional 
Nest  a  seg&o,  di  scut 'nemos  curvas  paramet  ricas  mat's  g  era  is  nos  espagos  tridimensional  e 
mostraremos  como  a  notagdo  vet  anal  pode  ser  usada  para  expressar  equagoes  parametricas 
nos  espagos  hi  e  tridimensional  em  uma  forma  mats  compact  cl  Is  so  nos  conduzjrd  a  um 
novo  tipo  de  fun  gdo.  a  saber,  /lingoes  que  assoc  i  am  vet  ores  a  ndmeros  reals.  Tais  fungoes  tern 
muitas  aplicagoes  importantes  na  Ftsica  e  na  En  gad  tan  a. 


■  CURVAS  PARAMETRIC  AS  NO  ESPAQO  TRIDIMENSIONAL 

Lembre-se  que  na  Segao  1.8  da  Volume  I  foi  vista  que  se  f  e  g  tbreni  fungoes  bem  compor 
tad  as,  enlao  o  par  de  equagoes  paramelricas 


x  ~  /(*)*  y  -  g(  t  ) 


(0 


gcra  uma  curva  no  espago  tridimensional  que  e  tragada  mim  sentido  especifico  a  medida  que 
o  para  metro  r  cresce,  Delmimos  este  sentido  como  sendo  a  orientagdo  da  curva  ou  a  diregdo 
de  crescimento  do  pammetro  e  chamamos  a  curva  junto  com  a  sun  orient  agao  de  grdfico  das 
equagoes  para  met  ricas  ou  curva  paramet  rka  represent uda  pelas  equagoes.  Analogamente,  se 
/,  g  e  It  forem  tres  fungoes  hem  comportadas,  entao  as  equagoes  para  met  ricas 


x  =  fit),  y-g(t ).  z  =  h(t) 


(2) 


860  Calculo 


x  -  a  e  s,  v  -  a  en  l,  z  =  t-Y 

Figura  13,1.2 


he  tec  circu  ar  c  crita  n  E  cm 
2  e  me  na  namreza  eima  e  tA 
uma  re  re  entagii  c  m  uiaci  na  a 
hd  ice  u  a  a  m  ecu  a  D  Ad 
e  irrib  nuc  £ic  E  a  c  iruUini 
e  mem  i  a  a  in  trugde  her  a  a 
iteee  aria  ara  e  en  iment 

c  urn.  rgani  m  i 


DOMINIO  DATECNQLQGEA 

S§  o  leilor  <iispuser  do  urn  CAS,  use- 
o  para  gerar  a  rota  no  Example  i  o 
a  hgljce 

a -4c  t, 

y  -  4  en  t,  0  <  t  £  3/r 
Z  =  t 

mostrada  na  Figura  1 3.1 .4. 


gerani  uma  cur  a  n  e  ag  In  imen  3  11a  ue  e  liaga  a  num  enti  c  ecnic  a  me  1  a 
tie  I  ere  ee  m  n  e  ag  hi  itnen  i  na  ,  e  te  emi  e  ehama  e  me/iffffao  u  dire- 
gdo  de  crescimento  do  pardmetro  e  a  cur  a  unt  c  ma  ua  rientaga  e  chain  a  a  e  grdfico 
a  c  uagoe  arametriea  u  curva  parametrica  re  rc  enta  a  ea  e  uagae  Se  nenhuma 
re  triga  r  enuncia  a  e  icitamente  u  e  li  er  irn  feita  e  a  e  uagoe  ,  enta  era  enten 
i  ue  t  aria  n  inter  a  —  oo,  +00 


►  Exemplo  1  e  uagoe  aramdlrica 

x  “  I  - 1,  y  =  3 1,  z  =  2/ 

re  re  eniam  uina  reta  n  e  ag  tri  imen  i  na  ue  a  a  e  nt  1,0,  0  ee  ara  c  a  a 
el  r  1,3,  2}  m  x  ecre  ee  h  me  i  a  ue  1  ere  ee,  a  reia  tem  a  rientaga  m  tra  ana 
Figura  13  11  < 


►  Exemplo  2  Deere  a  a  cur  a  aramelricare  re  enta  a  ea  e  uagoe 


x  —  ci  cos  f  t  y  —  a  sen  r,  z  —  ct 
n  eaec  S  c  n  tante  it!  a 


Solu^ao  A  me  i  a  ue  arametr  t  ere  ee,  tamtam  ere  ee  a  r  =  g  xty\z 
m  e  e  aracima  P  rem,  time  i  a  uefcrece,  nt  x,y,z  lamb&n  m  e  eem  uma 
Liu  etoria  ireiamenieaeima  circu 


x  —  ci  cos  t\  y  —  nseni 


n  an  xy  c  mbinaga  eem  iment  ara  cima  e  circu  ar  r 

rmat  e  aca  r  ha  ue  e  enr  a  num  ci  in  r  circu  ar  ret  e  rai 
Figura  13  I  2  E  ta  cur  a  6  chain  a  a  e  hilice  circular  < 


uz  uma  cur  a  c  m 
a  centra  n  ei  z 


M  CURVAS  PARAMETRICAS  GERADAS  COM TECNOLOGtA 

E  cel  n  ca  mai  im  e  ,  a  cur  a  arametriea  n  e  ag  tri  linen  i  na  eni 

er  i  feei  e  i  uaizare  e  enhar  em  a  a  u  a  e  urn  recur  grafic  c  m  uiaci  na  P  r 
eem  ,  a  Figura  13  1  3a  m  tra  grafic  a  cur  a  arametriea  ehama  a  t  node  tom, 

ue  i  r  uzi  a  r  urn  S  entant  ,  me  m  e  e  grdfic  e  i  ici  c  i  ua  izar,  i 
na  Ilea  e  i  ente  e  nt  e  u  er  iga  a  inter  egoe  u  e  uma  arte  a  cur  ae  la 


na  rente  a  uira  Para  re  ere  e  r  bema  e  t  ua  izaga  ,  a  gun  recur  gnific 
c  m  uiaci  nai  niece m  a  ca  aci  ace  mergu  liar  a  cur  a  entr  e  uni  tub  I  i  n  » c  m 
11a  Figura  1 3  1  36  E  e  grafic  a  ehama  e plotagem  em  tubas. 


Figura  13.1 3 


Figura  13,1,4 


Capitulo13  f  Fungdes  Vetor ia is  $61 


(h) 


Figura  13,1.5 


Encontre  a  func&o  v&loriat  no  espago 
b id i  mansion  at  cujas  fundees  compo- 
names  sSo  xtf)  —  t  tzy(t)  —  t 


■  EGUAQOES  FARAMETRICAS  DE  INTERSEpOES  DE  SUPERFICIES 

As  eurvas  no  espago  tridimensional  oeorrem  freq  ue  n  tern  ente  como  imersegues  de  super  it- 

'  1- 

cics.  Por  excmplo,  a  Figura  13,1 ,5^  mostra  uma  parte  da  intersegao  dos  ciiindros  z  =  a  e 
y  =  x\  Urn  metodo  para  eneomrar  as  equagdes  parametricas  da  curva  do  intersegao  6  escolher 
uma  das  variaveis  como  pararnctro  e  usar  as  duas  equagdes  para  expressar  as  duas  variaveis 
restantes  em  term  os  daquele  para  metro.  Em  particular*  sc  es  col  hennas  a  -  f  como  para  metro 
c  substituinnos  isso  nas  equagoes  z  =x'  cy  =  x\  obtemos  as  cquagocs  paramefricas 

,3 


x  =  t,  v  —  r\  z  —  r 


(3) 


Essa  curva  c  chamada  de  cubica  torcida.  A  parte  da  cubica  torcida  most  rad  a  na  Figura  1 3. 1  -5a 
corresponde  a  t  >  0;  o  grdfico  da  cubica  torcida  gerado  no  computador  para  valorem  positivos 
c  negativos  de  /  csta  na  Figura  13.1. 5b.  Alguns  outros  exemplos  e  tecnicas  para  encontrar 
intersegdes  de  superficies  sao  discutidos  nos  exerefeios. 


■  FUNQOES  VETORIASS 

I  !2 

A  cubica  torcida,  delinida  pdas  equagoes  em  (3),  c  o  conjunto  de  pontes  da  forma  (t  r?  r')i 
para  valores  reais  de  L  Interprctando  cada  urn  desses  pontos  como  panto  final  de  uni  vetor  r 
cujo  ponto  in icial  e  a  origem* 


r  =  {x,y.  z)  =  (t,/2,  l})  =  /i  +  f  j  +  Pk 

obtemos  r  como  uma  fungao  do  pararnctro  r,  ou  seja,  r  -  rtf).  Como  essa  lungao  produ/  uni 
vet  or *  rfixemos  quo  r  =  r(r)  define  r  como  uma  fungao  de  valores  vetoriais  a  uma  varidvel 
real  ou,  mats  simplesnientc,  uma  fungao  vetorial.  Os  vetores  que  considcramos  nesie  livro 
sao  hi  ou  tridimensionais,  portanto  diremos  que  uma  fungao  vetorial  e  uma  fungao  no  espago 
bi  ou  tridimensional  dc  acordo  com  o  tipo  dc  vetores  que  produ/. 

Se  r(f)  for  uma  fungao  vetorial  no  espago  bidmiensional,  eniao  para  cada  valor  ad  missi¬ 
ve  1  dc  f  o  vetor  r  =  r(0  pode  ser  repress  nmdo  em  termos  de  componentes  por 


r  =  r (O  ^  {x(t),  y(t))  -  x(f) i  -f  y(0j 

As  fungdes  xir)  c  y(f)  sao  denoTTiinad&s  funnies  componentes  ou  components  de  r  ~  r(r). 
Analogamenie,  as  fungdes  componentes  de  uma  fungao  vetorial 

r(j)  -  {jc(0»  J’(0i  -(0)  =  x(t)i  +  y(f) j  +  ztf)k 
no  espago  tridimensional  sao,r(f),  y(t)  e  z(f)> 


►  Exempt©  3  As  fungous  componentes  de 


sao 


r (I)  =  (A  r ,  f)  =  t\  +  rj  +  r^k 


a*(0  —  t.  y(f)  -  r,  z(t)  =  e  * 


O dominio  de  uma  fungao  vetorial  r(f)  e  o  conjunto  dos  valores  admissfveis  de  L  Se  r(/) 
c  stiver  delinida  cm  termos  de  fun  goes  componentes  c  o  dominio  nfvo  es  liver  cxplici  tarn  erne 
especificado,  convencionamos  que  o  domfnio  sera  a  inter segao  dos  domfnios  naturais  das 
fungdes  componentes  e  dt/emos  que  esse  e  o  domfnio  natural  de  r(/). 


►  Exemplo  4  Encontre  o  domfnio  natural  de 

r(f)  =  {In  j t  -  1 1,  e‘,  Vf)  =  On  \t  -  1  |)i  +  e'i  +  v^k 


Soluquo  Os  domfnios  naturals  das  fungdes  componentes 

x(t)  “  In  \t  -  1  |r  y(t)  -  e\  z(t)  -  V? 


S62  Calculo 


Falando  estritamente,  para  sermos 
cfaros  deverlamos  escrever  (cos  Oi 
e  (sen  f)j  em  vez  cfe  cos  t \  e  son  (j. 
ContudO,  6  praties  Pomum  ignoraroS 
parentos-as  am  tais  caso&,  j&  qua  nao 
6  possfval  interprets?1  assas  express 
soes  de  outra  maneira.  Pot  qua? 


Quando  ;  varta,  a  pDnta 
do  vet  or  posited  rp) 
descreve  a  curva  C 


Figura  l3J,ft 


*v 


r  -  cos  ti  +  sen  /  j 


Figura  13. 1  -7 


sao 

(-0C,  I)  U  (U  +3t),  (-00,  +0C>t  [0,  +cc) 

respective  me  me,  A  imersegao  desses  conjumos  € 

[0,  l)U(L-hoc) 

(con(ira),  portanto  o  doniimo  natural  de  r(f)  consists  em  lodos  valores  de  t  tais  que 

0  <  t  <  I  ou  t  >  !  < 


m  GRAFICOS  DE  FUNQOES  VETORIAIS 

Se  r(0  for  uni  a  fungao  vetorial  no  espago  hi  ou  tridimensional,  entao  definimos  o  grafico  de 
r{f)  como  a  curva  paramdtrica  dcscrita  pelas  fungoes  components  de  r(/).  For  exemplo,  se 

r(0  =  {i  -  r,  3/.  2r)  =  (I  -t)\  +  $ti  +  2tk  (4) 

entao  o  grdlico  de  r  -  r(/)  e  o  grdfico  das  equagoes  parametrieas 

x  =  1  —  /,  v  =  3/,  z  ~  2t 
Assim,  o  grdfico  de  (4)  e  a  rcta  na  Figura  13.3.1. 

►  Exemplo  5  Dcsereva  o  grafico  da  fungao  vetorial 

r{/)  —  (cost,  sen  /  ,  t)  =  cos  id  4-  sen  /j  +  ik 


Solugao  As  cq  uagocs  para  m  ctr  i  cas  corrcspo  n  dc  n  te  s  sao 

a-  =  cost,  y  ^  sen  r,  z  =  \ 

Assim,  como  vimos  no  Exemplo  2,  o  grdfico  €  uma  hdlice  circular  enrolada  em  torno  de  urn 
ciiindro  derate  1.  < 


Ate  agora,  consideramos  curvas  parametrieas  como  sendo  caminhos  tragados  pelo  mo- 
vimeuto  de  pernios,  EntrefantOj  se  uma  curva  paramelrica  for  vista  como  o  grafico  de  uma  fun- 
gao  vetorial,  entao  podemos  i  magi  nay  tanibem,  quo  o  grafico  seja  tragado  pela  ponta  de  uni 
vetor  Cm  movimento,  For  exemplo,  se  a  curva  C  no  espaqo  tridimensional  for  o  grafico  dc 

r(r)  =  A(r)i  +  y(f  )j  +  z(t)  k 


c  se  posicionarmos  r(/)  com  o  sen  ponto  inicial  na  origem,  entao  sen  ponto  final  cai  na  curva 
C  (como  mosirado  na  Fjgura  133,6).  Assi  in,  quando  r(/)  €  po  si  cion  ado  com  seu  porno  inicial 
na  origem,  seu  ponto  final  descreve  a  curva  C  quando  o  parametro  t  varia,  caso  em  que  dize- 
mos  quo  r(r)  e  o  vetor  posigao  dc  C.  For  simpticidadc,  as  vezes  deixamos  implicita  a  depen¬ 
ds  nci  a  t  e  escrevemos  r  em  vez  de  r(0  para  o  vetor  po&ig&o. 


►  Exemplo  6  Eshoce  o  grafico  c  um  vetor  posigao  de 

(a)  r(f)  =  cos/i  +  sen  /  j.  0  <  t  <  2 n 
(h)  r(t)  —  cosri  +  sen  /  j  +  2k,  0  <  r  <  2tt 


Solucao  (a)  As  equagoes  parametrieas  cnrrespondenles  sao 

x  —  cos ! ,  y  =  sen  t  (0  <  i  <  2tt) 

logo  o  grafico  6  uni  cfrculo  de  raio  I,  centrado  na  origem,  ortentado  no  sentido  anti-horario. 
O  grafico  c  um  vetor  posigao  sao  mostrados  na  Figura  13, !  ,7, 


Capitiilo  13  /  Fungoes  Vetor  ia  is 


Figura  13.1.8 


Solucdo  (b)  As  e qua goes  param&ricas  eorrespondentes  sao 

x  =  cos  / ,  v  =  sen  t,  z  =  2  (()</<  2it) 

A  parti r  da  terccira  equagao,  a  poma  do  vetor  posigao  traga  uma  curva  no  piano  z  =  2  e  das 
duas  primeiras  equagoes,  a  curva  e  urn  cireuio  de  raio  1  cemrado  no  porno  (0,  0,  2)  €  tragado 
no  scntido  anti-horario,  olhando  para  baixo  do  cixo  0  gratico  e  um  vetor  postgao  sao  snos- 
trados  na  Figura  13.1,8,  M 

■  FORMA  VETORIAL  DE  UM  SEGMENTO  DE  RETA 

Lembre-se  da  Formula  (9)  da  Segao  1 2.5  em  que  vitnos  que  sc  r(]  for  um  vetor  no  espago  bi  ou 
tridimensional,  com  sen  ponio  inicial  na  ongem,  eniao  a  reta  que  passa  pelo  ponto  final  de  r,-, 
e  6  para  I  cl  a  ao  vetor  v  pode  ser  dad  a  na  forma  vet  or  Sal  como 


r  =  f(>  +  /  v 


r  =  (1  -pr^  +  aq 


Em  particular,  sc  r„  c  r,  sao  vet  ores  no  espago  bi  ou  tridimensional  com  seus  pomos  iniciais 
na  origem,  eniao  a  reta  que  passa  pel  os  pomos  finals  desses  vetores  pode  ser  dada  na  forma 
ve  tori  a  I  como 


r  =  r0  4-  /  (n  -  r0)  ou  r  =  (1  -  t )r0  +  /rj  (5-6) 

como  indicado  na  Figura  1 3. 1.9. 

E  comum  c  ha  mar  (5)  ou  (6)  dc  forma  vetorial  de  uma  reta  par  dots  pantos  e,  para  si  in- 
pi ifl can  dizer  cjuc  a  reta  passa  pelos pantos  r/r:  (em  ve/  de  dizer  que  ela  passa  pelos  pantos 
finals  de  r()  e  r,). 

Deve  ser  entendido  em  (5)  e  (6)  que  t  varia  de  -oo  a  +oo.  Contudo,  se  restringirmos  a 
vaiiagao  de  t  ao  intervalo  0  <t<  1 ,  entao  r  variara  de  r„  a  r,.  Assim,  a  equagao 


r  =  (I  -Or0  +  /r,  (0  <  t  <  1) 


represen ta  o  segmento  de  reta  no  espago  bi  ou  tridimensional  que  e  tragado  de  rl}  a  r, . 


EXERCICIOS  DE  CGMPREENSAG  13.1  (Verpagsna  865  para  respostas.) 


1.  (a)  Expiesse  as  equagoes  param&ricas 

x  =  y  =  */tn  Z  =  arc  sen  i 

1 

como  uma  so  equagao  vetorial  da  forma 
r  =  x(/)i  -h  y(/)j  +  s(/}k 

(b)  A  equagao  vetorial  na  parte  (a)  deline  r  =  r(f)  como  uma 
fimgiio  vetorial.  O  domfnio  de  r(r)  6 _ e 

di)= - 


2,  Descreva  o  grafico  dc  r(t)  —  (1  +  2r.  —  I  +  3f}- 

3,  Dcsercva  o  grafico  dc  r (/ )  —  sen"  ri  +  cos*  fj- 

4,  Encontre  uma  equagSo  vetorial  para  a  curva  de  mtersegao 
superficies  y  =  x* 1 2 3 4  e  z  =  y  em  term  os  do  parametro  x  = 


EXERCICIOS  13.1  Q  Recurso  Grafico 


1  -4  Determine  o  dorm  mo  de  r(r)  e  o  valor  de 

1.  r(f)  =  cos  t\  —  3/j:  to  =  tt 

2.  r(o  =  (vsrrr.f2};  t0=i 

3.  r(f)  =  cos Jtfi  -  Itwj  +  %ft  —  2  k;  t$  =  3  5.  x  =  3  cos  tr  y  =  t  +  sen  t  6.  x  =  r+l.  y~e''t 

4.  r(0  =  arc  sen  /,  ln(l  -  /));  tQ  =  0  7,  x  =  2 1,  y  =  2  sen  3r*  z^5  cos  3t 


5-8  Expresse  as  equagoes  parametricas  como  uma  unica  equagao 
vetorial  da  forma 

r  ~  a*  (t )i  Hh  y (/ )  j  ou  r  =  x it ) i  -f  y  (t )  j  +  z  (t ) k 
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2 

8.  x  =  /  en  f,  v  =  n  /,  z  =  c  t 

9-12  Determine  a  e  uagoc  aiametrica  Lie  c  rre  n  am  a 
e  uagoe  et  ilai  a  a 

9.  r  =  3rl“2j  10.  r=  eiTfi  +  I -c  2;  j 

11.  r  —  (2/  —  1)i  —  3\/7j  +  en  3f  k 

12.  r  -  it*  i  -  5f*k 

13-18  De  ere  a  grafic  ae  uaga 


13.  r-3-2/  i  +5i j  14.  r~2  en3/i-2c  3/j 

15.  r  =  2fi-3j  +  1+3/  k 

16.  r  =  3  i  +  2  c  t  j  +  2  en  /  k 

17.  r  =  2e  ri  — 3  enfj+k 

18.  r  =  -3i+  i-/2,i  +  fk 

10.  a  btenha  a  inc  inaga  a  reta  n  e  ag  bi  imen 
i  na  ue  e  la  re  re  enta  a  e  a  e  ua£a  el  ria 
r  =  1  -  2t  \  -  2  -  3f  j 

b  btenha  a  c  r  ena  a  nt  em  ue  a  rela 
r  —  (2+/)i  +  0  -  2f)j  +  3/k 


inter  eeta 

an  xz. 

20*  a 

btenha 

c  rtc  c  m  ei  y  a  reta  n 

e  ag  bi  i 

men  i  na 
r=  3+2/ 

ue  e  ta  re  re  enta  a  e  a  e 
i  +  5/j 

uaga  et  ria 

b 

btenha  a 

c  r  ena  a  m  em  ue 

a  re  la 

r  s=  fi  +  (1  +  2f) j  -  3/k 

inier  ecia 

an  3x  -  y  -  z  =  2 

21-22 

el  ria 

E  h  ce  eg  mem  e  reta  re  re  enta 

e  a  e  nag a 

21.  a 

r  -  !  —/ 

i  + 1  j  0  <  /  <  1 

b 

r  -  i 

i  + j  +  /  i-j)  0<  /  <  1 

22*  a 

r ~  l-/ 

i+j  +  fk  0  <  f  <  I 

b 

r  =  1  —  / 

i+j  +  k+  fi+j  ftStS  \ 

23-24  E  ere  a  Lima  e  nag  a  et  ria  ara  eg  men  L  e  reia 

c  P  a  Q 


25.  r  /  ~2i+ij  26.  r  /  /  +  2) 

27.  v  t  =  1  +  c  /  i  +  3  -  en  r  j  0  <t<  2n 

28.  r  /  =  ( 2  e  /,  5  en  f},  0  <  r  <  2jt 

29.  rt  hri  +  enh/j  30.  rfy)  =  +  (2t  4-  4)j 

31*  rt  -2q  ri  +  2  en  t j  +  fk 


32.  rt  =9c  ri+4  enfj+fk 

33.  rt  -ri  +  rj  +  2k 

34.  n  -ri  +  fj  +  enrk  0St<2n 

35-36  E  b  ee  a  cur  a  e  inter  ega  a  is  ei  icie  e  bleu  ha 
e  uagoe  ammetrica  ara  a  inter  ega  em  lerm  ara  men 
jc  =  t  n lira  eu  traba  h  c  m  am  recur  grille  geran  a  cur  a 
aram&rica  bre  iiiter  a  -  1  </<  I 


35.  z  -  x2  +  _y2\  x  -  y  —  0 
El  36.  v  +  x  ™  0.  z  =  y/2  -  x2  ~  v2 


37-38  E  b  eeactir  a  e  inter  ega  a  u  er  feie  e  btenha  Lima 
e  uaga  et  na  ai  a  a  cur  a  em  term  am  met  r  x  -  t 


37.  9.r  +  y3  +  9r  =  81*  v  =  jr*  z>  0 

38.  y  -  xf  x  +  v  +  Z  —  1 

39.  tre  ue  grafic  c 

r  =  t  sen  ri  + 1  cos  t  j  -h  rk 
itua  en  arab  61  o^/  +  _v’ 

40.  ire  ue  grafic  e 


1  +/ 

r  =  fH - j  + 


i  >  0 


itua  c  n  an  x-y+z+\  -  0 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


41.  tre  ue  grtiftc  e 

r  —  sen  ri  +  2  cos  f  j  +V3  sen  rk 

emndreu  e  etemiine  eticentr  e  mi  j  Sugestao: 
tre  ueacur  a  itua  enumae  erae  tambem  num  an  ] 

42.  tre  ue  gr££ic  e 

r  ™  3  cos  ri  +  3  sen  t  j  +  3  sen  t  k 

6  uin  e  i  ee  e  term  me  c  in  rimeni  ei  mai  r 
e  men  r  |5«g£?xfr7o:  tre  ue  gratic  itua  e  em  um 

d  in  i  dreu  are  um  an  e  u  e  re  u  ta  n  E  ereiJ 
ei  0  a  Sega  114] 

43.  Para  a  h£  ice  r  =  a  c  ;i+fi  eiwj  +  erk.  btenha  a  r  e 

c  c  >  0  ta  ue  a  hi?  ice  aga  uma  la  c  m  eta  em  uma 

i  tancia  e  3  uni  a  e  me  i  a  a  tig  ei  z 

44.  Quanta  re  ugoe  ara  a  he  ice  circu  ar 

r  =  a  cos  fi  +  o  sen  t  j  +  0,2/ k 
em  uma  i  tancia  e  10  uni  a  e  me  i  a  a  ng  ei  z 

45.  tre  iicac»rar  =  /c  ?i  +  /  en/j  +  /k.  t>(k  itua  e 
bne  c  nc  z  ~  V''x2  +  y2  De  ere  a  a  cur  a 

46.  De  ere  a  a  cur  ar  =  «c  / 1  +  b  en  ;  j  +  rfk,  n  e  a.  b  e  c 

a  c  ii  tante  iii  a  tai  ue  a  ^  /; 
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ai  Pm  i'wIa  <issoeie  :t  equagSo  vetori<il  com  urn 

explique  sen  racioeinicL 

(a)  r  ™  ri  —  /j  +  ■> ^  '2lr 

(b)  r  —  sen  ,T/i 

(c)  r  =  sen  /i  +  cos  /j  +  sen  2  r  k 

(d)  r  =  -ri  +  cos  3r  j  -f  sen  3/k 


i  gra- 


p-j48*  Conti  ra  suas  cone  hi  sees  do  Excrcicio  47  gcrando  as  curvas 
coin  ctn  recurso  grab  cm  [Nota:  O  see  recurso  grafico  pode 
olhar  a  Curvy  do  uni  ponto  dc  vista  di  lererHC-  Uda  o  manual 


para  deierminar  como  conirolar  o  ponto  de  vista,  e  veja  sc  voce 
pode  gernr  umaedpia  m/oavd  cios  gr^licos  mosnados  na  fig  Li¬ 
ra,  aj  li  si  an  do  o  porno  de  vista  e  escolhendo  apropriadamente  o 
intervale  dos  valorem  de  /.  | 

49.  (a)  Obtenha  as  equagdes  p  amine  tricas  para  a  curva  da  intense-' 
gao  do  cilindro  circular  xi  +  y“  =  9  e  o  cilindro  parabolico 
z  =  V  cm  term  os  dc  um  para  metro  f  para  o  qua  I  x  =  3  cos  t, 

(b)  Use  um  recurso  gfdfico  para  gerar  a  curva  de  intersegao  da 
parte  (a). 

^  ■  50.  Use  um  recur  so  grafico  para  gerar  a  intersegao  do  cone 
t  —  i/x2  -b  v2  c  o  piano  z  =  y  +  2.  klentiftque  a  curva  e  expli¬ 
que  o  sou  radodnio, 

51,  (a)  Esboce  o  grafico  dc 

r(r)  -  (*- 

(b)  Prove  qne  a  curva  na  parte  (a)  tambem  e  o  grafico  da  fungao 

8 

V  ”  4  +  x2 

[Os  gralieos  de  y  =  a* /(a2  -f  x2),  em  que  a  denota  uma 
constants.  lor  am  estudados  primeiro  pelo  maienuitico  fran¬ 
cos  Pierre  de  Fermat  e*  mais  tarde,  pelos  maiem£ticos  ita- 
iiaitos  Guido  Grand i  e  Maria  Agnesi.  Qualquer  uma  de^sas 
curvas  e  conhecfda  como  uma  "bruxa  dc  Agnesi".  Existem 
van  as  teorias  sobre  a  origem  dcsse  uomc.  A I  guns  sugcicm 
que  foi  uma  tradugaoenrada  feila  por  Grand i  ou  Agnesi  de 
um  nomc  me  nos  pitoncsco  do  1  at  ini  para  o  italzaiio,  Ouiros 
culpa  in  uma  tradugao  para  o  ingles  do  t  rat  ado  de  1748  de 
Agnesi  mritulado  “Insiitui^des  Anatfticas*' 4 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  13.1 


1  7T 

1.  (a)  r  =  -i  -i-VTj  +  arc  sen  fk  (b)  0  <  t  <  I:  21  +  - — j  +  -k  2.  O  grafico  e  uma  reta  que  passa  por  (1,-1)  com  vetor  dire  tor 
f  2  6" 

2i  +  3j.  3.  O  grafico  6  o  segmento  de  rela  no  piano  xy  de  (0,  1 )  a  ( 1 , 0)  4,  r  —  {/a  / t 2) 


13.2  CALCULO  DE  FUNQOES  VETORiAIS 


Nesia  seydo,  definite  mas  li  mires,  deritvadas  e  integrals  de  funr.des  veto  rials  e  discut  Iremos 
suas  prop  tied ddes. 


■  LIMITES  E  COMTINUIDADE 

Nos  so  primeiro  objetivo  nest  a  segno  e  desenvolver  uma  n  og  no  do  que  signifka  urna  lungao 
veto  rial  no  espugo  bi  ou  tridimensional  r(f)  tender  para  um  vetor  limite  L  quando  /  tender  a 
um  numero  cl  Ou  seja,  queremos  delink 

lim  r(f)  —  L  (l) 


i  — ,  f/ 


Uma  maneira de  molivar  uma  delinigao  ra/oavel  de  (I)  e  posicionar  r(f)  e  L  com  sens  pontos 
iniciais  na  origem  e  interpretar  esse  limite  como  significando  que  o  ponto  linal  de  r(f)  tende 
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r(0  tends  a  L  em 
magnitude,  dire^o  e 
sentido  se  Sim  r[r)  =  L. 

t-^a 

Kigura  13,2.1 


l|r«-L||  £  a  distSncia  entre  os 
pootos  f inais.  dos  vetores  r(i)eL 
quando  esses  veto  res  sao 
postc  ion  ados  com  o  mesmo  ponto 
i  n  ic  i  a  L _ 

Kigurn  13,2.2 


Note  que  Jjrff)  -  L||  e  urn  ntimero  real 
para  cada  valor  de  f,  de  mode  que 
embora  essa  expressao  envolva  uma 
fun^ao  vetorial,  o  Simile 

Uni  Hr(i)-  L|| 

t—ril 

e  um  limits  oomum  de  lungao  real. 


Como  poderfamos  definir  os  I i miles 
laterals 

Jim  r (t)t  Um  rp)? 

t  -+  rJ 4  t—Hl ' 


ao  ponto  final  de  L  quando  r  tender  a  a  ou,  equivalcntcmcnte,  quo  o  vetor  r(r)  lende  ao  vetor 
h  tanto  cm  magnitude  quanto  cm  diregao  c  sentido  quando  t  tender  a  a  (Figura  1 3,2.1 ).  Alge- 
bricamcnlc,  issoequivale  aafmnarque 

lim  ||r(f)  —  L ||  =  0  (2) 

I  -*  a 

(Figura  13.2.2).  Assini,  Lem  os  a  seguinte  definigao. 


13,2, 1  eihfimc Ao  Seja  r(r)  uma  fungao  vetorial  definida  para  todo  t  de  algum  intervalo 
abort  o  con  ten  do  o  mimero  a,  exec  to  que  r(/)  nao  prccisa  cstar  definido  em  cl  Escrcvenios 


lim  r (t)  ■—  L 

,r  — >  a 


set  e  semen  te  se. 


lim  ||r (r)  -  L||  =0 


E  intukivamcnLe  claro  que  r(f)  lendera  a  um  vetor  limite  L  quando  t  lende  a  a  se?  e  so¬ 
me  me  se,  as  tun  goes  components  de  t(t)  ten  derein  aos  componentes  correspondents  de  L. 
Isso  sugerc  o  teorema  a  segimg  cuja  prova  formal  sera  omitida. 


13,2,2  TEOREMA 

(a)  Se  r(r)  =  {x(f),  >■(/)}  =  x(t)i  4  y(t) j,  entao 

lim  r (t)  —  [lim  x(t),  lim  v(O)  =  lim  jc(f)i  4-  lim  y(/)j 

t—>a  '  I  t—< xt  t—^n 

setup  re  que  exist  item  os  Unifies  das  f unifies  componentes.  Reciproeamente,  exist  em 
os  limit  es  das  funcoes  componentes  setup  re  que  r(f)  tender  a  um  vetor  Ionite  quando 
t  lende  a  a , 

(b)  Se  r (t)  =  (x(f)T  y(t),  z(t))  =  x(t) i  3-  y(t) j  4  z(t)K  entao 

lim  r(f)  =  (lim  a(M.  lim  y(f),  lim  z{/)) 

=  lim  x(/)i  4  lim  y(f)j  4  lim  z(/)k 

i  —*■  a  t  — *  1  — *  it 

setup  re  que  exist  item  os  limit  es  das  f lingoes  componentes.  Reciproeamente,  existent 
os  (i  mites  das  funcoes  componentes  setup  re  que  r(f)  tender  a  um  vetor  limit e  quando 
t  tende  a  a . 


►  Exempto  1  Seja  r(t)  —  t-i  4  4j  -  (2eosjn)k.  Entao 

lim  r(f)  =  (  lim  /■)  i  4  ( lim  tf1)  j  -  (  lim  2 cos m)  k  =  j  —  2k 

V r  — it- o  /  !■  o  / 


Os  limiies  de  furvjGes  vetoriais  idm 
muitas  das  mesjttas  proprtodadas  que 
os  fimiitosdo  tuned  os  reals.  For  ex#v 
plo,  supondo  que  os  limptos  existarn. 
o  itmite  de  uma  soma  ^  a  soma  dos 
l i mites,  o  fimiie  de  uma  difemnqa  $  a 
diFeromja  dos  limited  a  um  fator  esca* 
lar  cortsiante  pode  ear  lirado  para  fora 
de  um  simbolG  de  limits, 


Alternativamcnlc.  usando  a  notagao  de  tern  os  ordenados  para  vet  ores, 

lim  r(f)  =  lim(/-2,  el ,  —2 cos  in)  —  /  lim  r,  lim  e1 .  iim(“2cosjr/)\  —  {0,  L  — 2 )  < 
t-*  o  i  -*■  o  \  f  o  t  o  t  -*■  o  / 


Molivados  pela  definigao  de  eontinutdade  de  fungoes  reais,  dizemos  que  uma  Jungao 
vetorial  t(t)  e  continua  cm  t  =  a  sc 


lim  K/1)  =  r (a) 

s  -*cr 


0) 
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Ou  seja,  r(^)  esni  detlnido,  o  limile  de  r(t )  quando  /  — >  a  tende  a  a  existe,  e  a  mb  os  coinci- 
dcm.  Como  no  caso  do  tun  goes  reals,  dizemos  quo  r(t)  c uma  fungao  vetorial  conttnua  man 
interval#  I  se  for  conlfnua  cm  cada  porno  de  /  [com  a  ressalva  que  nos  ponies  extremes  de 


/  o  limile  bilateral  seja  subslituido  pelo  limile  lateral  aproprladoj.  Segue  doTeorema  3  3.2.2 


q Lie  lima  fungao  vetorial  6  conlfnua  cm  r  =  a  seT  c  somente  sc,  sims  tungoes  componentes 


sao  contfnuas  cm  t  —  a. 


■  DERIVADAS 


ut  1 1  vava  Liv 

fungao  real. 


13.2,3  dIl.fi Nig- ao  Sc  r(f)  for  uma  fungao  vetorial,  definimos  a  derivada  de  r  em  rela- 
<:qo  a  t  eomo  a  f  ungao  velorial  r  dada  por 


r(f  +  h)  -  r (t) 

urn - 

a^o  h 


0  dormnio  de  r'  consiste  em  todos  valorcs  dc  t  do  dominie  de  r(r)  para  os  qtiais  o  limite 
exisie. 


A  fungao  r(r)  e  dita  derivdvel  ou  diferencidvei  em  t  se  existir  o  limite  em  (4).  Seguimos 
utifizando  loda  a  notagao  usual  de  derivadas.  Por  cxemplo,  a  derivada  de  r(f)  podc  ser  escrita 
eomo 


d  dr 

37|r(,)1-  Jr 


r'(0. 


CHI 


E  importance  nao  esquecer  que  r'(r)  6  urn  vetor,  nio  uni  numero,  e  portanto  tern 
magnitude,  diregao  e  seniido  para  cada  valor  de  t  [excel o  se  rr(/  )  =  0,  caso  em  que  r  (r) 
tern  magnitude  nula  mas  nenhuma  diregao  ou  sentido  especfticosj.  Na  proxima  segao 
eonsttleraremos  o  significado  da  magnitude  de  f'(i)»  mas  por  enquanto  nosso  objetivo  6 
o  de  obter  uma  interpretagao  geomdtrica  da  diregao  e  sentido  de  r'(t).  Para  isso,  eonside- 
remos  as  partes  («)  c  (h)  da  Figura  13.2.3.  Essas  ilusiragoes  mostram  o  gralico  C  de  r(t) 
(com  a  orientagao)  e  os  veiores  r(r),  r(r  +  h)  e  r(/  +  It)  -  r(f)  para  h  positive  e  negalivo. 
Em  am  bos  os  casos,  o  vetor  f  (t  +  h)  -  r(/)  pcrcorre  a  reta  secante  que  une  os  pontos  ter¬ 
minals  do  r(t  +  h)  e  r(f),  mas  com  sent  ides  opostos  nos  dois  casos.  No  caso  cm  que  h  e 
positive,  o  vetor  r(/  +  h)  —  r(t)  aponta  na  diregao  do  parSmelro  crescenie,  e  no  caso  em 
que  h  e  negative,  ele  aponta  no  sentido  epos  to.  Hntretanto,  no  caso  em  que  h  6  negalivo,  a 
diregao  e  o  seniido  sao  reverlidos  quando  multtplicamos  por  1//?,  de  mode  que  em  ambos 
os  casos  o  vetor 

r(  r  +  h)  —  r(;) 


ylr(t  +  h)  -  r(01  = 
n 


h 


aponta  na  diregao  do  para  metro  crescenie  e  pcrcorre  a  rela  secante.  Quando  //  — >  0,  a  reta 
secante  aproxima-se  da  reta  tangente  no  ponto  terminal  de  r(f),  logo  podemos  concluir  que 
o  limite 

, .  ,  r(/  4-  h)  -  r(/) 

r  (V)  =  Um  - - - - 

/?  “>  o  h 


(se  de  ex  i  stir  e  for  nao -n  do)  6  urn  vetor  que  6  tangente  a  curva  C  na  pent  a  de  r(r)  e  que  apon¬ 
ta  na  diregao  do  par£ metro  ereseeme  (Figura  13.2,3). 
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Figure  13.2.3 


Podemos  resum ir  essa  discussao  como  segue. 


13,2*4  i  vi i:uFRr:rvc;\0  OfOmkthiCA  da  m  rivada  S  upon  ha  que  C  scja  o  grafico  de 
uma  lunqao  vctorial  r(f)  no  espaqo  hi  ou  tridimensional  e  que  r'(f)  exist  a  e  nao  sc j a  nula 
para  urn  valor  dado  de  f.  Se  o  vet  or  r  (t )  es  liver  posicionado  com  seu  ponto  initial  no  pon- 
to  final  do  vetor  posiqao  r(/f  enlao  r'(f)  e  iangente  a  C  e  aponta  na  direqao  do  parametro 
ere  sc  erne. 


Como  os  limiies  de  (undoes  vetoriais  podem  ser  ealculados  components  a  components 
parece  razoave!  esperar  que  as  derivadas  lamheni  possam  ser  calculates  cm  term  os  de  lun¬ 
acies  componcntcs.  Esse  e  o  rcsultado  do  proximo  leorema. 


13,2,5  teokkma  Se  r(f)  for  umafunqao  veto  rial,  entao  r  e  diferenchhel  em  t  se,  e 
somente  se,  cada  ttma  das  /undoes  components  for  diferencidvel  em  t,  caso  em  que  as 
fun  goes  compone  ntes  de  r(;)  sdo  as  derivadas  das  correspcmdentes  fun  goes  compo¬ 
nent  es  de  r  (  t) 


DtiMONSTRA£AO  Para  simplilicar,  da  re  m  os  a  prova  no  caso  bidime nsional;  a  prova  no  caso 
tridimensional  6  ki£nliea,  exceto  polo  componente  adicional,  Suponhaque  r{/)  =  -r(r)i  +  y(.r)j, 
Entao 


r'  (0  = 


9  ini 

/? — 1  o 


—  3im 


r(t  +  h)  —  r(0 
h 

1  -v (/  +  h) i  +  y(t  +  h) j]  -  [x(f)i  +  y(t\] 

h 


=  ( lim  ;  +  (um  y(,  +  /,)~-V(fM  j 

\h^0  h  }  h  / 

=  xf(t)i  +  /(t) j 


►  Exemplo  2  Scja  r(r)  —  f2i  +  e'j  -  (2 cos  rr;)k.  Entao 

r'(i)  -  —  +  —(Vlj  -  7- (2 cos xt )k 

at  at  at 


—  2ti  +  e!\  +  (2tt  sen  ^f)k  < 
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■  REGRAS  DE  DERIVAQAO 


Muitas  das  regras  de  derivagao  de  ftmgoes  reals  tern  ana  logos  no  contexto  de  derivagao  de 
f undoes  ve  Lori  a  is.  A I  gum  as  dessas  estao  enuneiadas  no  teorema  a  seguir. 


13.2.6  teorema  (Regras  de  Derivacao)  Sejam  r(r),  rL(/)  e  r,(0  fun  foes  veloriais 
qu  e  sdo  todas  do  espaqo  bidimemional  on  entdo  do  espa^o  tridimensional,  sejafij)  uma 
fun0o  real ,  k  am  e scalar  e  c  um  veto  r  con  stew  tc  (on  seja,  am  vetorcujo  valor  independa 
de  t).  Entdo  valem  as  segahues  regras  de  derivagao: 

(«)  7-kJ  =  0 

di 

(b)  ~[ir(J)]  =  *~-[r(r)] 

dr  dr 

(c)  —InCr)  +  r2(/>]  =  -y-[ri(/)]  +  ^-in(/)j 

dr  dr  dr 

(d)  7 -[rito  -  r2(f)]  =  7-[ri(0]  -  -y-E^fOl 

tit  at  at 

(e)  =  /(O-r-frO)!  +  ~t/(01r(0 

dr  at  at 


As  demonsiragoes  da  maioria  dessas  regras  sao  consequcnci&s  i  mediums  da  Definigao 
13.2.3,  cm  bora  a  ultima  regra  seja  mais  facilmentc  demonstrada  aplicando  a  regra  do  produ- 
to  de  tangoes  reals  as  tun  goes  eomponentes.  A  demons  tragao  do  Teorema  13.2.6  c  deixada 
eomo  exercieio. 


■  RETASTANGENTES  A  GRARCOS  DE  FUNQOES  VETORIAtS 


Motivado  pel  a  diseussao  da  imerpretagSo  geom&riea  da  derivada  de  uma  fungao  vetorial, 


eslaheleeeinos  a  definigao  seguinte, 


I3.2T7  dichnkjao  Scja  P  um  ponto  no  grafieo  de  uma  fungao  vetorial  nr)  e  seja  r (Q 
o  vetor  posigao  da  or i gem  a  P  (Figura  13.2.4).  ,Se  r  (fy)  existir  e  r  (fo)  ^  (),  entao  di/emos 
que  r  (/q)  e  uni  vetor  tangente  ao  grdiieo  de  r(f)  eni  r(r0)  e  a  reta  que  passa  por  P  que  e 
paralela  ao  vetor  tangente  c  denominada  reta  tangent e  ao  grafieo  de  r(r)  cm  r(f0). 


Sejam  r„  =  r(r0)  e  vtl  =  r'(fo).  Segue  da  Formula  (9)  da  Segao  1 2.5  que  a  reta  tangente  ao 
grafieo  de  r (r)  cm  r(,  6  dada  pela  equagao  vetorial 


r  -  r0  +  f  v o 


►  Exemplo3 


Obtenha  equugoes  parametric  as  da  reta  tan  genre  a  lie  lice  circular 


Tr  ~  co st,  y  —  sent,  z  —  / 

onde  /  -  flt  e  use  esse  resultado  para  obier  equagoes  parametricas  da  reta  tangente  no  ponto 
eni  que  t  -  it. 
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Figura  13*2-5 


Solu^ao  A  eq  uagao  vet  or  i  at  da  lie  I  ice  e 

r(r)  —  cos/I  +  sen  /  j  +  /k 

portanto  temos 

r0  =  r (tQ)  -  eos/0i  +  sen  h  j  +  f0k 
vo  =  rf(r0)  =  (—  sen  /0)i  4-  cos  /0  j  +  k 
Segue  de  (5)  que  a  equaguo  ve  tonal  da  reta  tangente  em  r  = 

r  =  cos  hi  +  sen  /0j  +  fak  + 1  [(-  sen  f0)i  4*  cos  hj  4  k  \ 

-  (cos  i(}  -  ?  sen  f())i  4-  (sen  r0  4-  r  cos  r0)j  4-  (A)  4-  Ok 

Ass  ini,  as  eqttaqocs  parainetrieas  da  reta  tangente  enn  =  /[l  sao 

jc  —  cos  /o  —  i  sen  /q,  v  =  sen  jy>  4-  /  cos  fo,  z  =  4- 1 

Em  particular,  a  reta  tangente  no  porno  em  que  t  =  n  tern  as  equagoes  parametricas 

X  as  —  1  f  V  =  —t,  Z  =  71  +  t 

O  grdfico  da  hdlice  e  esta  reta  tangente eslao  mostrados  na  Figura  1 3.2.5.  < 


►  Exemplo  4  Sejam 


r |  (r)  —  (arc  tg  f)i  4-  (sen  r)j  +  r  k 


r 2(0  =  (f2  -  r)i  +  (2 f  -  2)j  +  (In  #)k 

Os  graficos  de  rj  (r)  e  ri(r)  intersectam  na  origem.  Encontrc  a  medida  em  gratis  do  Angulo 
agudo  entre  as  rctas  tangentes  aos  gralieos  de  rj  (/)  e  r2(f)  na  origem. 

Solugaa  O  gratico  de  rj  (f )  passa  pela  origem  em  i  ~  0.  onde  seu  vetor  tangente  6 


r',(0)  =  / }  \ ,  cost,  2m 


=  (1,1,0) 


f=0 


O  grail co  de  r^(0  passa  pela  origem  em  ( =  I  (con lira),  onde  SCu  vetor  tangente  6 


X(l)  =  (2f-  1.2,  | 


=  <1.2, 1) 


r=  I 


Pek> Teorema  123,3*  o  angulo  Centre  esses  dois  vetores  tangentes  satisfuz 

(1,  1.0}  •  <1,2,  L>  3  vX 


cos  0  — 

uu,  i.om  IK1.2,  i 

Segue  que  0  =  jt/6,  ou  seja,  30°.  M 


v/l2 


Observe  que  em  (6)  nSo  im porta  a 
ordem  do$  Stores  em  cada  Eermo  no 
lado  dlreito,  mas  em  (7)  aim. 


■  DER1VADAS  DE  PRODUTOS  ESCALARES  E  VETORIAIS 

As  re  gras  seguintes,  que  sao  deduzidas  nos  exerefeios,  fornecem  um  metodo  pat  a  diferenciar 
produtos  escalates  noespago  bi  ou  tridimensional  e  produtos  vetoriais  no  espago  tridimen¬ 
sional. 


d  r  ...  .  ,  „  dt2  dr i 

Iri  (/)  -  r2(/)]  =  rt(0  *  —  4-  — 
at  dt  at 


r2(0 


(6) 


0) 
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Na  Geometria  plana,  aprende-se  que  uma  reta  tangente  a  uni  emeu  lo  e  perpendicular 
ao  raio  no  porno  de  tangencia.  Conseqiientemente,  sc  um  ponto  mover-se  ao  longo  dc 
li in  circLilo  no  espago  bidimcnsional  que  esta  cent i ado  na  origetn,  cntno  espcra-se  que 
o  vetor  posigao  e  o  vetor  tangente  cm  qualquer  ponto  sobre  o  ci'rculo  sejam  ortogonals. 
Isso  e  a  motivagao  para  o  util  teorcma  a  scguir,  que  e  aplicavei  cm  am  bos  os  es pages  bi  e 
tridimensional, 


13.2*8  TEOREma  Se  T{t)for  umafimqUo  vetorial  no  espago  bi  on  tridimensional  e  ||  r(f)  || 
for  constant?  para  todo  entdo 

r (/)  -  r'(t)  =  0  (8) 

isto  e,  r(r)  e  f'(/)  aao  Wares  ortogonais  para  todo  t. 


V 


Figure  13.2*6 


dicmonstra^ao  Segue  de  (6)  com  r3(f)  =  r 4f)  =  r(f)  que 


ouT  dc  modo  equivalents. 


d  r  v  i  dr  dr 

“fr(0  *  r(r)]  -  r(t)  *  —  +  — 
dt  at  dt 


-£ll|r(f)||a]  =  2r(r)"~ 

dt  a  t 


r(0 


Mas,  ||  r(f)  H"  e  eons  tan  to,  logo  a  sua  derivada  6  zero.  As  si  in, 


2r(;)  •  —  =  0 
dt 


do  q ue  segue  (8), 


►  Exemplo  5  Da  mesma  forma  que  uma  rela  tangente  ao  cfrculo  no  espago  bidimcnsional 
e  perpendicular  ao  raio  no  ponto  de  tang&neia,  urn  vetor  tangente  a  uma  curva  sobre  a  super- 
ftcie  de  uma  esfera  tio  espago  tridimensional  que  esni  centrada  na  ortgem  6  ortogonal  ao  vetor 
posigao  naquelc  ponto  dc  tangencia  (Figura  13.2,6),  Para  provar  isso,  suponha  que  o  grafico 
de  r(f)  silue-se  sobre  a  super fieie  dc  uma  esfera  de  raio  positive  k  centrada  na  ortgem.  Para 
cad  a  valor  de  /  tamos  |j  r(f)  [|  =  k ,  logo  polo  Teorcma  13.2*8 

r(0  *  rf(0  0 

C*  portanto,  o  vetor  posigao  r(t)  c  o  vetor  tangente  r  (f)  sao  ortogonais.  < 


■  INTEGRA1S  DEHNfDAS  DE  FUNQOES  VETOR1AIS 

Sc  r(f)  for  uma  fu ngao  vetorial  que  d  contmua  no  intervalo  a  <  t  <  b,  entao  detinimos  a 
integral  definida  de  r(r)  ao  longo  desse  intervalo  como  o  li  mile  de  somas  de  Ricniann,  exa- 
tamente  como  na  Definigao  6.5,1,  exccto  que  aqui  o  integrandoe  uma  fungao  vetorial.  Espe- 
eifkamente,  deflnimos 


* 

/  r(t)dt  —  lim  Vr(f*)Af, 

Jet  max  Aft  -+  0 


CIO) 


Segue  de  (10)  que  a  integral  definida  de  r(Y)  ao  longo  do  intervalo  a  <  t  <  b  pode  ser  ex- 
pressa  como  uni  vetor  eujoscornponentes  sao  as  integrals  delinidas  das  fungdes  componentes 
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Reese  re  va  as  Formulas  (ii)  e  (12) 
em  rtoiacSo  de  pares  e  ternos  orde- 
nados  para  vetores,  com 

riff  =  yd  h  i(/» 

respectivamenie, 


de  r(r).  Par  cxcmpln,  sc  r(r)  =  x(t}\  +  v(Ojs  enlaa 

>h  a 

r  (t)dt  =  lim  V' 

mas  A/*.  -»  0  * — ^ 


L 


A=! 


mas  Afe  — ►  0 


H 


Jf 


]  i  +  |  ^  )’{f*)Af*  )  j 
L  U=l  /  \Jt=] 


Em  geral,  lemos 


1 1™  n  22  ‘v  (d->  Aft )  i  +  (  lira  £  y  (» *  J  A  ft )  j 

max  A4  ■  -*■  0  * — *  f  \  max  A tt  -* ■  0  I 

k=]  /  \  t=i  / 


*(0^V  +  f  jf  y(t)dt )  j 


fb  / 

fb  \  / 

fb  \ 

l  r(t)dt-{ 

1  'tm")i+( 

J  y(t)dtj j 

P.HjKlg.-U 

Bidim^nssiuiml 

(ll) 


jT  r(f)  dt  =  (  j^  x^dt)  i+  { Ja  j  j  +  ?(f)rf/)k 


(12) 


►  Exemplo  6  Scja  r(f)  —  +V  j  —  (2eos;rr)k+  Entaa 


/ 


a 


r{t)dt  =  \  I  i  +  (f  er  J  —  ^  ^  dff  Ik 


-ii  -i] 


3 


Jo 


■ 

Jo 


i  +  es  \  j - sen  m 


IT 


] 


0 


k  =  ii-Ke-  l)j  4 


■  REGRAS  DE  INTEGRApAO 

Da  mesma  maneira  que  a  derivagao,  muitas  das  regras  de  imegragao  dc  fungoes  reais  tern 
ana  logos  para  lungdes  veloriais. 


13,2,9  TEOREMa  (Regras  de  Integragao)  Sejam  r(f),  r5(f)  c  r,(f)  f undoes  veto  rials 
que  sao  tod  as  do  espago  bidimensionat  on  entdo  do  espago  tridimensional  e  que  sejam 
contfnuas  no  intervalo  a<t<  b  e  seja  k  urn  e  scalar.  Entdo  valem  as  s  eg  u  infos  regras  de 
integragao: 


(a) 


m 


(c) 


f 


kr(t)dt  =  k  j  r (t)dt 


■f 


ph  pb  ph 

j  |ri(f)  +  r2(/)](/r  =  f  r,(0</f+/  r2(r )dl 

J  a  J  it  J  ii 


/ 


b  pb  ph 

||-|(/)  -  r2(f)]Jr  =  /  ri(f)Jf-/  r2(r)i/f 

j  U  J  U 


Omitiremos  a  demonstragao. 
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M  ANT1DERIVADAS  DE  FUNpOES  VETORIAIS 

Uma  antiderivada  de  Lima  fung&o  vetorial  r(t)  6  uma  lungao  vetorial  R(r)  tal  que 

R'(0  =  r(0  (13) 

Assim  coma  no  Capitulo  6,  expressnmos  a  Equagao  (13)  usarnlo  notagao  tie  integral  como 


/ 


r (t)dt  =  R(0  -5-  C 


04) 


onde  C  represent  um  vet  or  consianie  nrbiirario. 

Como  a  derivagao  tie  f undoes  vetoriais  pode  scr  efetuada  eomponente  a  eomponente, 
segue  que  a  antklerivagao  pode  ser  feila  da  mesma  maneira.  Isso  esia  Uustrado  no  proximo 
cxemplo. 


►  Exemple>7 


(2tl  + 


(/ 


2t  dt  i  -h 


dt 


-(^  +  C,)i  +  (^  +  Q)i 
=  (/" I  +  fJj)  +  (C|i  4-  C2j)  -  (ri  +  j)  +  C 


onde  C  =  Cji  +  C2  j  e  um  vetor  constants  de  mtegragao  arbi  trade. 


A  maioria  das  prop  tied  ad  es  conhecidas  de  integragao  de  dingoes  reais  tern  comrapar- 
tida  vetorial.  For  exempt ot  a  derivagao  e  a  integragao  tie  fungous  vetoriais  sao  operagdes 
inversas,  no  senddo  de  que 


(1.5-16) 

A  Mm  disso,  se  R(r)  for  uma  amiderivada  de  r(r)  num  intervalo  eontendo  /  —  a  e  t  =  b,  eniao 
temos  a  seguinte  forma  vetorial  do  Teorema  Fundamental  do  Caieulo: 


d 

dt 

J  r(f  )dt 

=  r(f) 

e 

J  r'itydt  =  r(f)  4  € 

f 


h 


r(t)di  =  R{/) 


=  R(b)  -  R(d) 


J  iJ 


(17) 


►  Exempio  8  Calcule  a  integral  definida 


[  (2ii  +  3r2j 
J  o 


j  )dt. 


Sol ugdo  I  it  tegr  an  do  os  co m po  n  e  n t  es,  obte  m  os 

■  2 


f  (2fi  +  3/Jj)<//  =  I2 
Jo 


2  -.2 

3 


1  +  t 


0 


j  =  4i  +  Sj 


o 


Solugaa  Alternativa  A  fungao  R(r)  =  r  \  4  rj  e  uma  antiderivada  do  integraudo,  pots 
R'(f)  =  2fi  +  3/2j.  Assim,  segue  de  (17)  que 


2 


(2fi  4-  3f2j)r//  —  R(0 


o 


-.2 


fi  +  n 


=  (4i  +  8j)  -  (Oi  +  Oj)  =  4i  +  8j  * 


Jo 
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►  Exempio  9  Obtenha  r(r)  sabendo  que  rf(/)  =  (3,  2t)  e  r(l )  =  {2. 5). 
Sola  $ao  I  n  teg  rand o  r  r  ( t )  para  e  n  co  nt  rar  r (t ) ,  obi e m  os 


I  Q.2t)dt 


-  <3/./* 2 3}  +  C 


onde  C  £  um  vetor  conslante  de  integrate.  Para  encontrar  o  valor  do  C,  substiurimos  t  -  1  e 
u samos  o  valor  dado  do  r(  1 }  para  obter 

r(l)  =  <3,  !)+*;  =  {2.5) 

dc  modo  quo  C  =  (—  3 , 4},  Assirru 

r(f)  =  {3fs:2)  +  {-l,4}  =  (3/  -  l.f2  +  4)  < 


%/  EXEROICIOS  DE  COMPREENSAO  1 3.2  ( Verpagina  876 para  respostas.) 


1*  (a)  lim{/2i +  2rj)  = _ 

t-*  ? 

(h)  lim  (cos/, j sen?}  = _ 

/-*■  jt/4 

2.  Enconire  r'(f  )■ 

(a)  r(0  =  (4  +  5/)i  +  0  r)j 

(b)  r(D  —  e  l! 

3.  S upon li a  que  r5(0)  =  {3,2,  l),  r2{0)  =  {1 , 2.  3),  r] <0) = <0t  0, 0) 
e  rV(0)  =  ("6,  —4.  —2).  Use  essa  iiilbmna^ao  para  calcular  a 


derivada  dc  cada  furt^ao  cm  t  =  (h 


(a) 

r(0  = 

*](/)  -  r2(f) 

(b) 

T(t)  = 

cos/rK/)  +  e2:ri  (/) 

(c) 

r  (0  = 

ri(/)  x  r2(t) 

(d) 

-■  “Hi 

13 

ri(0  *  r2(0 

4.  (a) 

/  (2f 

.  r,  sen  jrf>  dt  s= 

h 

(b) 

(ti- 

-  3rj  +  e'k)dt  = 

EXEROICIOS  13.2  Q  Recurso  Graff  co 


1-4  Obtenha  o  limits 


1-  lim  /  ^  +  1  2.  lim  i 

+  2  if  ?->o+ 

3*  Um  (/i  —  3]  +  /2k)  4.  lim  / 

t-±'2  r-n\ 

(  r+  sen  r  \ 

r+— j) 

3  In  i  \ 

rfi-i'**2*] 

5-6  Determine  sc  r(0  c  continua  cm  /  =  0.  Explique  scu  racio- 
cfnio. 

i  1  . 

5.  (a)  r(r)  =  3  sen  / i  -  2t j  (b)  r(f)  =  i"EH — j  +  /k 

6.  (a)  r(i)  =  e  i  +  cos  see  i  k 

(b)  r(>)  —  5i  -  TsT+Tj  -\-e2lk 


9-10  Obtenha  r  (/). 

9.  r(f)  =  4  i  -  cos  /  j 

1 0,  r (/)  =  (arc  tg  /)i  + 1  cos  /  j  —  +ft  k 

11-14  Enconti  e  o  vetor  r'(ro);  entao,  csbocc  o  gralico  dc  r(0  no 
espa^o  bi dimensional  e  dcsenhe  o  vetor  tan.gentc  rT(ro). 

11-  r(f)  =  {/ ,  t “);  f0  =  2  12.  r(r)  =  r i  +  r  j:  rf>  -  1 

13.  r(0  =  see  t  i  +  tg  /  j ;  t(i  =  0 

14.  r(0  =s  2  sen  / i  +  3  COS  ty*f0  —  nr/6 

15-16  Enconire  o  vetor  r  r(/o);  emao.  esboce  o  gratico  dc  r(r)  no 
espago  tridimensional  edesenhe  o  vetor  tangeme  r'(fo). 


7,  Esboce  o  circuit)  r(r)  =  cos  t  i  +  sen  /  j  e  em  cada  parte  describe 
o  vetor  com  sen  comprimento  come  to. 

(a)  r{x/4)  (b)  rf,(x)  (c)  r(2jr)  -  r(3jr/2) 

8,  Esboce  o  efrculo  r  (!)  =  cos  /  i  -  sen  t j  c  cm  cada  pane  desenhe 
o  vetor  com  sen  com pri  memo  correio, 

(a)  r'{jt!4)  (b)  r"(jr) 


1 5.  r(r)  =  2  sen  r  i  +  j  +  2  cos  /  k;  iif  =  rr  12 

1 6.  r{f)  =  cos  /  i  +scn  i  j  +  ;  k;  =  jt  /  4 

1 7-1 8  Use  n m  recxirso  grafico  para  gerar  o  gratico  dc  r0)  e  o  gra 
fico  da  ret  a  tangente  cm  tit  na  mesma  tela, 

R17.  r(r)  =  sen  mi  +  /2.j;  f(,  =  j 


(c)  r(2jr)  -  r(3ji/2) 
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K!  1  8,  r (j)  -  3  sen  i 1  +  4  cos  i j ;  tfy  =  rtf 4 

19-22  Obtcnha  equagoes  paratndtricas  da  rota  tangente  ao  grdfico 
dc  r(0  no  ponto  eni  quc  t  -  t\y 

19,  rC0  =  ;2i  +  (2-ln0j;  i„  =  l 

20,  r(»  —  e~Ji  —  2  cos  3/ j:  h  =  0 

21,  r(f)  -  2  cos  jrjri  +  2  sen  ;nj  +  3rk:  t§  =  ^ 

22,  r(/)  =  In  f  I  +  e  j  +  /  ’  k;  f0  =  2 

23-26  Obtenha  uma  equagSo  vetorial  da  ret  a  range  me  ao  graiico 
de  r( 0  no  ponto  da  curva. 

2.1.  r(f)  =  (2/-  l)i  +  s/3TT4j;  P0(-L2) 

24,  r(/)  =  4  cos  1 1  -  3f  j:  Pn{ 2.  — tt) 

25,  r(f)  =  f3i  -  — Uj  +  (4  -  r)k:  P0(4.  1 , 0) 

26,  r(f)  =  sen  t t  +  cosh  / j  +  (arc  Ig  r)k;  /JCh(0,  1 , 0) 

27,  Scja  rf/)  -  cos  t\  +  sen  t  j  +  k.  Determine 

(a)  lim  (r (/)  -  r  V))  (t>)  lim  (r(r)  X  r'(f)) 

t  — ►  0  !  ->  o 

(c)  lim  (r(f)  -  r'(0). 

/— >o 

28,  Seja  r(0  =  t i  + 12 j  +  r  k.  Determine 

lim  r(f)  *  (r  (f)  X  r"(/)) 


29-30  Calcule 
d 


dt 


[rT(0-r2(*)]  c 


£ 

dt 


lT](0  X  r 2{t)l 


primeiro  difereneiando  o  produto  di  retainer!  te  e,  ernao,  uplieando 
as  Formulas  (6)  e  (7). 


29.  rL (0  ~  2fi  +■  3r  j  +  f  k,  r ,  (t)  =  t4k 

30.  r ,  (0  =  cos  t\  +  sen  rj  +  /k,  f\  (?)  =  i  +  rk 


31. 

J  (3i  +  4/j)  dt 

3  2 , 

33. 

j  (t  sen^t  +  j )dt 

34. 

35. 

1  (r2\  -2/j-P  -k)  dt 

36. 

J  (sen  t  i 


—  cos  rj)  dr 


3r)dt 


.17.  f 
Jo 

>■[ 


it/ 2  a  1 

(cos  2 f ,  sen  20  t/f  38,  /  (ri  +  r\j)  dt 

Jo 


39.  j  ||  ri  +  r.j||  dt 

h 

g3 

40.  j  {{3  —  r)3  .  (3  +/)V2,  \)dt 

41.  J  (l l,2i  +  t~h'~j)dt  42.  J  (e2' i  +  e~T  3  +  tk)dr 


43-46  Resolva  o  problcma  de  valor  inicial  vetorial  para  y(t)  por 
i ntegragao.  usando  as  eondigoes  iniciais  para  determinar  as  cons- 
tantes  de  integrate, 

43,  y'(t)  =  2ri  +  3 P~jy  y(0)  =  i  -  j 

44,  y(t)  —  cos  /  i  +  sen  t  j,  y(0)  =  i  -  j 

45,  y"(/)  =  i  +  /j.>{0)  =  2i,y'(0)  =  j 

46,  f(t)  =  \2t2l  -  2/j,  y(0)  =  2i  -  4j,  y'{0)  =  0 


47-4 S  Scja  Q(t)  o  Angulo  cnire  r(f)  e  r'(f)-  Use  nma  calculadora 
grilica  para  gerar  o  grafico  dc  0  versus  t  e  faca  uma  cstimaliva 
grosseira  dos  valores  de  t  nos  quais  ocorrem  os  cones  com  o 
elxo  i  on  extremes  relativos.  O  quc  esses  valores  dizem  sobre 
os  vetores  r(r)  e  r  (/)? 

^47,  r(0  -  4  cos  n  +  3  sen  t  j:  0  <  t  <  2 rr 
48,  r(f)  =  ri  + 1  j;  0  <  /  <  1 

49,  (a)  Determine  os  pontes  nos  quais  a  ctirva 

r  =  tl  -I- 12 j  —  3fk 

inter secta  o  piano  2x  -  y  +  z  -  -2 

(b)  Para  a  enrva  c  a  piano  da  parte  (a),  determine,  ate  o  grau 
mats  proximo,  o  angulo  agudo  que  a  ret  a  tangente  a  cur- 
va  faz  com  a  ret  a  normal  an  piano  em  cada  ponlo  de 
imerse^ilo, 

50.  Determine  cm  quo  ponto  a  rcta  tangente  it  enrva 

r  -  e  i  +  cos  rj  +  3  sen  f  k 
no  ponto  (1 .  1.0)  intersects  o  piano  yz. 

51-52  Mostre  que  os  gratteos  dc  r,  (/)  c  r2(f)  interseetam-sc  no 
ponto  f\  Determine,  aid  o  gran  mais  prdxinio,  o  Cnigulo  agudo 
entre  as  retas  tangentes  ao&  gralieos  de  r,(/)  e  r>(/)  no  ponto  P. 


51,  r](r)  - 1  \  +  /j  +  3/'k 

r,(/)  =  (f-l)i  +  |/Jj  +  (5“Ok;  P{  1.  1.3) 

52.  r,(/)  =  2e~’i  +  cos  /j  +  +  3)k 

r2(/)  =  ( i  -  f)i  +  /’ !  +  (/’  +  4)k;  P( 2, 1 . 3) 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


53,  Use  a  Formula  (7)  para  deduzir  a  formula  de  difcrendacao 


— |r(r)  X  r'(/)j  =  r(r)  x  r”(r) 

dr 


54.  Se jam  u  -  u(/%  v  -  v(/)  e  w  =  w(/)  fungoes  vetoiiais  diferen- 
ciaveis.  Use  as  Formulas  (6)  e  (7)  para  mostrarque 


—  \u  *  (v  X  w)] 

dt 


du 

dt 


[Y  X  Wj  +  U  ' 


d\ 

dr 


X  yv 


+ 


[  r/;vl 

U  l  X  J 


876  Calculo 


55.  Sejam  iq,  ur  vr  v2*  wr  ir,  e  il\  fungous  diferunci  ci¬ 
vets  de  t.  Use  o  Exereido  54  para  mostmr  que 


d 

u  i 

U2 

tn 

V[ 

l?2 

dt 

UH 

W  2 

n\ 

u2 

"3 

U\ 

lt2 

m 

III 

it} 

= 

Vi 

Vl 

V} 

+ 

vf2 

+ 

v\ 

V2 

vs 

W| 

W2 

UJ  3 

V-] 

W2 

w\ 

wf2 

56.  Prove  o  Teore  m  a  13.2.6  pa  ra  o  espag  o  h  i  d  i  me  n  si  a  a  a  I . 

57.  Dedu/a  as  Formulas  (6)  c  (7)  para  o  espago  tridimensional 

58.  Prove  o  Teore  in  a  13.2 .9  para  o  espag  o  bidimen  si  o  rial . 


I/’rESPOSTAS  DOS  EXERCfCiOS  DE  COMPREENSAO  13.2 


1.  (a) 9i  +  (ij  (b){  ~  }  2.  (a)  r'(f)  =  5i  +  (!  -  2r)j  (b)  r'{/)  =  { see2!. 20)  3.  (a) (6. 4,  2}  (b)  (-4, 0, 4} 


(C)  0  <d)  —28  (b)  '-i  -  r’j  +  c-'k  +  C 


1 3.3  MUDANQA  DE  PARAMETRO;  COMPRiMENTO  DE  ARCO 


Obsenamos  em  segdes  ante  notes  que  uma  curva  no  espaco  hi  on  tridimensional  pode  ser 
representada  parametrieamente  de  vdtias  maneiras.  For  exemplo,  na  Sevan  1,8  do  Volume  l, 
demos  dims  representagoes  parametricas  de  um  efrado  —  uma  na  qua!  o  circuit?  foi  fragado 
no  sentido  ho  ratio  e  a  outra  no  senrido  ami-hordrio.  Algumas  vezes,  sent  desejdvei  nut  dor 
a  pardmetro  de  curva  para  um  pardmetro  dife  rente  que  e  mats  convert  ietue  para  o  problem  a 
em  quesiao,  Nesta  segao,  invest  igaremos  que  sides  assocktdas  a  mudangas  de  pardmetros  e 
mostraremos  que  o  comprimento  do  area  desempenha  um  pap  el  especial  na  representagdo 
paramctrica  das  cun2  as. 


■  PARAMETRIZAQOES  LISAS 

Os  graficos  de  fun  goes  vetoriais  van  am  de  eontfnuos  e  l  isos  a  deseontinuos  e  altameute 
erraticos.  Neste  livro  nao  estaremos  preocupados  com  graficos  do  ultimo  tipo,  logo  nc- 
cessitaremos  impor  rest  ri  goes  para  diminar  o  comp  on  amen  to  nao-desejado.  Di  remosque 
r(t)  6  uma parametrizagdo  lisa  oa  uma  fungdo  lisa  de  t  se  r'(f)  for  conimua  e  r'(0  -  0 
para  quaisquer  valorcs  adtnissiVeis  de  t.  Algebrieamente,  is  so  implica  que  os  componentcs 
de  r(Y)  lem  derivadas  contfnuas  que  nao  sao  todas  mi  I  as  para  o  mesmo  valor  de  ;  et  geo- 
m  etii  cam  erne,  imp]  tea  que  o  vet  or  tangente  r'(r)  van  a  eorUinuamente  ao  Ion  go  da  curva. 
For  esia  ra/ao  diz-se  que  a  fungao  parametrizagao  lisa  tern  um  velar  tangents  girando 
eontinuamente. 


►  Exempfo  1  Determine  se  as  seguintes  fungoes  vetoriais  torn  vetorcs  tangemes  girando 
eontinuamente. 

(a)  r(/)  -  a  cos  i  i  +  a  sen  tj  +  ct  k  (a  >  0 fO  0) 

(b)  r(r)  “  ri  +  f  j 

Solugao  (a)  Temos 

r  r(n  =  —a  sen  ri  H-  a  cos /j  H-  tk 
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, ,,  i.  i. 

r(r)  =  ri  +  rj 


Figura  13,3.1 


Os  componcntcs  sao  fun  goes  eontinuas  e  nao  ha  valores  de  /  para  os  quais  todos  os  lies  sejam 
zero  (vcrilTque),  logo  r(f)  tem  urn  veior  iangeme  girando  con t i nu amen te,  O  gralieo  de  r(Y)  6  a 
he  lice  circular  da  Fiaura  13.1.2. 


Soluqdo  (£)  Tem  os 


r'(/>  -  2fi  +  3f2  j 


Em  bora  os  componcntcs  sc  jam  fungdes  coiufnuas,  clas  sao  am  has  iguais  a  zero  cm  t  =  0,  logo 
r(f)  nao  tem  urn  veior  tangente  girando  cominuamente.  0  gralieo  de  r(f),  que  6  mostrado  na 
Figura  13.3-  L  c  uma  parabola  semicubica  M  ag  a  cl  a  para  cima  (veja  Excmplo  3  da  Segao  1 1  ;2). 
Observe  que  para  os  valores  d  c  f  ligeiramciue  men  ores  do  que  zero,  o  Sngulo  entre  r'(f)  e  i  esta 
proximo  de  tt  e  para  valores  de  t  ligeiramente  maiores  do  que  zero,  o  angub  esta  prdximo  de 
0;  por  consequence,  ha  uma  subita  re  vers  ao  do  sentido  do  veior  tangente  quamio  t  crcsee  c 
passaporr  =  0i  < 


■  CONIPRIMENTO  DE  ARCO  DO  PONTO  DE  VISTA  VETORIAL 

Pclo  Teorema  7.43  do  Volume  1 ,  o  compri memo  de  arco  L  de  uma  curva  paramtirica 

x  =  x(t ),  y  =  y(t)  (a  <  1  <  b)  ( I ) 

e  dado  pda  formula 


Analogamenie,  o  compri  memo  do  arco  L  de  uma  curva  paramdtrica 

x^x(t).  y~y(t),  z  =  z(t )  (a<i<b) 


no  espaco  tridimensional  e  dado  pela  formula 


As  Formulas  (2)  e  (4)  tem  formas  vetoriais  que  podem  ser  obi  id  as  fazendo-se 


Segue-se  que 


e,  portanto, 

dr 

dt 


r(0  =  x(t) i  H-  y(Oj 


ou  r (0  =  x(t)i  +  y(r)j  H-  z(t)k 


I hnlf  meii&ioriEil 


fopaco  iridiincnsioml 


dr 

dl 


OU 


dr 

dt 


dx .  d v  . 

J7J  + 


Uspa^o  hkitmenstofifll 


!  t  ruJ  i  mem  tonal 


>  bi^r  itHi  rtsio  1 1  ill 


Espasotridintesisional 


Subsliluindo  essas  expresses  em  (2)  e  (4)  nos  leva  ao  teorema  seguinte. 


B7$  Calculo 


133.1  teorkmA  Se  C  for  0  graft  co  no  espago 

hi  on  tridimensional  de  it  mo  fungdo 

ve  tori  at  lisa  r(r),  cot  do  sen  comprimento  de  arco  Ldet  =  aat  =  h  e 

fh  II  dr  | 

l~L  bh 

dt  (5) 

►  Exemplo  2  Determine  o  comprimento  de  arco  da  parte  da  helice  circular 

x  —  cos  i ,  v  —  sen  r ,  5  =  1 

de  ( =  0  a  t  =  jt. 

•SWuprT#  Seja  r</ )  =  (cos  r  )i  -H  (sen  /  )j  +  /  k  =  (cos  t ,  sen  t ,  t).  Entao 

Tf(t)  —  (“  sen  t,  cos/,  1)  e  ||r^(/)||  —  (—  sen  r  )2  H-  (cos r)2  +  1  ~  V2 


A  panir  do  Teorema  1 3,3.1 , 0  comprimento  de  arco  da  helice  6 


f71  II  d  r 

L  —  I  '  —  dt  =  /  V2<'/f  =  \/2;r 

Jo  I  ^  Jt> 


Panto  de 
r-eferSne^^ 


S  = 


Figura  133.2 


■  COMPRIMENTO  DE  ARCO  COMO  PARAMETRO 


Para  mu  i  Los  propdsitos,  o  melhor  para  metro  a  ser  us  ado  para  representar  para  me  trie  am  ante 
uma  curva  no  espago  hi  ou  tridimensional  e  o  comprimento  de  arco  medido  ao  longo  da  cur- 
va,  a  panir  de  algum  ponlo  de  referenda  fixado.  Isso  podc  ser  Icito  eomo  segue; 


Vsando  o  Comprimento  de  Arco  coma  Pardmetro 

Passo  1  Seiccione  nm  ponto  arbitrario  sobre  a  curva  C  para  servir  como  um  panto  de 
referenda. 

Passo  2  Iniciando  do  ponto  de  referenda,  escolhemos  um  sentido  ao  longo  tla  curva  para 
o  sentido  positive  e  o  outre  como  sen  do  o  negative * 

Passo  3  Se  P  for  um  ponto  sobre  a  curva,  seja  s  0  comprimento  de  arco  “com  sinaT’  ao 
longo  de  C  a  panir  do  ponto  de  refereneia  ao  ponto  P,  onde  s  e  positivo  se  P 
e stiver  no  sentido  positivo  do  ponto  de  refereneia,  e  s  d  negative  se  P  esliver  no 
sentido  negative.  A  Figure  1 3.3.2  i lustra  essa  idem. 


Poreste  procedimento,  dado  um  valor  de  e  determ inado  um  unico  ponto  P  sobre  a 
curva.  Por  exemplo,  $■  =  2  determ  ina  0  ponto  que  esta  2  unklades  ao  longo  da  curva  no  sentido 
positivo  do  ponto  de  refereneia  e  s  =  —  ^  deterniina  o  ponto  que  esta  5  unidades  ao  longo  da 
curva  no  sentido  negative  do  ponto  de  refereneia. 

Varn.os,  agora,  tratar  s  como  uma  variavel.  Quando  0  valor  de  s  varia,  0  ponto  corrcs- 
pondeme  P  move-se  ao  longo  de  C  e  as  coordenadas  de  P  lornam-se  fungoes  de  $.  Assim,  no 
espago  bidimensional  as  coordenadas  dc  P  sao  (x(s)T  y($))  c  no  espago  tridimensional  elas  sao 
(jr(j)t  y(s),  z(s )).  Portanto,  no  espago  bi  ou  tridimensional,  a  curva  C  c  dada  pel  as  equates 
paramctricas 

x  =  x{s),  y  =  y(s)  ou  *  -  x(s).  y  -  y{s)t  z  =  z(s) 


Uma  representagao  para m drica  de  uma  curva  com  comprimento  de  arco  como  o  parametro  6 
ehamada  uma  parametriza^cio  por  comprimento  de  arco  da  curva.  Note  que  uma  curva  dada 
[era  geralmente  intiniias  maneiras  dllerentes  de  parametrizagoes  por  comprimento  de  arco, 
uma  vcz  que  o  ponto  de  refereneia  c  a  orientagao  podem  scr  cscolhidos  arbitrariamente. 
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Figaro  13,3.3 


A>\  v) 


s 


Uh  0) 


A 


►  Exemplo  3  Oblenha  a  paramelrizagao  por  comprimemo  de  arco  do  cfrculo  x 2  +  y"  =  a2 
com  oriemagao  no  sentido  arui-horario  e  ( af  0)  eomo  porno  de  referenda. 

O  cfrculo  com  a  orientagao  no  scntido  and-horano  podc  ser  representado  pdas 
cq  u  agoe  s  pa  ramc  l 1  i  ea  s 

x  =  a  cast,  y  —  a  sen  t  (0  <  t  <  In)  (6) 

nas  qnais  t  podc  scr  interpretado  como  o  angulo  medido  em  radianos  desdc  o  eixo  a  positivo 
ale  o  raio  da  origem  para  o  ponlo  P(x>  y)  (Figura  13.3*3).  Sc  tom  arm  os  o  scntido  positivo  para 
me  dir  o  comprimcnlo  de  arco  como  sendo  o  anli-hordrio  c  tomarmos  (a,  0)  como  sendo  o 
ponlo  de  relerencia,  entaoi  e  /  estao  relacionadas  por 

s  =  a i  on  t  —  s!a 

Fazendo  essa  mudanga  de  variavel  em  (6)  e  noiando  que  s  cresce  de  0  a  2nd  quando  t  cresce 
de  0  a  2,t,  obtem-se  a  seguintc  parametrizagao  por  comprimento  do  arco  do  cfrculo: 

x  =  a  cos (sfa),  y  =  a  sen(v7a)  (0  <  5  <  2 net)  ^ 


■  MUDANpA  DE  PARAMETRO 

Em  inmlas  situagdes,  a  solugao  de  urn  problema  podc  ser  simplilicada  pel  a  escolha  cert  a  do 
para  metro  da  fungao  vetorial  ou  da  curva  paramctrica,  Os  dois  para  metros  mats  comuns  para  as 
curvas  no  espago  hi  ou  tridimensional  sao  o  tempo  e  o  comprimento  do  arco,  Contudo,  ha  ontras 
possihilidadcs  convenientcs  ulcis.  Por  exemplo,  analisando  o  movimento  de  Lima  parlfcula  no 
espago  bi dimensional,  e  frequetuemente  desejavel  parametrizar  a  sua  trajetoria  em  termos  do  an- 
gnlo  0enirc  o  vetor  tangente  e  o  eixo  x  positive  (Figura  13.3,4).  Assim,  nosso  proximo  objetivo 
c  desenvolver  metodos  para  niudar  o  parfimeiro  em  uma  lungao  vetorial  ou  curva  parametri/ada. 
Isso  nos  perm  it  ini  mover  livt  entente  entre  diferemes  parameirizagoes  possfveis. 


Figura  13.3*4 


Uma  mudanga  de  parametro  em  uma  l  ungao  vetorial  r(r)  e  uma  substituigao  /  =  g(x) 
que  produz  uma  nova  fungao  a  valores  vetoriais  r(tg(r))  tendo  o  mesmo  grafico  que  r (t),  mas 
possivelmente  tragado  diferentemente  quando  o  parametro  r  cresce. 


►  Exemplo  4  Determine  uma  mudanga  de  parametro  t  =  g(z)  para  o  cfrculo 

r(/)  —  cos/i  +  sen  /j  (0  <  /  <  2tt) 

de  mode  que 

(a)  o  cfrculo  seja  iragado  no  senlido  anti-horlrio  quando  r  cresce  ao  longo  do  intervale  [0,  1  ]; 

(b)  o  cfrculo  seja  Iragado  no  sc  mi  do  horario  quando  r  crcsce  ao  longo  do  interval  o  [0,  I], 
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t  =  2tTT 


(a) 

Figura  *  3.3.5 


/  =  2 tt(  I  -  t) 


(b) 


Sohtcao  {«)  C)  circuit)  dado  6 1  rag  ado  no  sentido  ami-horario  quando  /  cresce.  Ass  ini,  se  as- 
colhermos  g  como  sendo  urn  a  lungao  erescente,  eniao  da  relagao  t  —  g(r)  res  u  liar  a  que  t  cres- 
co  quando  r  cresce,  porta  n  to  assegurando  quo  o  circulo  seja  Iraq  ado  no  sen  lido  anli-horano 
quando  r  ere  see.  Precisaremos,  lambent,  oscolher  g  do  modo  que  i  cresga  do  0  a  2jt  quando  r 
crescer  dc  0  a  1.  Umaescolha  simples  de  g  que  satisl'az  todos  esses  criterios  e  a  fungao  linear 
cujo  grafico  esta  na  Figura  13.3,5  a.  A  cquagao  dessa  reta  d 

t  -  g(T)  -  2xz  (7) 

que  e  a  mudanqa  de  parametry  desejada,  A  represen taqao  do  circulo  resultants  em  lermos  do 
parametro  re 

r(g(r))  =  cos  2jrri  -f-  sen  2?rrj  (0  <  t  <  1 ) 

Solti  gao  ( h )  Para  garantir  que  o  circulo  seja  tragado  no  so  n  lido  horario,  esoothoremos  g 
como  sendo  uma  fungao  de cresce nte  tal  que  r  dec  re  sg  a  de  2,t  a  0  quando  x  crescer  de  0  a  L 
Urna  escolha  simples  de  g  quo  realize  isso  e  a  l  ungao  linear 

t  =g(r)  —  2jt(1  -  r)  (jj) 

cujo  graiico  esta  na  Figura  13 .3.5b.  A  representagao  do  circulo  resultante  em  termos  do  pa¬ 
ra  me  no  r  e 

r(g(r))  —  cos(2;r(l  —  r))i  -F  se n ( 2tt ( 1  —  r))j  (0  <  r  <  1) 

que  sinipiifica  para  (verifique) 

r(g(r)}  —  eos2jrri  —  sen2jrrj  (0  <  r  <  1}  < 


Ao  Inzer  uma  mudanga  dc  parametro  l  =  g(r)  em  uma  fungao  vetorial  r(0*  sera  impor- 
lante  assegurar  que  a  nova  fungao  a  valores  veioriais  r(g(r))  seja  lisa  se  r(r)  for  lisa*  Para 
eslabclecer  condigdes  sob  as  qua  is  isso  acontece,  ncc  ess  it  are  in  os  a  seguinte  versao  da  regra 
da  cadeia  para  fungoes  vetoriais.  A  pro  vac  deixudu  como  exe.rcfcio, 


Mais  pfecisamenle.  como  dtfdi  e  urn 
vetar  e  dt/dr  e  ejtti  escalar,  devena* 
nrtos  escrevera  Formula  (9)  na  lorma 

dr  Jf  dr¬ 
ill  dz  di 

No  enTanio.  trocar  a  ordam  do$  Sto¬ 
res  faz  com  que  a  formula  seja  mats 
facil  de  ser  lembrada,  moliva  polo 
qual  continuamos  a  usS-la  assim. 


13*3*2  TEOKtCMA  (Regra  da  Cadeia)  Seja  r(7)  uma  fitngdo  veronal  no  espago 
hi  ou  tridimensional  que  e  diferencidvel  em  relagao  a  t  Set  =  g(x)for  uma  mudanga  de 
parametro  em  que  g  e  diferencidvel  em  relagdo  a  t,  enldo  r(g(r))  e  diferencidvel  em  re  la¬ 
gan  a  r  e 

dr  d r  dt 

dx  dt  dx  ^  ^ 


Uma  mudanga  de  parametro  t  =  g( r)  na  qual  r(g(r})  e  lisa  sc  r(f)  for  lisa  e  ebamada 
de  mudanga  de  parametro  lisa.  Segue  de  (9)  que  t  -  g( r)  sera  uma  mudanga  de  par&metro 
lisa  se  dt/dx  for  coni f nu a  e  dt/dx  ^  0  para  todos  os  valores  de  x>  uma  vez  que  essas  condi¬ 
gdes  implieam  que  dr/dx e  eontmua  e  nao-nula  se  drfdt  forcontfnua  C  nao-nultL  Mudangas 
de  parametro  lisas  caem  dentro  de  duas  categorias  -  aquela  para  as  quais  dt/dx  >  0  para 
todo  r  (chairiadas  de  mudanqas  de  parametro  positives)  e  aquelas  para  as  quais  dt/dx  <  0 
para  todo  r  (ebamadas  de  mudangas  de  parametro  itegativas).  Uma  mudanga  de  parame¬ 
tro  positiva  preserva  a  orientagao  de  uma  curva  parametric  a  e  uma  mudanga  dc  parainctro 
negaliva  inverle-a. 


►  Exempio  5  No  Exemplo  4  a  mudanga  de  parametro  dada  nu  Formula  (7)  d  positiva*  uma 
vez  c|ue  dt/dx  =  2tt  >  0,  e  a  mudanga  de  parametro  dada  na  Formula  (8)  e  negativa,  uma  vez 
que  dt/dx-  -lit  <  0.  A  mudanga  de  parametro  positiva  pre servo li  a  orientagao  do  circulo,  e  a 
m  uda  n  ga  de  par ame tro  negat  i  va  i  n ve  rte  u-a .  < 
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■  ENCONTRANDO  PARAMETRIZA<?OES  POR  COMPRIMENTO  OE  ARCO 

A  seguir,  eonsideraremos  o  problem  a  de  encomia  r  uma  parametrizaguo  pore  am  prime  mo  de 
arcade  nma  fungao  veto  rial  expressa,  inicialrnente,  em  term  os  de  aiguni  outro  panimeiro/.  O 
t core m a  a  seguir  fornecera  uni  metodo  geral  para  fazer  isso. 


13,3,3  teorkma  S  eja  C  o  grdfivo  de  uma  fiirt^do  veto  rial  Use  r(f)  no  espa^o  hi  ou 
tridimensional,  e  seja  r (Q  um  porno  qualquerde  C  Entdo,  a  segitinte  formula  define  uma 
mudanga  de  para  metro  posit  iva  de  t  para  j,  onde  s  e  um  pammetro  comprimento  de  area 
tendo  r(f0)  como  sen  panto  de  referenda  (Fig ura  133.fi): 


(10) 


I)  E’ MONSTKAgAO 


A  partir  de  (5)  Com  u  como  a  variavcl  de  integragSo  em  vez  de  t,  a  integral 


represen ta  o  eomprimeiiio  de  arco  daquela  parte  de  C  entre  r(/(l)  e  r(/)  se  t  >  tH  e  o  negativo  do 
comprimento  de  arco  se  /  <  Assim,  s  6  o  parametro  comprimento  do  arco  com  r(^,)  como 
seu  ponro  de  referenda  e  seu  semi  do  posit!  vo  na  direcao  de  /  crescente.  ■ 


Quando  necessario*  a  Formula  (10)  pode  ser  expressa  na  forma  de  eomponentes  como 


I  bit  I  i  mens  i  anal 


(H) 


►  Exemplo  6  Determine  a  parametrizagao  por  comprimento  de  arco  do  he] ice  circular 

r  =  cos  t  i  +  sen  i  j  +  /  k  ( 1 3) 

que  tern  como  porno  de  referenda  r(G)  -  ( L  0.  0)  e  a  mesma  orient agao  que  a  helice  dada. 


Solupdo 

obtemos 


Substituindo  t  par  u  em  r  para  a  integragao  e  tomando  /„  =  0  na  Formula  (10), 


r  —  cos  wi  4  sen  «j  -I-  nk 


dr  .  .  .  . 

—  =  (  —  sen  u)i  4  cos  4-  k 
an 


dr 

dtt 


—  sen  n)24  cos2  it  4  1 


A  s  si  m ,  t  —  si  %/2f  logo  (13)  pode  scr  repurametrizado  cm  term  os  de  s  como 


r  —  cos 


s 

7! 


k 
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Em  palavras,  a  Fbrmula  (15}  nos  diz 
que  a  reta  representada  pela  Equa* 
qao  {14)  pode  ser  parametrizada  am 
termos  do  comprimento  de  arco  com 
ponto  de  referencia  rn  norma  lizando  v 
e.  entao,  substttuindo  /  por 


Podemos  ter  certeza  que  esta  reparametrizag&o  preserva  a  oriemagao  da  heliee  uma  vez  que  a 
Formula  { 1 0)  produz  uma  mudaiigu  de  paramo  tro  posit  evil  < 


►  Exemplo  7  Um  besouro,  iniciando  no  ponto  de  referencia  (1 , 0,  0)  da  heliee  do  Exem- 
plo  6,  sobe  pc  I  a  heliee  por  uma  distfinda  de  10  umdadcs.  Qua  is  sao  as  eoordenadas  finals  do 
he sou  io? 

Sohigdo  A  pari  ir  do  Exemplo  6,  a  para  met  rizagao  por  comprimento  de  arco  da  heliee  rela- 
livu  ao  ponto  de  referencia  (3,0, 0)  6 


ou,  express  a  parametric  amente, 


s 


x  =  cos 


V2, 


y  —  sen 


V2, 


7 

1  <■* 


Assim,  em  $  -  10  as  eoordenadas  sao 


cos 


10 

71, 


■“"(il)- 


10 

7 !. 


(0,705:0, 709  ;7, 07)  + 


►  Exemplo  8  Lembre-se  da  Formula  (9)  da  Segao  12.5,  que  a  equagao 

r  =  ro  -F  j  v 


(14) 


e  a  forma  ve  tonal  da  reta  que  passa  pelo  ponto  terminal  de  rfl  e  e  paralcla ao  vetor  v.  Determi¬ 
ne  a  parameti  i/agao  por  comprimento  tie  arco  da  reta  que  tern  como  ponto  de  referencia  rM.  e 
a  niesma  ortentagao  que  a  reta  dada. 

Solugao  Substituindo  t  por  u  cm  { 1 4)  para  a  integragao  e  tom  and  o  f0  =  0  na  Formula  (10), 
obtemos 

Jr 


r  =  ro  +  «v  e  —  =v 

du 


l^jis  r,,  c  CunstitnlC 


2gue  que 


*  =  / 


Jr 

du 


f 


dii  =  /  ||  v  ||  du  =  ||  v  || ti 


=  f||v|| 


Jo 


Isso  implicaque  r  =  s/||  v||,  logo  (14)  pode  ser  reparamelrizada  em  term  os  tie  .r  como 

"  (,5> 


►  Exemplo  9  Determine  a  parametrizagao  por  comprimento  de  arco  da  reta 

x  —  2t  +  K  y  —  3/  -  2 

que  tern  a  niesma  orientagao  que  a  reta  dada  e  usa  (l,  —2)  como  ponto  de  referencia. 


Soiugao  A  reta  passa  pelo  ponto  ( I ,  -2)  e  e  para  lei  n  ao  vetor  v  =  2i  +  3j,  Para  determt- 
nar  a  parametrizagao  por  comprimento  de  arco  da  reta,  precisamos  apenas  reescrever  a 


equagao  dada  usando  v/ 
t  por  s,  Como 


em  vez  de  v  para  determinar  a  diregao  e  senlido  e  substituir 
v  2i  +  3j  2  .  3  . 
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tcmos  que  as  equates  paramctricas  da  re  la  cm  ter  mgs  tie  s  sao 


x  — 


2  3 

.c  ”F  1 ,  v  —  ’ — —  2  < 


VI3 
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■  PROPRIEDADES  DAS  PARAMETRIZAQOES  POR  COMPRIMENTO  DE  ARCO 

Comoos  d  i  versos  par^melroseompri  men  to  de  arco  para  Lima  eurva  Cesiao  i  mim  amen  le  re  la- 
cion  ad  os  as  earacieristicas  geometric  as  de  C,  a  parametriza^ao  por  comprimento  do  arco  tem 
propiiedades  nao  oferecidas  pdas  outras  parameliizatjocs.  Por  exemplo,  o  leorema  seguinte 
mostra  que  se  uma  eurva  lisa  for  representada parametrieamente  usando  um  parametro  com- 
primenlo  de  arco,  entao  todos  os  veto  res  langentes  tem  comprimento  I . 


13.3.4  TEOREMA 


Sc  C  for  o  grdfico  de  umafungao  veto  rial  lisa  r(f)  no  espa^o  hi  on  tridimensional^ 
onde  f  e  um  parametro  genii?  e  se  s  for  o  parametro  comprimento  de  arco  para  C 
definido  pel  a  Formula  (10),  entao  para  tod  os  os  va  lores  de  f  o  vet  or  tan  genre  tem 
comprimento 


dr 

ds 

dt 

~  dt 

(16) 


(/.?)  Se  C  for  o  graft co  de  uma  fungdo  veto  rial  lisa  r(s)  no  c spare  hi  on  tridimensional, 
onde  s  e  um  parametro  comprimento  de  arco ,  entao  para  todo  valor  de  s  o  vet  or  tan- 
gente  a  C  tem  comprimento 


dr 

ds 


1 


(17) 


(c)  Se  C  for  o  grdfico  de  uma  fungdo  vetorial  lisa  r (t)  no  espaqo  hi  on  tridimensional  e 
se  \\drldt  ||  —  I  para  cada  valor  de  u  entao  para  qitalquer  valor  de  t0  no  dominie  de 
r  o  parametro  s  - 1  -  t0  e  um  parametro  comprimento  de  arco  que  tem  sen  panto  de 
referenda  no  panto  de  C  em  que  t  =  tiy 


demonstka^ao  (a)  Esse  resultado  segue  aplicando  o  Teorema  Fundamental  do  Caleulo 
(Teorema  6.63  do  Volume  I )  a  Formula  ( 1 0). 


DEMONSTRACAO 


Tome  t  -  s  na  parte  {«)< 


DEM onstrac ao  (c)  Segise  do  Teorema  ]  33.3  que  a  fdrmula 


ft  II  dr 

S~L  \dZ 


dit 


define  um  parametro  comprimento  de  arco  para  C  com  porno  de  referenda  r(0).  Conludo, 
[|  dr f dit  |[  -  1  por  hipotese,  logo  p  ode  trios  reescrever  a  formula  para  s  como 


L 


i 


s  =  f  dit  =  u 

at 


=  l~l 0 


61 


As  formas  em  componcrctes  das  Formulas  (16)  e  (17)  serao  de  interesse  suliciente  em 
seqoes  posleriores  para  que  as  listemos  aqui  para  referenda: 


ii 

-81* 

dr 

j  fdx  V 

(dx\- 

dt 

-Vu) 

+{i) 

Espino  bidiincrisional 

CIS) 
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Note  q  Lie- as  Formulas  (13)  e  (19)  nao 
envoi  vein  f .  e  portanto  nao  depen- 
dem  de  onde  for  escolhrdo  t>  ponto 
de  referenda  para  s,  Isso  e  de  se  es- 
perar,  urn  a  vez  que  mu  dan  do  o  ponto 
de  referenda  desiocamos  s  por  uma 
constants  (o  comprimento  de  arco 
erdre  os  do  is  pontos  de  referenda), 
e  esta  constants  desap  a  re  ce  na  dife- 
rencia^ao. 


a?  Pi  imi?n  i  na 


iic  Ei~i  imcn  i  na 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  1 3.3  ( Verpagina  886  para  respostas.) 


1*  So  r  /  r  uma  mqu  el  na  i  a,  enia  a  Integra 


e  er  inter  retd  a  ge  meiricameme  c  m  _ _ 

2.  Sers  ruma  ungii  el  na  i  a  arameiriza  ace  in  ri 
merit  cure  .s,  enta 

dr  _ 
ds 

c  c  m  riment  care  grafic  era  ng  inter  a 
a  <  s  <  b  6 _ 


3.  Sc  r  i  r  uma  uri^a  et  ria  i  a,  emit  arameir  c  m  ri 
mem  e  arc  sf  c  m  r(fy)  cm  me  re  erencia.  c  cr 
dini  e  a  Integra 


s  — 


4*  Su  aha  Lie  r  i  e  a  uina  ungS  et  ria  i  a  e  /  e  m 
r'(1)  =  (V3,  —  V5,  “I)  e  ea  ri(f)  dini  a  c  a  e  ua£a 
r3 (t)  =  r (2 c  t)  Enia  t\ (it/ 3)  = _ 


EXERCICIOS  13.3 


1-4  Determine  er  /  6 uma  unga  ia  c  arameir  t 

L  r{r)  =  r  \+  3i2-  2t  j+7k 

2.  r(0  =  c  ri  +  cn  ;  j  +  €  k 

3.  r(t)  ==  t e  'i+  r-2f  j  +  c  ntk 

4.  r(f)  =  en  77/i  +  2 /—  n  ;  j  +  r  — ;k 

5-8  Enc  ntre  c  m  riment  e  arc  a  cur  a  aramdrica 

5.  x  —  c  -*  f,  v  —  enV  z  —  2;  0  <  t  <  tt/2 

6.  x  =  3  c  f,  y  =  3  en  /,  s  =  4;:  0  <  /  <  it 

7.  v  —  e\  v  —  -  —  v2;;  0  <  r  <  I 

8.  x  =  |r,  v  =  |(i  -  iyn,  z  =  |(i  +  iyn-  -i  <  1  <  1 

9-12  Enc  ntre  c  m  riment  e arc  sirdic  err 

"me- 


9.  r(f)  =  r3i  +  /j  +  5%T^k:  1</<T> 

10.  !■(/)=  4  +  3/  i  +  2  —  2/  j  +  5  +  (  k  3<(<4 

11.  r {r )  =  3  c  /  i  +  3  cn  /  j  +  /  k  0  <  /  <  2n 

12*  r(f)  =  f  "i  +  (c  t  t  eu  0  j  +  (  en  f  —  r  c 
0  <  t  <  71 


13-16  a  cu  e  r/  ru  an  a  regra  e  ca  eia  e  enta  c  nfira  eu 
re  u  ta  e  re  an  r  em  term  ere  i  erencian 

13.  r  —  / 1  +  fa  j  f  =  4r+  I 

14,  r  =  (3  c  f,  3  en  f);  t  ™  ttt 

15,  r  =  e(i  +  Ae~  \  t  =  t' 

16.  r  =  i +  3  r^j  + rk  f  -  1/r 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


17.  ligura  a  eguirm  tra  grille  a  hipocicidide  de  qua- 
fro  cusp  ides 

r(D  =  C  3/i+  en3/j  (0  <  /  <  2tt) 

a  Dcumae  icaqa  in  rma  r  tier  /  na  e  i  a 

b  iilirme  uer.f  na  4  l  ae  aminan  r'(f) 

18,  figura  a  eguir  m  tra  grafic  a  unca  el  ria 

r(r)  =  en  ri  +  en";  j  (0  <  ;  <  2xr) 

tie  tie  e  la  cur  a  arametrica  na  6  i  a,  me  m  ue 

na  lenha  nenhum  bic  De  uma  e  ica^a  in  rma  am 

i 


Capitulo  13  f  Fun^oes  Vetoriais  $&5 


Fijjurii  Ex  17 


19.  a  btenhaa  arametrizagg  rc  m  rimeiu  e  are 
a  reta 

x  =  f,  y  =  r 

uetenhaamema  rientuga  ueareta  a  a  e  m 

e  re  erencia  0. 0 

b  btenhaa  arametrizaga  rc  m  ri  merit  e  arc  a 
ret  a 

x  —  f.  y  —  t.  z  =  t 

uetenhaamema  ricmaga  uearcta  a  ac  nt 

e  rc  erencia  0*  0, 0 

20*  btenhaa  arametrizagoc  rc  m  riment  e  arc  a 
reta  E  erefei  19  ue  lenha  nt  e  re  erencia 
mend  na  ,  ma  rientagbe  La  i  a  reta  a  a 

21*  a  btenha  a  arameiri/aga  r  c  m  nment  e  arc 

a  reta 

x  —  1  4- 1,  y  =  3  —  2/,  z  =  4  +  2/ 

uetenhaamema  nentaga  tie  a  reta  a  ae  nt 

e  re  erencia  1.3,4 

b  e  a  c  uagoe  aramctrica  bli  a  na  arte  a  ara 

eterminar  nt  bre  a  reta  tie  e  te  a  a  25  uni  a 

e  nt  e  re  erOncia  na  ire^a  arameir 

ere  cente 

22.  a  btenha  a  arametrizaga  r  c  m  riment  e  arc 

a  reta 

x  =  -5  +  3f ,  y  =  2/,  z  ™  5  + 1 

uetenhaamema  rlcnta-ga  tie  a  reta  a  ae  nt 

e  rc  erencia  -5,  0,  5 

b  e  a  o  uagoe  aramotrica  bli  a  na  arte  a  ara 

eterminar  nt  bre  a  reta  tie  c  te  a  a  10  uni  a 

e  nt  e  re  erSncia  na  irega  arameir 

ere  cente 


23-28  btenhaa  aranietrisaga  rc  m  riment  are  a  cur 
a  ue  tenha  a  me  nut  rientaga  uc  a  cur  a  a  a  e  t  =  0  c  m 
nt  e  re  erencia 

23.  r  f  -  3  +  c  t  i  +  2  +  en  /  j  0  <  /  <  2jt 

24.  r*  /  —  c  1 1  +  en '  t  j  0  <  /  <  jt/2 

25.  r  /  =  j(3i  +  i/3j:  r  2  0 

26.  r  t  =  I  +( 2i+  I  +( -’J  0£i<  I 

27.  r  t  =<-'c  (i+t'  en  /j  0  £  f  £  rr/2 

28.  r  1  =  enf'i  -I-  c  e'j  +  v/lf'k:  f  >  0 

29.  ire  ue  e  m  riment  e  arc  a  h£  ice  drcri  ar  jc  =  a  c  1 , 
y  =  a  cur,  z  =  ct  ara  0  <  /  c  r«  */cr  +  c2> 


30.  e  re  ti  ta 
circu  ar 


E  ercies  29  ara  m  trar  tic  a  he  ice 


r  —  a  c 

/i  +  a 

en  1  j  4- 

rc  ac  m 

/  s  '■ 

V  ,  / 

$  \  ,  cs 

r  =  (  a  c  — 

1  +  u 

en—  J  1  H - 

V  ui  > 

>  \ 

w  /  w 

n  e  w  =  \fcr  +  c~  esc  urn  arametr  c  m  riment  e  arc 
c  m  nt  e  re  erendaem  <i.  0,  f) 

31.  Determine  uma  arametizaga  rc  m  riment  e  arc  act 
c  <5i  e 

x  =  at  -  a  tut 

(0  <  f  <  2jt) 

y  —  a  —  a  c  / 

c  ni  0,0  c  m  nt  e  re  erencia 


32.  ire  tie.  enic  r  ena  a  ci  in  tica  ,  umacur  a  a  a  ea 
e  uag6e  arametr  ica  r  t  ,9  =  0  t,z-z  t  ara  a  <  t  <,& 
tern  c  m  riment  erne 


^ugesfao:  u  e  a  re  agoe  x  =  r  e  9,  y  =  r  en  ^  1 

33.  Em  ea  a  arte,  u  e  a  6mui  a  E  ere  Let  32  ara  eterminar 

c  m  riment  care  a  cur  a 

a  r  —  e2t,  0  s=  z  =  €**\  0  <  /  <  n  2. 

b  r  =  t2,  0  .=3  n^,  z  =  1  <  t  <  2 

34.  ire  ue,  cm  c  r  emi  a  e  erica  ,  uma  cur  a  a  a  e  a 

e  ua^5e  arameirica  p  =  p  t  ,0  =  0  t ,  6  ~  q  t  ara  a  <t<h 
tern  c  m  riment  e  arc 


[Sages tcio:  x  =  p  en  0  c  9,  y  =  p  en  0  en  d  z  =  p  €  0  j 

35.  Em  ca  a  arte,  u  e  a  ormu  a  E  erdd  34  ara  eterminar 
c  in  riment  earc  a  cur  a 

a  p-e  \  9  -  2 1,  0  —  jt/4  0  <  t  <  2 

b  p-  2 U  0  =  n  /,  0  -  ni  I  <  t  <5 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


36.  a  tre  uc  r  /  —  ;i  +  t~  j  —  1  <  /  <  3  c  uma  tin^a 

et  ria  i  a,  ma  a  mu  an 9a  e  arameir  t  =  t  r 
tiz  uma  un^a  et  ria  ue  na  6  \  a.  emb  ra  lenlia 
me  m  grdfic  ue  r  t 

b  erili  uee  m  a  ua  ungoe  et  siai  a  iraga  a  e 
e  m  e  ere  ica  a  a  cau  a  r  b  ema 

37.  Determine  uma  mu  an^a  e  arametr  i  =  gr  ara  emi 
circti 

r (0  =  c  fi  +  en  fj  (0  <  t  <  it) 

ta  ue 

a  emiefreu  eatmga  n  enti  anti  ii  dri  uan 

t  aria  n  inter  a  |0,  1 1 

b  emiefreu  e  a  traga  n  enti  h  rari  uan  t 

aria  n  inter  a  |0  J  1 


886 


Calculo 


38.  Qua  mu  anga  e  arametr  f  -  g  t  e  em  axer  ara 
iragar  gnlfic  er/0£s£ln  enti  l  c  m  t 

artan  e  0  a  1 

39..  n  rmeiutra  na  figuraabai  ,  urn  cab  ec  bre  c  m 
iametr  e  i  ega  ace  en  or  n  rmat  c  uma 

hd  ice  drew  ar  um  ei  in  r  e  12  cga  a  e  iamcir 

Qua  e  c  m  riment  cab  me  i  a  ng  e  ua 

inha  centra  ue  irii  a/.er  uma  tac  m  eta  cm  t  m 

ei  in  r  em  uma  i  taticia  e20  ega  a  me  i  a  a  ng 

ei  d  in  j 


12  pot— * 


40*  Se  a  a  =  c  t,  v  =  en  /,  z  =  t 


m 


btenlia 


a  |r'(0!l 


ds 

di 


f  II  r' 
./[) 


(Oil*. 


41.  Sear  /  =  n /i  4  2f,j  +  f' k  lilciiha 

ilS 

a  l|r'(OII  b  — 

at 


s: 


II  r '(f)  II*. 


42*  Pr  e:  Sc  r  t  r  uma  unga  arainetriza  a  i  a,  cut  a  angu 

entre  r '(f)  e  et  re  i.jek  a  ungoe  c  nlfnua  e/ 


43,  Pr  e  a  rma  et  ria  a  regra  a  ca  eia  ara  e  ag  bi  i 
men  i  na  e  rema  1 3  3  2  e  re  an  r  t  cm  term 
c  m  ncnte 


RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  13.3 


I.  c  m  riment  e  arc 


grafic  e  r  t 


c  t  =  a  a  t  =  b  2.  1  b-  a 


dr 

dtt 


4.  {-3.3.  V3> 


1 3.4  VETO  RES  TANGENTE,  NORMAL  E  BINORMAL  UNITARIOS 


Nesta  se0o,  discntiremos  algumas  das  prop  riedades  geometrical  fundamentals  de  fit  nodes 
veto  ria  is.  Nosso  trabalh  ot  aqiii,  tern  a  pit  canoes  import  antes  no  estudo  do  movimento  ao 
Ion  go  de  tuna  t  raj  c  tori  a  citrvilfnea  no  e  spa  go  bi  on  tridimensional  e  no  estudo  das  propriedades 
geometrical  de  at  nets  e  superficies. 


A  monos  de  mengSo  explicits  em 
conirgrio,  vamos  sopor  que  'I' t  est£ 
posicionado  com  sou  ponto  initial  no 
ponto  final  ds  ft  ,  corns  na  Figure 
13.4.1.  Esso  assegura  quo  T  r  e  real¬ 
ms  nte  tangent©  ao  gr&fico  de  r  i  e 
nao  simples  me  me  paralelo  &  reta 
tangent®. 


■  VETOR TANGENTE  UNITARIO 

im  ue  eCe  grafic  e  uma  imgti  el 
la  cl  r  r'(0  c  na  nu  *  taiigenie  a  C  c  a 
n  rma  i /an  r \t),  biern  uni  cl  runitM 


ria  lisa  r  r  n  e  ag  hi  u  tri  imen  i  na  ,  en 
ma  n  enli  arametr  crc  cento  im, 


I 


ue  6  tangenle  a  C  e  a  nta  n  enti  arameir  ere  cente  hamam  T  /  vetor 

tan  genie  uniidrio  a  C  cm  / 


e  r  t 


.  ■? , 

1  +  t  J  n 


►  Exemplo  1  Enc  ntre  et  r  tangenle  uni  lari  a  grafic 
Cm  uc  t  -  2 


nl 


Capituloi3  f  Fungoes  Vetoriais 


3  . 


Solugao 
hit;  m 


m 


T(2)  = 


rf(2) 


r'0)  =  2fi  +  3f2j 
4i+12j  4i+12j 


]  3 

*  ,  *  * 

i+ -j=j 


l|r'(2)||  vTW)  4 -/To  Vlo  /lO 

grafie  e  r  t  e  cl  rT2  am  tra  na  Figure  13  4  2  < 


■  VETOR  NORMAL  UNITARIO 

ini  n  e  rema  13  2  8  ue  e  uma  unga  et  ria  r  t  ti  cr  n  rmac  n  tante,  enta 
r/  er'{|)  a  et  re  rt  g  nai  Em  articu  ar,  T  t  lem  n  rmac  n  tame  1,  g  T  i  e 
T(f)  a  ct  re  n  g  nai  im  ica  udv(;)e  er  en  icu  ar  a  reta  tangente  a  Cem 
t\  riant  i/em  ue  T  (r)  €  normal  a  C  cm  r  Segue  ue  e  T(f)  ^  <)e  e  n  rma  i/ar 
m  T(0,  enta  bierem  um  el  runiuiri 


2 


uc  e  n  rma  a  C  c  a  nla  na  me  ma  irega  e  enti  ue  T(/)  ham  am  N  t  vetor 
normal  unii&rio  principal  aCem/  uT  mai  im  e  m  elite*  vetor  normal  unitario  here 
ue  el  r  n  rma  unit  an  mente  e  13  efini  n  m  n  e  T(r)  ^  0  men  e 
mengfi  e  feita  cm  c  niiai  i  *  am  a  rueeta.cn  igl  e  la  ati  eiia  Ein  articu  ar, 
i  ex clui  ret  a 


No  espa^o  bidiinensronaL  ha  do  is  velores  unitarios  que  sao  ortogonaEs  a  T  i  e  no  espa^o  tridimensional  ha  urna 
infintdade  de  tais  vetores  fFigura  13.4.3).  Em  ambos  os  casos.  o  normal  unitario  principal  e  aquele  normal  par¬ 
ticular  que  aponia  na  diregao  e  sentido  de  T'(r).  Apds  o  example  a  seguir,  mostraremos  que,  para  uma  curva 
parametnea  nio-linear  no  espago  tridimensional,  o  normal  unitario  principal  £  aquele  que  aponia  “para  dentro\  ou 
seja,  para  o  lado  concavoda  curva. 


Hgura  1 3,4,3 


►  Exemplo2 

n  c  a  >  0 


btenha  T  t  e  N  /  aia  u  he  ice  eireu  ar 

x  —  a  cos  r,  y  —  a  sen  r,  z  —  ci 


Sola  gat) 


Cl  I 


igU  a  he  icc  6 

r (t )  —  a  cos  ri  +  a  sen  /  j  +  a  k 


888  Calculo 


( Fi  g  Lira  13.4.4).  Ass  i  m , 


Figura  13,4.6 


r'O)  —  ( —a  sen  /)i  -F  a  cos  t  j  +  ck 

11^(011  =  y^-asenO2*  Omisf)2  +  c2  =  Ja2  +  c1 
r?(r)  a  sen  t  _  a  cost  „  c 


TO)  = 


II r' (Oil 


a  cost  . 

T(r)  =  —  ■■ 

v«2 + ^ 


f/  sen  f  ..  a  cos  t 

-F  c-  yfa2  +  e-  Of?2 
a  son  f 


+  o2 


yV2  +  c2 


V11  if  a  cost  \  f  a  sent  V  /  t?2 

(0  ~~  V  (  /  (  vV  +  c2  /  V  "■  +  c2  ~~  vV  +  c2 


N(0  = 


T'(f) 

II T' (Oil 


=  (  — cosf)i  —  (sen/)j  =  —  (cos/i  +  sen/j) 


Observe  quo  o  coniptmeiite  k  do  norma!  uni  lari  o  principal  NO)  e  zero  para  cada  valor  de  /, 
poiianto  esse  voter  sempre  esld  num  piano  horizontal,  conforms  i lustra  a  Figura  13.4.5.  Dei- 
xamos  como  excrete io  mostrar  que  esse  vetor  realmente  sempre  aponta  para  o  eixo  z . 


■  VETORES  NORMAiS  UNITARIOS  PARA  DENTRO  NO  ESPAQO  BIDIMENSIONAL 

Nosso  proximo  objetivo  e  mostrar  que,  para  uma  curva  paramdirica  naodinear  C  no  espa- 
qo  bidi  mens  ional,  o  vetor  normal  uni  tan  o  sempre  aponta  para  o  lad  6  concave  de  C.  Para 
i  sso,  seja  <p(t)  o  angulo  do  eixo  x  positive  a  T(f)  e  seja  n(f)  o  vetor  uni  tar  io  que  result  a 
quando  T(f)  c  girado  no  sentido  anti-hordrio  por  urn  Sngulo  jz/2  (Figura  13.4.6).  Como 
TO)  e  n(0  sao  ve  lores  unitanos,  segue  da  Formula  (12)  da  Seqlio  12.2  que  esses  vet  ores 
podem  ser  expresses  como 

T(f)  =  cos  0(f)*  +  sen  0{/)j  (3) 

e 

n(0  =  cos[^(f)  +  Jr/21i +  scn[^0)  +  Jr/2]j  =  -  sen  <p(t)\  +  cos  0(f)  j  (4} 

Observe  que  em  intervals  nos  quais  0(f)  6  creseeme,  o  vetor  n(r)  aponta  para  o  lado  ednea- 
vo  de  C,  e  nos  interval  os  nos  qua  is  0(0  deeresee  cie  aponta  para  o  lado  oposto  ao  concavo 
(Figura  13,4.7). 


Figura  13.4.7 


Agora,  diferenclamos  T(f)  usando  a  Formula  (3)  e  aplicando  a  regi  a  da  cadeia.  Disso 
resulta 

dT  dT  d<p  dip 

■7™  =  77  t  “  l  <“  scn  ^>J  +  (cos  ip) j  |— 
dt  d<p  dt  dt 


dT  d(P 

17 -“m7! 


e  assim,  a  parlirde  (4), 


(5) 


Capitulo13  f  Fun^oes  Vetoriais 


ADVERTENOIA 


As  Formulas  (6)  e  (7)  some  rite  pod  em 
ser  apiicadas  quando  a  curva  estiver 
parameirizada  pelo  comprimento  de 
arco  s .  Para  outras  param&trizaijdes, 
podemos  u saras  Formulas  {1)  e  (2). 


4  v 


...a  v) 


Figura  13*4.9 


Mas*  do  kit  >  0  nos  interval  os  em  quo  0(7)  e  ere  scenic  e  doidt  <  0  nos  interval  os  cm  que  0(7) 
e  decrescente.  Desse  mode,  tem-se  a  parti r  tie  (5)  que  JT/dt  tern  a  mesma  diregao  e  sentido 
que  n(7)  nos  intervalos  cm  que  <p(t)  6  crescentc,  mas  senlido  oposto  nos  iniervalos  cm  que 
0(7)  e  deerescenie.  Consequentemente,  T(f)  —  dT/dt  aponta  “para  dentro”,  on  seja,  para  o 
lado  concavo  da  curva  em  todos  os  cases,  e  logo  lam  hem  N(r).  Per  essa  razao,  N(f)  c  chamado 
de  normal  unitario para  dentro,  quando  aplieado  a  curva s  no  espago  bi dimensional. 


■  CALCULANDOT  E  N  PARACURVAS  PARAMETRIZADAS  RELO  COMPRIMENTO 
DE  ARCO 

No  caso  em  que  r(.v)  e  parametrizada  pelo  comprimento  de  arco,  o  procedimemo  para  ealeu 
lar  o  vetor  tangente  unitario  T(y)  e  o  vetor  normal  unitario  N(s)  e  mais  simples  do  que  no  caso 
geral.  Porexemplo,  moslramos  noTeorema  1 3,3,4  que  se  i  for  urn  parametm  comprimento  de 
arco,  entao  ||r '(j)||  —  I .  Assim,  a  Formula  ( I )  para  o  vetor  tangente  unitario  simpliiica  para 


T(J)  =f  rf(s) 

e,  eonsequentemente,  a  Formula  (2)  para  o  vetor  normal  unitario  simpliiica  para 

Vm 


(6) 


N(j)  = 


r"(s)|| 


(7) 


Exemplo  3  O  circulo  dc  raio  a  orientado  no  senlido  anli-horario  e  cenirado  na  origem 
pode  ser  re  present  ado  pela  funqao  vetorial 

r  =  a  cos  t i  +  o  sen  fj  (0  <  t  <  2 tt)  (8) 


Nessa  represeniaguo,  podemos  intei  pretar  /  como  o  Sngulo  medido  em  radian  os  desde  o  eixo 
a  ate  o  vetor  posigao  (Figura  1 3.4.8).  Bsse  angulo  subentendc  um  arco  de  comprimento  s  =  at 
sobre  o  circulo,  porianto  podemos  reparametrizar  o  circulo  em  termos  de  $  substituindo  s/a 
no  lugar  de  t  em  (8).  Qbtemos 

r(s)  =  a  CGs(s/fl)i  4-  a  senCs/tiJj  (0  <  s  <  2 na) 

Para  enconirar  T(.v)  e  N(»  pdas  Formulas  (6)  e  (7),  devemos  calcular  r’is),  r "(s )  e  ||  r"(x)  ||  - 
Faze ndo  isso,  obtemos 

r%v)  =  —  sen  ( s  la )  i  +  c  os  (s  fa )  j 


r  "(j )  —  -  ( I  fa)  cos  (si  a)i  —  ([/a)  sen  (s/a)  j 


Assim, 


r"(jy)|[  —  \/(—  1  hi)~  cost  (s  I  a)  +  (  —  1  la)1  seir  (s/a)  —  If  a 
T(j)  r'(,v)  =  ~  sen(.f/tf)t  4-  cos(,v/w)j 


N(j)  —  r"{s)/||r"(s)||  =  —  —  sen(s/rt)j 

de  modo  que  N(„v)  apoma  para  o  centra  do  circulo,  para  iodo  s  (Figura  1 3.4.9).  isso  faz  semi- 
do  geometric  am  ente  e  e  consisteme,  tambem*  com  nossa  observaqao  anterior,  que  no  espago 
tridimensional  o  vetor  normal  unitario  6  o  normal  para  dentro.  < 


m  VETORES  BINORMAIS  NO  ESPApO TRIDIMENSIONAL 

Se  C  for  o  gralico  dc  uma  fungfto  vetorial  r(f)  no  espago  tridimensional,  delinimos  o  vetor 
bi  normal  a  C  em  t  como 


B(0  -  T(0  x  N(0 


Segue  das  propriedades  do  produto  vetorial  que  0(0  e  oriogonal  a  ambos  T(0  e  N(7)  e 
csta  orientado  cm  rclagao  a  T (t)  e  N(0  pda  regra  da  mao  dircita.  Alem  disso*  T(0  x  N{0  6  um 
vetor  unitario,  pois 

!|T(r)  x  N(0II  -  ||T<3f)HN(0|sen(w/2)  =  I 
Assim,  {T(0,  Nf/),  B(0)  ^  um  conjumo  de  ires  vetores  unilarios  muluameme  ortogortais. 


890  Calculo 


Ptano 


B 


Exatamente  come  os  vetores  i,  j  e  k  determinant  um  sisiema  de  eoordenadas  que  satis- 
faz  a  regra  da  mao  dircita,  o  mesmo  ocojtc  com  os  vetores  T(r),  N(f)  c  B (7).  Em  cada  ponto 
de  Lima  curva  param&rica  suave  C  no  espago  tridimensional,  esses  vetores  determinam  ties 
planes  mumameme  perpend icu lares  que  passam  pelo  ponto  -  o  piano  TB  (chamado  de piano 
retificante),  e  plane  TN  (chamado  de  piano  osculador)  c  o  piano  NB  (chamado  de  piano 
normal)  (Fjgura  13.4,10),  Alcm  disso,  pode  ser  mosirado  que  um  sistema  de  eoordenadas 
determinado  por  T(f),  N(/)  e  B(f)  satisfaz  a  regra  da  mao  dircita,  on  seja,  que  cada  um  desses 
vetores  esia  relacionado  aos  oulros  dots  pela  regra  da  mao  direiia  (Ftgura  1 3.4. 3 1 ): 


B(r)  -  T (/ )  x  N(r),  N(r)  =  B(r)  x  T (r).  T(0  =  N(r)  x  B(r) 


(10) 


O  sistema  de  eoordenadas  determinado  por  T(r),  N(f)  e  B(r)  e  chamado  de  triedro  TNB  ou  em 
Lao  de  triedro  de  Frenet ,  em  homenagem  ao  matemalico  francos  Jean  Frederic  Frenet  (1816- 
1900),  que  foi  o  pionciro  cm  sun  aplicagao  ao  cstudo  de  curvas  no  espugo.  Tipicamente, 
o  sistema  de  eoordenadas  xyz  determinado  pci  os  vetores  unitarios  i,  j  e  k  permanece  fixo, 
enquanto  quo  o  triedro  TNB  varia  a  medida  que  a  sua  origem  move-se  ao  longo  da  curva  C 
(Fig  ura  13.4.12). 


B 


r{/) 


Figura  0,4.12 


A  Formula  (9)  expressa  B(f)  cm  term  os  de  T(f)  e  N(f),  Akemalivamentc,  o  hi  normal 
B(f)  pode  ser  ex  presso  dire  tame  nte  em  termos  de  r(f)  como 


B(0  = 


r'(r)  x  r "(/) 
\\r'(r)  X  r"(f ) || 


(11) 


c  no  cast)  cm  que  o  paiametro  c  o  coinprimcnto  de  arco,  clc  pode  ser  expresso  cm  termos  de 
r(ij  como 

r'(s)  X  r"(,s> 


B(.v)  = 


(12) 


Omitimos  a  demonstragao. 


EXERCICIOS  DE  CQMPREENSAO  13.4  ( Ver pagina 892 para respostas) 


1.  Sc  (’  for  o  grafico  de  uma  fungjto  veiorial  lisa  r(r),  entGo  t>s 
vetores  tangente,  normal  e  hi  normal  unitdrios  de  C  cm  r  sao 
detin  idos*  respeclivameme,  por 

T(f)  =  _ _ N(f)  =  * _ _t  B(r)  = _ 

2.  Se  C  for  o  grafico  de  urna  fungac  veiorial  ]isa  r($)  paranteiri/.a- 
do  pelo  comprimento  de  arco,  enifio  as  de  Uni  goes  dos  vetores 
tangentce  normal  unitarios  de  C  em  i  simpiilicam,  respect!  va- 
mente,  para 

T(s)  =  _ _ cN(s)  = _ . 


3.  Sc  C  for  o  grafieo  de  uma  fu ngao  vetori al  lisa  r(0.  entao  o  voter 
hi  norm  al  unitario  de  Com  i  pode  ser  calculado  diretamente  em 

termos  de  r'(0  e  r"(f)  pela  formula  Bu)  - _ .  Quan- 

do  i  =  v  for  o  comprimento  de  arco,  CSS  a  formula  simplilica 
para  B(j)  _ , 

4,  Suponha  que  C seja  o  grdfico  de  uma  fungao  veiorial  lisa  r(.v)  pa- 

ramelii/.ado  pelo  comprimento  de  arco.  com  r'(0)  =  (|,  || 

e  F'(0)  =  (—3,  12,  -3).  EntSo 

T(0)  =  _ _ N(0)  = _ B(D)  =  _ _ _ 
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EXERCICIOS  13,4 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


1,  Em  eada  parte,  eshoce  os  vetores  tangente  e  normal  unita- 
rios  nos  pontos  P.  (9  e  R ,  levando  cm  coma  a  oiiciua^ao  da 
curva  C. 


2 .  Fa$a  uni  esbogo  grosseiro  que  mostre  a  elipse 

r(f )  =  3  cos  f  l  +  2  sen  rj 

para  0</<  277  eos  ve  tores  tangente  e  normal  unUdrios  nos 
pontos  t  =  O.t  =  :t/ 4,  i  =  jf/2 er=jr. 

3.  Na  not  a  h  marge  m  do  Exemplo  8  da  Semite  1 3.3.  observou- 
se  que  u  ma  re  (a  r  =  r„  +  (\  pode  ser  parameuizada  em  ler- 
mos  de  am  parumetro  comprimento  de  arco  s  com  porno 
do  referenda  ra  normalizando  v.  Use  esse  rcstiliado  para 
mostrar  quo  a  reta  tangente  ao  gratico  dc  r(0  no  ponto  t„ 
pode  ser  ex  press  a  como 

r  =  r  (r0)  +  sJ(tQ) 

onde  x  e  mn  paniTiieE.ro  com  prim  onto  de  arco  com  ponto  de 
referenda  r(/l}). 

4*  Use  o  rcsuliado  do  Excrcfcio  3  para  mostrar  quo  a  reta  tan- 
gente  h  parabola 

x  =  d  y  =  t2 

no  porno  (1,  I )  pode  ser  expressa  parametrieamente  como 

,  s  2s 

x  =  1  H - 7= ,  7=1  +  -yz 

V5  V5 


5-12  Obtenha  T(r)  e  N(0  no  ponto  dado. 

5.  r U)  ~  (r  “  l)i  +  /j;  /  =  \ 

6.  r(0  =  |ri  +  idj;  t  =  \ 

7.  r (t)  =  5  COS  1 1  +  5  sen  t  j;  /  =  tiB 

8.  r(f)-  In  tl  +  i-e 

r(f)  -  4  COS  tv  +  4  sen  f  j  +  t  k;  t-  nfZ 

10.  r(t)  =  ti  +  }/’j  +  \t-k\  t  =  0 

1 1 .  x  -  e  cos  /,  y  =  e  sen  t  --  0 

12.  r  —  cosh  i ,  y  -  senh  l  z  —  /:  t  —  In  2 


13-14  Use  o  resultado  do  Excrcfcio  3  para  obter  equates  para- 
mctricas  para  a  reta  tangente  ao  gratico  de  r(/)  cm  em  termos  de 
nm  parametro  comprimento  do  arco  s. 


13,  r{f)  =  sen  /i  +  cos  rj  H-  4/ :  k ::  —  0 

14,  r{0  =  /i  +  /  j  +  v"y  —  /2k:  r$  =  ] 


15-18  Use  a  formula  K(0  =  T(/)  x  N(/)  para  obter  B{0  e  entao 
con  lira  sua  resposta  usando  a  Formula  (II)  para  cncontrar  B(0 
diretamente  de  r(>). 

1 5.  r{f)  -  3  sen  / i  +  3  cos  /  j  +  4/ k 

16,  r{f)  =  e  sen  t  i  +  e1  cos  r j  +  3  k 

1 7,  r(0  =  (sen  i  -  t  cos  /)  t  +  (cos  /  +  t  sen  /)j  +  k 

1 8.  r(0  =  a  cos  / i  +  a  sen  /  j  +  a k  {a  ^  0,  c  ^  0) 

19-20  E  neon  etc  T(/).  N(0  c  lt(0  para  os  va  Sores  dados  de  t.  Entao, 
cn  centre  equagdes  para  os  pianos  oscu  I  ad  or,  normal  e  rctificante 
nos  pontos  que  corrcspondcm  at] tide  valor  dc  /. 


1 9,  r(r)  =  cos  i  i  +  son  / j  +  k:  i  =  tt/4 

20.  r(f )  =  e  i  +  e  COS  /  j  +  e  sen  / k;  /  =  0 


2  J ,  (a )  U  se  a  fdmi  it  I  a  N (/)  -  B(/)  x  T(i )  e  as  Form  u  1  as  ( 1 )  c  ( 1 1 )  para 
mostrar  que  N(r)  pode  ser  espresso  em  termos  dc  r(/>  como 


r’{t)  X  rw(/) 
||r'(0  X  r"(0tl 


r;(0 

Wr'im 


(b)  Use  propriedades  do  produto  vetorial  para  mostrar  que  a 
formula  da  parte  (a)  pode  ser  ex  pies  sa  como 


(r "</>  X  r X  r '(f) 

II (r'<f )  X  r "(*))  X  r'(0|] 


(c)  Use  o  resukado  da  parte  (b)  c  o  Exerc/cio  4 1  da  Segao  1 2.4 
para  mostrar  que  N(0  pode  ser  exp  res  so  diretamente  cm 
termos  de  r(0  como 


onde 


u(0  =  l|r'(0[|V'(0  -  (r'(0  ’  rw(f))r'(r) 


22.  Use  o  resultado  da  parte  (b)  do  Excrcfcio  2 1  para  obter  o  vetor 
normal  unitdrio  requisitado  no 

(a)  Excrcfcio  5  (b)  Excrcfcio  9, 

23-24  Use  o  resultado  da  parte  (e)  do  Excrcfcio  21  para  e  Eicon - 
trar  N(/)+ 

23.  r (t)  =  sen  /  i  +  cos  t  j  +  /  k  24.  r{Q  =  /  i  +  /  '  j  +  f  k 
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t/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICfOS  DE  COMPREENSAO  13.4 


1. 


4. 


r'(p  T(r)  ,  r"(.v)  r'Q)  X  r"(f)  r'(s)  X  r "(s) 

W’W#  '  ttr''(i)H  ‘  llr'W  X  r"(f)ir  ||r"(S)|| 


13.5  CURVATURA 


Nesta  eomideratemos  o  p  table  ma  de  obter  uma  medida  mum  rim  de  quanto  emu  mu¬ 

se  iima  cuiva  no  espago  hi  ou  tridimensional  Nosso  res  it  It  ado  tern  aplicagoes  na  Geometria 
e  no  e  st  udo  do  ntovimento  ao  Ion  go  de  uma  fmjetdria  eurva. 


■  DEFINIQAODE  CURVATURA 

Suponha  que  C  seja  o  grafieo  de  uma  tuneao  vetorial  lisa  no  espago  hi  ou  tridimensional  para- 
merrizada  em  termos  do  comprimenlo  de  areo.  A  Figura  1 3.5.1  sugere  queT  para  uma  eurva  no 
espago  bidimensional,  a  ‘intensidade*’  de  encurvamento  de  C  esta  estrekamente  relaeionada  com 
dT/ds,  que  e  a  laxa  de  variagao  do  vet  or  tangenie  unitario  T  em  rdagao  a  s.  (Lembre  que  T  lem 
comprimenlo  constanle,  logo  somenie  varla  a  sua  diregao.)  Se  C  lor  uma  reia  (nao  ha  crscurva- 
memo),  entao  a  diregao  de  T  permanece  constanle  (Figura  1 3.5. 1  a)\  se  C  encurvar-se  ligeira- 
memo,  entao  T  passa  por  uma  gradual  mu  dang  a  de  diregao  (Figura  13.5.  \h)\  se  C  encurvar-se 
fortemente,  entao  T  pass  a  por  uma  rapkla  variagao  na  diregao  (Figura  13.5.3c). 

A  situagao  no  espago  tridimensional  e  mais  complicada,  pois  os  encurvamentos  de  uma 
eurva  nao  estao  limitados  a  urn  tinico  piano  -  eles  podem  oconrer  em  todas  as  diregftes,  contbrme 
ilustrado  pelo  eompltcado  lubo  plotado  na  Figura  1 3.  J  .3.  Para  deserever  completamenie  as  onrae- 
teristicas  do  eneurvamento  de  uma  eurva  no  espago  tridimensional,  devemos  levar  em  conta  dlhls, 
dNfds  e  dB/d$.  Urn  estudo  com  pie  to  desse  lupieo  nos  alas  (aria  muito  do  nosso  assume,  por  tan  to 
limilaremos  a  nossa  discussao  a  dT!dty  que  d  a  mars  import  ante  dess  as  derivadas  em  aplieagbes. 


13*5+1  DEFirsKAO  Se  C  for  uma  eurva  lisa  no  espago  bi  ou  tridimensional  parametri- 
zada  pelo  comprimento  do  areo+  entao  a  curvatura  tie  C\  denotada  por  k  =  k(s)  (ondc  k  e 
a  letra  grog  a  kappa),  e  delink!  a  por 

=  u”m  (i) 


tc(s)  = 


dT 

ds 


Observe  que  tc(s)  e  uma  fungao  real  de  s,  uma  vez  que  e  o  eomprimento  de  dT/ds  que 
mede  a  curvatura.  Em  geral,  a  curvatura  varla ra  de  ponto  a  ponto  ao  longo  de  uma  eurva; 
entretanto,  o  seguinte  exemplo  mostra  que  a  curvatura  e  constanle  para  cuculos  no  espago 
bidimens  tonal,  como  e  de  se  esperar. 


►  Exemplo  1  No  Exemplo  3  da  Segao  13.4t  most  ram  os  que  o  cfreulo  de  raio  cu  centrado 
na  origem,  pode  ser  parametnzado  em  termos  de  comprimenlo  de  arco  como 


Ass  ini, 
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e,  porianto,  por  (i), 

*C0  =  \\r"m  = 

de  modo  que  o  cfrculo  tem  a  curvatura  constante  1  la.  < 


O  excmplo  seguinte  mostra  que  as  relas  tetri  curvatura  zero,  o  que  e  consistcnte  com  o 
fato  de  que  el  as  nao  se  encurvain. 


►  Exemplo2  Vimos  na  Formula  (15)  da  Segao  13.3  que  uma  ret  a  no  espago  bi  ou 
tridimensional  pode  ser  parametrizada  em  term  os  do  eomprimento  tie  arco  como 


r  =  ro  +  au 

onde  o  porno  final  de  r(l  e  um  ponio  da  rota  e  u  e  um  vet  or  unitario  paralelo  a  reta.  Como  u  c 
r,;i  sao  eons tames,  suas  derivadas  cm  relagao  a  a  sao  zero  e  portamo 


Assim, 


r'<A)  =  —  ”™[  ro  +  au]  =  0  +  u  =  u 


dr 

=  ^-f 

ds 

ds 

drf 

d 

ds 

ds 

r  ff(s)  =  —  =  —In]  =  0 


*-c*>  =  k"(.v)|  =  o 


■  FORMULAS  PARA  A  CURVATURA 

A  Formula  (1)  e  aplicavel  somente  se  a  curva  estiver  parametrizada  em  termos  do  compri- 
men  to  de  arco.  O  teorema  seguinte  fornece  duas  formulas  para  a  curvatura  em  termos  de  um 
parSmeiro  qualquer  t. 


13.5.2  teorkma  Se  r (r)for  umafimgdo  veronal  lisa  no  e  spa  go  bi  ou  tridimensional, 
enido  para  cad  a  valor  de  t  no  qual  T(0  e  r  "(f)  exist  am,  a  curvatura  k  pode  ser  expressa 
coma 


K{i)  = 


irnoi 

|r'(r)l 


rf(Q  x  r»(Q| 
l|r'(OII3 


(2) 

(3) 


Dl.MONSlRACAO  (a) 

13,3  que 


Tcm-sc  a  partir  da  Formula  (1)  c  das  Formulas  (16)  c  (17)  da  Seqao 


dJ 

i/T/dl 

dJ/di 

 moil 

ds 

dsidl 

\\dr/dt\\ 

llr'fOII 

dkmonstra<;ao  (h)  Tem-se  a  panic  da  Formula  ( I )  da  Seqao  13.4  que 

r'(0  =  !|r'(f)||T(0  (4) 

r"(()  =  l|r'(f)ll'T(0  +  lir'(f)(|r(r)  (5) 

Mas  da  Formula  (2)  da  Seyao  ]  3.4  e  da  parte  (a)  desle  teorema,  lemas 

T'(0  =  l|T'(r)l|N(0  e  [|T'(/)||  =  (r(f)|[r'(r)]| 
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riam 

T(t)  =  *c(  f)||r'(0|N(0 

Sub  liluin  i  em  5  t  btem 

r"(0  =  ||r'(0ll^(/)  +  «(0llr,(/)|2Nfr) 

im,  c  4  c 

r'(f)  x  r"(0  =  ||r'(f)j|  ||r'(r)]|'(T(f)  x  T(f»  +  x(f)l|r'(/)||J(T(/)  x  N(O) 
a  r  ut  et  ria  e  um  et  rc  me  erne  m  &zer  ,  g  e  ae  uaga  im  ifica  am 

r'(0  x  r"(f)  =  fc'(f)t|r’r(f )!|3(T(f>  x  N(f))  =  /c(f)||r'(f)ll3B(/) 

Segue  e  ae  uaga  e  al  e  ueBf  €  um  el  runilfin  ue 

llr'(r)  x  r"(f)||  =  K(r)||r'(/)ll3 

Segue,  ema  ,  a  Formu  a  3  ■ 


A  Formula  (2)  $  ij til  se  T  f  for  conhecHto  ou  Tor  teci!  de  se  obter;  entreianto,  a  Formula  (3)  $er£  geralmertte  mate 
ticil  de  a  pi  i  car  uma  vez  que  e)a  envoi  ve  apenas  r  i  e  as  suas  derivadas.  Notamos.  rarnbem,  que  o  produto  va- 
torial  (oi  deEinldo  apenas  para  veicres  no  espapo  iridimenaional,  cte  rciodo  que  ao  u$ar  a  Formula  (3}  no  espa^o 
bidimensional  devemos;  primeiro,  escrever  a  fungao  r  j  =  x  i  i  +  y  t  j  do  espaco  bidiinensiona]  como  a  funcao 
r  r  =  .v  /  i  +  y  /  j  4-  Ok  do  espaco  tridimensional,  com  o  components  k  nulo. 


►  Exemplo  3 

n  ca>  0 


blenha  k  s  um  u  he  ice  eireu  ar 

x  —  a  cos  f,  v  —  a  sen  1 ,  z  =  ct 


r  =  2  c  /L  -f-  3  en  rj 


Soluqao  et  r  ica  a  he  ice  e 

r(f )  =  a  cos  ri  4  a  sen  t  j  4  cfk 
im, 

r'{7)  =  {—a  sen  t)i  4-  a  cos  t  j  -I-  ck 
r "(/)  =  (—a  cosf)i  +  (— &  sen  r)j 


r'(0  x  r"(0  — 


i  J  k 

-a  sen  /  a  cos t  c 
a  cos  t  —a  sen  /  0 


=  (ac  sen  0*  —  (&c cos  t)  j  4  a2  k 


P  rtant  v 


r'COII  —  \/  {—a  sen  t)2  4  (a  cos  i)2  +  c2  =  yfa1  4  c2 


a 

c  » 


|| rr<r)  X  r"{;)||  =  ^ j (ac sen  f)~  4  (—ac cos  t)2  4  a4 

—  -x fa2c -  4  a4  —  a Va2  4  c2 


x  (0  = 


\t)  X  r"(f)ll  a\Ui2  4  c2  a 


II r' (Oil3  (vV  4  c2)3  + 

le  ue  k  n a  e  en  e  e  /,  ua  n  iz  ue  a  he  ice  tem  cur  atura  c  n  tantc  < 


>  Exemplo  4  grafic  ac  uaga  ct  ria 

r  =  2  cos  ri  4  3  sen  r  j  (0  <  t  <  2 tz) 

^uei  e  a  Figura  1 3  5  2  blenha  a  cur  atura  aei  en  e  trem  ei  mai  re 
men  rf  cue  um  recur  grafic  c  in  utaci  na  ara  gerar  grafic  e  tc  t 


Figura  1 3.5.2 


Capitulo  13  f  Fun^oes  Vetoriais  0$5 


Soluqdo  Para  a  pi  i  car  a  Formula  (3),  devemos  traiar  a  el  ipse  como  Lima  curva  no  piano 
at  de  um  slstema  de  eoordenada.vvz,  adicionando  uni  coniponentc  k  zero  e  escrevendo  sua 
equacao  como 

r  —  2  cos  H  +  3  sen  t  j  +  Ok 

Nuo  c  essencial  escrever  o  com  pone nte  k  zero  ex  pi  ici  tame  nte,  desde  que  lembremos  que  ele 
esteja  la  quando  calcularmos  uni  prodnlo  vetoriaE.  Assim, 

r  f(t)  —  {— 2$en/)i  +  3cosij 

r"(f)  =  (— 2cosf)i  +  (  —  3  sen  r)j 


r'(/)  x  r"(/) 


i  j  k 

-2  sen/  3  cos/  0 
-2  cos/  —3  sen  t  0 


“  [(6  sen2/)  H-  (6eos2/)]k  =  6k 


Pori  an  to. 


lo&o 

%-F 


t|r'(/)ll  =  V  (—2  sen  /)“  -F  (3  cos  t)2  —  y  4  sen"  /  +  9 cos2  r 
|[ry(0  x  r"(r)|j  =  6 

__  l|r  (/j  x  r"(Q||  =  6 

n  }  I|r'(/)IP  1 4 sen2/  +  9cos2  f|V2 


Os  extremes  do  eixo  men  or  sao  (2, 0)  o  (—2, 0),  que  correspondem  a  r=  0  e  /  =  n,  respcetivamcn- 
le,  SubstUu indomes  valores cm  (7),  oblem-se a  mesma curvature  em  ambos  os  pomos,  isto  e. 


k  =  k(  0)  =  Kin)  = 


6 

q3/2 


6 

27 


2 

9 


Os  extremos  do  eixo  maior  sao  CO,  3)  e  (0,  —3),  que  correspondem  a  I  ~  tt/2  e  /  =  3jz72,  respec- 
tivamente;  por  (7),  a  curvature  nesses  pontos  e 


43/2 


3 

4 


Observe  que  a  curvature  e  maior  nos  extremos  do  eixo  maior  do  que  nos  extremos  do  eixo 
menor,  como  era  de  se  esperar.  A  Figure  13. 5 A  moslra  o  graftco  de  k  versus  /,  Esse  grabeo 
i  lustra  niti  dame  nte  que  a  curvature  e  minima  cm  1  -  0  (oextremo  dire  ito  do  eixo  men  or),  ores- 
cc  ate  um  maximo  em  /  =  tt/2  (o  Lopo  do  eixo  maior),  deeresee  ale  um  mfnimo  ouira  vcz  em 
t  =  7i  (o  ex  nemo  esquerdo  do  eixo  menor)  e  cemtinua  cidicamenie  dessa  maneira.  A  Pig  Lira 
13.5 .4  Torn  ece  u  in  a  o  lj  1  ra  m  a  ne  i  ra  d  e  v  is  mi  1  i  zar  a  c  u  r vatu  ra .  4 


_ b _ _ 

[4  sen2  /  +  9  cos2  dy3 


Figure  13,5*3 


□  a  2 

■  03 

□  0,4 

□  03 

m  03 

■  0,7 


■  RAID  DE  CURVATURA 

No  ultimo  exemplo,  verificamos  que  acurvatura  nos  extremos  do  eixo  menor  c  -  c  a  eurvatu- 
ra  nos  extremos  do  eixo  maior  e  Para  obter  um  melhor  enfendimento  do  signilicudo  desses 
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*  y 


Figura  13*5,5 


Cfreulo  osculador 


Figura  13*5.6 


Mo  espatjo  bidimensional  «fa) 
£  a  magnitude  da  taxa  de 
variate-  de  P  em  relagao  a  s 

Figura  13*5*8 


X 


numeros,  Icmbrc-sc  c|uc  no  Excmplo  1  vim  os  quo  urn  cfreulo  de  raio  a  tem  urna  curvatura 
con  stan  te  de  1  fa;  ass  ini,  a  curvatura  da  cl  ipse  nos  extremes  do  eixo  me  nor  c  iguul  a  dc  um 
cfreulo  de  raio  |  e  a  curvatura  nos  exiremos  do  eixo  maior  i  iguaE  a  de  um  cirailo  de  raio  j 
(Figura  13.5,5 ), 

Em  geral,  se  uma  curva  C  no  espaqo  bidimensional  tem  curvatura  k  no  ponto  P ,  en- 
lao  o  cfreulo  de  raio  p  =  Uk  que  tenha  em  comum  uma  tangente  com  C  cm  P  e  centre  no 
l  ado  edneavo  da  curva  cm  Pt  c  chamado  de  area  to  de  curvatura  o  u  circuit)  osculador  em 
P  (Figura  13.5,6)*  O  cfreulo  osculador  c  a  curva  C  nao  somente  tocam-se  cm  P,  mas  Lem  a 
niesnia  curvatura  naqucle  ponto,  .Nessc  sentido*  o  cfreulo  osculador  c  o  cfreulo  que  melhor 
aproxima  a  curva  C  na  vi/inlianga  de  P ,  O  raio p  de  um  cfreulo  osculador  em  Pi  chamado 
dc  raio  de  curvatura  cm  P  e  o  centre  do  cfreulo  e  chamado  dc  centra  de  curvatura  em  P 
(Figura  13.5.6), 


M  UMA  1NTERPRETAQAO  DA  CURVATURA  NO  ESPAQO  BIDIMENSIONAL 

Uma  imerpretagao  geometrica  titil  da  curvatura  no  espago  bidimensional  pode  ser  obtida  con- 
sidei  undo  o  angulo  p  medido  no  sentido  anii-hordno  a  parlir  do  eixo  _v  positive  ate  o  vetor 
tangente  unitdrio  T  (Figura  13*5.7).  Pela  Fdrmula  (12)  da  Scgao  E 2*2,  podemos  expressar  T 
cm  term  os  de  o  eonio 


Assim, 


do  que  obtemos 


T  (p)  =  cos  pi  +  sen  0  j 


dT 

d<p 

£T 

ds 


(—  sen  p)i  +  cos  pj 

dTdp 

dp  ds 


K(S)  = 


d  T 

dp 

d  T 

dp 

ds 

ds 

dp 

ds 

—  sen  p)2  4*  cos2p  = 


dp 

ds 


Em  resume,  most  ram  os  que 


o  que  nos  diz  que  a  curvatura  no  espaqo  bidimensional  pode  ser  inierpretada  eonio  a  magnitu¬ 
de  da  taxa  dc  variagao  de  p  com  rclagao  a  s  —  quanto  maior  for  a  curvatura,  niais  rap i do  varia 
o  em  relagao  a  s  (Figura  1 3.5*8).  No  easo  de  uma  reta*  o  ftngulc  6  6  constants  (Figura  13.5.9) 


e,  eonsequentemente,  k(s)  -  \ 
curvatura  zero  em  todo  ponto. 


=  0,  o  que  e  consistcnte  com  o  fato  dc  que  a  rcta  tem 


■  RESUMO  DAS  FORMULAS 

Conclumios  esta  seqao  com  um  resume  das  formulas  para  T,  Nell,  Essas  formulas  on  for  am 
deduzidas  no  texto  ou  sfio  faeilmente  deduziveis  de  formulas  jd  esiabelecidas. 

T m  =  r'tsi  (9) 


1  d T  _  r  r(v)  _  r"($) 
k(s)  ds  !|r"(j)||  *:($) 


ao) 


r'(.y)  X  r"Q)  _  r'(.v)  X  r"(y) 
||r"(s)||  “  Mi 
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<l>  e  constante,  logo  a 
feta  tern  curvatura  Eero, 


Figura  13*53) 


T(f)  = 


r  '(Q 
l|r'(f)fi 


02) 


r'(t)  X  r"(f) 
llr'fO  x  r"(/)|| 


(13) 


N(f)  =  B(f)  X  TO) 


(14) 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  13.5 


( Verpagina  900  para  respostas.) 


1.  $e  C  for  uina  curva  lisa  parametrizada  pelo  comprimento  de 

arco,  cntSo  a  eurvaiura  6  dcfmida  por  fc{x  )  = _ * 

2,  Seja  r(n  lima  fmiyao  vetoiial  lisa  com  curvatura  ff(r). 

(a)  A  cuiT'iiiini  podc  ser  exprcssa  cm  tcrmos  do  T'(/)o  r'(f) 

como  k(t)  = _ _ _ 

(b)  A  curvatura  pode  ser  expressa  diretamente  em  tcrmos  de 

r'(t)  e  r"(/)  como  x  (/)  =  . 


3.  Suponha  que  C  seja  o  grail  co  de  urn  a  fungao  v  eternal  lisa 
r(s)  =  tv(s),  v(i))  parameirizadopelo  comprimenio  de  arco. 
com  vetor  tangente  imitario  TOO  =  {cos^(s).  sen  <j?(s)}.  En- 
tao  a  curvatura  podc  ser  express  a  em  tcrmos  de  <^(s)  como 
k‘(s) 

4,  Suponha  que  C  seja  uma  curva  lisa  e  que  ,v2  -f  y2  =  4  seja  o 
circuit)  osculador  de  C  em  jP(1h  V3).  Enifio  a  eurvaiura  de  C 
cm  P  6 


EXERCICIOS  1 3.5  H  Recurso  Grafico  [c]  CAS 


EMFOCANDO  CONCEITOS 


1  -2  Use  o  circuit)  osculador  mosirado  na  llgura  pam esiimar  a  cur- 
vatura  nos  ponlos  indicados. 


3-4  Para  uma  curva  plana  y  -  fix),  a  cnrvtura  em  (.\*/(  a))  6  uma 
t'ungao  fcJU).  Nestes  excrete i os  sao  mostrados  os  gr&licos  de/U)  e 
de  jc(jc).  Determine  qual  dqual  c  explique  seu  ruciocmio. 


5-12  Use  a  Formula  (3)  para  encontrar  x(f). 


5*  r(t}  =  f2i  +  t 'j  6,  r(0  =  4co$  d  +  sen  rj 

7.  r{0  =  /'  i  +  e  j  8*  x  =  I  -  r\  y  - 1  -  f2 

9,  r(0  =  4  cos  t  i  +  4  sen  /  j  +  t k 

10.  r((>=fl  +  |/2j  +  jrJk 

11.  x  —  cosh  /,  v  —  senh  rf  z  —  t 

12.  r(0  =  i  +  rj  +  f'k 

13-16  Qb ten  ha  a  curvatura  e  o  raio  de  curvatura  no  ponto 
dado. 

1 3.  r(r)  =  3  cos  /  i  +  4  sen  0  + 1  k;  r  =  nil 

14.  m^ei  +  e  'j  +  ik:  t  =  0 

15.  x  -  e  cos  ;.  y  -  e  sen  /,  z  —  e:  i  ~  0 

16.  ,v  —  sen  t,  y  =  cosi\  z  =  /  —  0 

At 

1 7-13  Conlirme  que  s  6  um  para  met  io  comprimcnto  dc  arco  mos- 
t  run  do  que  ||  rfvfrfs  ||  —  i  e  entao  aplique  a  Formula  <  I)  para  deter- 
min  at  tc(s)< 
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17.  r  =  sen^l  +  0i  +  cos(l  +  -)  j  +  V5  (j  +  -  J  k 

IS.  r  =  (I  -  4-  (f  i  (0  5  £  <  l) 

1  9.  (a )  L  'so  a  Form ula  ( 3 )  para  m ost  rar  quo  no  cspag o  bi  di  in ens  i  o- 
nal  a  curvatura  do  uma  curva  purametrica  lisa 


e 


x—x(t),  V  “>’(/) 


re  C  O 


\xfv,f  _  v*x»  I 


(a'2  +  V^)3/2 


on  do  as  linhas  denotam  dtfereneiagao  cm  rclagao  a  j. 

(b)  Use  o  result  ado  da  pane  (a)  para  most  rar  quo  no  espago  hi* 
dimensional  a  curvatura  da  curva  plana  dad  a  per  y  -  /(a)  e 


*'(*)  = 


[d2y/dx2\ 

1 1  +  (dy/dx)2  j1'2 


R  35.  /(a)  -  .xe  ‘  para  0  <  v  <  5 
R  36.  f{x)  —  a'  ”  .v  para  - 1  <  x  <  1 


37.  (a) 


Leia  o  manual  sob  re  o  ealculo  de  derivadas  de  ordens  su  pe¬ 
ri  ores  mim  CAS,  Entile,  use  o  CAS  e  a  parte  (b)  do  Exerct- 
cio  19  para  obter  k (a)  para  f(x)  =  a  -  2a", 

Use  o  CAS  para  gerar  o  grafico  de  /(a)  —  a4  -  2c  e  ^(a)  na 
inesma  tela  para  -2  <  x  <  2, 


(c )  Obten  h  a  o  ra  i a  de  cu  r  vat  li  ra  erne  ada  ex  l re  mo  rclat  l  vo . 

(d )  Faga  eo m  pree  i  sao  ra zoavel  it  m  e  sbogo  a  mao  do  g nl  I  i  eo  de 
fix)  —  a4  -  2a  e  dos  e  3  real  os  oxen  I  adores  em  suns  propor- 
goes  cone  las  nos  ex  hem  os  relatives. 


£j  38.  (a) 


Use  um  CAS  para  fa/.er  o  gruiico  da  eurva  pararndti  ica 
x  =  /  cos  y  =  /  sen  /  para  ( >  0. 


(b)  Faga  uma  conjectura  sobre  o  com  portamento  do  e(0  quan- 
do  /  — *  +r>o. 


|  Sugestcio:  expressc  y  -  /(a)  parametricamente  com  a  -  i 
conio  o  parametro.  J 


20.  U  se  a  pa rte  ( b )  do  Exere  ici  o  \  9  pa  ra  in  ost  rar  q  tie  a  curva  tu  ra  de 
y  -  fix)  pode  ser  expressa  em  termos  do  angulo  de  mclinagac 
da  reta  tangenle  como 


x(4>)  = 


d2y  3 , 

— y  COS  ip 
dxl 


[Sugestfio:  tg  q  -  dy/dx] 


21-26  Use  o  resuUado  do  Exereieio  19(b)  para  obter  a  curvatura 
no  ponto  dado. 


(c)  Use  o  CAS  e  a  parte  (a)  do  Exereieio  19  para  obter 

(d )  Con  f  i  ra  s  u  a  eon]  ectu  ra  e  neon  Iran  do  o  I  i  m  i  te  de  k  ( /)  q  u  a  nT 
do  /  — ^  +exm 

39.  Use  a  formula  do  Exereieio  19(a)  para  moslrar  que.  para  tuna 
curva  em  coordenadas  polares  desert ta  por  r  -  f(0),  a  curva¬ 
tura  e 


*m  = 


r~  +  2 


dr 

dO 


—  r 


d2r 


dr 

~d0 


V2 


21 .  y  =  sen  a;  a  ~  n! 2  22.  y  =  a73;  a  =  0 

23.  y=  I/a;  x—  \  24.  y  =  e  a  =  1 

25.  y  =  tg  A;  x  —  tt/4  26.  y"  -  4a?  =  9;  (2.5) 

27-32  Use  o  resultado  do  Exereieio  19(a)  para  determinar  a  cur- 
vat  Lira  no  ponto  dado. 

27.  a  =  r,  y  =  r\  t  -  i 

"  £ 

28.  a  =  4  cos  i.  y-  sen  n  t  =  n/2 

29.  x=e*\y  =  e~\  f  =  0 

30.  a  —  I -t\y  =  t-th  i ™  1 

31.  a  =  t,  y  ~  I  ft ;  /  =  1 

32.  a  =  2  sen  It.  y  =  3  sen  f;  t  =  jt/2 

33.  Em  cada  parte,  use  as  formulas  do  Exereieio  19  para  ajtidar  a 
determinar  o  raio  dc  curvatura  nos  pom  os  dados.  Entao.  esboce 
o  gmlteo  junto  com  os  drculos  osculadores  nesses  pontos. 

(a)  y  -  cos  x  em  a  ~  0  e  x  =  n 

(b)  a  -  2  cos  L  y  =  sen  t  (0  <  t  <  In)  em  /  -0c/  =  nil 

34.  Use  a  formula  do  Excreta n  19(a)  para  obter  k(i)  da  curva 
a  =  e  cos  u  y  -  e  sen  / .  Entao.  esboce  o  graiico  de  «{(). 


35-36  Use  um  recur  so  grallco  para  gerar  o  grifieo  de  y  -  f(x)  e 
entao  faga  uma  conjectura  sobre  a  forma  do  grdlico  de  y  =  k (a). 
Con  lira  sua  conjeci  ura  gerund  o  esse  grdbeo, 


[Sugestao:  Seja  0  o  paramerro  e  use  as  re  J  agues  a  =  r  cos  0, 
y  =  r  sen  &.] 

40.  Use  o  resultado  do  Exereieio  39  pain  mostrarque  utn  cfrculo 
tern  curvatura  const  ante. 


41-44  Use  a  formula  do  Exereieio  39  para  obter  a  curvatura  no 
ponto  indieado. 


41.  r-  1  +  cos  (h  0  —  7 r/2  42.  r—e~\  0=  I 

43.  r  =  sen  3£?;  9-0  44.  r-0\  (3=1 

45.  A  ligura  ubai  xo  6  o  grafico  do  raio  de  curvatura  versus  0  em  co¬ 
ordenadas  reta ngu lares  da  eardidide  r—  1  +  cos  /).  Ein  palavras. 
cxpliquc  o  que  o  grdtieo  nos  diz  sobre  a  cardioide. 


Figu  ra  Ex-45 


•••y;  46.  Use  a  formula  do  Exereieio  39  e  um  recurso  grafieo  para  gerar 


o  grafiico  no  Exereieio  45. 
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47.  Obtcnha  o  raio  de  curvaiura  da  parabola  y  =  4 px  cm  (0, 0). 

48 .  Em  qu  a  I  ( i  s)  po  tit  o(  s)  y  -  e  tern  cur  vat  n  r  a  m  ax  i  in  a? 

49.  Em  qua] (is)  ponto(s)  4  a"  +  9y?  =  36  tern  raio  de  curvaiura 
mini  mo? 

50.  Obtcnha  o  valor  tie  a.  x  >  0.  onde  y  =  x  lein  curvaiura  maxima. 

51.  Obtenha  os  valores  maxi  mo  c  mfnimo  do  raio  de  curvaiura  da 
curva  .v  =  cos  t,  y  =  sen  Lz  -  cos  l 

52.  Obtenha  o  valor  mfnimo  do  raio  de  curvaiura  da  curva  .t  =  e . 
y  =  e\z  =  V2r. 


ponto  P  para  formar  uma  curva  C .  entao  diremos  que  C,  e 
C.  fazem  um  a  framit^ao  llm  em  P  sc  a  eurvatura  de  C  for 
con  turn  a  cm  P. 

57.  Mostrc  que  a  transigao  ern  x  —  0  da  iota  horizontal  y  -  0  com 
x  <  0  para  a  parabola  y  =  x2  com  x  >  0  nao  6  lisa,  enquamo 
que  a  transigao  para  y  =  x  com  x  >  0  6  lisa. 

58.  (a)  Esb occ  o  gra  I  i  co  da  c u r  va  dcf  i  n  i  da  po  r  p aiics  por  y  =  x2 

para  x  <  0.  y  =  x 3  para  x  >  0. 

(b)  Mo st re  que  para  a  curva  da  parte  (a)  a  mansion  em  x  =  0 
nao  6  1  isa. 


53.  lisc  a  formula  do  Exerddo  39  para  rnosirar  que  a  curvaiura  da 
curva  polar  r  =  e“a 6  inversarnenLe  proporcional  a  i\ 

■  1 54.  Use  a  formula  do  Exe radio  39  c  uni  CAS  para  rnosirar  que  a 
curvaiura  da  lemniscata  r  =  yt/  cos  29  6 dirctamienie  propor¬ 
tional  a  r. 

55,  (a)  Use  o  resultado  do  Exendcio  20  para  mostrar  que  para  a 

parabola  y  =  jP  a  eurvatura  xj(c6)  nos  pontos  em  que  a  ret  a 
tan  gome  tern  mu  angulodc  mellnagao  dc  q  6 

K‘(<p)  “  [2cos^0f 

(b)  Use  o  resultado  da  pane  (a)  para  encomrar  o  raio  de  cur- 
vatura  da  parabola  no  ponto  da  parabola  ern  que  a  reta  tan¬ 
gents  tem  inelmag^o  L 

(c)  Faga  Ltm  esbogo  de  precislo  razoavd  na  proporgao  que 
mostre  o  cfrculo  osculador  no  ponto  da  parabola  em  que  a 
ret  a  tangente  te  rn  incli  nacao  1 . 

56.  A  evoluta  dc  urn  a  curva  paramdrica  lisa  C  no  espago  bidimen- 
s  ton  a  I  6  a  curva  formacla  pel  os  centros  de  curvaiura  tie  C.  A 
figura  abaixo  mosira  a  el  ipse  v  =  3  cos  U  y  =  2  sen  t  (0  <  t  <  2jt) 
e  o  grflico  da  evoluta  nutn  mesmo  si  sterna. 

(a)  Quais  pontos  da  evoluta  correspondem  a  i  =  0  e  t  =  .t/2? 

(b)  Em  que  sen  lido  6  irugada  a  evoluta  quando  f  cresce  de  0  a 

jy-j(  . 

(c)  Com  quo  se  parece  a  evoluta  de  um  cfrculo?  Explique  sen 
raciocfmo. 


f’igura  Ex-56 


EMFOCANDO  CONCEITOS 


67^62  Nestes  cxcrcicios,  nos  ocuparcmos  do  problems  dc  crlar  uma 
Curva  lisa  uniem  jurttando  pedagos  separados  de  du as  cur- 
vas  lisas.  Sc  duas  curva s  lisas  C,  c  C,  forem  juntadas  em  urn 


59,  A  figura  abaixo  m ostia  o  arco  dc  uni  cfrculo  dc  raio  r  com 
centre  cm  (0,  r).  Determine  o  valor  dc  a  que  garante  uma 
transigao  lisa  do  cfrculo  para  a  parabola y  -  o.U  no  ponto  cm 
que  a  =  0. 


Jugura  Kx-59 


60.  Determine  a,  b  c  c  tais  que  haja  uma  iransigao  lisa  cm  x  =  0 
da  curva  y  -  /  com  x  s  0  para  a  parabola  y  -  ax2  +  bx  +  c 
com  x  >  0.  [ Si {gc stela:  a  curvaiura  e  contfnua  nos  pontos  cm 
que  y>!  for  comfnua.] 

61,  S  upon  ha  que  /  seja  uma  fungao  tal  que  f’\x)  esteja  deli- 
nida  para  todo  x  <  0.  Explique  por  que  e  sempre  possivel 
enconlrar  mi  meres  a ,  b  e  c  tais  que  exista  uma  iransigao 
lisa  cm  x  =0  da  curva  y  =  fix),  x  <  0,.  para  a  parabola 
y  =  ax2  Hh  bx  +  c. 


62.  No  Excrcfcio  60  da  Scgao  1 1 .2.  deEinimos  a  c spiral  dc  Cor- 
n u  pa r u mei  ri can tente  com o 


Essa  curva.  cujn  grdfico  esia  ilustrado  na  figura  da  proximo 
pagina.  6  usada  no  pi  a  nej  a  men  to  de  rodevias  para  criar  uma 
iransigao  gradual  dc  uma  cstrada  reta  (curvaiura  zero)  para 
uma  rampa  dc  saida  com  curvaiura  posidva. 

(a)  Exprcssc  a  ospiral  do  Cornu  como  uma  fungao  veto- 
rial  r(f)  c.  etuao,  use  o  Teorcma  J  3.3.4  para  rnosirar 
tjuc  s  -  t  €  o  para  me  mo  comprimento  de  arco  com 
ponto  de  referenda  (0,  0). 

(b)  Substitua  t  por  s  e  use  a  Formula  ( I )  para  rnosirar  que 
k.  ly )  =  rr  |  s  j,  [No to:  se  s  >  0,  entao  a  curvaiura  k (.r)  = 
jT .¥  crcscc  a  parti r  dc  0  a  uma  taxa  constante  cm  relagao 
a  s.  lsso  torna  ossa  espiral  ideal  para  unir  uma  esirada 
curva  com  uma  cstrada  reta . j 

(c)  (!)  que  acontece  com  a  eurvatura  da  espiral  dc  Cornu 
quando  s  —>  +x?  Ern  pa  lavras,  explique  por  que  isso  d 
consisicnte  corn  ognifico. 
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63-66  S upon ha  quo  s  sej  a  um  par&meiro  comprimento  do  arco 
para  Lima  fungao  vetorial  lisa  r(i)  no  espago  e  que  dT ids  e  d  N Ids 
extsiam  cm  cada  ponto  da  curva.  (Isto  implica  quo  dB/ds  tambcni 
exLsic,  ja  que  B  =  T  x  N.) 


63.  Most  re  quo 


f/T 

—  —  ff(.f)N(y) 
as 


e  use  esse  resultado  para  obier  as  formulas  em  (10). 


Use  as  duas  primeiras  formulas  de  Frenet-Scrret  e  o  Into  de  que 
r  '(i  )  =  T  se  r  =  r(.y)  para  mostrar  que 

[r f{s)  X  r "($)]  •  r f,f(s)  r»  x  r "($) 

l|r'V)l[*  e  "  ]|r"(j)B 

67.  Use  os  result  ados  do  Exerdcio  66  e  do  Exercfcio  30  da  Scgao 
13.3  para  mostrar  que  para  a  h el  ice  circular 

r  =  a  cos  I1  i  +  a  sen  f,j  4-  crk 

com  ci  >  0.  a  torgao  e  o  vetor  h  i  normal  sa o 


c 


onde  w  =  'Ja1  +  c2  e  s  tern  ponto  de  referenda  0. 0), 

68.  (a)  Use  a  regra  da  cadeia  e  as  duas  primeiras  formulas  de  Fre- 
net-Serret  do  Exercicio  66  para  mostrar  que 


64.  (a)  Mostre  que  d  B Ids  6  perpendicular  a  B(.v). 

(h)  Mostre  que  d  B fds  e  perpendicular  a  TV).  [Sn^eskla:  use 
o  fa  to  de  que  B(.v)  6  perpendicular  a  ambos  T(.v)  e  N(.v)  e 
diferencie  B  ■  T  em  relagao  a  vr] 

(c)  Use  os  result  ados  das  partes  (a)  e  (b)  para  mostrar  que  d  Bids 
e  um  mdltiplo  e scalar  de  N(s>.  O  ttegativo  desse  escalar  e 
chamado  dc  torgao  de  r(s)  e  e  denolado  por  t(j),  Assim, 

r/B 

--  =  —  r  (.v)N(.v) 
as 

(d)  Mostre  quo  t(s)  =  0  para  todo  s  se  o  grafico  dc  r(.s)  situ  ar¬ 
se  mint  piano,  [Noia:  por  razoes  que  nao  discutiremos  aqui, 
a  torgau  esLa  relacionada  ao  re  t  ore  i  memo  de  unia  curva*  e 
r(j)  d  eon  si  dorado  co  mo  uma  modi  da  numdrica  da  tenden- 
cia  da  curva  lorccr-se  para  tbra  do  piano  Osculador.j 


T  =  Ksf  N  e  it  =  -ks'T  4-  r  s'B 

onde  as  I  in  has  denotam  diferenciagaoem  rclagao  a  /. 

(b)  Mostre  que  as  Formulas  (4)  e  (6)  podem  ser  escritas  na 
forma 

r'(f)  =  sfT  e  r'(t)  =  s"T  +  k(/}2  N 

(c)  Use  os  re  suit  ados  das  partes  (a)  e  (b)  para  mostrar  que 

r  '"(f)  =  [  v"'  -  0(.t'  )3lT 

+  [3*rs's"  +  +  *r  (*')-*  B 

(d)  Use  os  resuUados  das  partes  (b)  e  (e)  para  mostrar  que 

,  ,  [*%)  X  r*m  -r'"(0 

T(0  =  - — - rr — ■ 

II  r '(f)  X  r"(/)ll2 


65.  Seja  k  a  cliit at  Lira  de  C  e  r  a  torgao  (deli  ni da  no  Exercfcio  64). 
Difereneiando  N  =  B  x  T  com  relagao  a  ,v\  mostre  que  d  N ids  = 
~ttT  +  tB. 

66.  As  seguintes  derivadas,  eonheddas  como  formulas  de  F re  net 
- Serret ,  sac  fundamentais  na  teoria  das  curvas  no  espago  tndi- 
memionah 

d  T.7 ds  -  k  .N  |  Exerc icio  63  J 

d  Wds  =  — icT  +  t  B  ( Exercfdo  65] 

d  B/ds  =  -t  N  |  Exercicio  64(c)] 


69-72  Use  a  fdimula  do  Exercfeio  68(d)  para  obter  a  torgao 
r  =  r(0- 

69.  A  eubica  torcida  r(r)  =  2fi  + 1 ~ j  + 

70.  A  hdlice  eiicnlar  r(>)  ™  a  cos  t\  +  a  sen  tj  +  r/k 

71.  r(/)  =  Si  +  e-’  i  +  y/ltk 

72.  r(r)  —  (/  -  sen  i)  i  +  (1  -  cos  /)j  + 1  k 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COIWPREENSAO  13.5 


2.  (a) 


|T'(')« 

|r'(0l! 


[r'LD  X  r"(/)  || 

I!  r '(Oil 5 


4. 


1 

2 
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1 3.6  MOVIMENTO  AO  LONGO  DE  UMA  CURVA 


Em  segdes  anienores,  considemmos  o  movimento  de  uma  parr  feu  la  ao  longo  de  uma  ma. 
Numa  reta  lid  apenas  dots  semidos  nos  quids  a  particula  pode  mover-se  -  o  sen  (Ido  positive 
on  o  negative.  O  movimento  no  espago  hi  on  tridimensional  e  main  complicado,  pots  fid 
uma  infinkkide  de  dire  goes  s  eg  undo  qua  is  uma  particula  pode  mover-se.  Nesta  segno, 
most  rare  mos  como  os  ve  tores  pod  cm  scr  its  ad  os  para  analisar  o  movimento  ao  longo  de 
cittvas  no  e  spa  go  hi  on  tridimensional. 


0  cofffprimerito  60  vetor 

velogEdade  e  a  vslocidade 
escalar  da  particula  e  a 
direct  e  sentido  go  vetor 
velocidade  £  a  diregao  e 
sentido  do  movimento. 


Figura  13  A 1 


9  VELOCIDADE  E  ACELERAQAO 

Vamos  supor  que  o  movimento  de  uma  particula  no  espago  hi  on  tridimensional  seja  dcscrito 
por  uma  fungao  vetoriaJ  lisa  r(t),  na  qual  o  par&metro  r  denola  0  tempo;  chamaremos  isso 
d e  fungao  posigao  ou  trajetdria  da  particula.  Qttando  a  particula  sc  move  ao  longo  dc  sua 
Irajetdna,  a  diregao  e  o  sentido  do  movimento  e  a  sua  velocidade  podem  variar  de  instante  a 
in  stan  tc.  Assim,  antes  dc  podermos  cmprccndcr  a  ana  lise  de  um  hi  I  movimento,  precisamos 
ter  claras  as  respostas  para  as  scguiiiies  qucstoes: 

+  Quais  sao  a  diregao  e  0  sentido  do  movimento  da  particula  em  um  instante  do  tempo? 
•  Qual  e  a  velocidade  da  particula  em  um  instante  do  tempo? 

Defmiremos  a  diregao  c  0  sentido  do  movimento  no  instante  /  como  sendo  a  diregao  e  o 
sentido  do  vetor  tan  genie  tmit&rio  T(f),  e  defimremos  a  velocidade  e  scalar  como  sendo  ds/dt 
-  a  taxa  de  variagao  instaiuSnea  do  comprimento  de  arco  perconido  pel  a  paiiicula  desde  um 
porno  de  referenda  arbitrario.  Dan  do  um  passo  mais  adiame,  combinaremos  a  velocidade 
esc  alar  com  a  diregao  e  o  sentido  do  movimento  para  format  0  vetor 


V(0  =  £«,) 
dt 


(l) 


que  chamamos  de  fungao  velocidade  vetoriaL  ou  simplesmente,  velocidade  da  particula  no 
instante  t\  Dessa  forma,  cm  cada  instante  do  tempo  o  vetor  velocidade  v(f)  aponta  na  diregao 
e  sentido  do  movimento  e  tern  uma  magnitude  que  6  igual  a  velocidade  escalar  da  particula 
(Figura  13.6.1). 

Lembre-se  dc  q ue  para  o  movimento  ao  longo  de  uma  reta  coordenada  a  fungao  velo¬ 
cidade  e  a  derivada  da  fungao  posigao.  O  mesmo  e  verdadeiro  para  o  movimento  ao  longo  de 
uma  cui  va,  uma  vcz  que 

dr  dr  ds  ds 

—  =  “  ^77T(0  =  VW 

dr  ds  dt  dt 

Para  o  movimento  ao  longo  de  uma  reta  coordenada,  a  fungao  aceleragao  foi  definida  como 
sendo  a  derivada  da  fungao  velocidade.  A  ddimgao  6  a  mesma  para  o  movimento  ao  longo 
de  uma  curvy. 


13,6, 1  OFF  IN  ICAO  Se  rid)  for  a  fungao  posigao  de  uma  partial  la  em  movimento  ao  longo 
de  uma  curvu  noespago  bi  ou  tridimensional,  eniao  a  velocidade  veto  rial,  a  aceleragao  e  a 
velocidade  escalar  instant  an  eas  da  particula  no  instante  t  sao  de  End  das  por 


velocidade  —  \{t)  — 


dr 

dt 


aceleragao  =  a(f)  “ 


dv  d'r 
dt  dt2 


velocidade  escalar  —  j|v(f)||  = 


ds 

dt 


(2) 

(3) 

(4) 
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Como  mostramos  na  Tabela  13,6, 1,  a  posigao,  a  velocidade  e  a  aceleragao  podem  tam- 
hem  scr  cxprcssas  cm  forma  dc  cumponentes. 


Tabda  13.6,1 


ESP  AC'O  III \ 31  Ml  iNSIONAT , 

ESPA(,X )  TI?  II  )IMI S'NS  IONAL 

i’OSlCAO 

r(0  =  40i  +  y  (Oj 

r(r)  =  jc(0i  +  y(0 j  +  z(/)k 

VKLOCJDADfc 

,  i  dx .  dy  . 

, ,  dx .  dy .  dz . 

v(f)  =  —  1  +  J  +  T  k 

dt  dt J  dt 

ACEHiERACAO 

a(0  =  d%  i  +  f P 
dr  dr 

,Vl  d2x .  d2\ .  d2z* 

a(t)  =  pj+ 

dr  dr  dr 

VHXJC’IOADfi 

rscAi.Aii 

■  ves  r*  (s )! 

►  Exernpi  o  1  Uma  part  feu  I  a  move-se  ao  longo  dc  um  cam  i  n  ho  c  i  rcul  ar  dc  tal  maneira  que 

suas  coordenadas  x  c  y  no  instante  r  sac 

x  —  2  cos  C  y  —  2  sen  t 


(a) 

(b) 

(c) 


Determine  as  velocidades  vetorial  e  escalar  instanfaneas  da  pailfcula  no  in  si  ante  t . 


Esboce  o  carninho  da  part  feu  la  e  mostre  os  vet  ores  posrgao  e  velocidade  no  instame 
t  —  tt/4  com  o  vetor  velocidade  desenhado  de  tal  forma  que  o  sen  ponto  iniciat  esteja 
na  ponta  do  vetor  posigatx 

Mostre  que  cm  cada  i  nstantc  o  vetor  aceleragao  e  perpendicular  ao  vetor  velocidade. 


Sohtqao  (a)  No  instanle  L  o  vetor  posigao  e 

r(f )  —  2  cos  /i  +  2  sen  f j 

logo  as  velocidades  vetorial  c  escalar  irtstantancas  sao 

v(f)  =  —  =  “2  sen  ti  +  2  cos  i  \ 
dt 

||v(f)||  -  %/(-2sen02+(2cosf)2  =  2 


Eigura  13.6,2 


Solu^do  ( h )  O  gralico  das  equagbes  parametricas  c  um  ctrculo  dc  raio  2  ccntrado  na  ori 
gem.  No  instame  t  —  tt/4,  os  vetores  posigao  e  velocidade  da  partfcula  sao 


r(jr/4)  —  2cos(jr/4)i  -h  2sen(jr/4)j  t=  y'''2i  +  sfl] 
v(jr/4)  =  ™2sen(7r/4)i  +  2  cos(jr/4)j  =  —  v/2i  4-  %/2j 


Esses  vetores  e  o  efrculo  sao  mostrados  na  Ftgura  13.6,2. 


Soluqdo  (c)  No  instante  ft  o  vetor  aeeleragao  e 


d\ 

a{f)  —  —  —  —  '2cos/i  —  2senrj 
dt 


Uma  maneira  dc  provarque  v(f)  c  a(f)  sao  perpend  icu  lares  c  mostrarque  sc  it  prod  u  to  vetorial 
6  zero  (tctitc  fazer  isso),  Contudo,  c  mats  fad l  observar  que  a(f)  e  o  negativo  dc  rit),  o  que 
implica  (.pie  v(f)  e  a(r)  sao  perpend  iculares,  uma  vex  que,  em  cada  ponto  sobre  um  circuit),  o 
ra  i  o  e  a  i  eta  ta  ngen tc  sao  pc  rpe  ndicul ares .  < 
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Como  v(0  pode  ser  obtido  diferenciando  r (t)  e  como  a(/)  pode  ser  obtido  diferen¬ 
ciando  v(f),  tem-se  que  r{f) pode  ser  obtido  inLegrando  v(/J  e  v(f)  pode  ser  obtido  mtegran- 
do  a(r)*  Enlretanlot  lais  integragdes  nao  produzem  fungoes  unicas,  pois  ocorrem  constan- 


consiani.es. 


►  Exemplo  2  Uma  particula  move- sc  pclo  espago  tridimensional  de  tal  mancirn  que  sua 
velocidade  e 

y(t)  =  i  4-  fj  4*  f2k 

Determine  as  coordenadas  da  partfeula  no  insiante  t  =  1 ,  dado  que  a  particula  esta  no  ponto 
(-1, 2,  4)  no  insiante  /  =  0, 

Solu{fio  Iniegran  do  a  fungao  velocidade  para  obler  a  fungao  posigao  re  suit  a  em 

r(0  -  I  v(i)dt  =  j (\  +  i)  +  /3k)  di  =  n  +  ‘—j  +  jk  +  C  (5) 

onde  C  6  um  vetor  const  ante  de  inlegragao,  Uma  vez  que  as  coordenadas  da  particula  no  ins- 
tante  t  =  0  sao  (- 1 , 2,  4),  o  vetor  posigao  no  insiante  t  -  0  e 

r(0)  =  -i  4-  2j  +  4k  (6) 

Substiluindo  t  -  0  em  (5)  eequaeionando  o  res uli ado  com  (6)  ohlemos 

C  =  -i  +  2j  +  4k 

Substiluindo  esse  valor  de  C  em  (5)  e  simplideando,  obtemos 

t(1  )  —  (t  —  1  )i  ■+■  ^  —  4-  2^  j  4-  Hr  4^j  k 

Assim,  no  insiante  t  -  1,  o  vetor  posigao  da  part  feu  la  6 

5  13 

r(l)  —  Oi  +  -j  4-  yk 

de  rnodo  que  suas  coordenadas  naquele  insiante  sac  (0,  J.  44)  4 


■  DESLOCAMENTO  E  DISTANCIA  PERCORR1DA 

Se  uma  partfeula  movimenta-se  ao  longo  de  uma  curva  C  no  c space  hi  ou  tridimensional,  o 
deslocamento  da  partfeula  sobre  o  intcrvalo  do  tempo  q  <  /  <  e  com  um  erne  de  not  ado  por 
Are  6  definido  como 

Ar  =  r(r2)  r(r3)  (7) 

(Figura  1 3,6.3),  O  vetor  deslocamento,  que  descreve  a  variagao  na  posigao  da  partfeula  duran¬ 
te  o  intcrvalo  de  tempo,  pode  ser  obtido  integrando  a  fungao  velocidade  de  t]  a  r2: 


Ar  =  f  v(t)dt  = 
In 


dt  =  r(/)l 

J/i 


=  r{f2)-r(fi) 


DcsIocEtmcnlo 


A  pari i i  do  Teorema  13.3.1  podemos  determ inar  a  distancia  s  percorrida  por  uma  par- 
tteula  sobre  um  intervalo  do  tempo  <  t  <  t2  integrando  a  velocidade  escalar  sobre  aquele 
iniervalo,  uma  vez  que 


Disiancia  percorrida 
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Figura  13,6,3 


Exemplo  3  Uma  parti'cula  move-se  ao  kmgo  de  urna  helice  circular  no  espago  tridimen¬ 
sional,  de  lal  maneira  quo  o  seu  vetor  posiqao  no  instante  /  e 

r(/)  =  (4  cosTrOi  4  {4seiijrr)j  4  /k 

Determine  a  distant; ia  percorrida  e  o  deslocamento  da  pmlfcula  durante  o  intervalu  de  tempo 
1  <t<5. 


Soluqao  Tcmos 


dr 


v(f)  —  — -  =  {— 4jt  sen  7rf)i  4  {4jrcos7rf)j  4  k 
at 

||  v(r )  ||  —  ^{—4^  sen  m)2  4  (4,t  cos  jtt  )2  4  1  =  V I  6.t2  4  I 
Assiin,  segue  de  (9)  que  a  dislancia  percorrida  pela  part  feu  la  do  instante  /  =  1  a  t  -  5  6 

/5 

v  I  6tz~  4-  Idt  =  4\/ 1 6 tt1  4  1 

Alem  disso,  segue  de  (8)  que  o  dcsloc  amen  to  durante  o  intervalode  tempo  6 
Ar  =  r (5)  —  r(  I) 

—  (4  cos  5m  4  4  sen  5;rj  4  5k)  —  (4  cos  m  4  4  sen  rrj  4  k) 

=  (— ■ 4i  4  5k)  —  (“4i  4  k)  =  4k 

o  que  nos  mosira  que  a  variaqao  da  partfcula  no  interval  de  tempo  6  igual  a  4  unidades  dire- 
tamente  para  cima.  ^ 


■  COMPONENTES  NORMAL  ETANGENCIAL  DA  ACELERAQAG 

Sabemos  de  nossa  experieneia  eomo  pas  sage  iros  de  auto  move  I  que  sc  a  veloeidade  do  carro 
aumentar  rapidameme,  entao  nosso  corpo  serd  jogado  para  trds  contra  o  encosto  do  assento. 
Sabemos  tainbein  que  se  o  carro  percorrer  uma  curva  na  estrada,  entao  nosso  corpo  sera 
jogado  para  fora  da  curva  -  quanto  maior  a  curvatura  na  estrada,  maior  serd  a  forga  com 
que  so  m  os  empurrados.  A  explieagao  desses  ten  omen  os  pode  ser  entendida  resol  vendo-se  a 
veloeidade  e  a  aeeleracao  em  component  es  vetoriais  que  sao  paralelos  a  os  ve  lores  tan  genie  e 
normal  unitarios.  O  teorema  seguime  explica  como  isso  pode  ser  feito. 


Figura  1 3*6.4 


13,6.2  trorema  Se  uma  partfcula  move-se  ao  lot t go  de  uma  curva  lisa  C  no  espa^o 
hi  on  tridimensional  entao  em  cada  panto  da  curva  os  veto  res  veloeidade  e  aeeleracao 
podem  ser  escritos  canto 


(JO- II) 


onde  s  e  urn  pa  rennet  ro  comprimento  de  area  para  a  curva  e  T,  N  e  k  detwtam  o  vetor 
tangent#  uni  tori  a,  o  vetor  normal  unit  aria  e  a  curvatura  no  panto  (Figura  13.6,4). 
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demOnstra<;:ao  A  Formula  ( 1 0)  <5  simplcsmcnte  uma  reafirmugao  de  ( 1 ).  Para  obter  ( i  1 ), 
difcrcnciamos  ambos  os  lados  dc  (10)  ern  relagao  a  i\  disso  resulta 


±  =  T4  ^d— 

dt  \  dt  }  dr2  dt  dr 

d2$  ^  dsdTds 
dt2  dt  ds  dt 


dc  ondc  segue  (11), 


Os  coeficie  rites  dc  T  e  N  cm  ( 1 1)  sao  du  not  ad  os  usual  mente  por 


A  F6nriula  (14)  apiicase  a  movi- 
mentos  tacto  no  e$pa£0  bidimen- 
sional  quanto  tridimensioraal-  O  que 
6  Irtteressante  ^  que  a  Cdrmula  no 
espago  Eridimensiorial  nao  erwolve 
o  vetor  binormal  H,  pouaoto  o  veior 
acelerapao  osia  semp/o  no  piano  tile 
T  e  N  (o  piano  osculador),  mesmo 
para  os  oatnirthos  mais  sinuosos  (Fi- 
gura  13.6.5). 


d2s 

{ 1 

isV 

“T  ~  de 

aN  -  k  1  - 

u) 

(12-13) 


ct  ncsse  casos  a  Formula  (1  1 )  c  expressa  como 

a  —  dj'Y  +  rt/yN 


(14) 


Ncssa  formula,  os  esc  a  I  arcs  a  f  c  as  sao  c  ha  mad  os  dc  componente  tangential  escalar  da 
aceleragdo  e  componente  normal  escalar  da  aeeleraqao  e  os  veto  res  ar  T  c  a,:  N  sao  cha¬ 
in  ad  os  dc  componente  tangential  veto  rial  da  aceleracdo  c  componente  normal  vet  or ia  l  da 
aceleraqdo , 

Os  componente  s  escalates  da  aceleracao  exp  I  i  cam  o  efeiio  que  experi  men  tamos  quando 
urn  carro  arranca  rapidarnente  on  fa/  uma  curva.  O  eresciniento  abrupto  na  velocidadc  escalar 
produz  grandes  valores  para  d^sklf,  o  que  result  a  num  grande  componente  tangencial  escalar 
da  aeeleragSo;  pela  segunda  let  dc  Newton,  isso  produz  uma  grande  fbrga  tangencial  sob  re  o 
carro  na  diregao  do  movimento.  Para  c mender  o  efeito  dc  pcrcorrcr  uma  curva,  observe  que 
o  componente  normal  escalar  da  aeeleragao  tern  a  curva  turn  k  e  a  velocidadc  escalar  dsldt 
como  fatorcs.  Assrm*  curvas  accntuadas  on  curvas  feitas  cm  alta  velocidadc  ambas  produzem 
grandes  lorgas  normals  sobre  o  carro. 

Embora  as  Formulas  ( J  2)  e  ( !  3)  sc jam  dlcis  para  o  conhccimcmo  do  movimento  dc  par- 
ticulas  movendo-se  ao  longo  dc  irajetdrias  curvas,  elas  nao  sao  sempre  as  melhores  formulas 
de  c^lculo.  O  leorema  a  seguir  forneee  ulguinas  formulas  mats  uteis  que  relaeionum  ar,  a iV  e 
k  it  velocidadc  v  c  a  aceleragao  a. 


O  Teorpma  13.6.3  apUca-se  a  movi- 
mentos  no  espapo  bi  ou  tridimensio¬ 
nal,  mas  para  o  movimento  no  espago 
Pidimensional,  predsamos  acnescen- 
tar  urn  component#  k  nuio  a  v  e  a  a 
para  calcular  o  produlo  veto  rial. 


13.6J  l'KOREMA  Se  uma  particula  move-se  ao  tango  de  uma  curva  lisa  C  no  espago 
hi  ou  tridimensional ,  entdo  em  coda  panto  da  curva  a  velocidadc  v  e  a  aceleragao  a  estc7o 
relacionadas  com  aT ,  Cf  v  e  k  pelas  formulas 


a-f  = 


v  *  a 


IMI 


aN  — 

v  x  a|| 

livll 

liv  x  all 

K  —  - - - 

II  v|f3 

(15-17) 
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ar  =  |a||  cos  0 
%-  M  sent) 


Figura  13,6.6 


DEMONSTkacao  Con  Icrme  ilustrado  na  Figura  \  3,6.6,  seja  0  o  Sngulo  entre  o  valor  a  e  o 
vetor  aT  T.  Assim, 

aj  —  ||a||cos(9  €  tf..y  =  ||a||sen(9 


de  onde  obtemos  que 


ar  =  II a ||  cos 


a,\>  ~  ja||  sen  9  = 


|| v  |;  || a  ||  cos  0  v  ♦  a 


v  ||  |la  II  sen  9 


M 
v  x  a  I 


\\y 


<lN 

an  1 

II V  X  all 

(ds/dt)2 

II V  1 

I2  l|v||2 

l|v  II 

II V  X  all 

IMP 


Lembre-se  de  que  para  curves  lisas 
nSo-lineares  no  espaqo  badimien- 
sionaL  o  velor  normal  unii^rio  N  £ 
o  normal  para  dentro  (pols  aponta 
para  o  latlo  concavo  da  corva).  Ex- 
ptrque  por  quo  omesmoe  verdatfsif 
ro  para  N. 


ExempSo  4  Uma  pamcula  move-sc  pelo  espago  tridimensional  de  tal  maneira  que  o 
vc tor  posigao  no  ins  tan  te  r  6 

r(r)  =  fi  +  f 2  j  +  /  Jk 


(O  eaminho  e  a  cubica  torcida  mostrada  na  Figura  1 3, 3 .5,) 

(a)  Qhtcnha  os  eomponentes  tangencial  e  normal  esealarcs  da  accleragao  no  instante  /. 


(e)  Obtenha  os  eomponentes  tangencial  e  normal  vetorials  da  aceleragao  no  instante  t  =  L 
(d)  Obtenha  a  curvature  da  trajetdria  no  ponto  cm  que  a  parlfcula  esta  no  instante  t  =  1 . 


Sohivao  (a)  Temos 

v(j)  =  r^)  =  i  +  2rj  +  3r2k 


a (t)  -  v'(t)  -  2j  +  6fk 
|iv(f)||  =  Vi  +WT9F 
v(f)  •  a(f)  =  4t  +  I8r’ 


v(f)  x  a(r)  — 


i  j  k 

1  2t  It2 
0  2  6 1 


—  6f’i  —  6/j  +  2k 


Assim,  tie  { 15)  c  (16) 


iif  — 


v  *  a 


4/  +  1 8 P 


ftjV  = 


|v||  J  [  +  4,2  + 

v  x  a||  1/361  4  +  36r  +  4 


II  v  | 


=  2 


6/4  +  6,2  +  j 


yf]  +4 12  +  9r4  V  9?4  +  4'~  +  i 


(/?)  No  instante  t  =  l ,  os  eomponentes  aT  e  na  parte  (a)  sac 


22 

i/ii 


19 


e  <!,v  —  2  2.33 


Soluguo  (c) 
v,  isio  6 


Como  T  c  v  tem  a  mesma  diregao  e  sentido,  T  podo  scr  obtido  normalizundo 


v(Q 

v(OI! 


No  inslame  f  =  I .  temos 


T(l)  = 


v(i)  =  i  +  2j  +  3k 
II  v(  1)11  l|i  +  2j  +  3k  || 


~L=(i  +  2l  +  3k) 
v  14 
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Disso  e  da  parte  (b),  obtemos  o  componenie  langencial  veforial  da  aeeleragSo: 

«r(l)T(l)  -  3=T(1)  =  y (i  +  2j  +  3k)  =  yi  +  yj  +  yk 

Para  encontrar  o  componenie  norma!  veiorial  da  aeeleragao,  reescrevemos  a  =  a7T  +  njVN 
eomo 

=  a  —  arT 


Assim,  no  insiante  t  =  I  o  componenie  normal  vetorial  da  aceleragao  e 

*<i)N(l)  =  a(l)-flrO)T(l) 

/II  22  33  \ 

=  (2J+6k)-(y-l+yJ+ykJ 


Solugdo  id)  Aplicaremos  a  Formula  ( 1 7)  com  /  =  1 .  Da  pane  (a), 

1 1  v  (!)  |t  —  VT4  e  v(I)  x  a(1)  =  6i  —  6j  +  2k 
Assim,  no  instanle  t  =  1, 


j|v  X  all  _  s/76 

llvll3  (s/U)3 


Use  a  Formula  (18)  para  corfirmar  o 
valor  de  a.,  ot>Udo  no  Exemplo  4, 


No  caso  em  que  ||a||  e  aT  suo  eouheeklos,  existe  uma  alternativa  util  da  Formula  (16) 
para  aA  que  nao  requer  o  c&lculo  de  um  praduto  vetorial,  Segue  geomeiricamenle  da  Figura 
13-6.6  e  do  Teoremade  Pilagoras,  on  algebricanieiilc  da  Formula  (14),  que 


(IS) 


9  UM  MODELO  DE  MOVJMENTO  DE  PROJETIL 

Anleriormenie  neste  livro  examinamos  varios  problemas  re  lac  ion  ados  com  objeios  que  se  mo- 
vcm  verticalmente  no  campo  gravilacional  da  Terra  (ver  a  subsegao  da  Seqao  6.7  do  Volume 
1  intitulado  O  Modelo  de  Queda  Livro  e  a  subsegao  da  Segno  9, 1  imittilada  Um  Mode  to  de 
Queda  Livro  Retard  ad  a  pel  a  Resist£neia  do  Ar).  Agora,  consideraremos  o  mo  vi  memo  de  um 
projelil  langado  ao  longo  de  uma  irajetoria  atrva  no  campo  gravilacional  da  Terra,  Para  isso, 
necessitaremos  da  versdo  vetorial  da  Segunda  Lei  do  Movimento  de  Newton  (9  A  .1  )>  a  saberT 

F  =  tfia  (19) 

e  precisaremos  fazer  trfis  hipdtcscs  de  modelagem: 

*  A  massa  m  do  objeto  6  cons  tame. 

*  A  dnica  forga  agindo  sob  re  o  objeto  depois  de  langado  6  a  forga  da  gravidade  da 
Terra.  (Assim,  sao  ig  nor  ad  os  a  resistcncia  do  ar  e  o  e  lei  to  gravilacional  de  outros 
planelas  e  objeios  celestes,) 

*  O  objeto  permanece  suficientemente  proximo  a  Terra,  para  que  possamos  super  a 
forga  da  gravidade  eomo  sendo  constante. 

Vamos  supor  que  no  iiistante  r  -  0  um  objeto  de  niassa  m  seja  langado  tie  uma  allura  sn 
acima  da  Terra  com  um  veior  veloctdade  initial  de  v,;r  A lem  disso,  introdu/.amos  um  sistema 
de  coord  en  ad  as  xy\  con  forme  mos  trade)  na  Figura  13.6.7.  Nesse  sistema  de  coordcnadas,  o 
sentido  y  positive  c  para  cima,  a  origeni  esta  na  superfTcie  da  Terra  e  a  local  izagao  inicial  do 
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Observe  que  a  massa  m  do  objeto 
nSo  aparece  nas  Formulas  (21)  e 
(24}  e  porta nlo  nao  tem  intluencia 
sob  re  a  trajetbria  ou  a  vetocicfade  do 
objeto.  is  so  expltca  a  famosa  obser^ 
va^ao  de  Gaiileu  que  dois  cbjetos  de 
mass  as  diferentes,  tfefxados  cair  da 
mesma  altura,  atingirao  o  chao  no 
mesmo  instants  se  for  ignorada  a  re- 
sistencia  do  ar, 


(v  1 1  cos  ct  }i 


ji 

> 


objeto  e  (0t  s0),  Nosso  objetivo  c  usar  os  principles  basicos  da  Fisica  para  deduzir  a  fungao 
veloeidade  v(f)  e  a  fungao  posigao  r(f)  a  partir  da  fungao  ace  I  crag  Ho  a  (7)  do  objeto.  N  osso 
ponio  de  parti  da  e  a  ohservaguo  I  is  lea  de  que  a  forga  F  da  gravidade  da  Terra  sobre  urn  objeto 
de  massa  m  6  dirigida  para  haixo  e  dad  a  por 

F  =  -Mgj 

onde  g  e  a  aceleragao  devida  a  gravidade  (ver  9.4,3),  Tem-se  a  partir  dcssc  fato  e  da  segunda 
lei  de  Newton  <  19)  que 

ma  —  —mgj 

Ou,  can  eel  an  do  in  cm  am  bos  os  I  ados, 

a  =  -g\  (20) 

Observe  que  essa  funglo  aceleragao  nao  envoi  ve  fee,  portanto,  const  ante.  Pod  cm  os,  agora, 
oh  ter  a  fungao  veloeidade  v(f)  integrando  ess  a  fungao  aceleragao  e  usando  a  eondigao  inicial 
v(0)  -  v„  para  detenu  mar  a  constante  de  integragao,  Integrando  (20)  em  reiagao  a  t  c  Jembran- 
do  que  -gj  6  constants,  oblemos 


v(0  = 


- / -*> 


di  =  ~g>i  +  ci 


onde  c,  6  uni  vetor  constante  de  integragao.  Substituindo  t  =  0  nessa  equagao  e  usando  a  con- 
digao  inicial  v(0)  =  v0  oblemos  vn  =  cr  Assim,  a  fungao  veloeidade  do  objeto  e 


v(0  =  -#/j  +  v0 


(21) 


Para  obter  a  fungao  posigao  r  (t)  do  objeto,  integraremos  a  fungao  veloeidade  e  us  are- 
mo  s  o  conhccimento  da  posigao  inicial  do  objeto  para  detemiinar  a  constante  de  integragao. 
Observe  que  o  objeto  tem  coordenadas  (0,  v,.,)  no  instame  r  =  0,  logo  o  vet  or  posigao  nesse 
instame  e 

r(0)  =  Oi  +  soj  =  i'oj  (22) 

Essa  c  a  condig&o  inicial  quo  ncccssitaremos  para  determinar  a  constante  de  integragao.  Inte¬ 
grando  (2 1 )  em  reiagao  a  t,  ob  tern  os 


r(0  = 


= /<'s,j 


+  v0)  dt  =  -OCj  +  /v0  +  ci 


(23) 


onde  c:  e  uni  outro  vetor  constante  de  integragao.  Substituindo  t  =  0  cm  (23)  e  usando  a  con- 
d  i  gao  i  n  i  C  iaS  (22 ),  0  h  tem  os 

JO  j  =  ^2 

de  mode  que  (23)  pode  ser  escrilo  como 


(0  =  +  Jo)  J  +  *Vq 


(24) 


Essa  formula  expressa  a  fungao  posigao  do  objeto  em  lermos  da  posigao  e  da  veloeidade 
inicial  conhecidas. 


■  EQUAQOES  PARAMETR1CAS  DO  MOViMENTO  DE  RROJETIL 

As  Formulas  (21)  e  (24)  pode  111  ser  usadas  para  obter  equagoes  para  metric  as  da  posigao  e 
veloeidade  em  term  os  da  veloeidade  inicial  do  objeto  e  o  angulo  que  o  vetor  da  veloeidade 
inicial  faz  com  o  eixo  jr.  Para  essse  Urn,  sejam  Vq  —■  ||vp||,  tr  o  angulo  que  0  vetor  veloeidade 
inicial  vr,  faz  com  o  eixo  x,  vx  e  vy  os  eomponentes  escalares  horizontal  e  vertical  de  v(7)  m> 
instante  t  e  .v  c  v  os  eomponentes  horizontal  e  vertical  de  r(r)  no  instantc  /;  Como  esta  ilusirado 
na  Figura  13.6.8, 0  vetor  veloeidade  inicial  pode  ser  expresso  como 

Vo  =  (t'o  cos*)i  +  (m>  sen  a)  j  (25) 

Substituindo  essa  expressao  cm  (24)  c  combinando  eomponentes  rguais*  oblemos  (verifique) 


'(0  —  (vq cQ$ct)ti  +  (jq  +  {vq  sen a)t  -igr2).j 


(26) 


Figura  13*6.8 
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que  e  equivalente  as  equagoes  parametricas 


a  =  (tf0cos»)/t  v  —  Sq  H-  (i^sencr)/  —  \gt2 
Analogamente*  substiluindo  (25)  em  (21 )  e  eombinando  componentes  lguais,  obtemos 

v(f)  =  (vq  cos  ct) i  -f  (vo  sen  »  -  gO  j 
quo  e  equivalentc  as  equagoes  parametricas 

Uj  =  vq  cos  ff ,  i?y  =  iV)  sen  a  —  gr 


(27) 


(28) 


O  parametro  t  podc  sereliminado  cm  (27)  resolvertdo  a  primeira  equagao  para  t  e  subs- 
tituindo  na  segunda  equagao,  Deixamos  para  o  lei  tor  mostrar  que  disso  resulta 


y  =  so  + 


0s«)*  -  (  2  -  ,  )r 

\  2 cos-  Of  / 


(29) 


que  e  a  equagao  de  uma  parabola,  ja  que  o  3ado  dire i to  e  um  polinomio  quadrat  ieo  cm  a.  As- 
sim,  mostramos  que  a  trajetoria  de  um  projdtil  6  um  areo  parabolico. 


►  Exemplo  5  Um  projdlil  Iangado  por  um  canhao  Lem  uma  velocidade  na  hoca  do  canhao 
de  800  pes/s.  O  cano  faz  um  angulo  de  45°  com  a  horizontal  e,  para  simplificar,  vamos  sapor 
que  a  abertura  do  cano  osteja  ao  ntvel  do  solo. 

(a)  Gbtenha  equagoes  parametricas  para  a  trajetoria  do  projetil  eni  rclagao  ao  sistema  de 
coordenadasda  Figura  13,6.9. 

(b)  Que  altura  atinge  o  projetil? 

( c )  Que  distaneia  o  proj  eti  1  percorre  ho  ri  zo  ntal  me  ei  te ? 


(d)  Quai  e  a  velocidade  do  projdlil  no  ponlo  de  impacto  com  o  ehao? 


Solugdo  (a)  A  partir  de  (27)  com  —  H(K)  pes/s,  a.  —  45°,  sq  —  0  pds  (uma  vez  que  o 
projetil  comeg  a  ao  ntvel  do  solo)  eg  =  32  pcs/s2,  obtemos  as  equagoes  parametricas 

x  —  (80Qcos45p)f\  y  —  (800  sen  45*  )r  —  !6r  (r  >  0) 
que  simplifieam  para 

^  =  400  V2f,  v  =  400v^f  -  16 r  (r  >  0)  (30) 


Solugao  (b)  A  altura  maxima  do  projetil  6  o  valor  niaximo  de  y  em  (30),  que  ocorre  quando 
dyfdt  -  0,  is  to  €t  quando 

r  25  V2 

400v2  —  32/  —  0  ou  /  —  - - - 

2 

Substiluindo  esse  valor  de  t  em  (30),  obtemos 

y  —  5000  pds 

como  a  altura  maxima  do  projetil. 

Solugao  (c)  Q  projetil  atingira  0  solo  quando  v  =  0.  A  partir  de  (30),  is  so  ocorre  quando 

400 -Jit  -  16 11  =  0  ou  n'40072-  16/)  =  0 

A  solugao  t  —  0 corrcspondc  a  posigao  inidal  do  projetil  c  a  solugao  r  =  25  Jl  ao  instantc do 
impacto.  Substiluindo  o  ultimo  valor  na  cquag&o  de  \  em  (30),  obtemos 

x  —  20.000  pes 

como  a  distaneia  horizontal  pereorrida  pelo  projetil. 
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Solucao  (d)  A  parin'  de  (30),  a  fung&o  posigao  do  projetil  e 

r(f )  =  400V2fi  +  (400 v^f  -  16f2) j 
de  modo  que  a  fungao  velocidade  e 


v(f)  -  r'(t)  -  400 -/2i  +  (400^2  -  32?)  j 

Da  parte  (c),  o  impacto  ocorrc  quando  i  =  2572,  logo  o  vetor  velocidade  nessc  ponto  c 

v(2S y/2)  -  400\/2i  +  [400V2  -  32(25  V5)]j  =  400^1  - 400 V2j 
Assini,  a  velocidade  no  impacto  c  de 


|v(25\/2)||  =  \/(400v/2)2  +  (-400 ~7t)1  =  800  pes/s  < 


%/  EXERCICIOS  DE  CGMPREENSAO  13.6  ( Ver pagina  914 para  respostas.) 


1*  Se  r (/)  for  a  fungao  posigao  dc  him  particula.  entao  a  vdoci da¬ 
do,  a  aederagao  e  a  velocidade  escalar  da  particula  no  i  list  ante 
(  suo  dad  as ,  respect  ivamente,  por 

V(f }  = _ ,  a(f)  = _ ,  —  = _ , 

dt 

2.  Se  r(f)  for  a  fungao  posigao  de  uma  particula.  entao  o  desloca- 
mento  da  particula  ao  longo  do  interval o  de  tempo  /]  <  /  <  ^ 

6 _ _ e  a  d  island  a  s  percorrida  pela  particula  durante 

esse  iutervalo  dc  tempo  e  dada  pela  integral  s 4 


3.  O  componcnte  tan  gene  ial  escalar  da  acelcragao  e  dado  pela  for¬ 
mula  _ _ e  o  componcnte  normal  escalar  da  acelera- 

g3o  i  dado  pela  formula _ , 

4,  (>  mode  I  o  de  movimento  dc  projetil 

r(0  =  (-jgr2  •  So)  j  I  tv0 

descreve  o  movimento  de  urn  objeto  com  uceleragao  eons t ante 
a  -  _  _ _  e  fungao  velocidade  v(r)  = _ r  A  po¬ 
sigao  inicial  do  objcio  d _ e  sua  velocidade  inieial  6 


EXERCICIOS  13.6  3  Flecurso  Grdfrco  [c]CAS 


1-4  Nestes  exercicios,  r(f)  e  o  vetor  posigao  de  uma  particula  cm 
movimento  no  plane.  Obtenha  a  velocidade,  a  acelcragao  e  a  ve¬ 
locidade  escalar  cm  um  insiamc  arbitrdrio  t\  Esbocea  trajetdriada 
particula  junto  com  os  vetones  velocidade  e  acelcragao  no  i ns i ante 
1  indie  ado. 


L  r(/)  =  3  cos  d  +  3  sen  /  j;  I  -  jt/3 

2.  r(0  =  (i  +  rj;  /  =  2 

3.  r(/)  =  e i  +  e" j;  /  =  0 


4.  r(/)  =5  (2  +  4i)  i  +  (1  -  f)j;  t  =  1 


5-a  Obtenha  a  velocidade.  a  velocidade  escalar  e  a  aederagao  cm 
um  dado  instante  f  de  uma  particula  cm  movimento  ao  longo  da 
curva  dad  a. 


5.  r(>)  =  si  -f  if 2 j  +  ^Fk:  ;  =  1 

6.  x -  I  +  3f,  y  =  2-4/.  z  =  7  +  t\  t -  2 

7.  x  =  2  cos  L  y  "  2  sen  t.  z  =  r,  t  =  rd 4 


8.  r(/)  =  e  sen  i  i  +  e  cos  i j  +  /  k;  /  ~  tt/2 


ENFOCAM DO  CONCEPTOS 


9,  Con  for  me  ilustmdo  na  figura  abatxo,  suponha  que  as  equa- 
goes  do  movimento  de  uma  particula  movendo-se  ao  longo 
de  Lima  trajetoria  elfptica  sejam  a  =  a  cos  to  /,  v  =  b  sen  a>  /. 

( a)  M  osi  rc  q  u  c  a  ace  I  cragao  csta  d  i  rig  i  da  pa  ra  a  origem . 

( b)  M osi  re  q  ue  a  mag ti  i  I ude  da  acc I  c  ragao  6  prepare i  a  na!  a  d  i  s- 
tincia  da  particula  it  origem. 


X 

- — *■ 

a 


Figura  Ex-9 

10,  Suponha  que  uma  particula  vibre  dc  ial  mancira  que  sua 
fungao  posigao  seja  r(r)  =  1&  sen  n  t  i  +  4  cos  2tt  rj.  onde  a 
distancia  esta  cm  mibnielros  e  t  csla  cm  segundos. 
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a  Determine  a  e  ci  a  eeaaceeraga  n  in  tame  /- 3 

b  tre  tie  a  arlieu  a  m  e  oa  ng  e  uma  cur  a 

arabb  tea 

c  ire  ue  a  arlieu  a  m  e  e  ara  rente  e  ara  lr£ 

a  ng  a  cur  a 

11.  ue  e  er  it  bre  a  tra  ettfria  euma  artfeu  a  ue 
e  m  e  n  e  ag  bi  n  tri  imen  i  na  e  in  ace  crag  a 

nu  a  u  tifi  ue  tia  re  ta 

12.  e  rema  1 3  2  8  i  i  t  ue  e  r(0  ruma  unga  e 
t  ria  n  e  ag  bi  u  tri  imen  i  na  e  e||r(r)[|  rc  n 
unite  ara  t  /,  enta  r(r)  ^  r' (/)  —  0 

a  ra  uza  e  te  te  rema  numa  alirmaga  bre  in  i 
tneiu  e  uma  artfeu  a  n  e  ag  bi  u  tri  imen  i 
na 

b  Sub  iitua  Ht)  rr(Qn  le  rema  e  tra  u/a  re  u  ta 
numa  atirrnaga  bre  m  iiueni  e  uma  artfeu 
a  n  e  ag  bi  u  tri  i  men  i  na 


13.  Su  nha  tie  et  r  iga  e  inna  artfeu  a  m  en  e 
num  an  ear—  \2\fi  i  +  ti/2  j,  I  >  0  Determine  a  e 

ci  a  e  minima  a  artfeu  a  e  a  ua  ca  izaga  nan  e  ti  er 
c  m  e  la  e  ci  a  e 

14.  Sti  nha  ue  m  intent  e  uma  artfeu  a  e  a  e  erh  e 

el  r  iga  r=/-ri  — rj  Determine  a  e  ci  a  e  minima  a 
artfeu  a c  ua  ca  izaga  nan  e  ti  ere  m  c  ta  e  d  a  c 

015.  Su  nha  ue  a  unga  iga  euma  artfeu  am  en  en 

e  fig  bi  imen  i  na  ear=  en3fi-2c  3rj 

a  e  utn  recur  grific  ara  azer  gralle  a  e  ci  a  e 

a  artfeu  a  versus  tern  e  0  a  r  -  2tt/3 

b  Qua  ea  c  ci  a  e  ma  imac  minima  a  artfeua 

c  c  grafic  ante  ti  mar  in  tauten  ua  a  c  ei  a  c 

ma  ima  c  ire  ea  rimdra  ez 

Determine  in  tante  c  at  n  un  a  e  ci  a  c  m;l  ima 
c  rre  ea  liineim  ez 

016.  Sti  nha  ue  a  imgii  ig3  euma  artfeu  am  en  en 

e  ag  tri  imen  i  na  e  a  r  =  3  c  2ri  +  en  2r.j  +4rk 

a  e  uni  recur  grafie  ara  azer  grafic  a  e  ci  a  c 

a  artfeu  a  versus  tern  c  /  =  0  a  /  =  it 

b  Qua  e  a  e  ci  a  e  mil  ima  e  minima  a  artfeu  a 

c  e  grille  arae  tiinar  in  lame  n  ua  a  e  ei  a  c 

ma  ima  c  rre  ea  rimotra  cz 

Determine  a  re  e  at  a  e  ci  a  e  ma  ima e  mini 
mae  in  tantee  at  n  ua  a  e  ci  a  em&  ima  c  ire 
e  a  ri  mei  ra  ez 


17-20 

earn 

rmaga  a  a 

ara 

eler 

ninar 

et  re 

iga 

e  e 

ci 

a  e  a 

artfeu  a 

17. 

a  i 

=  -c 

ri—  en  t j  vO 

» 

~  i 

r  0 

* 

=  J 

18. 

n  i 

=  i  +  e 

j  v  0  =  21  +  j 

r  0 

h 

=  i 

* 

-J 

19. 

a  / 

—  en  [  l 

+  c  /j  +  ek 

v  0 

-  k 

r  0  — 

-i  +  k 

20. 

a  t 

=  t  +  3 

-lj  -  e'!'  k  v  0 

=  3 

+  j 

r  0  - 

2k 

21.  Determine,  at£  grau  mai  rb  im  ,  ftngu  entrevea  ara 

r  =  ri  +  rj  li li n  I 

22.  ire  ue  angu  entie  vend  c  n  tame  am  el  r  i 

ga  r  -  c*  c  fiW  en  /  j  Determine  angu 

23.  a  Su  nha  Lieu  in  tame/-  ^ume^lr  n  (enhaum  et  r 

iga  e  r  =  3.5 i  -  3,7  j  +  k  e  num  in  tante  mai  tar  e 
eu  er  r  iga  e«r  =  4.2i+j-2,4k  Qua  e  e  ea 
ment  e  etr  n  uranic  inter  a  e  tem  e  r0a  t, 

b  Su  nha  ue.  uranic  urn  cert  inter  a  c  tem  ,  urn 
rot  n  tenha  urn  e  cament  dr  =  0,7  i  +  2,9  j  -  1,2  k  e 
ue  eu  et  r  iga  fin  a  b  er  a  ear  — 3,  k  Qua 

i  et  r  ig5  inicia  rot  n 

24.  Su  nha  ue  a  ungii  iga  e  uma  artfeu  a  m  en 

e  a  ng  e  um  efreu  n  an  xy  e  a  a  a  r 

r  — 5  c  2ir/i  +  5  eti2jr/j 

a  E  b  ce  a  gun  et  re  e  eament  nrante  inter  a  e 
tem  e  /  —  0  a  /  —  I 

b  Qua  c  a  i  land  a  ere  rri  a  e  a  artfeu  a  urantc  inter 
a  e  tem 


25-28  b  tenha  e  cament  e  a  i  tancia  ere  rri  a  a  ng 
inter  a  etem  in  ica 


25.  r  =  /2i  +  1  <  f  <  2 

26.  r  =  1  -  3  en  ( )  t  +  3  c  t  j  0  <  t  <  3tt/2 

27.  r "*=  tf'i  +  e1  j  3-  */2t k;  0  <  t  <  In  3 

2S,  r  =  cos2fi  +  (1  eos2/)j  +  (3  4-  |  cos  2/)  k:  0  <  t  <  tt 


29-30  Sa 

h  artfeu  a 
ci  a  e  a 


a  et  re  igoe  e  ua  artfeu  a  tic  ue 

m  cm  ea  ng  a  me  mafra  et6riii.  ma  ue  a  c 
rimeira  6  c  n  tante  e  a  c  ci  a  e  a  caun  a  na  c 

w 


29.  T]  =  2  cos  3/i  +  2  sen  3/j 

t2  -  2cos{fz)i  +  Iserrty2  )j  (t  >  0) 


30. 

r 

—  (3  +  2f)i  -j-  4-  (1  —  Q  k 

r>  =  (5  —  2f3)i  +  (1  - 

r’)  j  +  e  k 

31-38 

t-  a  a  a  ungu  iga 

c  uma 

artfeu  a 

e  e  rema 

13 

3 

ara  cue  ntrar 

a 

c  m  uenie  e  ca  are 

taugencia 

e  n 

mi  a 

a  ace  craga 

n 

in  tante /in  ica 

b 

c  m  nente  et  riai 

tangencia 

e  n 

ima 

a  ace  eraga 

n 

in  tante  ( in  ica 

c 

a  ctir  aiura  a  tra  etoria  n 

nt  em 

ue  a 

artfeu  a  e  ta  ca 

iz 

a  a  n  in  tante  /  in  ica 

31. 

r 

+  /  =  0 

32. 

r 

=  cos (7 " ) i  +  sen  (/ 2 ) j ; 

t  —  ^frt/  2 

33. 

r 

=  r  - 2/  i  +  ;J-4j  i 

=  3 

34. 

r 

=  e1  c  /  i  +  e  eu  /.j  t 

=  7T/4 

35. 

r 

=  \!t  i  +  f  j  +  f  k  f  — 

1 

36. 

r 

=  e'i  +  f"2,'j  +  /k  (  =  0 

37. 

r 

=  3  eu  /  i  +  2  c  /  j  — 

en  2/k  t  - 

nil 

38. 

r 

—  2 i +  f 1  j  “  1  n/k  f 

=  1 

912  Calculo 


39-42  Nestcs  exercfcios,  v  c  a  sao  dadas  mini  certo  instantc  do 

tempo.  Determine  a,\,  To  N  nosse  inslante, 

39,  v  -  ~  4],  a  —  2i  +  3j  40.  v  =  i  +  2jt  a  =  3i 

41 .  v  =  2i  +  2j  +  k,  a  =  i  +  2k 

42.  v  =  3i  -  4k,  a .  =  i  -  j  +  2k 

43-46  E  dada  a  vdocidade  escalar  |3  v[|  de  uma  parlicula  num  ins- 

(ante  do  tempo  arbiirario  Determine  o  componeme  tangencial 

escalar  da  aceleragao  no  instante  indicado. 

43.  ||v||  -  V:V-  +  4;  f  =  2  44.  ||v||  =  y/t2  +  <H':  t  =  0 

45.  ||  vJ!  —  y(4 1  —  I );  +  cos*  7ti :  r  =  ) 

46.  )[ v  |j  —  s/r4  +  5r2  +  3:  t  =  I 

47.  O  acelerador  nuclear  do  Lab  oratorio  Enrico  Fermi  e  circular 
com  uni  raio  de  I  km,  Encontre  o  coinponcnte  normal  escalar 
da  aceler agile  de  um  proton  movendo-se  no  longo  do  aeel era- 
dor  com  uma  vdocidade  const  ante  de  2,9  x  10"  km/s. 

48.  Suponha  que  uma  partfcula  se  mova  com  aceleiagao  nao-nula 
ao  longo  da  curva  y  -  /(j)*  Use  a  parte  (b)  do  Exerefcio  1 9  da 
Segao  13.5  para  mostrar  quo  o  vet  or  aederagao  6  tangente  il 
curva  em  cada  pontoem  que  f  Xx)  =  0r 


49-50  Use  a  informagao  dada  e  0  Excrdeio  19  da  SegaO  I  3,5  para 
determinar  o  component  normal  csenlar  da  aceloraglo  como  uma 
lungfio  de  x. 


49.  Uma  partfeula  movc-se  ao  longo  da  parabola  y  =  x*  com  uma 
veloc  idade  constante  de  3  unidades  por  segundn. 

50,  Uma  pat  h  cu  I  a  move- sc  ao  longo  da  curva  x  =  In  y  com  uma 
vdocidade  conslame  de  2  unidades  por  segundo. 


51-52  Use  a  informagao  dada  para  determinar  o  component  nor¬ 
mal  esc  alar  da  aed  crag  ao  no  instante  t  -  1 . 

51.  a(l}  =  i  +2j  -2kt  ar(l)rF  3 

52.  ||  £t(  I )  ||  =  9;  dT(  1  )T(  1 )  ~  2i  -  2j  +  k 

53.  Um  auto  move!  viaja  a  uma  vdocidade  constantc  ao  longo  de 
uma  curva  cujo  raio  do  curvatura  e  de  1000  metros.  Qua!  e  a 
vdocidade  maxima  permit  Ida  sc  o  valor  max  in  to  accilo  para  o 
componeme  normal  escalar  da  aederagao  forde  l,5m/s'? 

54.  Se  um  automdvd  de  massa  m  fi/.er  uma  curva.  eniao  o  compo¬ 
nents  vc  to  rial  da  aederagao  para  dentro  «VN  6  causado  pel  a 
fore  a  de  atrito  F  da  estrada.  Assim,  segue  da  forma  veto  rial  da 
segunda  ]ei  de  Newton  [Equaggo  (19)]  que  a  forga  de  atrito  e 
o  componeme  escalar  normal  da  aederagao  estao  relacionados 
pda  equagao  F  =  mas  N.  Assim. 

/  j ,  \  i 

Ilf  tl  =  mtc  f  J 

Use  esse  resultado  para  cncontrar  a  magnitude  da  forga  de  atri¬ 
to  cm  newtons  exercida  pda  estrada  so  lire  um  can  inho  de  kart 


de  500  kg.  dirigindo  a  uma  vdocidade  de  10  km/h  ao  longo  de 
uma  pista  circular  com  raio  de  15  m.  [A (out\  1 N  =  I  kg  -  m/s1] 

55,  Um  projdlil  6  disparado  a  partii-  do  nfvd  do  chao  com  uma  ve- 
locidade  na  boca  de  canhao  de  320  pt^s/s  e  Sngulo  de  elevagao 
de  60°,  Determine; 

(a)  as  eq  u  agdes  para m  €\  ri  ca s  da  traje t  dri  a  do  proj  &  i  l ; 

(b)  a  a  Kura  mdxima  alcangada  pelo  projdtil; 

(c)  a  distancia  horizontal  perconida  pelo  projetil: 

(d)  a  vdocidade  do  projetil  no  impact o, 

56,  Resol  va  o  Exei  cicio  55  supondo  t|ue  a  vdocidade  na  boca  do 
canhao  seja  de  980  m/s  e  o  angulo  de  elevagao  de  45L', 

57,  U ma  pedra  c  ati rada  para  baixo  do  topo  de  um  predio  a  1 68  pds 
dc  alt  lira  a  um  angulo  dc  60°  com  a  horizontal.  A  que  distancia 
da  base  do  predio  a  pedra  a  tinge  o  solo  sc  sua  vdocidade  itncial 
forde  80  p6>/s? 

58,  Resol va  o  Exercicio  57  supondo  que  a  pedra  seja  at i rada  hori¬ 
zon  tal  men  tc  com  uma  vdocidade  de  80  pds/s, 

59,  Um  proj dil  6  disparado  do  nfvel  do  chao  com  um  angulo  de 
elevagao  de  30°.  Qual  devena  scr  a  vdocidade  na  boca  do  ca¬ 
nhao  a  fim  de  que  a  altura  maxima  do  projetil  seja  2500  pcs? 

60,  Um  projdttl,  disparado  do  nfvel  do  chao  com  um  angulo  de 
elevagao  de  45 D.  atinge  o  chao  a  uma  distancia  de  24.500  ni, 
Catculc  a  vdocidade  do  projetil  na  boca  do  canhao. 

61,  Determine  dois  angulos  de  elevagao  que  irao  possibililar  um 
projetil  atii'ado  a  partir  do  nfvel  do  chao  corn  uma  vdocidade 
da  boca  do  canhao  de  800  pcs/s  atingir  no  chao  um  alvo  que 
csta  a  1 0-000  pbs. 

62*  Uma  bola  rola  para  Ibra  de  uma  mesa  de  4  pds  de  altura,  en- 
quanto  movc-se  a  uma  vdocidade  consiante  de  5  pds/s. 

(a)  Quanto  tempo  ira  levar  para  a  bola  atingir  o  chao  apds  del- 
xar  a  mesa? 

(b)  Coin  que  vdocidade  a  bola  atinge  o  chao? 

(c)  Se  uma  bola  fosse  deixada  cair  a  partir  do  repouso  da  mes- 
tna  mesa  exatamente  quando  a  outra  bola  ml  undo  deixa  a 
mesa,  qual  das  duos  at  ingin)  o  chao  primdro?  Justifiquc 
sua  resposta. 

63,  Na  figura  abaixo,  uma  inangueira  de  ineendio  joga  iigua  com 
uma  vdocidade  inscial  de  40  pds/s  a  um  angulo  de  60r;j  com  a 
horizontal. 

(a)  Confirmc  que  a  agua  ira  passar  aci ma  do  canto  A . 

( b)  C onfi r me qu e  a ag ua  i ra at i ngi rote! Eiad o, 

(c )  A  q ue  d i  s ta tic i a  do  pent o  A  a  agua  i  ra  atingir  o  tel h ad o? 


64,  Qual  6  a  vdocidade  inicial  nimima  que  ira  permit ir  a  agua  do 
Exercicio  63  atingir  o  telhado? 
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65.  Conforms  mostra  a  figura  abaixo.  tig  it  a  6  esguichada  de  uma 
man gue Era  com  uma  velocidade  inieial  de  3  5  m/s  a  um  angulo 
de  45°  com  a  horizontal. 

fa)  Qua!  e  o  raio  de  etir  valuta  do  jato  de  agua  no  porno  ern  que 
ele  deixa  a  matiguei  ra? 

(b)  Qual  c  a  maxima  aJtura  do  jato  acima  da  ponta  da  mail- 

gueira? 


66.  Con  Id r me  ilusimdo  na  figura  abaixo,  um  trem  percorre  uma 
curva.  No  ponto  em  quo  o  trem  e$t6  a  uma  velocidade  dc  132 
pes/s  e  o  raio  dc  curvatura  da  curve  d  3.(HM>  p&s.  o  maquinista 
aciona  o  freio  e  diminui  a  velocidade  do  trem  a  uma  laxa  cons- 
ia me  de  7,5  pds/sl 

(a)  Encontre  a  magnitude  da  acelemgiio  no  instants  em  que  o 
niaquinista  ad  on  a  a  freio. 


(b }  Apt  ox  i  me  o  angu  I  o  en  ire  o  vctor  accleragao  e  o  vctor  tango  ti¬ 
le  unitario  no  instants  em  que  o  maquinista  aciona  o  freio. 


35  m/s 


132  p6s/$ 


figure  Ex-66 


67.  Um  pro j ct i I  6  disparado  de  um  porno  ao  nfvel  do  chao  com  an- 
gulo  de  devagao  a  e  uma  velocidade  de  boca  uq, 

[ a )  M ostre  q ue  a  a llura  mdx i n i a  at i ngid a  pel o  p roje til  € 

,  r  (ifosenor)2 

allura  maxima  =  - — — — — - 

2g 

(b)  O  alcance  horizontal  R  do  projetil  c  a  distuned  ho¬ 
rizontal  percorrida  ate  rctomar  ao  solo.  M ostre  que 
R  =  (uq  sen  2or)/g,  Eara  que  an  gulo  de  elevagao  o  al- 
eance  sera  maxi  mo?  Qual  €  o  alcance  m^ximo? 

68.  Um  projutil  6  disparado  a  partir  do  nfvel  do  solo  com  um  an¬ 
gu  lo  de  devagao  a  c  uma  velocidade  de  hoc  a  uq.  Obtenha  dois 
Sngulos  que  podem  ser  usados  para  alingir  um  alvo  ao  nfvel  do 
solo  que  e$l£  a  3/4  do  alcance  maxi  mo  do  projdil.  Expresse  sue 
resposta  ate  o  dddmo  dc  grau  mais  proximo.  [Sttgesfdo:  ver 
Excrdeio  67(1?),  | 


69.  No  i  list  ante  /  =  0,  uma  bola  de  beisebol  que  esta  5  pcs  acima  do 
solo  c  atingida  com  um  bastao.  A  bola  deixa  o  bastao  com  uma 
velocidade  dc  80  pcs/s  cm  um  angulo  de  3ff  acima  da  horizontal. 

(a)  Quanto  tempo  leva  ate  a  bola  atingir  o  chao?  Ex  pres  sc  a 
sua  resposta  ate  o  centdsimode  segundo  mais  proximo. 

(b)  Use  o  resultado  da  pane  (a)  para  encomrar  a  di  stand  a  ho¬ 
rizontal  percorrida  pel  a  bola,  Expressc  a  sua  resposta  aid  o 
ddeimo  dc  pd  mais  proximo. 

70.  Re  pita  o  Exercfcio  69,  supondo  que  a  bola  tleixe  o  bastao  a  uma 
velocidade  de  70  pes/s  num  angulo  de  60"  acima  da  horizontal. 

071.  No  instants  t  =  0,  um  esquiador  deixa  a  extremidade  de  uma 
ram  pa  com  uma  velocidade  de  tJo  pes/s  a  uni  angu  In  a  com  a 
horizontal  (ver  11  gum  a  segno).  Ele  atinge  o  solo  a  259  pcs  cm 
2.9  segundos. 


(a)  A  proximo  uo  aid  o  pd/s  mais  proximo  e  a  aid  o  gran  mais 
proximo, 

(b)  Use  um  CAS  ou  uma  calculadora  com  capacidade  de  Integra- 
qi lo  para  aproximar  a  distaneia  percorrida  pelo  esquiador. 

(Use  g  =  32  pes/s2  como  aceleragao  dev i da  a  gravidade). 


Figuru  Ex-71 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


72,  No  i nst ante  r  -  0.  um  piojctil  e  atirado  de  uma  allura  h  aci¬ 
ma  do  solo,  a  um  angnlo  dc  clevagao  dc  ot  com  uma  vclo- 
cidade  v*  Seja  R  a  di  stand  a  horizontal  ate  o  ponto  onde  o 
projctil  atinge  o  chao. 

(a)  Mostrc  que  a  c  R  devem  satisfazer  a  equagao 

£  (see2  c?)  If 2  —  2v2(i$ct)R  —  2  v2h  =  0 

(b)  Sc  g.  h  c  v  forem  const  antes,  entao  a  equagao  da  par¬ 

te  (a)  define  R  imp  I  id  tame  rite  como  uma  fungao  de  a, 
Seja  Rlt  o  valor  maxi  mo  dc  R  e  o  valor  dc  a  quando 

/?  =  /?,,.  Use  di ferenciagao  i  mpl  feita  para  encomrar  dRfda 
e  mostrar  epic 

V2 


[Sitgestao:  sup  on  ha  que  dRfda  =  0  quando  //  for  ma¬ 
xi  rub,  \ 

(c)  Use  os  res  u  I  lad  os  nas  partes  (a)  e  (b)  para  mostrar  que 

Ro  —  -  \/  v2  +  2  gh 
S 


c 


«-o 


V 

—  arc  tg  -  .  . 

VU|2  +  2gh 


73,  Suponha  que  a  furigao  posigao  de  um  ponto  em  movi  merit o 
no  piano  xy  scja 

r  =  x(t)i  +  y(t)} 

Essa  cquagao  pode  ser  ex  press  a  cm  coordcnadas  polares  fa- 
zendo  a  substitute  ao 

x  ( t )  —  r  (r )  cos  0(f),  y  (t )  —  r  {t )  sen  0  (f ) 

Disso  result  a 

r  =  r{/)cos0(f)i  +  r(t)  sen  0(f) j 

que  pode  ser  expresso  como 

r  =  r(f)er(f) 

onde  er  =  cos  0(f)  i  +  sen  0(f)  j. 


914  Calculo 


ii  ire  lie  e,  /  (?  uni  ct  r  uni  tar  i  ue  tern  a  me  ma 

ire^a  e  enii  ue  ex  r  iga  r  e  r  i  >  0  e 

ue  e0  t  =  -  cn0  t  i  +  c  Of  j  e  el  r  unitari 
ue  re  u  La  uan  er  t  6  gira  n  enii  anti  h  r£ 
ii  rumangu  e  tf/2  et  re,  I  (Schama  e 
vetor  radial  unitari o  e  el  rep  I  Schama  e  vetor 
transversal  unitdrio  er  Hgura  a  eguir 

b  ire  ue  a  unga  e  ci  a  e  v  —  v  t  e  ere 
re  a  em  term  e  c  m  nente  ra  ia  e  Iran  er  a 
c  rn 

dr  dS 

v  =  —  V?  +r—e() 
dt  dt 


c 


tre  ne  a  tinga  ace  erag.5  a  -  a  t  e 
a  e in  term  ec  m  nenie  ra  ia  e  Iran 


er  e  re 
er  a  c  in 


dr  dB " 


dt  dt 


c.o 


|/  RESP03TAS  DOS  EXERCICtOS  DE  COMPREENSAO  13,6 


1. 


dr 

dr 


d\  d2  r 
dt  dt2 


l|v(r>|| 


2.  r(/2>  —  r(f|) 


11  y(t)\\dr 


d2s 

3,  — 7  k'(ds /dry 
dt 1 


4-  -HI  -8K\  +  V(}  s0j  v0 


1 3.7  LEIS  DE  KEPLER  DO  MOVIMENTO  PLANETARIO 


Urn  do ,v  greindes  avan^a v  no  hiskhia  daAstronomia  ocotreu  no  imeto  dos  anon  i 600 ,  quando 
Johannes  Kepler*  deduziu.  a  parti  r  de  dados  empiricos,  que  todos  os  planet  as  em  nosso 
sistenia  solar  movem-se  em  orbit  as  elipticas  com  o  Sol  em  umfoco *  Subseqiientemente* 
Isaac  Newton  most  wit  matematicamente  que  tal  movimento  planetaria  e  uma  conseqiiencia 
de  uma  lei  do  quad/ado  inverse  da  atragao  gravitational.  Nest  a  segao,  usaremos  os 
concei  tos  desenvoividos  nas  se(oes  precedentes  de&te  capita  to  para  dedazir  as  tres  lets 
bdsicas  do  movimento  planetaria,  conhecidas  como  as  lets  de  Kepler. 


■  LEIS  DE  KEPLER 

a  Sega  1 1  ,  enunriam  a  cguinte  ei  m  iment  anetari  ue  ram  ub  iea  a 
r  harme  e  erem  1  09,  u  eu  i  r  c  nheci  e  m  Astronomia  Nova 


13:7,1  leis  nL  KEPLER 

•  Primeira  ei  Lei  das  Orhitas  a  a  anciam  e  e  em  uma  orbila  e  f  Lieae  m 
S  em  urn  e 

*  Segun  a  ei  Lei  das  Areas  Area  iguai  a  arri  a  emtem  iguai  eareta 


ue  ai 


S  a 


an  ei  a 


*  erceira  ei  Lei  dos  Fen  ados  ua  ra  erf  an  eta  tern  ue 

aneta  e  a  ara  e  m  etar  uma  orbila  em  t  rn  S  6  r  rei  na  a  cub 
emi  ei  mai  r  e  ua  6rbita 


* 


hi  gratia  na  aglua  11 
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/ 

o 


Figura  13.7.1 


■  FORQAS  CENTRAIS 

Se  uma  partfcula  mover- se  sob  a  influence  de  uma  unit  a  forga  que  estd  sempre  voltada 
para  um  ponto  fixe  0 ,  ontao  diz-sc  que  a  partfcula  esta  cm  movimento  num  campo  de 
forget  central.  A  fore  a  e  chamada  de  forget  central  e  o  porno  O  e  chamado  de  centra  da 
forga.  For  exemplo,  no  modelo  mais  simples  do  movimento  planeiario,  supoe-se  que  a 
unica  forga  agindo  sob  re  o  pianola  seja  a  forga  da  gravidadc  do  Sol,  voltada  em  diregao 
ao  centm  do  Sol.  Esse  modelo,  que  produz  as  leas  de  Keplei;  ignora  as  forgas  que  outros 
objeios  celestes  exercem  sobre  o  plan  eta,  hem  come  o  efeiio  menor  que  a  gravidadc  do 
planeta  tem  sobre  o  Sol.  Os  mode  Los  de  forgas  centrais  sao  tumbem  us  ados  para  estudar  o 
movimento  dos  comctas,  dos  asteroides,  das  bias  e  dos  salclites  arfificiais,  Eles  ram  born 


tern  importames  aplicagoes  no  eletromagnetismo.  Nosso  objetivo,  nesta  segno 3  €  desen- 
volver  alguns  principios  basicos  sobre  os  campos  de  forgas  centrais  e,  entao,  usar  esses 
resultados  para  deduzir  as  Jeis  de  Kepler, 

Suponha  que  uma  partfcula  P  de  massa  m  move-se  em  um  campo  de  forga  central  devb 
do  a  uma  forga  F  que  e  voltada  para  um  ponto  fixado  O  e  seja  r  =  r(f)  o  vet  or  posigao  de  O  a 
P  (Figura  13.7J).  Seja  in  v  =  v(/)ea  =  a(0  as  fungoes  velocidade  e  aeeleragao  da  partfcula  e 
suponha  que  F  e  a  esicjain  relacionadas  pela  segunda  lei  de  Newton  (F  =  ma). 

Nosso  primeiro  objetivo  6  mostrar  que  a  partfcula  P  move-sc  cm  um  piano  eonlendo 
o  ponto  O ,  Para  isso,  observe  que  a  tem  a  mesma  diregao  c  sen  lido  de  F  pela  segunda  lei  de 
Newton,  e  isso  im  plica  que  a  e  r  sao  vet  ores  de  mesma  diregao  com  sent  i  dos  opostos,  Assim, 
segue  da  parte  (r)  do  Teorema  1 2.4.5  que 


Os  aatrOnonfios  chamam  o  piano 
que  conic  rn  a  drbila  de  um  planets  a 
edfptica  do  planeta. 


r  x  a  =  0 

Como  a  velocidade  e  a  aeeleragao  da  partfcula  sao  dadas  par  v  ~  dr  kit  e  a  “  d\Idu  respect  i- 
vamente,  tem  os 

d  dv  dr 

—  (r  x  v)  =  r  x ■■rfr  +  tt  X  v  s=  (r  x  a)  +  (v  x  v)  =  0  +  0  =  0  (I) 

dt  dt  dt 

Integrando  os  lados  esquerdo  e  direito  desta  equagao  em  relagao  a  f,  obtemos 

r  x  v  —  b  (2) 

ondc  b  e  uma  coustante  (independents  de  t).  Eni  reran  to,  b  6  or  logon  al  a  am  bos  r  c  v,  logo 
podemos  concluir  que  r  =  r(>)  e  v  =  v(f)  siiuam-se  em  um  piano  fixo  contendo  o  ponto  O. 


■  LEI  DA  GRAVITApAO  UNIVERSAL  DE  NEWTON 

Nosso  proximo  objetivo  e  deduzir  a  fungao  posigao  de  uma  partfcula  movendo-sc  sob  uma 
forga  central  em  um  sistema  de  coordcnadas  polarcs,  Para  alcangar  isso,  nccessitaremos  do 
seguime  resuhado,  eonhecido  eomo  Lei  da  Gravitagdo  Universal  de  Newton, 


XI  e^erce  uma  forga  F  sobre 
it}  &  m  ex&rce  a  forga  -F 
sobre  M. 


Figura  0.7.2 


13.7.2  i J  J  0.4  GRAVITACAO  UNIVERSAL  i>k  nkwton  Toda  partfcula  de  materia  no  uni¬ 
verse  atrat  qualqucr  outra  partfcula  de  materia  no  uni  verso  com  uma  forga  que  e  proper- 
c tonal  ao  produto  de  suns  massas  e  inversamente  proporcional  ao  quadrado  da  distaticia 
entre  elas.  Especificamente,  sc  uma  partfcula  de  massa  M  e  uma  partfcula  de  massa  m 
estao  a  uma  distancia  r  uma  da  outra,  emao  elas  se  atraem  com  forgas  iguais  e  opostas  F 
c  -F  de  magnitude 

in  =  »  o) 

rZ 

ondc  G  6  uma  constant c  chamada  de  consulate  gravitational  universal. 


Para  obter  uma  formula  para  a  forga  vetorial  F  que  a  massa  M  cxerce  sobre  a  massa  m, 
tomaremos  r  como  sendo  o  vctoir posigao  da  massa  M  para  a  massa  m  (Figura  1 3.7.2).  Assim, 


916  Calculo 


Observe  na  Formula  (5)  que  a  aceEe- 
rac^o  a  nao  envolve  in.  Assim,  a  ace- 
leragSo  de  urn  plan  eta  nao  £  afetada 
pela  sua  propria  massa. 


a  i 

bi 


Figura  13*7.3 


a  v 


Figura  13*7.4 


a  dislancia  r  entre  as  massas  e  ||  r  ||  e  a  forga  F  pode  set  expressa  cm  term  os  dc  r  corny 


F  -  |]F|| 

que,  por  (3),  pode  ser  expressa  conio 


Hr  | 


m  (-r) 


F  - 


GMm 


(4) 


Imeialmente,  queremos  enconlrar  uma  formula  para  a  fungao  aceleragao.  Para  aleangar 
is  so,  usamos  a  Formula  (4)  c  a  segunda  lei  de  Newton,  obtendo 


GMm 


ma  = 


e  por  tan  to 


GM 


a  —  — 


(5) 


Para  obter  uma  formula  para  a  fungao  posigSo  da  massa  ns.  precLsaremos  introduzir 
urn  sistema  de  coorden  atlas  e  fazer  algumas  hipdteses  sob  re  as  eundigdes  miciais.  Vamos 
super: 

•  A  disiancia  r  de  m  a  M  c  minima  no  instanie  /  =  0. 

•  A  massa  m  tern  ve lores  posigao  e  velocidade  nao- ft ulus  r,3  e  v0  no  instante  /  —  0. 

•  Um  sistema  tie  coordenadas  polares  e  iniroduzido  com  seu  polo  na  massa  M  e  orien- 
tado  de  tal  modo  que  &  =  0  no  instante  t  =  0. 

•  O  vet  or  vt>  e  perpendicular  ao  eixo  polar  no  instante  t  -  0* 

Aleni  disso,  para  assegurar  que  o  angulo  polar  0 eresga com  /,  concordaremos  cm  observar 
cstc  sistema  de  coordenadas  polares  olhando  cm  diregao  ao  polo  a  partirdo  ponio  final  do 
vetor  b  ~  x  v0.  Verenios  tambem,  que  e  lilt!  superpor  um  sistema  de  coordenadas  xyz 
ao  sistema  de  coordenadas  polares  com  eixo  positive  z  na  diregao  c  sentido  de  b  (Figura 
13.7.3). 

Para  fins  eotnputacionais,  sera  util  denotar  [fro!  por  r0  c  ||v'o|]  por  u0j  easo  cm  que  pode- 
mos  expressar  os  ve  tores  rfl  e  v0  no  sistema  de  coordenadas  xyz  como 


r0  —  r0 i 


vo  “  VoJ 


e  o  vetor  b  como 


b  -  ro  x  vo  =  r0i  x  ty>j  =  W^k 
(Figura  13.7.4).  Sera  fail  tambem  introduzir  o  vetor  uni  lari  o 

u  t=  cos 6^i  4-  sen  (?j 

que  nos  permile  expressar  a  forma  polar  do  vetor  posigao  r  como 

r  =  r  cosfli  4-  r  sen  $  j  =  r  (cos  0 i  4-  sen  0  j)  =  ru 
e  expressar  o  vetor  aceleragao  a  em  term  os  dc  u  reescrevendo  (5)  como 


(6) 


O) 


(8) 


GM 


a  =  — 


r2 


u 


W 


Es tam os,  agora,  prontos  para  deduzir  a  fungao  posigao  da  massa  m  cm  coordenadas 
polares.  Inicialmente,  lembremos  de  (2)  que  o  vetor  b  =  r  x  v  e  corcstante,  portanto  segue  de 
(6)  que  a  relacao 

b  —  r  X  v  —  roi?(>k  (10) 

e  valid  a  para  tod  os  valores  de  /.  Agora,  examinaremos  b  de  ouiro  porno  de  vista.  Segue  de  (8) 
que 
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e,  panama, 


/  d\\  dr  \  *  du  dr  ,  fiu 

b  =  rxv  =  (ru)  x  r—  4-  — u  |  =  ru  x  —  +  r— u  x  u  =  ru  x  —  {1 1) 


Mas  (7)  implica  quo 


dr  dr 

d  u 


<if 


dt 


dt  do  dr 


dO 

—  (—  sen  ft  i  +  cos# j)— - 

dr 


logo. 


Suhstituindo  (12)  em  (11),  obtem-se 


dt) 

u  x  —  —  —  k 

dt  dt 


,  2ddh 

b  —  r  — k 


(12) 


dt 


(13) 


Assim,  segue  tie  (7),  (9)  e  (13)  quc 


GM 


, d$ 


ax  b  =  -- — —  (cos#i  -f-  sen  61  j)  x  I  r  — ^k 


r- 


dt 


dO  d  u 

=  G  M  (—  sen  0\  4-  cos  0  j =  G  M  —  (14) 

fir  dt 

A  partir  dessa  formula  e  o  1'ato  de  quc  db/dt  =  0  (pois  h  e  constamc),  ohlemos 

d  ,  tib  dy  _  „  _  „r/u 

—  (v  X  b)  =  v  X  —  +  —  X  b  —  a  X  b  =  GM— 

dr  dt  dt  dt 

T  meg  ran  do  am  bos  os  I  ad  os  desta  equaeao  em  rcia^ao  a  t,  oblim-se 

v  x  b  —  GMu  +  C  (15) 

onde  C  e  um  vetor  constants  de  integragac.  Ess  a  const  ante  pode  ser  obtida  calculando  am  bos 
os  lados  da  equagao  em  f  =  0,  Deixamos  coino  exerefeio  mostrar  quc 

C  =  (r(}i\3  -  GM)i  (16) 

do  quc  segue 

v  x  b  =  GMu  H-  {^o^o  —  6M)i  (17) 

Podemos,  agora,  obler  a  funqao  posigao  calculando  o  produlo  misto  r  -  ( v  x  b)  de  duas  manei- 
ras,  Primciro,  usamos  ( 1 0)  e  a  proprledade  (II)  da  Scqao  \  2  A  para  obter 

r  *  (v  x  b)  =  (r  x  v)  *  b  =  b  *  b  =  r\ ( 1 8) 
e,  em  seguida,  usamos  (17)  para  obler 

r  *  (v  X  b)  =  r  *  (GMu)  +  r  *  (r^  —  GM)i 


—  r  -  ^GM“J  +  ru  *  {rm^  “  GM)i 

—  G  M r  -h  /■  (/'o  Vq  —  GM)  cos  6 


Se,  agora,  igualarmos  isso  com  ( ]  8),  obterenios 


roi;o  “  G  Mr  +  r(roi’Q  -  G  M )  cos  0 


quc,  resol  vend  o  para  r,  da 


2  2 


2  2 
J0L'0 

GM 


GM  +  (r,n^  —  GM)  cos  0 


1  +  (  — —  I  1  cos  6 
\GM 


09) 


ou,  mais  simples  me  ntc. 


I  +  €  COS  0 


(20) 
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onde 


k  - 


2  ? 

'ouo 


e 


e  —  — -  —  1 


(21-22) 


GM  GM 

Deixaremos  como  exercfcio  mostrar  que  e  >  0,  Aceitando  isso,  segue  que  compare  n- 
do  (20)  com  a  Formula  (3)  da  Seqao  11.6  conclufrnos  que  a  trajetoria  6  uma  segao  cornea 
com  excentncidade  e ,  a  toco  no  polo  e  d  =  k  / e .  Assirn,  dependendo  se  e  <  1,  e  -  \  ou 
e  >  1,  a  trajetoria  sera,  respect ivamente,  uma  elipse,  uma  parabola  ou  uma  hiptfrboie  (Fi- 
gura  13.7.5), 

Note  a  pariir  da  Formula  (22)  que  e  depende  de  rf}  e  ut)t  logo  a  forma  exata  da  traje- 
toria  e  delerminada  peta  massa  M  e  as  condi^des  iniciais.  Se  as  condi^des  miciais  sao  tais 
que  e  <  U  entuo  a  mass  a  m  d  eapturada  cm  uma  orbita  elfptiea;  ease  eonirario,  a  mass  a 
m  ^escapa"  e  nunca  retoma  para  a  sua  posigao  ircidaL  Consequentemente,  a  vdocidade 
inicial  que  produz  uma  excemricktade  de  e  -  I  e  chamada  de  velocidade  de  escape  e  6 
denotada  por  uCSCt  Assim,  segue  de  (22)  que 


2  GM 


t-ese  — 


(verifique). 


'o 


(23) 


M  AS  PR1MEIRA  E  SEGUNDA  LE1S  DE  KEPLER 

Segue  de  aossa  diseussao  geral  de  eampos  de  formas  centrals  que  os  pianolas  Lfim  orb  it  as  elip- 
ticas  com  o  Sol  no  toco*  oque  e  a  primeira  lei  dc  Kepler.  Para dedu/ir  a  segunda  lei  de  Kepler, 
eomcqamos  igualando  (10)  c  ( 13)  para  obter 

^dd 


dt 


-  rQv o 


(24) 


Para  provar  que  a  rei  a  radial  do  ceniro  do  Sol  ao  centre  de  uni  plane  la  varre  areas  iguais 
em  tempos  igtiais,  sejam  r  =  f(0)  a  equaqao  polar  do  plane  la  e  A  a  area  varrida  pel  a  reta  radial 
quando  ela  varia  de  qualquer  angulo  fix  ado  0,.  para  um  angulo  0.  Segue  da  formula  de  area  em 
1  1 .3.2  que  A  podc  ser  expressa  como 


-/ 


1 


[fm2d<p 


em  que  a  varidvel  muda  &  6  introduzida  na  imegragSo  para  reservar  0  como  1  unite  superior. 
Segue,  agora,  da  Pane  2  do  Teorcma  Fundamental  do  Caleulo  c  da  regra  da  cadeia  que 


dA  dA  dd  l  r  ...  ,dB  1  2d0 

lit  ~  lieUt  ~  2  ^  ^  Hi  ~  2'  Hi 


Assim,  dec  one  dc  (24)  que 


dA 


1 


r$v  q 


(25) 


dt  2 

o  que  mostra  que  A  varia  a  uma  tax  a  const  ante.  Isso  implica  que  areas  iguais  sao  varridas  em 
tempos  iguais. 


■  ATERCE1RA  LEI  DE  KEPLER 

Para  deduzir  a  terceira  de  lei  de  Kepler,  sejam  a  e  h  os  semi-eixos  maior  e  menor  da  orbita 
el  (plica;  lembremos  que  a  lire  a  dessa  el  ipse  c  nab,  Integrando  (25),  segue  que  cm  /  unidades 
dc  tempo  a  reta  radial  varre  uma  area  de  A  =  Assim,  se  7  denotar  o  tempo  necessario 

para  o  planet  a  com  pie  tar  uma  revolugao  em  torno  do  Sol  (o  pen'odo),  enlao  a  reta  radial  var- 
rera  toda  a  area  da  elipse  durante  aquele  tempo  e,  portanto, 

nab  —  -roVoT 
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da  qua  I  obtemos 


2  4jt2a2bl 

*-  ”  T  T 

rouo 


(26) 


Enlrelanto,  segue  da  Fdrmula  (I)  da  Segao  1 1.6  e  da  relagao  c2  -  a2 -  b1  para  Lima  elipse  que 


c  \  a2  “  b2 
a  a 

Assim,  b~  =  a2  ( I  -  e1)  e,  portanto,  (26)  potie  ser  cscrito  como 

2  4jrV(l-tf2) 

-  ~  7  ,1 

;o  v6 

Mas  comparando  a  Equagao  (20)  com  a  Equagao  (17)  da  Segao  3  1 .6,  vernos  que 

£  =  ,fl(l  —  e2) 

Finalmente,  substituindo  essa  expressao  e  (21)  em  (27),  obtemos 


(27) 


T2  _  4*rV  _  4jtV  rjl’i 


4t2 


2  > 

'o  ,;o 


;-2u2  GM  GM 


a 


(28) 


A ssi m,  provamos  que  T2  e  proportional  a  a\  que  e  a  tereeira  lei  de  Kepler,  Quando  conve- 
nienic,  a  Formula  (28)  pode  Lam  hem  ser  expressa  como 


(29) 


■  SATELITES  ARTIFICIAIS 

A  segunda  e  a  Lerceira  leis  de  Kepler  e  a  Formula  (23)  aplicam-se  tam  hem  a  sale  Hies  que 
orbi  lam  um  corpo  celeste;  precisaremos  ape  n  as  inierpreiar  M  como  sen  do  a  massa  do  corpo 
que  esta  exercendo  a  forga  e  m  como  scndo  a  massa  do  satdlite.  Os  va  lores  de  GM  que  sao 
exigklos  cm  muitas  das  formulas  nesta  segao  foram  determ  iuados  experimental m cute  para 
van  os  corpos  atratores  (TabeJa  1 3.7. 1 ). 


Figura  15J& 


Tabela  13.7.1 


COR IX)  ATRATOR 

SIXTH  MA  1 NTHRN  ACK  1NAI . 

SISTKMA  liKUANKJODh  f-NOHNHARlA 

TIARA 

GM  =  3,99  X  10IJ  mVs2 
GM  =  3,99  x  I05  kmVs2 

GM  -  1,41  x  Id16  pe'sVs2 

GM  =  l,24x  1012  milhasVh2 

SOL 

GM  =  1.33  x  lO20  mV*2 
GM  -  1,33x10"  km  Vs2 

GM  =  4,69  x  I021  pesVs2 

GM  =  4,13  x  1017  milhas'Vh2 

LIJA 

GM  -  4,90  X  10 12  mVs2 
GM  =  4.90  x  10-  km  Vs2 

C,M  -  1,73  x  10up&Vs2 

GM  =  1.53  x  !G10  milhas'Vh2 

Lembre-se  de  que  para  as  orbi  las  de  pi  an  etas  ao  redor  do  Sol,  o  porno  no  qua  I  a  disian 
cia  entre  0  Centro  do  pianola  e  o  centra  do  Sol  c  maxima  e  oh  am  ado  de  afelio  e  O  ponlo  no 
qual  e  minima  c  chain  ado  de  perielio*  Para  os  sale  Ides  em  torno  da  Terra  o  ponlo  no  qual  a 
distfmeia  maxima  ocorre  e  ehamada  de  apogeu  e  o  ponto  no  qual  a  distanda  minima  ocorre 
6  ehamada  do  perigeu  (Figura  13,7.6).  As  disiancias  reais  entre  os  contros  no  apogeu  c  no 
peri  go  u  sao  ch  am  ad  as  dc  disfaticia  do  apogeu  e  distanda  do  perigeu * 
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►  Exemplo  1  Uma  orbita  geossincranica  para  urn  .satclitc  c  uma  orbita  circular  cm  torno 
do  Ecuador  da  Terra,  na  qua!  o  saidlite  pcrmanece  fix  ado  sobre  urn  ponto  do  Equation  Use  o 
faio  de  que  a  Terra  la/  uma  revoluqao  em  torno  cle  sen  eixo  a  cad  a  24  haras,  para  detenu  mar 
a  altitude  cm  mi  J  has  de  urn  satdJitc  de  corrmnica^oes  cm  orbita  geossin cron  sea,  S  upon  ha  que 
a  Terra  seja  umaesfera  com  raio  de  4000  mi  I  has. 


Sohtgao  Para  permanecer  fixatlo  em  re  lag  So  a  urn  ponto  sobre  o  Equador,  o  sated ite  dove 
ter  um  periodo  cle  7  -  24  h.  Segue  de  (28)  ou  (29)  e  do  valor  da  Terra  na  Tabela  13.7.1  de 
GM  -  1 ,24  x  SO32  m  i  I  has  VIE  qtie 


a 


3  GMT2 


4jt: 


3/ (1:24  x  1  012)(24)- 

V  4^ 


26.2.50  mil  has 


e,  portanto,  a  altitude  h  do  satdlile  e 

h  26.250  -  4000  =  22.250  milhas  < 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  13.7  (tferpag/ina  921  para  respostas.) 


1 .  S eja m  G  a  cons  t  a  nte  gravj  tac  i  on  al  universale  M  e  m  d u  as  m a$- 
sas  a  uma  di  stand  a  r  entre  si. 

(a)  De  acordo  corn  a  Lei  de  Newton  da  GravitagSo  Universal, 
M  e  m  se  atraem  lima  a  outra  com  uma  tbrga  do  magnitude 


(h)  Sc  r  for  o  vetor  de  pod  910  do  M  para  wi,  entao  a  tore  a  de  atra- 
9  Jo  Que  a  inas&i  M  exerce  sob  re  a  mass  a  in  6 _ 

2.  Suponha  quo  uma  massa  m  esteja  mini  a  or  him  cm  torno  de  uma 
massa  M  e  que  rt)  seja  a  d  island  a  ini'll  ima  de  m  a  M.  Se  G  for  a 
eon st ante  gravitational  universal  entao  a  vdocidade  4hde  esca¬ 
pe'’  de  m  serd  , 


3,  Para  um  planeta  numa  orbita  dfptiea  em  torno  do  Sol.  qua  I  6 
a  pot^ntia  do  semi -eixo  maior  da  orbita  que  d  proportional  ao 
qitadrado  do  perfodo  do  planeta? 

4.  Su poti ha  que  u nia  massa  m  esteja  numa  orbita  em  torno  de  u ma 

massa  M  e  quo  jy  seja  a  di  stand  a  minima  dc  m  a  M.  Se  i?o  for  a 
veJotidade  esc  alar  da  massa  m  quando  ess  a  c  stiver  a  uma  dis¬ 
tancia  dc  M,  c  se  G  denotar  a  coiistantc  gravitational  univer- 
sal,  etnao  a  cxcentncidade  da  drbila  sehS _ . 


EXERCICIOS  13.7 


Nos  exc radios  que  requeiram  valorem  numtiicos,  quando  necesstf- 
rio.  use  a  Tabela  13.7.1  e  os  seen  lutes  valorem 


raio  da  Terra  =  4000  milhas  =  6440  km 
raio  da  Lua  =  1 080  milhas  =  1 740  km 
1  ano  (terreslre)  =  365  dias 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


t.  (a)  Obten  ha  0  va  I  or  c  le  C  dado  na  Fdrmul  a  ( 1 6 )  *  pon  do  t  =  0 
em  (15). 

(b)  Use  as  Formulas  (7),  ( 17)  c  (22)  para  mostrar  que 

v  x  l>  =  G  A7[(e  +  cos  9 )i  4-  sen  0j] 

(c)  Mostrc  quo  ||  v  x  b  ||  =  ||  v  ||  [|  b  ||. 

(d )  Use  os  re  suit  ados  das  pales  (b)  e  (c)  para  mo  s  bar  q  ue  a 
velocidadc  de  uma  particula  em  orbita  elfpttca  6 

v  —  ■  1  -  ■  VV2  4-  2e  cos  $  4-  ! 

I  +  e 

(e)  Suponha  que  uma  particula  esteja  numa  orbita  d  1  plica. 
Use  a  pane  (d)  para  conctuir  quo  a  distftneia  da  pauicula 


ao  centra  da  torea  atinge  um  mini  mo  se,  e  some  tit  e  se. 
a  vdocidade  da  particula  atinge  um  maximo.  Analoga- 
me  rue,  arguments  que  a  distancia  da  particula  ao  centra 
da  forgy  atinge  um  maximo  se,  e  somenle  se,  a  veloei- 
dadeda  particula  atinge  um  mini  mo. 

2.  Use  o  result  ado  do  Exercfeio  ]  (d)  para  mostrar  que  quando 
uma  particula  em  orbita  dfptica  com  excemritidnde  e  aU 
canga  uma  extrernidade  do  eixo  menor,  sua  velocidade  6 

v  =  TT7 


3.  Use  t)  res  ill  tad  0  do  Excrefcio  1(d)  para  mostrar  que.  para 
uma  particula  cm  orbita  dipt  lea  com  excent  riot  dado-  c,  as 
vdocidades  maxima  e  mmimaeslao  rdadotiadas  por 

__  l  4"  c 

Dsna?<  —  t'nipn  ’T  “ 

I  —  e 


4,  Use  a  Formula  (22)  e  o  resultado  do  Exercicio  1(d)  para 
mostrar  que  a  velocidade  v  dc  uma  particula  em  drbita  cir¬ 
cular  de  raio  q,  e  constants  c  c1  dad  a  por 
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5. 


Suponha  que  uma  part  feu  la  esteja  numa  6rbHa  elfplica  mini 
campo  de  forgas  central  em  que  o  cent ro  da  forga  esteja 
nuni  foco  e  sejant  r  ~  r(0  c  v  ■=  v(fl  as  fuiigoes  posigao  c 
vdocidadeda  particula.  respect  ivamente,  Sejant  i'mjn  e  rmas 
as  di  stand  a  minima  e  maxima  da  partfcula  an  centre  de  for- 
ga  e  sejant  vw[n  c  umaJC  as  velocidadc  minima  e  maxima  da 


past  leu!  a, 

(a)  Relembre  a  discussao  snbre  elipses  em  coordenadas  pu¬ 
la  res  na  Segao  1 1  .ft  e  most  re  que  se  a  etipse  tern  excen- 
trieidade  c  e  semi-eixo  maior  a ,  entao  rm\n  =  a{  1  —  e) 
e  /‘max  —  a(\  +  e). 


(b)  Exp  I  iq  tie  por  que  rni -m  e  r(1HW  ocorrem  cm  pontos  cm 
que  r  e  v  sao  orlogonais.  [Sugestao:  primeiro  most  re 
que  os  valorem  extremes  de  jj  rjf  ocorrem  em  pontos  en¬ 
tices  da  lungao  ]|r  ||2  =  r  *  r.] 


(e)  Ex  pi  i que  por  que  LVm  e  vlim  ocorrem  em  pontos  em 
que  rev  sao  orlogonais.  ( Sugestao:  primeiro  mosire 
que  os  vatores  extremes  de  |jv||  ocorrem  em  pontos  en¬ 
tices  da  tun  quo  j|v||  =  v  -  v.  Em  seguida  use  a  Equa- 
¥ao(5).] 

(d )  Use  a  Eq u agao  (2)  e  a s  pa rtes  ( b)  c  (c )  para  co rtc lu i r  qu c 

=  *minTmax< 


ft.  Use  os  res  u  l  tad  os  nas  partes  (a)  e  (d)  do  Exercfcio  5  para 
deduzira  equagio  no  Exercfcio  3. 


7.  Use  o  result  ado  do  Exercfcio  4  para  detenu  in  ar  a  vekiddade 
em  km/s  de  urn  sat  elite  em  orbita  circular  200  km  acima  da 
superffeie  da  Terra. 


8.  Use  o  res  tilt  ado  do  Exercfcio  4  para  detcmiinar  a  velocidadc 
em  mi /It  de  urn  sate  life  de  comum  canoes  que  esta  em  drbira 
geossincrOnica  em  torno  da  Terra,  [  Ver  Exemplo  1 .  | 


9.  Enc on tre  a  ve  I  ocidade  de  esea  pe  em  km/s  para  li  ]  na  sot ida  e  spe¬ 
cial  em  orbita  circular  300  km  acima  da  superffeie  da  Terra. 


1 ()♦  A  con  statue  de  gravitagao  uni  versal  d  aproxi  madatnente 

G  =  6,67  x  10" ' 1  m3/kg  sJ 

e  o  semi-eixo  maior  da  orbita  da  Terra  e  aproxi  madam  erne 

a  -  149,6  x  I06  kiii 


Estime  a  massa  do  Sol  em  kg. 


A  excentricidade  da  orbita  da  Lua  em  torno  da  Terra  c 
0,055  c  o  semi-eixo  maior  6  a  =:  238900  mi  I  has.  Enc  on  tre 


as  disiimcias  maxima  e  minima  emre  a  superffeie  da  Terra 
e  a  superffeie  da  Eua, 


(b)  Determine  o  perfodo  da  orbita  da  Lua  em  dias. 

12.  (a)  O  Vanguard  I  foi  langadoem  margo  de  3  958  com  altitude 
de  perigeu  e  apogeu  acima  da  Terra  de  649  km  e  4340  km, 
res  poet  ivamemc.  Enc  on  tre  o  comprimemo  do  semi-eixo 
maior  tie  sua  orbita. 


(b)  Use  0  re  suit  ado  da  parte  (a)  do  Exercfcio  1 9  da  Segno  1 3 .6 
para  eneontrar  a  exceturicidade  de  sua  dibita. 

(c)  Enco litre  o  perfodo  do  Vanguard  1  cm  minutos. 


13*  (a)  Suponha  que  uma  sotida  espacial  esteja  em  orbita  circular 
a  uma  altitude  de  1 80  inslhas  acima  da  superffeie  da  Terra. 
Use  o  Exercfcio  4  para  deternrinar  sua  velocidade. 

(b)  Durante  urn  perfodo  muilo  cur  to  dc  tempo,  um  propulsor 
da  sonda  espacial  6  acionado  para  aumentar  a  velocidadc 
da  sonda  em  600  mt/h  na  dtregao  do  movimento.  E  neon  tre 
a  excentricidade  du  orbita  elfptica  resulumte  e  use  o  resul- 
tado  da  parte  (b)  do  Exercfcio  5  para  eneontrar  a  altitude 
do  apogeu. 


14.  Most  re  (pie  a  giandeza  c  deftnida  pel  a  Formula  (22)  6  tiao-nc- 
gativa,  o  eixo  polar  foi  escolhido  de  tal  mod o  que  r 

e  mfnimo  quando  &  —  0  ] 


l/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  13.: 


GMm  GM/ti  f2GM  i-qv^ 

1.  (a) — ^ —  tb) - —r  2.  ■ -  3.3  4.  «  =  ^  -  1 

rl  r-  V  y-Q  GM 


EXERCICIOS  DE  REVISAO  DO  CAPITULO 


E  Em  palavras*  o  que  sc  qtier  dizer  com  o  grallco  de  uma  fungao 
vetorial? 


2-5  Descreva  o  gratico  da  equagao. 

2.  i-  -  (2  -  3/)i  -  4/j  3.  r  =  3  sen  2/i  +  3  cos  2/j 

4.  r  =  3  cos  ri  +  2  sen  ij  -k  S.  r  =  -2i  +  tj  +  (f  -  I  )k 

ft ,  I  Descreva  o  gi  a li  co  das  fungOes  vet  ori  ai  s , 

(a)  r  =  r0  +  f(r, -rj 

(b)  r  =  r0  +  /(r,  -  rc)  (OS/2  I } 


(c)  r  =  r1J  +  /r'(/()) 

7*  Mosire  que  o  graft  co  de  r (i)  =  i  s  enav  i  +  rj  +  i  cosjtfk  cstti  si¬ 
lts  ado  sobre  a  superffeie  de  um  cone  e  csboeo  o  cone. 

8.  Ob  ten  ha  equacoes  p  am  Ulricas  para  a  imersegao  das  superfi¬ 
cies 

v  =  x2  e  2x2  +  yl  +  6z2  =  24 
e  esboce  a  intersegSo. 

9.  Em  pa  lavras,  dc  uma  descrigao  geomdtriea  da  afirmagao 
lint  r (/)  —  L, 


922  Calculo 


10.  Calcule  iim  Or'i  +  - — +  (2k  j 

1 1 .  Encontre  equates  paramdtricas  da  reta  tan  gent  e  ao  gralico  de 

r(f)  —  (t  +  cos2/)i  —  (r  4-  /)j  4  sen  /k 
no  ponto  cm  que  t  -  0, 

12.  Suponha  que  r]  (t)  e  r2  (/)  sejam  fun^oes  vetoriai s  lisas  tais  que 
r,(0)  =  {-l,  1,2),  r2((»  =  <1,  2r  I}*  r'<0)  =  {l>0,  1)  e 
r^(0)  =  (4.  0.  2).  Use  ess  a  informa^ao  para  calcular  a  deriva- 
da  em  /  -  0  de  cad  a 

(a)  r(r)  =  3r,(0  +  2r2(r)  (b)  r(t)  ^  [Inf/  4  l)|ri(0 
(c)  r(r)  =  r,(r)  x  r2(r)  (d)  /(?)  =  r,  (?)  •  r2(r) 

13.  Calcule  [  (cos  ?i  +  sen  ?,j)  dt. 

(cos  3;,  —  sen  3t)  dr. 

15.  Resol  va  o  problems)  de  valor  in  id  a  I  veto  rial 

y  (r)  =  ri  4  2/j,  y(0)  =  i4j 

16.  Resol  va  o  problem  a  de  valor  inidal  vetorial 

dr 

—  =  r,  r(0)  =  r0 
dr 

para  uma  run^ao  vetorial  r(/)  desconhecida. 

1 7 .  Encon  t  re  o  com  pr  i  me nt o  de  arco  do  gra  f i  co  de 

r(f)  -  e^'i  +  e-^'j  +  2/k  (0  <  t  <  -Jl In  2) 

18.  Suponha  que  r{/)  seja  uma  fun^ao  vetorial  lisa  do  i  com 
r/(0)  =  3i  —  j  4  k  c  que  rq (/)  =  r(2  —  £I,ft2).  Encontre 

19.  Obten  ha  a  paramelrizaqfio  por  com  pn  men  to  de  arco  da  ret  a  que 
pass  a  por  P(- 1 , 4,  3)  c  2(0, 2,  5).  que  ten  ha  ponto  de  referenda 
P  e  orienla  a  reta  no  senlido  de  P  para  Q. 

20.  Encon  l  re  a  para m e  t  ri  zagao  pe  I  o  Co rn  pri  me  n  to  de  a  re  o  d a  c u  rva 

r(/)  =  {e*  cos/,  —  ef  sen  f)  (0  <  /  <  n/2) 


14.  Calcule 


L 


que  ten  ha  a  mesma  oriental  do  e  que  ten  ha  r(0)  como  ponto  de 
referenda, 

21.  Suponha  que  r(/)  seja  uma  funqao  vetorial  lisa,  De  as  defini- 
$ocs  de  T(f).  N(/)  e  B(0- 

22.  Encontre  T(0),  N(0)  e  B(0)  para  a  eurva 

a  \ 

cos  /  —  — =  sen/ 

V5  / 

23.  a  detlniqao  de  “cur  vatu  ra’"  e  ex  pi  i  que  o  que  significa  geo- 
metricamentej 

24.  Suponha  que  r(f)  seja  uma  eurva  lisa  com  rr(())  =  i  e 
r' ‘  (0)  —  i  +  2j.  Encontre  a  eurvatura  em  /  =  0, 

25-2 S  Encontre  a  eurvatura  da  eurva  no  ponto  dado. 

25.  r(/)  —  2  cos  /i  4  3  sen  /j  —  fk;  r  =  nr/ 2 


r  (r)  —  ( 2  cos  r ,  2  cos  /  +  ~^=  sen  / , 

v5 


26.  r(? )  =  (2r.  e2\  e~2');  r  =  0 


27.  v  =  cos.t;  x  =  jr/2  28,  y  -  In  x‘,  X  =;  1 

29.  Suponha  que  r(/)  seja  a  fun^ao  posi^ao  de  Lima  partfeula  em 
inovimento  no  espaqo  hi  ou  tridimensional.  Em  cada  parte, 
explique  o  que  a  grandeza  dad  a  represent  lisicumcnte. 


(c)  ||r(0|| 


30.  (a)  O  que  o  Teorema  1 3.2,8  nos  diz  sobre  o  veior  velocidade 
de  uma  partfeula  que  se  move  sobre  uma  esfera? 

(b)  O  que  o  Teorema  13.2.8  nos  diz  sobre  o  vet  or  aceleragao 
de  uma  partfeula  que  se  move  com  velocidade  escalar 
constame? 


(c)  Mo  sire  que  a  partfeula  com  tun^ao  posigao 


rfjr )  =  J 1  — •  ^  cos- 1  cos  ri  4  J I  —  |  cos2 1  sen  /  j  4  ^  cos  rk 


move- sc  sobre  uma  esfera. 


31.  Como  i  lustra  do  na  ligura  abaixo,  suponha  que  uma  partfeula 
se  move  no  senlido  anti-horario  em  iomo  de  um  cirulo  dc  raio 
P  centiado  na  origem  a  uma  lax  a  constant  e  de  o;  rad  i  arms  por 
segundo.  Is  so  6  chant  ado  de  movimetno  circular  uniforme. 
Supondo  que  a  partfeula  esteja  no  ponto  {R,  0}  no  instante  /  =0, 
entao  siEa  furl (’UO  possqiio  sein 

r(/)  =  R  cos  (ofi  4  R  sen  u>/j 

( a)  M ost  re  que  o  ve  E  or  veloci  d ad  e  v(/)  d  sem  pro  la  ngentc  ao  e  f r- 
eulo  e  que  a  partfeula  Lem  velocidade  escalar  constante  v 
dada  por 

v  =  R(o 

(h)  Mostiu  que  o  veto]'  acelera^jlo  a(/)  esta  sc  m  pie  volt  ado  para 
o  centro  do  drculo  c  tern  ntEigniuide  constante  fir  dada  por 

a  =  RoP 

(c)  Mostre  que  o  tempo  T  necessdrio  para  a  partfeula  fazer 
uma  revolugao  com  pi  eta  e 

2n  2ttR 

tt>  v 


32*  Se  uma  partfeula  dc  jnassa  m  estiver  cm  movimento  circular 
uniforme  [ver  Exercfcio  31],  entao  o  veior  acelera^ao  a(/)  e 
chamado  de  aceleragm  centripeta.  I>c  acordo  com  a  segunda 
lei  de  Newton*  essa  aceleraQuo  deve  ser  produzida  por  alguma 
foj'qa  F(0-  chamada  dc  f&rqa  centripeta ,  que  esta  rclacionada 
com  a(0  pel  a  equacao  F(/)  =  ^a(t).  Se  essa  forga  nao  estiver 
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presente,  emao  a  particula  nao  pode  estar  submelida  a  um  mo- 
v  i  m  ento  e  j  rcu !  ar  u  n  \  forme. 

(a)  Most  re  que  a  diregSo  da  forga  eentn'peia  van  a  com  o  tem¬ 
po.  3 lias  tern  magnitude  constants  F h  dada  por 

f  —  'md 

R 

(b)  Um  astronauta  corn  unia  massa  de  m  =  60  kg  orbita  a  Ter¬ 
ra  cm  tuna  altitude  dc  h  -  3200  km  coin  uma  velocidade 
constantede  v  —  6,43  km/s.  Obtenhu  a  aceleragSoeenttH 
l>eta  supondc  que  o  raio  da  Terra  seja  de  6440  km. 

(c)  Quo  fore  a  gravitational  ecntnpcta  em  newtons  a  Terra 
excrce  sobre  o  astronauta? 

33*  No  instante  t  =  0T  uma  particula  na  origem  de  um  si  sterna  de 
eootdenadas  xyz  lem  uma  velocidade  de  vq  —  i  +  2  j  —  k.  A 
fungao  aceleragao  da  particula  ea(r)  —  2ri+j  +  cos  2r  k. 

(a)  Encontre  a  funcao  posigao  da  particula. 

( b )  Enco nt re  a  veloc id adc  c sc al ar  da  part icu la  no  in sta nte  I  =  I . 

34.  Con  for  me  i  lust  ratio  na  figura  abaixo.  as  coordcnadas  polares  dc 
um  fog uete  sao  rastreadas  por  radar  de  um  porno  que  csta  a  b 
unidades  da  rampa  dc  langamertux  Most  re  que  a  velocidade  v 
do  foguele  pode  set  ex  press  a  em  termos  de  Ik  0  e  dOUit  como 


35*  U  m  j  ogad  oir  1  a  tiga  u  ma  hoi  a  co  in  u  in  a  ve  I  oc  id  ad  e  i  n  i  e  i  a  I  de  6( ) 
pds/s  em  um  angulo  desconhecido  a  com  a  horizontal  a  par- 
tir  de  um  ponto  que  esta  4  pes  acima  do  ehao  de  um  gindsio 
coberto.  Dado  que  o  forro  do  glndsio  estd  a  25  ptSs  dc  altura. 
determine  a  altura  maxima  h  na  qua  l  a  bo  I  a  pode  atingir  uma 
pa  rede  que  esta  a  60  pes  adiante  (ver  ft  guru  abaixo). 


36*  Sejam  v  =  v(/)  e  a  =  a(0  os  vet  ores  velocidade  e  aceleragao 
de  uma  particula  se  mo  vend  o  no  espiiqo  hi  on  tridimensional. 
Most  re  que  a  lax  a  de  variagao  de  sua  velocidade  pode  ser  ex- 
pressa  como 

-y- (l|v||>  =  —  O  -  a) 
dt  II  v  | 


,  ,  dd 

i!  =  b  sec"  B  — 

dt 


37.  Use  a  formula  (23)  da  Segno  13.7  para  encontrur  a  velocidade 
de  escape  (em  knt/s)  de  uma  sonda  cspacial  numa  orbita  circu¬ 
lar  a  600  km  acima  da  supcrffcic  da  Terra. 

38*  A  consume  de  gravitagao  universal  6  aproxi  madam  enle 
6.67  x  i  tr 1 1  m  Vkg-s1  e  o  semi-eixo  maior  da  orbita  da  Lua 
em  torno  da  Terra  d  a  *=  384.629  km.  Estime  a  massa  da  Terra 
em  quilogramas. 


Figuru  Ex-34 


capftulo  quator 
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DERIVADAS  PARCIAIS 


Qiw  ninguem  ignorcmie  em 
Matemduca  entre  aqw, 

— Platao 

File  sofa  e  Pen  sad  or 
grego  daAntiguidade 


este  capftulo,  estendaremos  murtos  dos  concertos  baste  os  do  Cdlculo  para  funcoes 
do  duas  qv  mats  variavcis,  comumente  chamadss  do  f undoes  de  varias  varidveis.  (ni- 
ciaremos  di  scut  in  do  Similes  e  contimiida.de  de  fungoes  de  duas  ou  tres  varidveis,  en* 
tao  def iniremos  as  derivadas  da  tais  f undoes,  depois  usaremos  essas  derivadas  para  estudar 
pianos  tangentes,  taxas  de  vsriacao,  incJinacoes  da  superficies  e  problemas  de  iriaximiza?ao 
c  mimmiza^ao,  Em  boro  muitas  das  ideias  basicas  qua  desenvolvemos  para  f undoes  do  uma 
vanavet  persistam  de  urn  a  maneira  natural,  as  f  undoes  da  varias  va  nave  is  sao  mtrisicamente 
mais  compttcadas  do  quo  as  funpdes  do  uma  variavel,  I090  precisaremos  desenvofver  novas 
ferramentas  a  novas  id£fas  para  tratar  dessas  f undoes. 


Foto;  Superficies  tridimensianais  s&a  parecidas  com  cordilheiras,  Neste  capita  h,  uiiUmremos  derivadas  para  anaUsar 
qado  ingremes  sdo  tais  superficies,  hem  coma  outran  de  suas  caracteristicas* 

t4.t  FUNQOES  DE  DUAS  OU  MAIS  VARIAVEIS 

Em  lodas  segdes  anteriores,  estud amos  /undoes  reals  de  uma  varidvel  real  e  f undoes 
veto  rials  de  uma  varidvel  real.  Nesta  sec  da,  con  side  rare  mas  fun  ^des  reals  de  duas  ou  metis 
varidveis  reals. 


m  NOTAQAO  ETERMINOLOGIA 

Ha  muitas  formulas  fami  Imres  em  que  uma  variavel  doda  depende  de  outras  duas  ou  mats 
variaveis.  For  exemplo,  a  area  A  de  uni  iriangulo  depende  do  comprimento  da  base  h  e  da 
altuia  h  pcla  formula  A  -  ~bh;  o  volume  de  uma  caixa  rctangular  depende  do  comprimento 
l T  da  largura  w  e  da  a  1  turn  h  pcla  formula  V  =  lwh\  e  a  media  aritmetica  x  de  n  numeros  reais 
xv  A\t  xn  depende  desses  numeros  pel  a  formula 


X  —  —  (X|  +  X2  4 - +  Xn) 

n 


Assim,  dizemos  que 

A  e  uma  fungao  das  duas  varidveis  h  e  h ; 

V 6  uma  fungao  das  ties  varidveis  /,  w  e  h, 
x  c  uma  funqao  das  n  varidveis  jq,  x2,  av,.t  x„. 
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Po t  cxtensSo,  podemos  definir  a  r»o- 
0&o  de  ;,G$pa£0  /i-dimenstonar  em 
que-  urn  "ponto"  e  uma  seqQSrtda  de 

nunneros  reals  Ui .  jta . xn  ).  Eniao 

uma  fung&o  de  n  vadctveis  reals  e  urna 
regra  que  assoeia  urn  tfnico  numero 
real  /(jti „  at,  L . .  +  \ff)  a  cada  panto 
de  algum  conjunto  desse  espago. 


A  lerminologlae  a  nouigao  para  I  undoes  de  duas  an  mais  variaveis  sao  analogas  aquelas 
para  fungoes  de  uma  variavel.  Par  cxemplo,  a  expressao 


z  =  f(x  i  >0 

sign  idea  que  z  €  uma  funcao  de  x  e  v  ho  semi  do  de  que  um  unico  valor  da  variavel  de 
pendente  z  e  determinado  cspccificando  valores  para  as  variaveis  mdependentes  a  e  v 
Analogamente, 

vj  -  f(.x,  y,  z } 


expressa  w  como  uma  fungao  de  a\  >  ez,e 


w  “  f(Xi ,  X2 . xtl) 

expressa  a  como  uma  fimgao  de  x},  xn. 

j* 

E  c  on  veni  elite  pensar  em  fung  be  s  de  duas  ou  tres  variaveis  independentes  cm  term  os 
geometricos.  Par  exemplo,  se  z  ~f(x ,  y),  entao  podemos  ver  (a,  v)  como  um  ponto  do  piano 
xy  e  pensar  cm /como  uma  regra  que  assoeia  um  unico  valor  numerico  z  ao  ponto  (x,  y); 
analogamente,  podemos  pensar  cm  it;  =f(x,  y,  z)  como  uma  regra  que  assoeia  um  unico  valor 
n timer ieo  w  ao  ponto  (x.  y\  z)  de  um  ststema  de  coordenadas  xyz  (Figura  14.1.1), 


Figure  14.1.1 


Como  oeotrre  com  fungous  de  uma  variavel,  as  variaveis  independentes  de  uma  fungao 
de  duas  ou  mais  variaveis  podein  estar  reslritas  a  algum  conjunto  Dh  que  denominamos  do- 
minio  tie  /  As  vezes,  o  domfnio  e  determinado  per  re  si  rig  6c  s  ffsicas  sobre  as  variaveis.  Se  a 
fungao  estiver  delinida  por  uma  formula  e  se  nao  houver  resirigbes  ffsicas  nem  outras  expli¬ 
cit  ad  as,  entende-se  que  o  domfnio  consists  cm  todos  os  pontos  para  os  qua  is  a  formula  da  um 
valor  real  para  a  variavel  dependents.  Esse  6  o  que  chamamos  de  dominie  natural  da  fungao. 
As  deli  he  goes  a  seguir  resumem  essa  diseussao. 


14. LI  i)EFiNig,\o  Uma/ft/icdo  f  de  duas  variaveis,  x  e  v,  6  uma  regra  que  assoeia 
um  tinico  nutnero  real  f(xt  y)  a  cada  ponto  (a,  y)  do  algum  conjunto  D  no  piano  xy. 


1 4.  L2  m  i  lmoao  Uma  fiinqaa  f  de  tres  vari&veis,  r,  y  e  z,  c  uma  regra  quo  assoeia 
um  unico  numero  real  /{x,  y,  z)  a  cada  ponto  (x,  y\  z )  de  algum  conjunto  D  no  espago 
tridimensional 
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►  Exemplo  1  Seja 

f(x,  y)  =  3x2 yfy  —  1 

Determine  f{\,  4),  /(0T  9),  f(t\  t),  f(ab T  9/?)  c  o  domfnio  natural  de  /, 


Por  subsiiluigao, 

/(l,4)  =  3(1)3V5~  1 
/(0.  9)  =  3(0)2a/9  -  I  - 
f(t2,t)  =  3{t2)2JI-  t  = 
f(ab,  9b)  -  l{ab)2s/W)  - 


I 


3/4y7-  i 
1  =  9u2b2Vb 


-  1 


Hgura  N.D 


Por  causa  do  radical  yy  na  fdnmila  para  f,  devemos  ter  y  >  0  para  evilar  valores  imaginarios 
para  f(x,  y).  Assim,  o  domfnio  natural  de  /  consists  cm  todos  os  pom  os  no  piano  xy  que  estao 
sobre  ou  aciina  do  eixo  x.  (Ver  Figura  14.  t  .2.)  < 


A  f rontei ra„  que  estS  trace  jada, 
nao  perteuce  ao  domfmo. 

Figura  liU 


Exemplo  2  Esboee  o  domfnio  natural  da  lungSo  fix,  y)  —  In  (jr"  -  v). 

Solugdo  A  fungao  I n(A^  -  y)  so  esta  definida  se  0  <  x“  -  y  ou  y  <  x.  Primeiro  esbogamos  a 
parabola  y  -  x2  cento  Lima  curva  tracejada.  A  regiao  y  <  x2  consiste  cm  todos  os  pontos  abatxo 
de  s  sa  c  u  r va  (Fi  g  ura  14.13).  < 


►  Exemplo  3 


na 


fix.  y.  z)  =  v'  1  -  a  ~  V2  -  z2 


Determine  /  (0,  3,  —  5)  eo  domfnio  natural  de  f. 

Sol  it  gao  Por  suhsti  tu  i  gao 

/(04. -5)  =  \/ 1  -  C0>2  -  (if  -  H)2  = 

1  2  n 

Por  causa  do  sinal  da  rajz  quadrada,  devemos  ter  0  <  )  —  jc  -  y~  --  z  para  ter  um  valor  real 
para  f(x,  ys  z )*  Reescrevcndo  essa  desigualdadc  na  forma 

x1  y2  _|_  y  <  ] 

vein  os  que  o  domfnio  natural  de  /  consiste  em  todos  os  pontos  sobre  ou  denlro  da  esfera 

2,2.2  t  j 

x  4  r  +  r  =  1  < 


G  in  dice  de  sensapao  termica  indr- 
ca  aquefa  temperature  (em  greus 
Fahrenheit)  com  a  qua  I  um  venio  de 
3  milhas  por  hora  produziria  na  pole 
exposta  a  mesma  sensa^ao  do  que  a 
combinadatj  de  temperature  e  veloci- 
dade  de  vento  nas  cordiprtes  dimato- 
idgicas  atuais, 


■  FUNgOES  DESCRITAS  PORTABELAS 

As  vezes  e  necessai  io  ou  eonveniente  representor  fimcoes  de  duas  variaveis  por  meio  de  uina 
tabela,  cm  vez  de  dur  Lima  formula  cxplicita.  Por  exemplo,  o  Servigo  Nacional  dc  Meteorolo- 
eia  dos  EUA  util  i/a  a  formula 


W  =  35,74  +  0,62157  +  {0,42757-  35,15)v 


0.  16 


(1) 


para  modelar  o  fndice  de  sensagao  term  lea  Wem  gratis  Fahrenheit  (°  F)  conic  uma  funqao  da 
temperature  T ,  dada  em  gratis  Fahrenheit,  e  da  veloddade  do  vento  v  (em  milhas  por  hora), 
para  velocidudes  super  lores  a  3  milhas  por  hora.  Fssa  formula  6  sulicieniemenie  complexa 
a  ponto  dc  ser  diffcil  ohter  uma  idcia  inluitiva  da  relagao  enlrc  as  variaveis,  E  possfvel  obler 
uma  ideia  mats  preclsa  dessa  rclagao  escolhendo  valores  amostrais  dc  7  c  dc  v  e  construlr 
uma  labela,  como  a  Tabela  14. 1 . 1 ,  em  que  arredondamos  os  valores  de  W  ate  o  inteiro  mats 


vht j£K,'3i>Ai)h  i jo  vhnto  i’  (milhas/h) 
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Tabeh)  14*1  *  1 

THVIPCRATIKA  7'{°F) 


20 

25 

30 

35 

5 

13 

L9 

25 

31 

15 

6 

13 

19 

25 

25 

3 

9 

lb 

23 

35 

0 

1 

S4 

21 

45 

_2 

5 

12 

19 

proximo.  Por  exemplo,  se  a  temperatura  6  do  30c  F  e  a  velocidade  do  vento  e  de  5  mi] has  por 
horn,  a  sensagao  quo  temos  d  do  uma  temperatura  do  25°  F.  Sc  a  vc  loci  dado  do  von  to  aumentas- 
se  para  15  mi  I  has  por  hora,  tenant  os  a  impressao  do  que  a  iempenuura  despencaru  para  9°  F. 
Observe  quo,  ncsse  caso,  um  aumento  do  10  milhas  por  hora  no  vento  causa  uma  queda  dc 
6°  F  no  indice  de  sensagao  termica.  Para  estimar  va  lores  de  sensagao  lermica  que  nao  este- 
jam  dispostos  na  label  a,  podemos  uiilizar  a  inter polagdo  linear.  Por  exemplo,  suponha  que 
a  temperatura  sej a  de  30°  F  c  a  velocidade  do  vento  seja  7  milhas  por  hora.  Uma  estimativa 
razoavel  para  a  queda  no  indice  de  sensagao  termica  em  relagao  a  uma  velocidade  do  vento 
do  5  milhas  por  hora  serin  |  -  6°  F  =  1,2°  F.  (Por  que?)  A  estimativa  losultanlo  do  indice  de 
sensagao  lermica  entao  scriu  25°  F  -  1,2°  F  =  23t&°  F. 

Hm  alguns  cases,  as  label  as  para  fungoes  de  duas  vai  iaveis  surgom  diretamente  dos  da- 
dos  experimental^  quando  entao  devemos  trabalhar  diretamente  com  a  tabela  ou  entao  uiiti- 
zar  alguma  tecnica  para  construir  uma  formula  que  modclc  os  dados  da  tabela.  Essas  teen  teas 
de  mode  I  astern  nao  serao  abordadas  neste  texto. 


■  GRAFICOS  DE  FUNQOES  DE  DUAS  VARIAVEIS 

Lembre  que  para  uma  fungao  /  de  uma  variavel,  o  gralico  de  /(a)  no  piano  x  v  foi  defmido  como 
so ndo  o  gralico  da  equagao  v  -  J\x).  Analognmente,  sc  /  for  uma  fungao  de  duas  vari<Svels> 
definimos  o  graft  co  de  fix.,  y)  no  espago  xyz  como  sendo  o  gralico  da  equagao  z  =  fix.  y).  Em 
coral,  tal  gralico  sera  uma  superlTcie  no  espago  tridimensional. 


A  Z 


►  Exemplo  4  Em  cada  parte,  desereva  o  gralico  da  fungao  num  si  sterna  de  coordena- 
das  xyz. 

(a)  f(x,  >’)  =  i  -  x-  U  (b)  fix,  v)  =  y  I  -  x2  -  y2 

(c)  fix,  y)  ~  -JP-  +  yz 


iotuvdo  (a )  Por  dehnieao*  o  crafico  da  funcao  dada  d 


/  £•  J 


que  representa  um  piano.  Uma  parte  triangular  do  piano  podc  see  esbogada  plotando 
as  intersegoes  com  os  eixos  coordenados  e  unindo-os  com  segmentos  de  reta  (Figura 
14.1  Ad). 


S  oi  u  gdo  (b )  Por  de  I  i  n  i  gaoT  o  g  ra  lico  d  a  fu  n  gao  dad  aco  g  ra  fie  o  d  a  c  q  ti  ag  ao 

j  =  yi -x2-y2  {2) 

Depots  de  elevar  ao  quadrado  am  bos  os  I  ad  os,  isso  pode  ser  reescrito  como 

2  i  2  i  2  i 

x  4-  y  4*  z —  1 

que  representa  uma  esfera  de  iaio  I,  cent  rad  a  na  origem,  Uma  vez  que  (2)  impoe  a  concligao 
adictonal  z  2: 0,  o  gralico  e  somente  a  semi-esfera  superior  (Figura  14. 1 .4/>). 


Sola  gao  (c)  O  gralico  da  fungao  dada  e  o  gralico  da  equagao 


z  =  -  \<x7  4 


lf2 


(3) 


Depois  dc  elevar  ao  quadrado,  obtemos 


1  2,2 

z  —  x  4  y 


que  e  a  equagao  de  um  cone  circular  (vet  Tabela  12.7. 1 ).  Como  (3)  impoe  a  condigao  z  <  0,  o 
gralico  e  precisamente  a  folha  inferior  do  cone  (Figura  14, 1 .4c).  < 


Figura  14.1.4 
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■  CURVAS  DE  NIVEL 

Es  tamos  todos  familiari/ados  com  os  mapas  topograficos  (ou  de  con  torn  os)  nos  quais  uma 
paisagcm  tridimensional,  tal  como  a  extensao  de  uma  montanha,  esta  representada  por  linhas 
de  comorno  bi  dimensional  ou  eurvas  de  elevaqao  const  ante,  Con  side  re,  por  exemplo,  o  mo- 
delo  de  colin  a  e  sen  mapa  de  contoruos  mostrados  na  Figura  144,5,  O  mapa  de  con  tom  os 
foi  construfdo  passando  pianos  de  elevaqao  constante  pela  coliua,  projetando  o  comorno  re- 
sultante  sobre  uma  superffeie  plana  c  classificando  os  contornos  por  sua  devayao,  Na  Figura 
14, 1 .5*  noiamos  como  os  dois  sulcos  upurecem  como  reentrancias  das  linhas  de  comorno,  e 
como  as  eurvas  estao  mais  prdximas  no  mapa  de  contornos  quando  a  colina  tern  uma  inclina- 
qao  ingreme  e  tornam-se  mais  espaqadas  quando  a  inclinaqao  6  gradual, 


Figura  141.6 


Uma  vista  em  perspectiva  de 
uma  colina  modelo  coin  dais 
sulcos 


Figura  14.L5 


Um  mapade  contornos  da 
colina  mode  I  o 


Os  mapas  dc  contornos  sao  tlieis  tamhem  para  o  estudo  de  funqdes  de  dims  variaveis, 
Se  a superficie  z  =  /(, r,  y)  for  cortacia  pelo  piano  horizontal  z  — k,  entao  todos  os  pontos  da  in- 
tcrsc^ao  tern  /( a\  y)  =  k.  A  projegao  desta  interseqao  sohre  o  piano  xy  c  deitominadaCMrra  de 
nivei  de  aitura  k  ou  curva  de  nivei  com  constante  k  (Figura  14, 1 .6),  Um  conjunto  de  eurvas 
de  nivei  para  z  —  f(x>  y)  6  chamado  de  um  esbogo  de  contortion  ou  mapa  de  contornos  dc  j\ 


►  Exemplo  5  O  gnffico  da  iungSo  f(x,  y)  “  y~  -  x~  no  espaqo  xyz  c  o  paraboloids  hiper- 
bolieo  (superlTcie  dc  sela),  mostrado  nu  Figura  14,1  .la.  As  eurvas  de  nivei  l£m  equa^oes 
da  forma  y1  -  -  k.  Para  k  >  0,  essas  eurvas  sao  hipdrboles  abrindo  ao  longo  de  rotas 

paralelas  ao  eixo  y;  para  k  <  0,  elas  sao  hipdrboles  abrindo  ao  longo  de  ret  as  paralelas 
ao  eixo  a;  e  para  k  =  0,  a  curva  de  nivei  consiste  nas  iotas  que  se  interseetam  v  +  a  =  0  e 
y  -  x  =  0  (Figura  14. 1 .7/4).  * 


Figura  14,1.7 
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.  B1  P  y. 

►  ExempSo  6  Esbocc  o  mapa  tie  contornos  tie  /(a\  y)  =  4x  +  y"  usando  as  curvas  tie  nfvel 
dc  altura  k  =  0f  1 , 2,  3,  4,  5. 


Sohi^ao  O  grafico  da  super  ffcie  z  -  4x“  +  y2  e  o  paraboloide  mostrado  na  parte  esquerda 
da  Figura  14.1.8*  logo  e  razoavcl  cspcrar  que  o  mapa  de  eontorno  seja  Lima  famflia  de  elipscs 
centradas  na  oil  gem.  A  eurva  de  mvel  de  altura  k  tern  a  equa^ao  4v“  +  y"  -  k.  Se  k  —  0,  entao  o 
grafico  e  o  unico  porno  (0, 0).  Para  k  >  0,  podemos  reuse  revet  a  eq  cacao  como 

jt  * 

A’  VT 

*74  +  T  ” 

que  represent  a  uma  famflia  de  elipses  com  cones  no  eixo  a  iguais  a  ±vT/  2  e  cones  no 
eixo  y  iguais  a  ±\ fk.  O  mapa  do  contornos  para  os  vu lores  especificados  de  k  e  mostrado 
na  pane  a  direka  da  Figura  14. 1 .8.  M 


M 


z  -  4a-  +  V 


1  ,2 


Figura  14*1.8 


A 

> 


>  Exemplo  7  Esbocc  o  mapa  de  contornos  de  fix,  y)  —  2  -  x :  —  y  usando  as  curvas  de  nivel 
de  altura  k  -  -6,  -4,  -2,  0,  2, 4,  6. 

Solugao  O  griifico  da  superffeie  z  =  2-  x-y£  o  piano  mostrado  na  pane  esquerda  da 
Figura  14. 1 .9,  logo  6  razoavcl  cspcrar  que  o  mapa  de  contornos  seja  uma  famflia  de  retas 
paralelas.  A  curva  de  mvel  de  altura  k  tern  a  equa^ao  2  —  a  - y  =  A;  que  podemos  reescrever 
como 

y  =  —x  +  (2  —  k) 

Isso  representa  uma  famflia  de  retas  paralelas  dc  indina^fto  -“1.0  mapa  dc  contornos  para  os 
va lores  especificados  de  k  e  mostrado  na  Figura  14.1,9.  < 


-6 

4 


Figura  14.1.9 
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■  MAPAS  DE  CONTORNOS  USANDO  RECURSOS  GRAFICOS 


Exceto  nos  easos  mais  simples,  os  mapas  de  conlornos  podem  ser  diffceis  do  se  produzir 
sem  a  ajuda  de  urn  rccurso  grafico,  A  Figura  14J  A 0 1 lustra  coino  a  tecnologia  grafica  pode 
ser  usada  para  exibir  curvas  de  nfvel .  A  label  a  mostra  duas  representaqoes  grdJicas  das 
curvas  de  nfvel  da  fungao  fix,  y)  =  |sen  a  sen  y |  produzidas  com  um  CAS  sobre  o  dommio 
0  <  x  <  Ztt,  0  <  y  <  2 7T> 

■  it 


Figura  14.1*10 
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O  ternno  "sups  ri  fete  m  m'ver  &  pacirSo. 
mas  confuso,  uma  vez  qua  uma  super- 
ficie  de  nfvel  naapiecisa  estar  nivela- 
da  no  seniido  de  ser  horizontal;  6  sim- 
plesmente  uma  particle  sobre  a  qua  I 
todos  os  va lores  de  /  sao  o  rm-esmo. 


■  SUPERFICIES  DE  NIVEL 

Observe  que  o  grafico  de  y  -  f(x)  e  uma  curva  no  espago  bidimensional  e  o  grafico  de 
z  —  /(-v,  y)  6  uma  super  Ifc  ie  no  espago  iritli  men  signal,  logo  o  mi  mere  de  dimcnsocs  neeessa- 
rias  para  esses  grafieos  6  o  n timer o  de  vaiiaveis  mais  j .  Con  seq  tie  n  feme  nte,  nao  ha  maneira 
"dire la"  de  Inzer  o  grafico  de  uma  iungSo  de  tres  variaveis,  uma  vex  que  necessfiamos  de  qua- 
trodimensoes.  Conmdo,  se  k  for  constame,  entao  o  grafico  da  equagao  fix,  \\  z)  —  k  sera,  ge- 
ralmenie,  uma  super lTde  no  espago  tridimensional  (por  exemplo,  o  grafico  de  v~  -f  y2  +  z  —  I 
6  tuna  esfera),  que  de  no  mi  names  superfteie  de  nfvet  com  constants  k,  Alguma  intuigao  ge- 
omefrica  tit?  comportamento  da  fungao  /  pode,  as  vez.es,  ser  obtida  fazendo  o  grafico  dessas 
superficies  de  nfvel  para  varies  valores  de  k. 


Superficies  de  nfvel  de 
/(a, yh  z)  =  a-2  +  f+z2 


Figura  NJ.ll 


►  Exemplo  8  Descreva  as  superficies  do  nfvel  de 


(a)  fix,  y,  z)  -  x2  4-  y2  -h 


(b)  f{x ,  y,  z)  —  Z~  — ;  x2  -  y 


Soluyao  («)  As  superficies  de  nfvel  tern  equagoes  da  forma 

2,2,2  t 

x  -b^y  +z  ~k 

Para  k  >  0,  o  grafico  dessa  equagao  e  uma  esfera  de  raio  sfk  centrada  na  or i gem;  para  k  =  0,  o 
grafico  e  o  iinico  ponto  (0,  0, 0);  e  para  k  <  0,  nao  ha  superficie  de  nfvel  (Figura  14.1.11). 

Sohi^do  (A)  As  superficies  de  nfvel  tern  equagoes  da  forma 

7  7  7, , 

z  -  x-  -  y  =  k 

Como  foi  visto  na  Segao  12.7,  essa  equagao  represent  um  cone  se  k  ™  0,  um  hiperboloide  de 
duas  lb  1  has  se  k  >  0  e  um  hiperbo!6ide  de  uma  folha  se  k  <  0  (Figura  14.1.12).  < 


■  FAZENDO  O  GRAFICO  DE  FUNQOES  DE  DUAS  VARIAVEIS  USANDO 
RECURSOS  GRAFICOS 

Gerar  superficies  com  urn  rccurso  grafico  e  mais  complicado  do  que  gerar  curvas  planas, 
pois  ha  mais  fatorcs  que  devem  scr  ievados  cm  coma.  Podcmos  tratar  disso  apenas  superb- 
ctalmenie  aqui,  porianlo  se  o  lei  tor  preeisar  usar  um  rccurso  grafico,  o  manual  seia  a  prin¬ 
cipal  fontede  in  form  agues. 
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Figura  14.1*12 


Superficies  dte  nfvel  de 
fix.  y,  z )  =  F  -  F  -  v2 


DQMfNtO  DATECNQLOGfA 

Se  o  lei  tor  <ji$pu$ef  de  um  recurso 
gr£tico  computational  que  gore  su- 
perffci©s  no  espafo  tridimensional, 
leia  seu  manual  a  tente  reprodu^ir 
algumas  tfas  superficies  naa  Figures 
14.1.13  e  14.1ri4  e  da  Tabeia  14  I  S, 


Os  recursos  graficos  podem  apenas  mostiar  uma  parte  do  espago  xyz  nunia  tela  de 
visualizagSo,  logo  o  primeiro  passo  para  fazer  o  grafieo  de  Lima  super  lie  ie  6  de  terminal"  qua! 
parte  do  espagojry  £  querenios  exibir.  Esta  regiao  e  chain  ad  a  de  jane  {a  de  inspeqdo  on  caixa 
de  inspeqdo.  Par  exempio,  a  Figura  14.1  *  13  mostra  o  efeito  de  produzir  o  gratico  do  parabo¬ 
loids  z  ~  x  +>’  cm  tres  diferentes  janelas  de  inspegao.  Entretanfo,  denim  de  uma  janela  de 
inspegao  fixa,  a  aparcncia  da  superfTeie  tamhem  6  afetada  pelo  panto  de  vista t  isto  cs  a  diregao 
da  qua  I  a  superfieie  e  vista,  e  a  distaneia  do  obsei  vador  a  superffeie.  For  exemplo,  a  Figura 
14. 1 . 14  mostra  o  gralico  do  paraboldide  z  =  .r2  +  v2  de  ires  pornos  de  vista  diferentes  usando  a 
primeira  janelu  de  inspegao  da  Figura  3  41.13. 


Figura  14*1*13  Van undo  a  caixa  dc  inspegao. 


Figura  14.1.14  Variando  o  ponco  de  visfa. 
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Na  Tabela  14*1,2  mostramos  seis  superficies  no  espa^o  tridimensional,  junio  com  os 
mapas  de  coniornos  association  Observe  que  a  malha  das  eurvas  nas  superficies  s3o  os  traces 
em  pianos  verticals,  enquamoque  as  eurvas  de  nivel  sao  iraeosem  pianos  horizontal.  Nesses 
mapas  de  con  torn  os  a  gradual  ao  tie  cor  vai  do  escuro  para  o  claro  a  met]  i  da  qne  z  ere  see. 


Tub  eta  14, !  .2 


SUM'KI'tCJl: 


MAS 'A  I  >h  CtJXTORNOS 


SePHRl’ICJh 


MAPA  I>1:  t’ONTOHNOS 


z  -  cos  v 


Z =  ex seny 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  1 4.1  {Ver pagina  936 para  respostas.) 


I,  O  dominie  de  f(.x,  y)  -  In  .vy  e 
gCv,  y)  =  In  a  +  !n  y  <5 _ _ 


C  o  do  in  in  io  tic 


2,  Seja  f(x,  y)  = 


x  —  y 


x  +  y  -M 

(a)  /( 2,  1)  = _  (b)  /£l,2)  =  _ 

to  f(a,  a)  = _ _  (d)  f(y  +  i ,  y)  - 


3.  Seja  f(x,y)  —  ex+y. 

(a)  Para  quids  valorem  de  k  a  curva  de  nivel  fix,  y)  =  A  contain 
pelo  menos  am  ponto? 


(b)  Descreva  as  curvas  tie  nivel  fix,  y)  -  k  para  os  valoies  de  k 
obtidos  em  (a). 


4,  Seja  f{x ,  y,  z)  =  — 


i 


x~  +  y2  +  s2  +  3  ’ 

(a)  Determine  lodos  os  valorem  de  A-  lai.s  quo  a  superfieie  de 
nivel /(a,  y,  z)  =  A  contain  pelo  menos  um  ponto. 

(b)  Descreva  as  anvas  tie  nivel /(a.  y.  z)  =  k  para  os  valores  de 
k  obtidos  em  (a). 


Capfiulo14  /  Derivadss  Parciais  933 


EXERCICIOS  14.1  0  Recurso  Grafico  fc~l  CAS 


1-8  Estes  exercicios  di/cm  respeito  a  (lingoes  de  duas  variavds. 


1.,  Seja/(x,  y)  —x  y  +  1,  Determine 
(a)  /( 2,  [}  (b)  /(!,  2) 

(d)  /( I .  -3)  (e)  /(3*.o) 

2.  Seja /(x,  y)  =  x  +  ffxy .  Detenu  i tie 

(a)  f{L  f)  (b)  fix,  x2) 

3 .  8 cja  f(x,  y)  =  xy  +  3.  Deter mine 

(a)  fix  +  yt  x  ™  y)  (b)  /(xy,  3xV), 

4 .  S eja  #{x)  —  x  $e  n  x.  I  >eierm  i  ne 

(a)  g(x/y)  (b)  g(\y)  (c)  y(x ™  y) 


(c)  /(().  0) 

to  figtlh  a  -  b). 

(c)  f(2y\  4y). 


5,  Determine  F(g(x),  h(y))  se  F(x.  y)  ~  xt-  ■ ,  g(x)  -  x  e  h(y)  = 
3v+  I. 


2  .* 


6.  Determine  g(it(x.  y).  v(x,  y) }  se  g(x,  y)  =  y  sen  (x‘y),  ;ru,  y)  =  x"  y 
e  u(x.  v)  =  ?rxy. 


>  } 


7.  Se  [am  /{x.  y)  =  x  +  3x'  y\  x(/)  =  r  e  y(t)  =  t .  Determine 
(a)  /(x(0-  >'(/))  (b>  /(x(0),  y(0)) 

(c)  /(x(2),  y(2)) 

8..  Sejani  g (x.  y)  =  ye  ‘T,  x(r)  =  ln(F  +  1)  e  y(i)  =  \fi Determine 

gW),  y(r». 


9.  Utilize  a  Tabela  14. 1  A  para  estimar  o  indi.ee  do  sensagio  tdrmb 
ca  quando 

(a)  a  tem pc  rat  u  ra  6  25°  F  e  a  ve  locid  ade  d o  v ent o  d  de  7  mi  I  has 
por  horn. 

(b)  a  temperatura  e  28°  F  e  a  velocidade  do  vento  e  de  5  mi  I  has 
por  bora. 


IHAU’lftATUliA  I M)  AR(°C) 


15 

20 

25 

30 

3 

71 

74 

77 

79 

4 

62 

66 

70 

73 

5 

33 

39 

63 

67 

Tabda  Ex-li 


12,  Utilize  a  tabela  do  Exerefcio  \  I  para  complcmr  as  panes  (a)  -  <c). 

(a)  Qua  I  6  a  depressao  do  bulbo  molhado  so  a  temperature  do 
ar  for  de  30-  C  e  a  umidade  relative  for  73% ? 

(b)  Esti me  a  umidade  relativa  se  a  temperature  do  ar  for  de  1 5 ° 
C  e  a  depressao  do  bulbo  molhado  for  4,25g  C. 

(c  J  Est  i  me  a  u  m  S  dude  re  I  at  S  va  se  a  temp  eratu  ra  dear  tor  de  26 3 
C  e  a  depressao  do  bulbo  molhado  for  3°  C. 


1 3-16  Estes  exeracios  envoi  vein  fungous  de  tr£s  varidveis. 


1 3.  Sej  a  / (x,  y,  z )  =  xy2Z '*  +  3 .  Dele  rrtiine 

(a)  /<2,  1 , 2)  (b)  /(-3,  2,  ] ) 

(e)  /( 0. 0,  0)  (d)  /(a,  tf .  n) 

(e)  /(A/7,-#)  (f)  /kv  +  6.  a  -  if) 

14,  Seja  fix.  \\  z)  =  zxy  +x.  Determine 

(a)  f(x  +  }\  x  -  y\  x)  (b)  f(xy,  yfxt  xz) 

1 5.  Deiermi ne  F(f <x),  giy )jiiz))  SU  Fix,  y,  z )  =  ye "  \  /(x)  =  x4  ^ (y )  = 
y  +  1  C  A(^)  “  z2> 

16,  Determine  g(u(jr,  y,  z\  nfx,  y,  z),  w(x.  \\  z))  se  giy.  \\  z)  = 
z  sen  xy,  nix.  v.  z)  =  x: z'\  u(x,  y,  z)  -  n  xyz  e  u?(x,  y,  z)  —  xyiz , 


m.  Utilize  a  Tabela  14. 1 A  para  esti  mar  o  in  dice  de  sensagao  lermi- 
ca  quando 

(a)  a  lemperaiura  0  35°  F  e  a  velocidade  do  vento  6  de  14 
mil  has  por  hora, 

(b)  a  temperatura  e  32°  F  e  a  velocidade  do  vento  £  de  15 
mi  I  has  por  bora, 

11*  Urn  mciodo  para  del  emit  nar  a  umidade  relativa  do  ar  consistc 
cm  mol  bar  o  bulbo  (o  que  con  tem  o  mercurio)  de  urn  ternio  me¬ 
tro,  aeita-lo  pelo  ar,  c  entao  coni  par  ar  a  tcitum  do  tumid  metro 
com  a  verdadeira  temperauira  do  ar.  Sc  a  umidade  for  inferior  a 
100%,  entao  a  lemperaiura  obi  i  da  no  term  dm  el  ro  serd  inferior 
h.  temperatura  do  ar.  Ess  a  diferenga  de  temperatura  conhecida 
como  a  <1epressao  do  bn! do  nmihado.  A  tabela  a  semiir  da  a 
umidade  relativa  do  ar  como  uma  fimgao  da  temperatura  do  ar 
c  da  depressao  do  bulbo  molhado.  Use  a  tabela  para  completar 
as  partes  (a)  -  (c)., 

(a)  Qua!  e  a  umidade  relativa  do  ar  se  a  temperature  do  ar  for 
de  20°  C  e  a  depressao  do  bulbo  molhado  for  I  fi3  C? 

(b)  Eslime  a  umidade  retail  va  sc  a  lemperaiura  do  ar  for  de  25° 
C  e  a  dcprcssSo  do  bulbo  molhado  for  3.5n  C. 

( e)  Esi  t  me  a  u  m  id  ad  e  rel at  i  va  se  a  lemperai  u  ra  do  ar  fo  r  de  22'3 
€  e  a  depressao  do  bulbo  molhado  lor  5°  C. 


17-ie  Esles  exercicios  dizem  respeito  a  fiingoes  de  quatro  ou 
ma  is  varidveis, 

17.  (a)  Seja  f{xr  y?  t )  —  x2y3^/z  + 1 - 

Determine  fiyfS,  2,  jT, 

n 

(b)  Seja  f(X]  5  x% - x„)  =  V'  kxk, 

tel 

Determine /( L  U„*  1). 

18.  (a)  Seja  f(u,  u,  a,  (9)  =  e  cos  X  tg  <t>. 

Determ  ine/{-2.  2.  0.  jrM). 

(b)  Seja  f{x i,  x2 . xn)  ~  x'j  +  x22  + - b  x~. 

Dcterminc/{1. 

19-22  Esboce  o  domfnio  de /  Utilize  Itnhas  solidus  para  as  por- 
goes  da  fronteira  que  esiao  indufdas  no  dominio  e  linhas  iraceja- 
das  para  as  pongoes  que  nao  eslSo  iiicluidas, 

19.  f(x,  y)  =ln(l  -  x"  -  f)  20,  f(x,  y)  -  /x-  T  v2  -  4 
21,  f(x,  v  )  = 

X  “  V“ 


22,  fix,  v)  ^  In  xy 
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23-24  Descreva  o  donimio  do  /  cm  palavras. 


23.  (a)  /(,v,  y)  = 

(b)  f(x,  y.  z)  =  t/25  -  x2  —  y2  “  z2 

(c)  f(x\y,z)  =  em 


(a)  /(a\  y)  - 


(c)  /(-v,  v,  z)  - 


77^ 

y2  +  3 

.V  V£ 


.1,'  +  v  + 


(b)  /{.*,  v)  -  In  (y  -  2v) 


25-34  Esbnce  o  grdfico  de  /. 


25,  /(a,  v)  =  3 

27.  /U.  y)  =  yfx2  +  v2" 

29.  /U,  y)  =  a  J  -  / 

31.  /Ci;y)  =  /?T7 TT 
33.  /(a\  v)  =  v  +  I 


26,  /{*,  y)  =  V''"9  -  a2  -  r 
28,  /(jt,  y)  =  x2  +  y2 
30.  /{.v,  y)  =  4  —  xz  -  y“ 

32.  /(.¥,  y)  =  %/a2  +  y2  -  i 
34,  f(x,y)  =  x2 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


35.  Em  cad  a  parte,  associe  o  mapa  do  contornos  com  uma  das 
f undoes 

fix,  V)  -  yjx1  +  y2,  f{x.  >•)  -  x1  +  V2. 
fix ,  y)  =  I  —  x2  —  y2 

par  inspegao.  c  explique  scu  laciocfnio.  Quanto  maior  o  valor 
do  z.  inais  clara  flea  a  cor  no  mapa  dc  conlomos  e  os  contor- 
nos  correspondent  a  valoros  i  gnat  monte  espagados  tie  z. 


36.  Em  cada  parte,  associe  o  mapa  do  contornos  com  uma  das 
superficies  na  figura  abaixo  por  inspegslo,  e  explique  a  se- 
guir  sen  racioemio.  Quanto  maior  o  valor  de  z ,  mais  clara 
fica  a  cor  no  mapa  tic  contornos. 


.v  x 


Figura  JGx-36 


37.  Em  cada  parte,  as  que  sloes  sc  re  fere  in  ao  mapa  tie  contorno 

na  11  g Lira  abaixo, 

(a)  O  ponlo  A  on  ft  e  o  ponto  mais  alto?  Explique  sen 
raciocinio. 

(b)  O  porno  A  on  B  esra  na  I  net  mag  ao  mars  mgrcme?  Ex- 
plrqiie  scu  racioemio, 

(c)  Iniciando  cm  A  e  movendo-se  de  tal  modo  que  v  perma- 
nece  const  an  to  c  .v  cresce.  a  elevagao  comegara  a  cres- 
ecr  ou  decrescer? 

( d  1)  Iniciando  e m  B  c  in o ve ndo-se  dc  tat  modo qu e  y  perma ■ 
nece  const  ante  e  x  cresce.  a  etevagao  comegaia  a  cres- 
cer  ou  decrescer? 

(e)  Iniciando  cm  A  c  movendo-se  dc  tal  modo  quex  per- 
manecc  const  ante  e  y  decrescc.  a  clevagao  com  egad  a 
crcscci  ou  decrescer? 

(0  Iniciando  Cin  ft  C  m  oven  do- SC  de  tal  modo  quo  x  per- 
inanece  const  ante  e  y  decrescc.  a  elevagao  comegard  a 
crcscci*  ou  decrescer? 

a  y 


E  leva goes  em 
centcnas  de  metros 

A 

Figura  ICx-37 


38. 


Uma  eurva  conectando  pontos  de  press  no  atmosierica  iguais 
sob  re.  urn  mapa  metereoldgieo  4  denominada  linha  isoM- 
rica  ou  dc  isdbare.  Em  uni  mapa  mefcreoldgico  tipico.  as 
tinbas  isobar  teas  icfcrem-se  a  press  ao  ao  nfvd  do  mar  e  sao 
dad  as  cm  unidadcs  dc  tmlihares  (mb).  Matematicainentc,  as 
linhas  isoMricas  sao  curvas  de  nfvel  para  a  fungao  pressao 


p(x,  y)  definida  nos  pontos  geogrtilieos  (.v,  y),  rc  pie  sent  a- 
ties  no  mapa.  Linhas  isobdricas  muilo  p-rdxinm  corrcspo ri¬ 
de  m  a  inctinagoes  fngremes  no  grStico  da  fungao  pres  sao, 
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c  £ st;lo  usual  men te  associadas  a  femes  ventos  —  quanto 
maior  a  inc  linage,  maior  sera  a  velocidade  do  vento. 

( a )  Em  re  fere  nci a  ao  ma  pa  in etcreo  1 6gl  c  o  abai  xo ,  a  vcl  oc  i  - 
dade  do  vento  6  maior  em  Medicine  Hart  ou  cm  Chica¬ 
go?  Esplique  $eu  raciocfnio, 

(b)  Estime  a  laxa  de  varia^ao  mddia  da  press  ao  aimosierica 
dc  Medicine  I  lart  a  Chicago,  dado  que  a  di  stand  a  entire 
as  duas  ci  dados  d  aproxhnadamente  1600  mi  I  has. 


39-44  Esboce  a  curva  tie  ni'vel  z  -  k  para  os  valorem  espeeifieados 
dc  k. 


39.  z=.r+v2;  k  =  0.  1.2.  3.4 


40.  z  —  y/v;  k  —  -2,  -1,0.  1,2 

41.  z  =  +  v;  Ar  =  -2, -1,0,  1,2 

42.  z=x'  +  V;  k  =  0,  1,2.2. 4 
42.  z=)?'-y\  k  =  —2,  -1.0,  1,2 
44.  z  =  v  cosset  a"  k  =  —2,  -1,0,  1,2 


45-48  Esboce  a  superffctc  dc  nfvd  fix,  y,  z)  =  k. 


45.  f(x,  y.  z)  =  4a2  +  _v"  +  4z':  k  -  1 6 

46.  f(x ,  y,  z)  =  a-"  4-  y2  -  z2;  k  =  0 

47.  f(x,  y\  z)  =  z  -  x2  -  y2  +4:  k  =  l 

48.  f(x,y.z)  =  4x-2y+z:  k=  I 

49-52  Descreva  a  superffeie  tie  tu'vel  cm  pa  lavras, 

49.  f(x,  y,  z)  =  (a:  —  2}?  +  y2  +  z1 

50.  f(x,  >\  z)  =  3a  -  y  f-  2z  5  L  fix,  y,  z)  =  xl  +  z2 

52.  f(x,v,t)  =  z-.Z-/ 

53.  Seja  /(a:,  y)  -  x  -  2v’  +  3.yy.  Determine  Lima  equate  da  curva 
de  nfvel  que  passa  pelo  porno 

(a)  (“UD  (b)  (0,0)  (c)  (2,-1) 


54.  Seja  j(.v.  y)  =  ye.  Determine  uina  equa^o  da  curva  de  nfvel 


que  pass  a  pelo  porno 

(a)  (In  2,1)  (b)  (0,3)  (c)  (1,-2) 


55.  Seja  fix,  y\  z)  —  a"  +  y  -  z.  Determine  Lima  equa^ao  da  super  If- 
tie  de  nfvel  qne  passa  pelo  ponto 

(a)  (I.-2.0)  (b)  (1,0,3)  (c)  (0.0,0) 

56.  Scj  a  / (x.  y\  z ) - xy  z  +  3 . 1  )ete  r m  i  ne  u  mu  eq  u aqao  da  superffeie 
dc  nfvel  que  passa  pelo  ponto 

(a)  (lt  0,2)  (b)  (-2,4  1)  (c)  (0,0.0) 

57.  Sc  7(x\  y)  for  a  temperatura  em  urn  ponto  (a,  y)  sohre  uina  placa 
delgada  de  metal  no  piano  x\\  entao  as  cuivas  de  nfvel  de  T  sao 
denominadas  curvas  isotermicas.  Tod  os  os  pontos  sohre  uma 
tal  curva  tem  a  mesma  temperatura.  S  upon  ha  que  uni  a  placa 
coupe  o  prtmeiro  quadrante  c  T(x,  y)  =  Ay. 

(a)  Esboce  as  curvas  isotennicas  sobre  as  quais  T- 1,  T=  2  e 
7=3, 

(b)  Lima  formiga,  i  nicial  me  rue  em  ( 1 , 4),  an  da  sabre  a  placa  tie 
mode  que  a  temperatura  ao  longo  de  sua  trajetdria  perma- 
ntte  constante.  Qual  e  a  l  raj  e  tori  a  tomada  pel  a  formiga  e 
qual  d  a  temperatura  ao  longo  dc  sua  trajetdria? 

58.  St  V(x,  y)  for  a  voltagem  ou  potential  num  ponto  (a\  y)  do  pia¬ 
no  a y,  entao  as  curvas  de  nfvel  dc  V  silo  denominadas  curvas 
equipotenciais ,  Ao  longo  do  uma  tal  curva,  a  voltagem  perma- 
ncce  conslanle.  Dado  que 

V{  x,  y  )  — - : 

%/ 1 6  4  x2  -h  y2 


esboce  as  curvas  equipotenciais  nas  quais  V  =  2.0;  V=  1,0  e 
V  =  0,5, 


0  59,  Seja  f{x,  y)  =  x"  +  y \ 

(a)  Use  urn  recurso  grfilico  para  gerar  a  curva  de  nfvel  quo  pas- 
sa  [x;lo  ponto  (2,  -3 ). 


(b)  Gere  a  curva  de  nfvel  de  allura  1 , 


60,  Seja  / {x,  y )  =  2 V/Ty, 

(a)  Use  um  recurso  gralico  para  gerar  a  curva  de  nfvel  que  pas- 
sa  pelo  ponto  (2.  2). 

(b)  Gere  a  curva  de  nfvel  de  allura  8. 


^USt^f(x,y)  =  X€-^\ 

(a)  Use  um  CAS  para  gerar  o  gralico  dc  /  para  -2  <  x  <  2  c 
-2  <  y  <  2, 

(b)  Gere  um  map  a  de  contornos  para  a  su  peril  cie  e  con  hr  me 
visual  me ei Le  que  CsUi  eonsistente  com  a  super!  ick  obEtda 
na  parte  (a). 

(c)  Lei  a  o  man  u  al  ap  ropri  ado  e  ex  pi  ore  o  efe  i  to  de  gera  r  o  gra  - 
fico  tic  f  de  varios  pontos  de  vista. 


62.  Seja  fix.  y)  =  sen  y. 


GO  Use  um  CAS  para  gerar  o  gralico  de  /  para  0  <  .v  <  4  e 

(b)  Gere  o  mapa  de  contornos  para  a  super  if  cie  e  confirme  vi- 
SLialmcntc  que  esta  eonsistente  coin  a  superficic  obi i da  na 
parte  (a). 


(c )  Le  t  a  o  i  nan  u  al  a propri  ado  e  ex  pi  ore  o  c  fe  i  to  d  e  gem  r  o  grii- 
fieo  de  f  de  varios  pontos  de  vista. 
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63.  Em  cad  a  pane,  descreva  eni  palavias  como  o  grafico  do  g  estti 
rd  acton  ado  com  o  gralico  de  f. 

(a)  g(x,  y)  =  f{x  -  l  s  y)  (b)  g(x.  y)  =  1  +  fix,  y) 

(c)  g(x,  y)  -  -  fix,  y  x  1') 


RESPOSTAS  DOS  EXERCiCIOS  DE  COMPREENSAO  14.1 


64.  (a)  Esboce  o  grain co  de/Cv,  y)  -  e~yx' +y" * , 

(b)  Dcscreva  cm  palavras  como  o  gmlico  da  funcao  g{x,  y)  = 
e"CIL ' L+yvi  esta  rc  I  ad  on  ado  como  o  grafico  de  /  para  valo¬ 
rem  posi  lives  de  a . 


9  1 

1 .  lodes  pontos  (x\  y)  do  pri niciro  ou  tercel  ro  quadranies;  todos  pomes  (a,  y)  do  primetro  quadrantc  2,  (a)  -  (b)  -  4  (c)  0  (d)  I  /  (2y  4-  2) 
3.  (a)  k  >  Q  (b)  as  retas  aj  +  y  =  ] n  k  4.  (a)  0  <  k  <  3  (b)  esf'eras  de  raio  vO  —  k)J k  para  0  <  k  <  Ko  tinieo  pernio  (0,  0,  0)  para  k  =  1 , 

1 4.2  LIMITES  E  CONTINUIDADE 


Nesta  secdo,  introduziremos  as  no^des  de  lirnite  e  contmiddade  para  f undoes  de  da  as  ou  meds 
va  nave  is.  Nao  entraremos  em  grande s  detaihes  -  nosso  objefivo  e  desenvolver precisamente 
os  con  echos  basic  os  e  otter  re  suit  ados  necessdnos  nas  seqdes  post  eri  ores.  Urn  estudo  mats 
extensive  desses  topicos  e  comumente  dado  em  Cal  ado  am  trader 


m  LIMITES  AO  LONGO  DE  CURVAS 


Para  uma  fungao  de  uma  varinveL  ha  dois  li  mites  laterals  em  um  ponio  x(p  a  saber. 


Em  palavras,  as  Formulas  (1)  a  (2) 
aftrmam  que  um  lirnite  de  uma  fun^ao 
/ao  tongo  de  uma  curva  para  rubrics 
pode  ser  obtido  substituindo  as  equa- 
gdes  pa  ram  Ericas  da  curva  na  for¬ 
mula  da  fungao  e  entao  caEculando  o 
lirnite  no  ponto  aproprtado  da  lungao 
a  uma  variavel  que  results, 


lim  f(x)  e  lim  fix) 

.V  — ^  .X(p  J 

reilelindo  o  fa  to de  que  ha  apenas  dots  sentidos  pelos  quais  x  pode  aproximar  a',,  pda  direita 
on  pda  esquerda,  Para  fungoes  de  duas  ou  Ires  variaveis,  a  situagao  e  mats  compllcada,  pois 
ha  uma  infinidade  de  curvas  diferentes  ao  longo  das  quais  um  ponio  pode  aproximat  oulro 
(Figura  3  4.2. 1 ).  Nosso  primeiro  objeiivo  nesta  segno  e  dclinir  o  lirnite  de  f(x,  y)  quando  (x,.  y) 
tendc  a  (x;u,  y0)  ao  longo  de  uma  curva  C  (e,  analogamcme,  para  1’ungoes  do  ires  variaveis). 

Se  C  for  uma  curva  paramdtrica  lisa  noespago  hi  ou  tridimensional  que  esta  represent 
tada  pdas  cquagdes 

x  =  x(t)>  y  =  y(t)  ou  x  =  x(t)t  y  =  y(t}t  z  =  z(t) 
e  se  x0  -  y(4).  y$  -  y(/CJ)  e  z,,  =  z(ff  entao  os  li  mites 

dm  f(xf  y)  c  lim  f(x,  yrz) 

ix.  vli)  ‘  ”  ’ 

t  m  J  emgo  dc  O  (510  loai^o  tit  Q 


sao  definidos  por 


lim  f(x,  y)  =  lim  f(x(t)7y(t)) 

(,V.  Ui;,.  Ig) 

f  ELD  longo  Jt’  C) 

dm  /(a-  y.  z)  =  lim  f(xU),  y(t),  z(t)) 

(a-  ,  y.  z)  ->  (  jo  ,  ya .  is,  >  t  Jo 

(.id  longo  do  C) 


(I) 


(2) 


Nessas  fdmulas,  o  lirnite  da  fungao  de  t  deve  ser  tratado  como  um  limile  lateral  se  (xlr  yrt)  ou 
(a;„  y0,  z.- 1)  fore  m  ponlos  ext  re  rn  os  de  C. 

Uma  inlerpretagao  geometrica  do  lirnite  ao  longo  de  uma  curva  para  uma  fungao  de 
duas  variaveis.  esta  mostrada  na  Figura  14.2.2.  A  medida  que  o  ponto  (x(t),  y(t})  move-se 
ao  longo  da  curva  C  no  piano  xy  em  diregao  a  {xV)t  y0),  o  ponto  (x(t)t  >■{/),  f(A(r),  y(r)))  move- 
se  diretamente  aeima  ao  longo  do  gralico  de  z  =  fix,  y)  corn  fix(t),  y(t))  tendendo  ao  valor 
lirnite  L.  Na  figura,  seguimos  uma  pralica  cornum  de  omitiro  zero  na  coordenada  z  para  os 
pontos  no  piano  jcy. 
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►  Exemplo  1  A  Figura  14.2.3  d  mostra  uni  grudco  gerado  por  urn  computador  da  fungao 


f(*.  y)  = 


XV 


1  i  'S 

+  V" 


O  grafico  revela  que  a  superfTcie  tem  urn  cume  acima  da  rela  y  =  -  v.  o  que  e  de  se  esperar,  uma 
vez  quc  fix,  y)  tem  urn  valor  const  ante  de  y  para  y  -  -x,  cxcclo  cm  (0, 0),  omle  /  nao  esla  dcfVnida 
(veri  Pique).  A I  dm  disso,  o  grafico  sugere  quc  o  liniilc  de  f(xt  y)  qua  ado  (_rt  y)  (0, 0)  ao  longo  de 
uma  reiaque  passa  pda  origem  variacom  a  diregao  da  reta.  Determine  esse  limiie  ao  longo 


(a)  dodxojc  (b)  doeixoy  (c)  da  reta  y  —  x 

(d)  da  reta  y  =  -v  (e)  da  parabola  y  =jc" 

Solugdo  (a )  O  cixo  x  tem  equagoes  parametric  as  x  =  q  y  -  0,  com  (0, 0)  correspondendo  a 
t  -  0,  logo 

lim  /<*,,)  =N.,/(f,0)  =  Ih,f  =  «m0  =  0 

{  x ,  y )  — >  [0*  0 )  f  — *  C)  t  0  y  / -  j  l  —*  0 

(ao  longo  <te  >■  —  0) 


0  quc  6  consistent  com  a  Figura  14,2. 3fr. 


Solugao  (b)  O  eixo  y  tem  equagdes  paramo  trie  as  x  -  0,  y  - q  com  (0, 0)  correspondendo  a 
t  =  0,  logo 

lim  /{a\  y)  =  lim  /( 0,  O  —  lim  |  -—■  ]  =  lim  0  =  0 

(j,y)-+{G,Q)  t  o  mo  V  t1  / 

([lo  longo  de  a  -  0) 


o  quc  e  consistent  com  a  Figura  14,2. 

Sotugdo  (c)  A  reta  y  =  x  tem  equagoes  paramdrieas  x  - t,  y  =  q  com  (0, 0)  correspondendo 
a  /  =  0,  logo 

lim  f(x.  v)  —  lim  fit,  t)  —  lim 

(,r,  y J  (0. 0)  "  t~*  0  r-*0 

fro  longo  de  y  -■■■  .0 

O  que  e  consistcntc  com  a  Figura  14,2.3fr. 


-i 


-E 


Figura  14.23 
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Sola  quo  (d)  A  ret  a  v  =  -  v  tem  equates  parametric  as  x  =  t,  v  ~  -r,  com  (0,  0)  correspon¬ 
dence  a  t  —  0,  logo 

,  „  ,  t2  it  1  1 

lim  /( a,  y )  =  lim  /(>,  -;)  =  lim  —  —  !im  -  —  - 

{jr«yW(0.  .0)  r  —  0 '  f^0  2f2  f^0  2  2 

(jio  longo  dev  =  — ,c> 

o  que  6  consistente  com  a  Figura  14.2.3/;. 

Sohtqao  (e)  A  parabola  y  =  a2  tem  equates  parametricas  x  =  t,  y  ~  T,  com  (0,  0)  corres- 
pondendo  a  t  —  0,  logo 


lim  /(a,  y)  —  3 i in  /(/,/“)  —  lim 
(jr<v).-M0tO)  '  r^<r 

(ao  longo  dev  —  a  ’  ) 


/“  +  r 


—  lim 

f-+0 


I  +  t 


=  0 


o  que  €  consistente  com  a  Figura  14.2.3c,  que  mosira  aeurva  param&riea 

*  t 


x  —  t,  y  —  rt  z  —  - 


!  +f: 


sobreposta  na  supeiffcie,  M 


Um  drsco  fechado 
contem  todos  os 
pontos  de  sua 
fronteira  circular, 


Um  disco  aberto 
nlo  con  tem  ponto 
algum  de  sua 
fronteira  circular. 


Figura  14.2.4 


Um  ponto  de 
fronteira 


Um  ponto 
interior 


Figura  14.2.5 


»  CONJUNTOS  ABERTOS  E  FECHADOS 

Em  bora  os  liinkes  ao  longo  de  curvas  sejant  diets  em  muitas  ocasioes,  eles  nem  sempre  con- 
tam  tod  a  a  historia  sobre  o  coniponamento  limite  de  uma  fungao  num  ponto:  o  que  se  precisa 
e  de  um  eoneeito  de  limite  que  de  coma  do  comportamento  da  fungao  em  toda  uma  vizinhcm- 
ga  de  um  ponto,  e  nao  so  ao  longo  de  curvas  lisas  que  passe  m  pelo  ponto.  Para  a  I  can  gar  is  so, 
conicgamos  inlroduzindo  alguma  Icrminologia. 

Seja  C  um  cfrculo  no  espago  hi  dimensional  ccntrado  em  (ajq  .  v0)  e  de  rain  positive)  O 
eo  nj  unto  de  todos  os  pontos  cnglobados  pelo  cfrculo,  mas  que  nao  estejain  sobre  a  e  ire  Lin  fe¬ 
re  nci  a,  e  denominado  disco  aberto  dc  raio  5  ccntrado  em  (  ao .  yo);  ja  o  conjunto  de  todos  os 
pontos  da  drcunler&ncia  junto  com  os  cnglobados  pelo  cfrculo,  e  o  disco  fechado  de  raio  8 
ccntrado  cm  (aq ,  y0)  (Figura  14.2.4).  Analogamente,  seja  $  uma  esfera  no  espago  tridimen¬ 
sional  ccntrada  em  (a0.  y$,  zq)  e  de  raio  positive  5;  o  conjunto  de  todos  os  pontos  englobados 
pda  esfera,  mas  que  nao  cstejam  sobre  a  esfera,  e  denominado  tola  aberta  de  raio  8  ccntrada 
em  (.vn.  Ter  Zo)  e  o  conjunto  de  todos  os  pontos  da  esfera  junto  com  os  englobados  pda  esfera, 
e  a  bold  fechada  dc  raio  8  ccntrada  em  (ao,  yo,  Zol  Os  discos  c  as  bolas  sao  os  ana  logos  hi  c 
irkiimensionais  dos  intervalos  de  uma  re  la. 

As  nogoes  de  “aberto”  e  fechado”  podem  scr  cstendidas  a  conjuntos  mais  gerais  do 
espago  hi  e  tridimensional.  Se  D  e  um  conjunto  dc  pontos  do  espago  bi dimensional,  entao  di¬ 
zemos  que  um  ponto  (ao*  yo)  e  um  ponto  interior  de  D  se  cxistir  a  [gum  disco  abort  o  ccntrado 
cm  (A<-j.  yo)  que  contenha  unicamente  pontos  dc  D;  dizemos  que  (aq.  yo)  6  urn  ponto  def rou¬ 
te  ir  a  de  D  se  qualquer  disco  aberto  ccntrado  em  (aq,  yo)  conti  ver  pontos  tan  to  de  D  quanto 
nao  de  D.  A  niesma  tenninologia  se  a  plica  a  conjuntos  no  espago  tridimensional  mas  nesse 
case  utMizamos  bolas  em  ve/.de  discos  (Figura  14.2.5). 

Dizemos  que  o  conjunto  de  todos  os  pontos  interiores  de  um  conjunto  D  do  espago  bi  on 
tridimensional  constitui  o  interior  dc  Deo  conjunto  dc  todos  os  pontos  de  fronteira  constitui 
a  fronteira  de  D.  Alem  disso,  da  mesma  maneira  que  fizemos  coin  discos  e  bolas,  dizemos 
que  D  e  fechudo  sc  contiver  todos  seus  pontos  dc  i'ronleira  c  D  6  aberto  sc  nao  conti  ver  ponto 
algum  de  sua  fronteira.  O  conjunto  dc  todos  os  pontos  do  espago  btdtmensional  ede  todos  os 
pontos  do  espago  tridimensional,  nao  tem  pontos  de  fronteira  (por  que?),  portanlo,  coiwencio- 
namos  que  esses  conjuntos  sao  tan  to  abertos  quanto  fee  hades. 


LIMITES  GERAIS  DE  FUNQOES  DE  DUAS  VARJ AVEIS 


A  afirmagao 


lirn  f{x.  y)  =  L 

(.¥.)■)—  g.V.;i  .31.  1  " 


lent  o  objetivo  de  transmitir  a  ideia  de  que,  restringindo  o  ponto  (a,  y)  a  esiar  sufidememente 
proximo  (mas  distinto)  do  porno  (Af|J  yv),  podemos  forgar  o  valor  de  /(a,  y)  a  ficar  tao  proximo 
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Qua n do  for  convenient, 
escrever  (3)  Eambem  Como 

lim  fix.  v)  —  J 

V  -  Vu 

ou  conx> 

fix.  y)  ->  L  quando  (.v .  v ) 


de  L quanto queiramos.  Essa  idcia  c  formalmente  ex  pres  sa  na dcflnigao  scguintc  c  c  ilusirada 
na  Pi  aura  14.2.6. 


podemos 


14*2.1  defenicao  Sc ja/ lima  fungao  dc  duas  variaveis  c  suponha  que /estcja  dclinida 
cm  lodes  os  ponLos  de  a] gum  disco  abeito  cen  trade  cm  (,v0l  y0X  exceto,  possivclmente,  cm 
(xq,  vo).  Esc  i  eve  m  os 


lim  f(x ,  v)  =  L 

U  .y>-*  (.In. ' 


sc,  dado  qualquer  numero  f.  >  0,  pudennos  encontrar  um  nitmero  5  >  0  tal  quo  fix,  y) 
satis  faga 

|/(x,  y)  -  L\  <e 
sempre  que  a  disiancia  entre  (x,  y )  e  (xq ,  Vq)  satisfizer 

0  <  i/ (x  -  xo)2  +  (y  -  yo)2  c  £ 


Esta  regtSo  Circular  com  o 
centra  removldo  consists  em 
totJos  os  pontos  (jrvv)CjLio 

sst  i  sfazem _ 

0  <  V(x-x0)'-  +  (y- Vy)2  <  5. 
Para  cada  ponto  <xv.v)  den  fro 
dessa  regigo  temos 

im  >)  -  < € 

Nest  a  figura  em  particular 
essa  condign  6  tamb£m 
satisfeit?.  em{>u.  >y4  embers 
iS$o  nao  seja  reievante  para 
o  limits. 


r.v 


I  im  f{x.  y)  =  L 


Figura  14.2,6 


Uma  on  tra  ikishagao  da  DeflniqSo  14.2.1  6  mostrada  no  diagrams  ’‘de  fleclia”  da 
Figura  14.2.7.  Como  a  Figura  14.2.6,  ossa  figura  pretende  transmit!!-  a  idcia  dc  quo  os 
valores  de  fix,  y)  podem  ser  forgados  a  cair  a  me  nos  de  6  unidades  cle  L  no  eixo  z  pel  a 
exig£ncia  de  que  (a,  y)  esteja  a  menos  de  £  unidades  de  (  Vo,  v'o)  no  piano  xy.  Utilizamos 
um  ponto  branco  em  (xq,  Vo)  pam  sugerir  que  a  condigao  com  epsilon  nao  precisa  valor 
nesse  ponto, 


Edgura  14.2.7 
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ADVERTENCIA 


De  urn  modo  geral,  nao  podemos 
mostrar  que 

\\m  fix,  y)  -  L 

U-yi  m*  Oo.yoJ 

mostrancfo  que  esse  I i mite  vale  ao 
longo  de  alguma  curve  especifica, 
nem  mssmo  s®  vater  para  uma.  feml- 
lia  especiRca  de  curvas.  O  prouSema  e 
quepcderia  haver  alguma  oulra  curva 
ao  longo  da  qua l  o  limite  n^o  exisia  ou 
tenha  um  valor  dife  rente. 


Notamos  sem  prova  que  as  propriedades  padnk>  de  limiles  sao  validas  para  limites  ao 
longo  de  curvas  e  para  limilcs  gcrais  de  t  undoes  de  duas  variaveis,  port  am  o  os  c  a  leu  I  os  envoi- 
vidos  em  luis  I  ini  lies  potlem  ser  efetuados  da  maneira  usual. 


►  Exemplo  2 


lira  [5a- 3  y2  -  9]  =  lira  [5aV]  -  lira  9 


.yW<L4) 

{,v.y)  —>{1,4) 

lim  x 

3 

lim  v 

T 

[ _ 

— i 

j 

- — 
Tt 

J 

=  5(i)'(4)2  —  9  —  71  + 


n  RELAgdES  ENTRE  LI  MITES  GERAIS  E  LJ  MITES  AO  LONGO  DE 
CURVAS  LISAS 

Enunctado  in  formal  mente,  sc/(x,  v)  liver  limite  L  quando  (a,  v)  tender  a  (xq,  jo),  entao  o  va¬ 
lor  de/(A,  y)  fica  eada  vez  rnais  proximo  de  L  a  medida  que  a  distanda  enire  (a,  y)  e  (xg.  vo) 
tender  a  zero,  Como  essa  afirmagao  nao  impde  restrigao  alguma  sobre  a  diregao  pel  a  qual 
(x\  y)  se  aproxima  de  (xo,  vq),  e  plausfvel  que  a  fungao/(x,  v)  tamMtn  tenha  o  limite  L  quan¬ 
do  (a,  y)  tender  a  (xq3  }q)  ao  longo  de  qualquer  curva  lisa.  Isso  decorre  do  teorema  seguime, 
que  enunciainos  sent  demonstragao. 


14*2.2  TEOREMA 

(a)  Se  fix,  y)  ->  L  quando  (x\  y)  ->  (xtyt  y<j,  eniiio  fix,  y )  ->  L  quando  (a,  y)  (x0,  vf)  ao 
km  go  de  qualquer  curva  lisa , 

(b)  Se  o  limite  de  fix,  y)  deixar  de  exist  ir  quando  (a,  v)  — ¥  {x\p  y„)  ao  longo  de  alguma 
curva  lisa,  on  se  fix,  y)  river  l writes  dife  rentes  quando  (y  y)  — >  (xlt>  yls)  ao  longo  de 
duas  cun- as  lisas  dife  rentes  no  domfnio  de  entao  o  limite  de  f(x,  y)  nao  exist e 
quando  (x,  y)  —t  (xLV  yf>). 


►  Exemplo  3  O  limite 


xy 


lim  — 


(x,y}^aw)  x~  +  y- 


nao  exisle,  pels  no  Exemplo  1  eneontramos  duas  curvas  lisas  diferentes  ao  longo  das  quids 
esse  limite  tern  do  is  valores  dife  rentes.  E  sped  lie  amen  tc* 

x  y  _  ..  a„v  _  l 

~  ~~  ~2 


tun 


ix,y)  —>■  {0,  0)  A2  -b  X2 
(ao  longp  de  jl  —  0) 


-  0  e 


9iin 


(..v,  y)— (0.0)  A2  +  V2 
{ao  lonao  de  v  =  x  ) 


■  CONT1NU1DADE 

In  formal  men  te  enuneiado*  uma  lungao  de  uma  varidve!  e  conlmuase  o  sou  gratieo  For  uma 
curva  nao  quehrada,  seni  sallos  ou  buraeos.  Para  e slender  esla  ideia  para  fungous  de  duas 
variaveis,  imagine  que  o  gradco  dc  z  =  fix,  y)  esteja  moldado  a  part ir  de  uma  fina  camada  de 
argila  que  tenha  siclo  escavada  ou  apertadacom  forga  fazendo  cumes  e  vales.  Corisiderareinos 
/  eonio  sendo  eontfnua  se  a  supertTcie  de  argila  nao  liver  ruptura  nem  hmacos.  As  fungoes 
cujos  gralicos  estao  na  Figura  I4.2,H  deixam  de  ser  conlinuas  devido  ao  sen  comport  am  emo 
em  (0,0). 

A  definigao  precisa  da  coiitinuidade  em  um  ponto  para  fungoes  de  duas  variaveis  e  ana- 
loga  aquela  para  fungoes  de  uma  variavel  -  sera  necessario  que  o  limite  da  fungao  e  o  valor  da 
fungao  sejaru  o  mesttio  naquele  ponto. 
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Buraco  na  origem 


4, 


Infmito  origem 


A 


Salto  vertical 
ns  origem 


Mgura  i  4,2.8 


14 ,23  dkfink/ao  Di /cnios  que  uma  fungao  f(x,  v)  6  continua  em  (jrh,  y0)  sc  /(xft,  y.,) 
estiver  definido  e  sc 

lim  f(x,y)  =  fixo.yo) 

U*y)-+  (JttrJ'd) 


Alem  disso,  se  /  for  continua  cm  cada  ponto  de  um  conjunto  a  her  to  D,  eiuao  dizemos  que 
/  e  continua  em  D;  c  se  /  for  continua  cm  todo  ponto  do  piano  xyr  entao  dizemos  que  /  e 
continua  em  toda  parte . 


O  teorema  seguinie,  que  enunciamos  sem  demonstragao,  i lustra  algumas  das  manciras 
em  que  tangoes  continuas  podem  ser  combi  nadas  para  produzir  novas  tun  goes  continuas. 


14,2,4  TEORKMA 

(tf)  Se  g(x)for  continua  em  x0  e  h(y)  for  continua  em  ylit  entao  f(x,  v)  =  g(x)h( y)  e  continua 
em  (xf„  y„). 

(b)  Se  h(x,  y)  for  con  tin  tin  an  y<>)  e  giu)for  continua  em  u  -  h(xn,  vu),  entao  a  compo- 
sigdo  fix,  y)  -  g(h(xy  y))  e  continua  em  (%y„). 

(c)  Se  fix,  y)  for  continua  em  (,v0,  y0)  e  x(f)  e  y{t)  fore m  continuas  em  t0,  com  x{ta)  -  xn  e 
y(Q  =  yot  entao  a  composigao  f(xit)T  \  (r) )  e  continua  em  t(y 


►  Exemplo  4  Use  o  Teorema  14.2.4  para  mostrar  que  as  fungoes/Cx,  y)  =  Xry  e 
f(xt  y)  =  sen  (3.vV)  sao  continuas  em  toda  parte. 


Solugao  Os  poiinomios  g(x)  -  3x”  c  h(y)  =  y  sao  con t in u os  cm  cada  ponto  da  rcla  real, 
portanto  pcla  parte  (gt)  do  Teorema  14.2.4,  a  fungao f(xt  y)  =  3x  y5  c  continua  cm  cada 
ponto  (as  y)  do  piano  x y.  Como  XC  y  6  continua  em  cada  ponto  do  piano  _xy  c  sen  u  e  con- 
tinua  em  cada  ponto  u  da  rcta  real,  segue  da  pane  (b)  do  Teorema  14.2.4  que  a  composigao 
fix,  v)  =  sen  (3x~ys)  e  continua  em  toda  parte.  A 


O  Teorema  14.2.4  e  um  de  uma  elasse  inteira  de  teorernas  sobre  continuidade  de  tan¬ 
goes  de  duas  ou  mats  variaveis,  O  eonteudo  desses  teorernas  pode  ser  resunudo  informal  men- 
te  com  tres  principles  has i cos: 


Reconkecendo  F lingoes  Continuas 

•  A  composigao  de  limgnes  continuas  e  continua. 

*  A  soma,  diferenga  ou  produto  do  fungoes  continuas  e  continua, 

»  O  quociente  de  fungoes  continuas  £  continua,  exceto  onde  o  denominador  for 
zero. 


Usando  esses  principios  e  o  Teorema  14,2.4,  o  letter  deve  ser  capaz  de  contirmar  que  as 
seguintes  fungoes  sao  tod  as  continuas  em  toda  parte. 


x exv  4-  y * ,  cosh (xv* )  —  \ xy \ . 


xv 


j  y,  X-  y.  y 


..2 


94a 


Calculo 


►  Exemplo  5  acne 


mi 


ry 


U.Y)->  (“1,2)  A'2  Hh  V2 


Soht^ao  m  fx,y  =  xyf  x2 + y2  ee  nlmuaem  -1,2  r  ue  ,  egue  a  efiniga  e 
c  minui  a  e  ara  imgoe  e  ua  arid  ci  ue 

xy  (  1)(2)  2  _ 


3  i  in 


uo')^(-i,2)  x2  +  y2  {-!)-  +  (2)2 


►  Exemplo  6 


m  a  unga 


/(-v,  y)  = 


\  •> 
x  y~ 

1  —xv 


earn  u  ciente  e  ungoe  c  nlfnua  ,6c  ntfmia  e  eet  n  e  I  —  \  y  -  0 
c  ntmuaemt  a  artcc  cel  nahi  crb  c  xy  - 1  A 


ini,  /  x,  y  6 


Ftgura  14,2,9 


M  LIMITES  EM  DESCONTINUIDADES 

A  e/e  ,  6  aci  ree  nhcccr  uan  am  imite  ni  e  i  tc  P  re  cm  ,ee  i  ente  uc 


lim 


1 


Uo')-MG,0)  ..v2  +  y 


l;2 


=  +oo 


acini  ica  uc  a  re  a  miga  leu  cma+co  uan  x, y  — >  0, 0  a  ng  c  ua 
uercur  a  i  a  Figura  14  2  9  ntu  ,  na  ee  i  ente  e  imite 


lim  (.v2  +  y2)ln(.v2+  r) 

(r.v)->  III.Gt 

e  i  te,  i  c  tana  rmain  etermina  a  ti  0  oo  Emb  ran  ream  eU  6  ita  na 


a 


er  a  ica  a  trelamente,  egumte  e  em  l  u  tra  um  mei 
c  n  erten  ara  c  r  ena  a  are 


ara  enc  mrar  e  te  imite. 


7  7 

7  > 

z  ~  x~  *■  v  n 

V"  4 

Ftgura  142.10 


►  Exemplo  7  Determine  lim  (x2  +  v2)  In(,v2  +  v2), 

{,v,y>->  (0,0) 


Sohtqao  Seam  r,0  a  c  r  emi  a  are  nt  x,y  c  mr>0  Bnta  ,  tern 

x  —  r  cos  9*  y  —  r  sen  0*  r 2  —  x1  +  y2 

em  i  ,uma  ez  ue  r > 0,  tem  r  —  ^/x2  +  y2>  em  uer— *0“  e,  e  mente  es 

x,  y  — >  0, 0  im,  em  ree  ere  er  imite  a  e  m 


Um  (A2  +  y2)ln(x2  +  y2) 

u.y)--(CM)) 


lim  r2  In  r~ 

r  ->  0 1 


lim 

r  — >  0+ 


2  In  v 

W2 


lim 

r— ►  0+- 

lim 

r  -+  0 ' 


2  tr 
— 2/r3 

i~r2)  =  0 


Issocortverte  o  I  imite  para  urn;i 
lb  mi  a  mdelcnni  nada  do  iipo 


Rcjra  dc  LHi  lApiial. 


A 


O  grafico  de  f(x.  y)  —  (,x2  +  y2)  t n (_v ~  +  v2)  no  Pxenripio  7  e  uma  superlicie  com  um  buraco,  ou  Jura  na 
origem  (Figura  14.2.10).  Podemos  remover  essa  descontinuidade  definindo  f  0,  0  como  sendo  sgual  a  0.  {Ver 
Exercicios  31  e  32,  que  tamtam  tratam  da  nogao  de  descontinuidade  "removiver.) 
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■  COMTINUIDAOE  EM  PONTOS  DE  FRONTEIRA 

No  nosso  estudo  de  continuidade  dc  fungoes  de  uma  vari&vef  definimos  primeiro  a  eontinui- 
dadc  num  porno,  depots  a  continuidade  cm  intcrvalos  abcnos  c  entao,  usando  limitcs  laterals, 
estendemos  a  nogao  dc  conli nuidade  para  incluiros  pontos  nas  extreniidades  do  intervalo. 
Analogamenlc,  para  fungoes  dc  duas  variavcis,  podemos  calender  a  nogao  dc  cominuidade  dc 
fix,  y)  para  a  fronteira  dc  seu  dominio,  modi  tic  undo  apropriadam  ente  a  Detinigao  1 4:2.  L  dc 
tal  modo  que  (x,  y)  seja  forgado  a  aproximar  (x0 ,  yy)  som ente  por  pontos  que  estejam  eomple- 
tamente  no  dominio  de/  Omitircmos  os  dctalhes. 


►  Exemplo  8  C)  grafico  da  fungao/(x,  v)  -  ^f\  —  x2  -  y2  6  o  hemisferio  superior  mostra- 
do  na  Figura  14.2,  i  1  co  dominio  natural  dc  f6  o  disco  unMrio  lech  ado 


a2  +  y2  <  1 


O  grafico  dc / nao  apresenta  cones  ncm  huraeos,  dc  modo  que  passa  no  nosso  "teste  intuitive”  dc 
conti  nuidade,  Ncsse  case,  a  continuidade  num  ponto  (x0,y0)  da  fronteira  red  etc  o  fato  dc  que 


lim  \/ 1  —  x2  —  v2  ™  J !  —  Aa  "  vi  =  0 

ixty)’+{x*ryQ)  V 

quando  (x,  y)  flea  restrito  a  pent  os  do  disco  unildrio  lech  ado  x"  +  y"  <  1  -  Segue  que/  €  contf- 
nua  cm  sen  dominio.  M 


■  EXTEWSOES  PARA  TRES  VARIAVE  IS 

Todos  os  resullados  nesta  segao  podem  ser  estendklos  para  fungous  tie  Ires  ou  mais  variavcis. 
Por  exemplo,  a  disiSncia  emre  os  pontes  (xry,  z)  e  (x0,  ym  zj  no  espago  tridimensional  d 

yf  (jc  -  X[>)2  +  (y  -  yo)2  +  (z  -  zo)2 

logo,  a  exiensao  natural  da  Deflnigao  14.2.1  para  o  espago  tridimensional  6  coma  segue: 


14,2.5  DEFiNigAO  Seja/uma  fungao  dc  tres  variavcis  tal  que/esteja  dclinida  cm  todos 
pent  os  dentra  de  uma  ho  I  a  ccntrada  cm  (x(p  y0)  z6)t  exceto,  possfvelmentc,  cm  (x0,  yfl,  z(f 
Escrevemos 

lim  f(x,y.z)  =  L  (4) 

-►(*<>  OtoiZo.) 


se  dado  uni  numero  qualquer  e  >  0,  pudermos  eneontrar  urn  numero  8  >0  tal  qu e/(x,  y\  z ) 
sat  is  toga 

\f(x,y,z)  -  L\  <  e 

sempre  que  a  disc&ncia  e litre  (x,  v,  z)  e  (x„,  y,>  z0)  satisfizer 

0  <  y (.v  -  .Vo)-  4-  0~“  Vo)3  +  Jz  -  Jo)2  <  s 


Da  mesma  forma  quo  ocorre  com  as  fungous  de  uma  ou  duas  variavcis,  definimos  uma 
fungao  fix,  y,  z)  de  tres  variavcis  eomo  sen  do  contfnua  num  ponto  (xn,  yw  £,,)  se  t>  limite  da 
fungao  c  o  valor  da  fungao  forem  o  mesmo  ncstc  ponto,  is l o  c. 


lim  f{x,  y,  z)  -  fix o,  j't>,  so) 

Em  bora  os  dctalhes  sejam  omi  lidos,  as  propriedades  dc  li  miles  c  dc  conti  nuidade  que  foram 
discutidas  para  fungoes  dc  duas  variavcis,  inclusive  a  nogao  dc  cominuidade  cm  pontos  dc 
fronteira,  podem  ser  transporladas  para  fungoes  dc  tres  variavcis. 
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EXERCICIGS  DE  COMPREENSAQ  14.2  (Vef  p£gina  945 para  respostas.) 


1.  Seja 


/(*,  v)  = 


X 


V- 


X2  +  V2 


Determine  o  limite  de  fix*  y)  quando  U\  v)  lende  a  (0,  0)  ao 
longo  da  curva  C. 

(a)  C  :  a  =  0  (b)  C:y  =  0 

{€)  C  :y  =  x  (d)  C\y=x2 

2.  (a)  lim  .v  costtv  =  _ _ 


(b)  lim  exr  = 

\X » vf  -»  (0.  I ) 


(c)  lim  fa2  q- v2)  sen 

(x,y)-*  (0*0) 


x2  +  y2 


3.  Urn  a  fuagao /(a:t  y  )  £  conti  nua  em  xir  y0  desde  que  f(x^,  v(l) 

exista  e  que  fix,  y)  tenha  uni  li  mite  igual  a _ quando 

(a,  y)  tende  a  _ _ _ . 


4.  Determine  todos  os  valores  da  eonstunte  a  mis  que  a  fun^ao 
fix,  y)  =  vdv2  —  ay2  +  1  seja  contmna  em  tod  a  parte. 


EXERCICIOS  14.2 


1-6  Use  as  Icis  do  limite  e  as  propriedades  da  conti nuidade  para 
calcutar  o  limite. 


1. 

lim  (4vy“  —  _v) 

2. 

Lim 

[jl  ,  y)  — >  1 3 .?) 

U.y)->  tl/S.rr) 

w3 

3. 

t-  rVA 

lim  - - 

4, 

lim 

x  +  y 

5. 

lim  ln(1  +jV> 

6. 

Hm 

[.v .  y)  r  (0.0) 

(10^(4.-  2) 

:h  -  v2 


7-6  Mostreqtieo  limite  naoexisteconsiderando  os  limltes  quan¬ 
do  (a\  y)  — ►  (0,  0)  ao  longo  dos  eixos  coordenadas. 


7.  (a)  lim 


3 


U',y)  '->  (0,0)  x  -  q-  2v 


8.  (a)  lim 


x  -  v 


u>y)-Mao>  a2  +  v2 


(b) 

(b) 


lim 


x  +  v 


(jr,y1-*(0r0j  2 A' 2  q-  y2 
COS  X  v 

inn  -v 
U,v)^C0.O)  -V-  +  V2 


9-12  Cateule  o  limite  fazenda  a  substitute  z  =  x~  +  y"  e  obser- 
vando  que  z  —>  O'  se,  e  some  me  sc.  (at,  y)  -4  (0,  0). 


9.  lim 


sen(x2+  y2) 


|.vry)-t(0,0)  A-2  +  y2 

11.  lim  (T^f'+rt 

(.1  0.5  —  (0,0) 


10.  lim 

(A-.yj-  iTf.0) 

12.  lim 


I  —  cos  (a  2  +  y2} 


a2  +  y2 
(a , y )  — >  (0.0 J  .J X2  q-  v2 


13.  I  tm 


4  i 

A  —  V 

.2  ■  ~i 


14.  lim 


a  —  1 6  \ 


.4 


(x,y)->  [0.0)  X*  q-  y 
x  y 


(j,wj-+(o,ot  x2  q-4v2 


15.  lim 


tA o’) -* (0.0)  3x2  q-  2y2 


16.  lim 


(j.v)-^(o.o)  x*'  q-  v 


I  -x2-y* 

,2  I  -.2 


17, 


lim 


x 


U.y,^->(2.  ■  1.2)  ^.y2  +  V2  +  Z2 


18.  lim  ln(2.v  +  v  —  z) 


19. 


lim 


sen(A_7  q-  y*  +  z 7) 


(jr,y.;)-+  (0,0,0)  y;v2  v  1  _|_  -2 

se n x/x2  q-  y3  q-  2 2 


20,  lim 

( jf.  y,z)f-y  (0,0,01 


a2  +  v2  q-  z2 


21-22  Calc  tile  0  limite,  se  ex  i  stir,  canvenendo  pain  coordenadas 
polares,  como  no  Exempt 0  7. 


21.  lim  vlnU2  +  v2)  22.  Jim  -  - 

U.rWO.W'  1  (*■>)-- (0,0)  4.  y2 

23-24  Calcule  0  limite,  se  ex  i stir,  convene ndo  para  coordenadas 
es (Oricas.  (p,  0,  <!>)  e  observe  que  p— »  O’  se,  e  s 6  se.  (a,  y,  z)  — > 
(0. 0, 0),  jd  que  p  =  v/a2  +  y2  q-  z2. 


23. 

lim 

i:.v,v.-.:i  —  rO. 

24. 

Lim 

( .v  .y.z)  —  (0, 

I 


a  7  q-  y 1  -j-  z2 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


25.  A  tigura  a  scguir  mostra  uma  pane  do  grafico  de 


fix ,  y)  = 


■> 

A"-  V 


A4  +  V2 


(a)  Bascado  no  grafico  da  ligura. /(a,  y)  tern  limite  quando 
(a.  y)  — >  (0,  0)?  Explique  seu  raciocmio. 

(b)  Most  re  que  fix,  y)  — >  0  quando  (a\  y)  (0, 0)  ao  longo 
de  qualquer  reta  y  =  j«a.  Is  so  implica  que  fix,  y)  “40 
quando  (a,  y)  — >  (0.0)7  Explique. 

(c)  Mo  si  re  que  fix.  y)  -4  5  quando  (a.  y)  — >  (0.0)  ao  longo 
da  parabola  y  =  x2,  e  cotifimie  visualmcnte  que  isso  6 
consistente  coin  o  grafico  de/(.v*  y). 

(d)  Base  ado  nas  panes  (h)  e  (c),/(a;  y)  tern  um  limite  qua  ri¬ 
de  (a,  y)  — >  (0,  0)?  Isso  c  coil  si  sternc  com  a  resposta  da 
parte  (a)? 
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Figura  Ex-25 


26  *  (a)  M  os  ire  q  tie  o  va  I  or  do 


Xi  V 


2xb  +  v1 


lende  a  0  quando  (a.  y)  (0,  G)  ao  Ion  go  de  qLialquer 
ret  a  y  -  nix.  ou  ao  longo  de  qualquer  parabola  y  -  Avc , 


(b)  Mostreqtie 


lim 


a--- y 


[jr,y)-+(0,6>  2.v{?  +  V 2 

nao  ex  isle.  Ionian  do  (a,  v)  —>  (0, 0)  ao  ]ons.o  da  ctirva 

y  =  a  - 


27 ,  (a }  M os tre  q i ic  o  \* dor  de 


a  y; 


-V2  +  >'4  +  ?4 

tende  a  0  quando  (a,  y,  z)  — >  (0, 0, 0)  ao  longo  de  qual¬ 
quer  i'Cla  A  =  al,  y  -  hf,  Z  ~  cL 

(b )  M  os  tre  q  tie  0 1 1  mite 

av  Z 

ti  m  — - r 

\x,\\z)—*  |TJ.0,<||  A’2  +  y4  -!-  z4 

nao  exisle  tomando  (a,  y,  z )  — >  CO,  0.  0)  ao  longo  da 
ctirva  x  —  f ,  y  =  r.  z  ~  i. 


28.  Determine  lim  arc  tg 

U\v)-MQJ} 


A"  +  1 


a2  +  (j-  1)“ 


29-  Determine  lim  are  ts 

i.xx)^(,0A) 


■  ,  i 

A2  +  (V  -  1)2J 


30,  Seja/(A,y)  = 


xz  +  y 

1, 

Most  re  quo  /c  com  i  mi  a  cm  (0. 0) 


sen  (a  2 -f-  y“) 


,2  ■  ^ 


,  (,v.  y)  #  (0h  0) 

(A,  y)  =  (0,  0). 


31  -32  Di /.earns  q  Lie  uma  fungaiy//,  y)  tom  urn  a  descorttirtuidade 
removtvel  cm  {x,r  y.n)  se  ex i stir  liny y)  mas/ nao 
for  contftuia  cm  (a, v(l),  ou  por  nao  estar  defmida  cm  (a,,.  \-j  ou 
por  que/Cty.  ylh)  difere  do  valor  do  I  i  mile.  Determine  sc/Ca.  y)  lem 
Lima  descent  inii  id  ade  removfvel  em  (0, 0). 


AJ 


31.  ;uv  )  =  — 

32,  /(a.v)  =  a  v  In  (a2  +  y2) 


x2y 


33.  /(a+v)  -  y  ln(l  +  a) 

35.  fix,  y) 

36.  /{a,  y) 

37.  /(a.  y)  -  cos 

38.  f(x,  y) 


34.  /(a,  y)  =  v/a  “  v 


J25  -  a2  -  y2 
In(2x  --  y  +  I } 

XV 


1  +  A2  +  V2 


!-jn 


e  39,  /(a,  y)  =  are  sen  (Ay) 

40.  fix,  y)  =  arc  Lg  (a  -  y) 


41.  /{a,  y;  z)  =  3.i" c "  cos  (a  v  i) 

42.  /(a,  y,  Z)  -  ln(4  -  x  -y2  -  z1) 

43.  f(x.y.z)  =  xiy+V_i 

44.  fix,  y\  z)  =  sen  yfx2  +  y 2  +  3 z2 


t/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIGS  DE  COMPREENSAO  14.2 

1-  (a)  “I  (b)  I  (c)  0  (cl)  I  2.  (a)  3  (b)  3  (c)0  3.  /( xQ.  yf>;  (xr>,  ya)  4,  a<  0 

1 4,3  DERIVADAS  PARC1AIS 

Nest  a  segao,  desenvolveremos  as  ferramentas  matemdticas  para  estudar  taxas  de  variagao 
qtte  envoi  vam  duas  on  tuais  van  five  is  independemes. 


■  DERIVADAS  PARCIAiS  DE  FUNQOES  DE  DUAS  VAR* AVEIS 

Sc  z  =/(jt,  y),  cacao  pod  c- sc  mdagar  como  os  valores  de  z  van  am  sc  x  for  inant  Ido  fixado  e  y 
for  perm i tide  variar  ou  se  y  for  mantido  fixado  e x  for  permitido  variar.  Por  exemplo,  a  lei  tlos 


946  Calculo 


gases  ideais  da  Fisica  afirma  que  sob  condig&es  apropriadas,  a  pressao  exerekia  por  urn  gas  6 
uma  fungao  do  volume  do  gas  e  sua  temperatura.  Assim,  um  ftsico  estudando  gases  podetia 
estai  interessado  na  lax  a  de  variagao  da  pressao  sc  o  volume  for  man  lido  flxado  e  h  tempe- 
rat  ura  for  permit  ido  variar  ou  sc  a  tenipenuura  for  m  ant  id  a  fixada  e  ao  volume  for  perm  i  tide 
variar.  Passamos  a  definir  uma  derivada  que  desereva  lais  laxas  de  variagao. 

Suponha  que  (x$ .  yn)  seja  um  porno  do  domfnio  de  uma  fungao  fix ,  v).  Se  flxarmos 
v  =  vo,  entao  f(x\  yo)  e  uma  fungao  apenas  da  variavel  x.  O  valor  da  derivada 


—  E/(-'-,  Jo)] 
ax 

em  xo  da,  porta  nto,  uma  modi  da  da  tax  a  de  variagao  instant&nea  de/  cm  relagao  ax  no  porno 
(x(u  Jo).  Analogamente,  o  valor  da  derivada 


d\ 


t/Oo>  v)J 


em  yq  da  uma  medida  da  taxa  de  variagao  instantanea  de/ em  relagao  a  v  no  ponto  (x^  Voj  Es- 
sas  derivadas  sao  tao  imporiantes  no  estudodo  Caleulo  Diferencial  de  I  lingoes  a  varias  variaveis 
que  turn  sen  prdprio  nome  e  notagao. 


Os  limites  em  (i)  e  (2)  mostram  a 
felacao  entire  as  derivadas  parciais 
e  as  derivadas  de  fungGee  de  uma 
varEavel.  Ne  prat  lea,  nosso  rr^todo 
usual  de  calcuiar  derivadas  parciais 
e  segura  r  uma  variavel  ftKada  e  ent&o 
derivar  a  fungao  resultant*  usando 
as  regras  de  derivaggo  de  fungoes 
de  uma  variavel. 


fMh  >»)  -  +1 fix,  yo)] 

ax 


=  lim 

Ax  0 


/(x0  +  Ax,  yo)  -  /(x0.  jo) 
Ax 


(1) 


Analogamente,  a  derivada  parcial  de  f  em  relwgdo  ay  em  (xq,  yo)  Itambem  chamada  de¬ 
rivada  parcial dez  em  relagao  ay  em  (xq,  yo)]  e  a  derivada  em  yo  da  fungao  que  resulta 
quando  x  —  xq  for  mantido  fix  ado  e  a  y  for  pcmiitido  variar.  Essa  derivada  parcial  e  deno- 
tada  por  /v(x0.  yo) C  d  dad  a  por 


M* 0,  Jo)  =  ~f  f(XQ*  J)  1 
dv 


V  —  -  V|| 


=  lim 

Av-->  0 


/Up,  jo  +  Ay)  -  f(x 0,  y0) 
Ay 


(2) 


►  Exemplo  1  Encontre  /,( 1 , 3)  o  /,  ( 1 , 3)  para  a  fungao  / (.*,  y)  —  2rH'-  +  2y  +  4.v 

Solu^ao  Como 

fM.  3)  =  +|/(.v.  3)]  =  /[I8jr  +  4.v  +  6|  =  54.v2  +  4 

ax  ax 

temos  fx(  1,3)  =  54  +  4  =  58.  Tam  hem,  eomo 

Ml ,  J>  =  -f  l/U ,  m  =  7-Ur  +  2 y  +  4]  =  4y  +  2 

ay  dy 

temos  /v(  1 , 3)  —  4(3)  +  2=14.  M 


■  AS  FUNQOES  DERIVADAS  PARCIAIS 

As  Formulas  ( ] )  e  (2)  definem  as  derivadas  parciais  de  uma  fungao  num  ponlo  (x0,  jo)  espeei- 
deo.  Contudo,  muitas  vezes  sera  desejavel  omitir  os  subscritos  c  pensar  nas  derivadas  parciais 
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como  fun  toes  das  variavcis  x  c  v.  Essas  fungous  sao 


,  ,  ,  f(x  +  Ax,  v)  -  f(x,  >■)  ft  \  /(■*.  >'  +  Ay)  -  /( x,  y) 

fAx.y)=  Inn  - 7 - - —  JAx-y)  -  hm  - | - 

A.r-*-0  Ax  '  Ay 


O  exemplo  seguinte  apresenta  uma  maneira  ahemativa  de  fazer  as  comas  do  Exemplo  1 


►  Exemplo  2  Eneo  litre  /r(x,  y)  e  fy (x ,  y)  para  /(x,  y)  =  2xJy2  +  2y  +  4x  c  use  essas 
derivadas  pareiais  para  cal  culm  fx  (1 ,  3)  e  /v  ( 1  ,3/ 


Soki^do  Maniendo  y  llxado  e  derivando  em  relagao  a  x,  obtemos 


fAx.  y)  =  -H2xV  +  2 y  +  4x1  =  6x~y*  +  4 
ax 


i  ■> 


POM  IN  10  DATECNQLQGIA 

Os  sistemas  algebrcos  compulacio- 
nats  tem  comandos  espeefais  para 
cafcul  a  rderivadas  pareiais,  Seo  lei  to? 
dispuser  de  urn  CAS,  use-o  para  er> 
contrar  as  derivadas  pareiais  fx  (js .  y ) 
a  fv  (x.  v)  do  Exemplo  £, 


e  mantendo  x  fix  ado  e  derivando  em  relagao  ay,  obtemos 


Assim, 


ft(x,  y)  =  —  [2x*y2  +  2v  +  4x]  =  4.r'  v  +  2 
tlx 


/t(l,  3)  =  6(l2)(32)  +  4  =  58  e  /,.(!,  3)  =  4(13)3  +  2 


=  14 


o  que  esta  de  acordo  com  os  re  su  kudos  no  Exemplo  I > 


■  DERIVADAS  PARCIAIS  VISTAS  COMOTAXAS  DE  VARIAGAO  E  INCLINApOES 

Lembre-se  que  se  y  =f{x)t  emao  o  valor  de  /'(*o)  pode  ser  interpret  ado  ou  como  a  taxa  de 
variagao  de  y  em  relagao  a  x  no  ponto  x0  ou  a  hielinagao  da  reta  tangente  ao  grakco  de /no 
ponto  x\y  As  derivadas  pareiais  Lem  interpretagOes  a  nil  log  as.  Para  ver  is  so,  suponha  que  Ct 
seja  a  intersegao  da  supcrfTcie  4  =  f(xy  y)  com  o  piano  y  =  y(,  e  que  C2  seja  sua  intersegao  com  o 
piano  x  =  xfl  (Figura  1 43. 1).  Assim,/vu\  y0)  pode  ser  interpretada  como  a  taxa  de  variagao  de 
4  cm  relagao  a  x  ao  longo  da  curva  C,  c/v(%  y)  pode  ser  interpretada  como  a  taxa  de  variagao 
de  z  em  relagao  a  y  ao  longo  da  curva  C2+  Em  particular,  f/x^  y0)  e  a  taxa  de  variagao  de  z 
em  relagao  a  x  ao  longo  da  curva  C,  no  ponto  (x0,  _vu)  efy(x[ity0)  e  a  taxa  de  variagao  de  z  em 
relagao  a  y  ao  longo  da  curva  C\  no  ponto  (x0,  y„). 


A  £ 


lnclinagSo=/t(x0.y[j) 


=/fx,  y) 


Cvi.h  Vm) 


lnclina^o  =  /r(.ira,vQ) 


>'rd 


Fimim  14.3.1 


v 


Em  probiernas  concretes,  devemos 
acompanhar  a  interprmagSo  de 
M.vo.  yn)  e  fy(M\  .  jy)  peias  urti  da- 
das  corresponded  as,  Ver  Exemplo  3. 


►  Exemplo  3  Lembre que  o  fndice  de  sensagao  Ldrmiea €  dado  pela  formula 

W  =  35.74  +  0,62157  +  (0,42757  -  35,75)i!0-16 

Calcule  a  derivada  parcial  de  W  em  relagao  a  v  no  ponto  (/'*  v )  =  (25*  10)  e  interprete  essa 
dcrivada  parcial  como  uma  taxa  de  variagao. 
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Sohtgdo  M  a  n  ten  (lc  )T\)x  ado  e  de  ri  van  do  e  m  re  I  ag  ao  a  v  o  htem  os 

V|ii/ 

— (7,  v)  =  0  +  0  +  (0.42757  -  35.75)(0.16)t>ai6''f  =  (0.42757  -  35.75)(0,l6)tT0lS4 
5 1.1 


Conhrme  a  conclusao  do  Exempb  3 
calculando 

W  (25h  10  h  A  if)  —  H"' (25.  10) 
para  wafores  da  Av  perio  dte  0. 


Como  We  dado  em  graus  Fahrenheit  e  u  em  milhas  por  hora,  as  unidades  de  uma  taxa  de 
variagao  de  W  cm  relagao  a  v  sao  QF/{milhas/hora)  (que  lambem  podemos  eserever  como 
°Fh/milha&).  Substiluindo  T=25ev  =  10,  resulla 


dW 

~dv 


(25,  10)  =  (-4,01) I O-0-*4  ss  -0,58— 


"F 


inilhas/h 


como  a  taxa  de  variagao  instantfinca  de  W  cm  rciagao  a  v  no  porno  (7,  y)  =  (25,  10).  ConcluF 
mos  que  sc  a  temperaUira  do  ar  permaneeer  consianie  em  25°  F  e  a  veloeidade  do  vento  mudar 
urn  police  a  paitir  de  uma  veloeidade  inicial  dc  10  milhas  por  hora,  entao  a  ra/ao  da  variagao 
do  fndice  de  sensagao  idrmica  pela  variag&o  da  veloeidade  do  vento  deveria  $er  de  aproxima- 
da  me  n  le  -0,5  8  °  F/{  m  i  I  has/hora) .  < 


Geo  metric  a  me  nte,  fx(xat  v0)  pode  ser  vista  como  a  inelinagao  da  rcta  tangente  a  curva 
Cs  no  ponio  (a,„  vCf)  e  /v(a o*  }\<)  pode  ser  vista  como  a  inelinagao  da  reta  langente  a  curva  t\  no 
pon to  (a,,,  yj  (Figura  3  4.3, 3 ).  Diretnos  que  ff.x^  y(l)  c  a  inelinagao  da  superficie  na  diregao 
x  em  (a,,,  >,.)  e  /v(a0>  y(J)  a  inednagao  da  superficie  na  diregdo y  em  (,vl?.  y0). 


►  Exempto  4  Seja  fix,  y)  -  x2y  +  5y\ 

(a)  Determine  a  inelinagao  da  superlTeie  z  =  fix,  y)  na  diregao  \  no  porno  ( 1 ,  -2). 

(b)  Determine  a  inelinagao  da  superficie  z  -  fix ,  y)  na  diregao  y  no  panto  ( I ,  -2). 

Solugdo  {a )  De riv  a nd  o  /  em  re  I  agao  a  a  eo  i  n  y  f  i  x  ad  o,  o  b  ie  n i os 

fx(x,  y)  =  2xy 

Assim,  a  inelinagao  na  diregao  a  e  fK(U  -2)  -  ~  4,  isto  6,  z  esta  decrescendo  a  uma  taxa  de  4 
unidades  a  cada  unidade  de  erescimento  de  a. 

Sohtgdo  (h)  Derivando  fern  rciagao  a  v  com  x  fix  ado,  oh  tern  os 


fy(x,y)  =  x2+  \5y 


Assim,  a  inelinagao  na  diregao  y  6fy(  1 ,  -2}  =  61,  isto  e,  z  esta  crescendo  a  uma  iaxa  dc  61 
unidades  a  cada  unidade  de  erescimento  de  y.  < 


►  Exempto  5 


fix-  y)  = 


■VV 


7  ►  7  * 

A  +  V- 


0+ 


(A,  y)  ^  (0,0) 
(a,  y)  =  (0,  0) 


(a)  Mostre  que  fx  (a,  y)  c  /v  (a*  y)t  existem  em  Lodos  os  pontos  (a,  y), 

(b)  Expiique  por  que  /  nao  e  conttnua  em  (0T  0). 
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Fi^ura  14*3.2 


O  simbolo  r)  e  chamado  de  siral  da 
derivada  parcial.  E  denvado  do  alfa* 
belo  dri'iica 


Soituao  (a)  A  Figura  14.3.2  mostra  o  grafieo  de  f  Note  qu e/e  pareeida  com  a  fungao 
considcrada  no  Exemplo  I  da  Segao  1 4.2*  exceto  quo  agora  associamos  a / o  valor  0  cm  (0*  0). 
Exceto  rtesse  ponto,  as  derivadas  parciais  dc/sao 


fx(x,  y)  =  - 


J'Ax .  v)  =  - 


(x-  +  >’-)>■  -  .n-(2.v) 


■)  1 
XV  -  V 


(a2  +  y2)2  (a2  +  j-2)2 

(a-  +  >-")a-  -  .vj(2v)  _  A~r  -  X* 

(a  -  +  >'2)2 


{x*  +  )■  ) 


.2\2 


(4) 


(5) 


Nao  c  evidente  da  Formula  (3)  sc  /  tem  derivadas  parciais  cm  (0*  0)  c*  case  afirma- 
tivo,  quais  os  valores  dessas  derivadas.  Para  responder  essa  quesiSo,  teremos  qne  usar  as 
definigoes  das  derivadas  parciais  (Definigao  14.3. 1).  Aplicando  as  Formulas  ( I )  c  (2)  a 
(3),  obtemos 

r  mx,0)-f(0,0)  0-0  „ 

fx{0,  ())  =  lim  - —  I  mi - —  0 

A_v^0  Ax  Ajt-+  o  Ax 

..  /(<>.  Ay)  -  /«), 0)  0-0  „ 

M0. 0)  =  hm  -  - —  Inn  — — =0 

Ay  -*  0  Ay  Ay  0  A  V 

Isso  mostra  que  /  tern  derivadas  parciais  Cm  (0T  0)  e  os  valores  de  ambus  derivadas  parciais 
sao  0  nesse  ponto. 

Soitigdo  (b)  Vim  os  no  Exemplo  3  da  Segao  14.2  que 

xv 


lim 


(0.0)  x2  4  y2 

nao  existe.  Assim./nfio  6  conlfnua  cm  (0,  0).  ^ 


O  Exemplo  5  mostra  que,  contrastando  com  o  caso  de  f Lingoes  de  uma  unica  variuveL  a 
exisleneia  de  derivadas  parciais  de  fungoes  tie  varias  variaveis  nao  garanie  a  contirmidade  da 
fungao.  Vo  1 1  are  m  os  a  cssc  ass  unto  na  proximo  segao. 


■  NOTAQAO  DE  DERIVADA  PARCIAL 

Sc  z  =  fix,  >'},  entao  as  derivadas  parciais  /,  e  fy  sao  tambem  denotadas  polos  sfmbolos 


Bf_  Bz  B£  Sz 

fix ’  Bx  By  By 


Algumas  notagdes  tfpieas  para  as  derivadas  parciais  do  z  —  fix,  y)  no  ponto  (..v,.,  yyj  sao 

a/ 


<)x 


Bz 

a f 

U.I.Vll) 

Um.vo) 


a f ,  d;, 

—  (JO-  J’O).  —  Jo) 

OX  dx 


►  Exemplo  6  Determine  BzIBx  c  Bzldy  se  z  =  xx  sen  (xyvh 


Soluqao 


Bz 

Bx 


dz 

dv 


if 


,.x4  sen(.vv')j  =  x4 ~ [sen(xy3)]  4  sen (xy3 )  ~ (x4) 
dx  dx  ox 

—  x4  cos(xy3)  ■  y3  4  senfxy3)  ■  4.x3  =  x4y3  cosfxy3)  4  4x3  sen(.xy3) 

d  d  d 

—  “|x4scn(xvJ}]  =  jr4  — l sen (.ry3)j  4  sen{xv3)  — (x4) 

By  '  By  "  By 

=  x4  cos(xy3)  *  3xy2  4  sen(xy3)  -  0  =  3x\y2cos(xy5)  <4 


d 


& 


vt-:i.f)c:i])At)t-:  jxj  vknto  v  (milhas/h) 
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Para  f Lingoes  da  das  atraves  de  labelas,  podemos  estimar  as  derivadas  parciais  usando 
cut i  atlas  adj  accrues  da  label  a. 


Tabela  143.1 

THMI^ERATUKA  T  (°F) 


20 

25 

30 

35 

5 

13 

19 

25 

31 

It) 

9 

15 

2J 

27 

15 

6 

33 

19 

25 

20 

4 

]  L 

17 

24 

►  Exemplo  7  Use  os  valorem  da  fungao  mdice  dc  sensagao  termica  W(T,  a)  dados  na  Tu¬ 
be  la  1 4,3, 1  para  estimar  a  derivada  partial  de  W  em  relagao  a  v  no  ponto  (1\  u)  =  (25,  10). 
Compare  essa  estimativa  ao  valor  da  derivada  parcial  obtida  no  Example  3. 

Solugdo  Como 

W  c  ,  m  .  W (25,  1 0  +  A v)  -  W (25,  10)  W (25,  1 0  +  A v)  -  1 5 

— (25,  10)  =  lim  - =  Um  - 

Av-+o  Av  At*— *o  Am 

podemos  aproximar  a  derivada  parcial  por 

W  W( 25. 10  + Au)  -  15 

(25,  10)  - 


3v 

Coin  Au  =  5,  essa  aproximagao  e 


Av 


3W  W{ 25,  10  -f  5)  -  15  W (25.  15)  -  15  13  -  15  2  °F 

—  (25.  10)  ^  — - - - - -  = - -  = - = - 

d  v  5  5  5  5  milbas/b 


e  com  Av  -  - 5 ,  e 


dW  W( 25,  10  -  5)  -  15  W (25 ,  5)  -  15  19  -  15  4  F 

- — (25,  10)  ^  - - - - -  -  — - - - =  - —  -  —  * - - — 

thf  —5  —5  — 5  5  milhas/h 

Conskleremos  a  media  dessas  duas  aprox imagoes,  -  -0,6°  F/(milhas/hora),  como  nossa 

estimativa  dc  (3W/du)(25t  10).  Isso  esta  proximo  do  valor 

aiy  cp 

-—(25.  10)  =  (-4,Ol)HTos+  —0.58  — — - 

niiEhas/li 


encorilrado  do  Exemplo  3-  < 


HB  DER1VAQAO  PARCIAL  IMPL1C1TA 


►  Exempto  8  Determine  a  indinagao  da  esfera  x2  -b  y"  4-  z2  =  1  na  diregao  y  nos  pom  os 
(| ,  f  §)e(§,  -|)  (Figura  14.3.3). 


Soitigao  O  ponto  (|,  |,  |)  situa-sc  no  hemisferio  superior  z  =  \f  1  —  r2  —  y2  c  o  ponto 
— |}  no  hemisferio  inferior  z  =  —  —  x~  —  y-.  Pixlcnamos  encontrar  as  incliiiagoes 

dcrivando  cada  expressao  para  z  separadamente  cm  relagao  a  v  e,  entao,  calcular  as  derivadas 
cm  v  —  ~  e  y  —  Contudo,  6  mais  cticieme  derivur  a  ctjuagao  dada 


2  ,  2  ,  2  . 
x~  +  v  +  r  =  i 


im  pltc  i  tarn  ente  em  relag  ao  a  y,  Lima  vez  que  isso  nos  dara  am  has  as  me  Imagoes  com  Lima  dife- 
reneiagao,  Para  eftiuar  a  derivagao  implicita,  vemos  z  como  uni  a  lungao  dc.r  ey  e  derivamos 
ambos  lados  em  relagao  a  y,  mantendox  tixado.  Os  calculos  sao: 

j-[x2  +  y2  +  z2}  =  2-tlj 
dy  dy 

0  -f-  2v  H“  2z,‘ — "■  —  0 

dy 

dz  y 
dy  “ 


■Xp 
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Veritique  o  resultado  obtido  no  Exem- 
plo  3  derivando  as  luncdes 

z  =  y'  I  -  A'2  -  v2 

e 

di  retain  ente. 


Substimindo  as  coordenadas  y  e  z  dos  pontos  |)  e  (|,  ^  nessa  expressao,  ve- 
mos  que  a  inclinagao  eu>  ponto  (|,  j,  e  —  p  e  a  inelmagao  no  ponto  —  |)  e  4-  ^ 


►-  Exemplo  9  Suponhaque  D  =  v,!V-  -h  y2  seja  o  eomprimento  da  diagonal  dc  um  retan- 
guli\  cu jos  Judos  tcm  co nip rimentos  x  c  y  que  podem  variar.  Determine  uma  formula  para  u 
taxa  de  variaqao  de  D  em  relagao  a  a  se  jt  varia  corn  y  considerado  constante,  e  use  essa  for¬ 
mula  para  determinar  a  taxa  dc  variagao  dc  D  cm  relagao  a  A'  no  porno  cm  que  x  =  3  c  y  =  4. 


Sohtgdo 


Dorivando  am  bos  lados  da  eqtmgao  D1  =  x2  +  y2  em  relagao  a  .y  obtemos 


DD  ,  3D 

2D — =  2x  e*assim>  D — —  x 
dx  dx 


Como  D  =  5  quando  x  =  3  c  31  =  4,  segue  que 


5 


dD 

Dx 


A— 3,  v— 4 


OU 


dD 

l)x 


v-3,  y-4 


3 

5 


Assirru  D  esta  crescendo  a  uma  taxa  de  ^  unidades  per  aumento  de  unidade  de  x  no  ponto 
(3*  4),  <« 


M  DERIVADAS  PARCIAIS  DE  FUNQOES  COM  MAIS  DE  DUAS  VARIAVEIS 

Para  uma  fungao  fix,  31  z)  dc  ties  varidveis*  ha  ires  derivadas  parciais  : 


ACt,  )\  z).  fy{x.  33  Z)>  /■(*>  T,  z) 


fy  as  variaveis  x  e  z  man  tern -sc  constantes,  e  para  fz  as  variaveis  a:  e  y  sac  m  ant  id  as  constan- 
tcs«  Sc  uma  varidvcl  dependente 


\V  =  fix .  y,  z ) 


I  U  S  liSdUd^  LIlLU  lI!S 


d  U  J 


3w 


►  Exemplo  10  $e  fix,  y\  z)  =  x*y~zA  4-  2 xy  +  z,  entuo 

/v(.v,  v.  z)  -  3.V2V“4  +  2 y 
fy(x,  y,  Z)  =  2O}'’4  +  2x 
fz(x,y.z)  =  4x-W+  I 

/*(- 1.  l,2)  =  4(-l)3(l)5(2)s+  I  =-31  < 


►  Exemplo  11  Se  f(p,  0,4>)  —  p2  cos  <t>  sen  6,  entao 

fn(p,8.ip)  =  2p  cos0  sen  6 
U(p  +  0>f)  —  p2  COS  ip  COS  9 
fp(p,  9,  <j>)  —  —p?r  sen  $  sen  6  < 


Em  geral,  sc  f(vif  ua,  vf)  for  uma  fungfio  de  n  variaveis,  ha  n  derivadas  parciais 
de  f,  cada  uma  dasquais  foi  obtida  fixando  n  -  I  variaveis  ederivando  a  fungao  em  relagao 
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h  variilvcl  nao-tixada.  Sc  w  =f(vlf  u2v...  uH)»  cntao  cssas  derivadas  pareiais  sao  denotadas 
por 


y  w  d  w 


0 11  l  3  Vj 


9  a  *  *  * 


ill  w 
SVn 


oiide  dwfdVj  e  ohlicia  fixando  todas  as  varidveis  exeeto  vtc  derivando  em  relagao  a 


►  Exemplo  12  Determine 


para  i ~  l,  2 . m 


Sokigao  Para  cada  /  =  1 , 2,.»,  obtemos 


K 


at  +  a;  H - h  x: 


I 

2\/a-[  +  4 - h  ^ 

1 

2Va7  +  ,rf  +  ■  + 


0 

'  Sq 
[2*] 


U|  +  A'i  + 


Tod  us  os  lermos  cxoctu 
*7  sito  coniiames. 


< 


■  DERIVADAS  PARC1AIS  DE  ORDENS  SUPERIORES 


S  upon  ha  que  /  seja  uma  fungac  de  duas  vari&veis  x  e  >\  Como  as  derivadas  pareiais  dffdx 
e  df/By  tambdm  sao  fungoes  de  x  e  v,  essas  fu ngoes  podem  elas  mesmas  ler  derivadas 
pareiais.  Isso  origin  a  quatro  possfveis  derivadas  pareiais  de  segunda  ordern  do  f,  quo  sao 
deflnidas  por 


»V  _  3  f  3/  > 

1  -  f 

32/  _  3  | 

G/> 

3a:3  3a  l_3-v. 

}  ~  Jx  .x 

a v3  ov  \ 

v  3  J  y 

Dvn vando  dun.^  veze.v 

Derivando duns 

vezes 

em  relagao  a  a. 

em  nelagno  a  \ . 

d2f  d  f  0 /  \  ^ 

Sydx  ~  dy  \  3x  )  ~~ 


Derivando.  primeiro  cm 

Derivando.  primeiro  cm 

a  x  c.  enttio.  em 

rdn^tlo  a  y  c,  entilo.  cm 

rcla^no  a  y. 

rda^do  a  x. 

Os  do  is  dltimos  casos  sao  de  no  min  ad  os  derivadas  pareiais  de  segunda  ordem  mist  as. 
Atom  disso,  as  derivadas  dffdxc  Bj'Jih  sao  chamadas  frequenternente  dc  derivadas  pareiais 


de  primeira  ordem t  quando  for  necessario  distingui-las  das  derivadas  pareiais  de  ordem 
superior.  Convenes  ami  togas  se  aplieam  a  derivadas  pareiais  de  segunda  ordem  de  uma 
fungao  de  ires  variaveis. 


ADVERTENCIA 


Observe  qge  as  duas  notates  para  as  pareiais  de  segunda  ordem  mistas  tlm  -conver^eo  oposta  quanto  a  ordem 
de  difereneiagao.  Na  notaqio  “<Tr  as  derivadas  sao  f  sites  cfa  direita  para  a  esquerda  e,  na  nota^ao  “subscrito",  elas 
s3o  tomadas  da  esquerda  para  a  direita.  Contudo,  a  convened  fas  sentido  se  inserirmos  os  parent  eses^ 


fxy  =  (fx)y 


Da  esquerda  pnra  a  direita.  l  >erivsin- 
do  dentro  dos  parcnitfcscs  primeira. 


ay  _  a  /a/ 

fiydx  fly  V  3x 


Da  direita  para  a  esquerda.  Deri  van- 
do  dcfi5.ro  dos  parente-scs  primeira 
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2  %  a 

►  Exemplo  1 3  Determine  as  derivadas  pareiais  de  segunda  ordem  de  f(xt  v)  =x“y  +  a  v. 


Solugdo  Temos 


e  portanto 


—  =  2xy:'  +  4.vJ  y  e  4  =  3x  V  +  .v4 


3  A 


d  v 


■c-f  _ 

dx2 

II 

s-i  H 

Xf 

£>  /8/\  _ 

By2 

dy  \dy) 

C-f 

dxdy 

- 9  w\  ■ 

3a  \  dyj 

B2f 

dydx 

-  a  Cdf)  ■ 

dy  V  dx  ) 

a 


=  — (2a  v3  4-  4.v3  v)  =  2y3  -5-  12a2)7 
dx 

—  (3a  “  y  =  6a  v 

ay 


a 


3  a: 

a 

ay1 


As  derivadas  pareiais  de  ferceira  ordem  T  de  quarta  ordem  e  de  ordens  superiores  podem 
ser  obtidas  dcrivando  sucessivameutc,  Algumas  possibilidadcs  sao 


-  r 

dx*  dx  UvV  J*** 
a3/  =  A  f  aV  \  = 

dy2Sx  dy  \  3v3a  }  Jx-y 


►  Exemplo  14  Seja  fix,  y)  =  v  V  +  y .  De  term  i  ne  fx  y  y 


Soiugdo 


m  IGUALDADE  DAS  PARCIAIS  M1STAS 

Poderiamos  esperar  que  uma  fungao  f(x,  y)  livesse  quatm  derivadas  pareiais  de  segunda  or¬ 
dem  distintas;  fxx,  fX} *  fyx  e  fyy>  Contudo*  observe  que  as  derivadas  pareiais  de  segunda 
ordem  misias  no  Exemplo  1 3  sao  iguais.  O  teorema  a  seguir  (demon  si  mdo  cm  cursos  avanga- 
do$),  explica  o  moLivo  dess  a  igualdade. 


So /for  uma  funcao  de  tre&  variaveis, 
o  an&logo  do  Teorema  14,3,2 
vale  para  cada  par  tie  derivadas  par- 
ciate  tie  segunda  ordem  mistas  $e 
trocarmos  "disco  a  be  r  to"  por  "ppia 
a  bar  (a",  Quantas  derivadas  pareiais 
de  segunda  ordem  possui  uma  fun- 
S&o/U  y,  Z'P 


1 4  3*2  t  t(  )K  K  M  A  Seja  f  who  fi  mgcio  de  dua  ,v  \ -a  i  -iaveis.  Se  fx  y  e  fyx  fo  rem  coi  it  ft  1 1  tas  eu  i 
a lg it w  disco  ahertOt  entdo  fxy  —  fyx  uesse  disco. 


Segue  desse  leorema  que  se  /IV( a,  y)  e  fyx(x,  y)  fbiein  condnuas  em  toda  pane,  entao 
fxy( a,  y)  —  fyX (a t  y)  para  todos  os  valores  de  a  e  y.  Como  os  polinomios  sao  continues  em 
toda  parte,  isso  ex  plica  por  que  as  pareiais  de  segunda  ordem  mi  si  as  do  Exemplo  1 3  sao  iguais. 


■  A  EQUAQAO  DA  ONDA 

Considerc  uma  corda  tie  corn  prim  unto  L  fort  eme  rue  esticada  e  litre  os  pontes  x  -  0  e  x  =  L 
sobre  um  eixu  x  c  suponha  que  coloquemos  a  corda  em  movimento  vibratorio  por  urn  puxao 
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no  mslanle  f  =  0  (Figura  14,3.4a).  O  deslocanienLo  dc  urn  ponLo  sohre  a  corda depende  de  sua 
eoordenada  x  c  do  tempo  dccorrido  l  c,  portanto,  e  dcscrito  por  uma  fimgao  u(x,  t)  dc  duas 
variavies.  Para  urn  valor  fix  ado  t,  a  fungao  u(xt  t)  de  pc  tide  somente  de  x  e  o  grail  co  do  u  versus 
x  descreve  a  forma  da  eorda  —  pease  nele  como  uma  foio  mstantanea  da  corda  no  instante  ; 
(Fig  nra  6.3.4b),  Segue  que  num  tempo  fix  ado  A  a  derivada  parcial  dufdx  represen  la  a  inclina- 
gao  da  corda  no  port  to  a,  e  o  sinal  da  derivada  parcial  dc  segunda  ordem  d2ufdx2  nos  diz  se  a 
corda  e  c6ncava  para  cinia  ou  para  batxo  no  porno  x  (Figura  14.3.4c). 


A  vihragao  de  uma  corda  dcdtlhada 
4  govern  ad  a  peia  equagao  da  onda. 


Para  uni  valor  fixado  dc  a,  a  fungao  u(x,  t)  depende  apenas  dc  /,  e  o  grafico  dc versus  t 
e  a  curva  posieao  versus  tempo  do  ponto  sobre  a  corda  com  a  eoordenada  v.  Ass  ini,  para  um 
valor  fixado  x,  a  derivada  parcial  dufdt  e  a  velocidade  do  ponto  com  a  eoordenada  x  c  d  uidf 
e  a  aceleragao  daquele  ponto. 

Fode  ser  provado  que,  sob  condigdes  apropriadas,  a  fungao  //(a, ;)  satisfa/.  uma  equagao 
da  forma 


ft 1  u 


—  c 


ft- it 
ftx* 


(6) 


o-nde  c  6  uma  constantc  posiliva  que  depende  das  caractcnsiieas  ITsieas  da  corda.  Es.sa  cqua- 
gao,  que  e  denominada  equagMo  da  onda  unidime  iisumaL  cnvolvc  as  derivadas  parciais  da 
fungao  descon  heci  da  /f(As  t)  c,  port  a  mo,  c  classificada  como  uma  equaqda  diferencial  parcial, 
Tecnicas  para  resolver  equagoes  diferenciais  parciais  sao  estudadas  em  cursos  avangados  e 
nao  sei  no  di  scut  id  as  neste  texto. 


►  Exemplo  15  Moslre  que  a  fungao  m(a?  /) 
Sotu$ao  Tern  os 


—  =  COS  (a  ”  ct ), 
ftx 


Bn 

~ftt 


—  —c  cos  (a:  -  or). 


Assim,  u(x,  r)  satislaz  (6).  ^ 


—  sen  (a  —  ct)  6  uma  solugao  da  Equagao  (6). 


d2u 

H7- 

ft2u 

Ji ? 


=  —  sen  (a  —  ct  ) 

—  —c2  sen  (a  —  ct  ) 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  14.3  ( Verpagina  959  para  respostas.) 


1.  Seja  f(xt  y)  =  x  sen  xy.  Entao  fx  (a,  y)  = 
fy  (a  ,  y)  = - 


c  2,  A  inclinagao  da  super  fide  z  -  xy1  na  diregao  a  no  ponto  (2,  3) 

6 _ e  a  tndmagUo  dessa  superffcie  na  diregao  y  no 

ponto  (2,  3)  d _ . 
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3.  O  volume  Vdc  um  cone  circular  relo  dc  raio  r  c  aUura  h  6  dado 

porV  =  j7tr2h. 

(a)  Encontre  uma  formula  para  a  taxa  dc  variagao  in&iamanea 
dc  V  em  relate  a  r  sc  r  variar  e  h  permauecer  const  ante* 


Eneontre  uma  formula  para  a  lax  a  de  variagao  tnsiamanea 
de  V  cm  relagao  a  /:  se  /t  variar  e  r  permanceer  constanie. 


4,  Encontre  todas  as  dcrivadas  panda  is  dc  segunda  ondem  da  fun- 
gao  /(.vH  v)  “  x~y\ 


EXERCICIOS  14,3  Q  Recurso  Grafico 


1.  Scja  /{as  v)  :=  3aV.  Determine 

(a)  //a,  y)  (b)  /,(a.v) 

(d)  //as  1)  (e)  // 1 ,  v) 

(g.)  //K2)  (h)  //D2) 

2.  Scja  z  =  o"c  sen  v.  Determine 

(a)  fe/flA  (b) 

(d)  Wx[i  0t  (e) 

(g)  fe/a*|()n3.,„  (h>  a«%|(ini0) 


(C)  /f(K>) 
(0  /,(*,!) 


(c) 

(0  &%U 


3.  Scja  /(as  v.)  —  /3.v  +  2y. 

(a)  Determine  a  indinagao  da  super  Foie  5  =  /(a,  y)  11a  dtregao 
a  no  ponlo  (4,  2). 

(b)  Determine  a  indinaqao  da  superficie  z  —  /(as  y)  na  dtregao 
y  no  ponlo  (4,  2). 


4.  Scja  /(as  y)  =  xc  ~ '  +  5y. 

(a)  Del  erm  t  ne  a  i  nc  I  i  nag ao  d  a  su perffc i  e  z  =  / (a,  y )  n  a  di regao 
Ar  no  ponlo  (3*0/ 

( b )  Determ i ne  a  i ncl i n agao  da  su perfic ie  z  =  /(a.  y )  11  a  dtregao 
y  no  ponlo  (3* 0),. 


5.  Scja  4  =  sen  (y:  -  4a). 

(a)  Determine  a  taxa  dc  variagao  de  z  cm  relagSo  a  a  no  ponlo 
(2,  I)  com  y  lixado. 

(b)  Determine  a  laxa  de  variagSo  de  z  em  re  I  ague  a  y  no  ponto 
(2.  1)  com  x  fix  ado. 


Scja  z  =  (a  +  y)~\ 

fa)  Determine  a  laxa  de  variagao  de  z  em  relagao  a  a  no  ponlo 
(-2, 4)  coin  y  fix  ado. 

(b)  Determine  a  laxa  de  variagao  de  z  em  relagao  a  y  no  ponto 
(-2*  4)  com  x  fix  ado. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


7,  Use  a  inform agao  fornedda  na  figura  abaixo  para  encoiitrar 
os  va lores  das  dcrivadas  parciais  de  prime ira  ordcirt  dc  /no 
ponlo  (  U  2). 


Figura  Ex-7 


8,  A  figura  a  seguir  mostra  o  mapa  de  contornos  para  um  fun- 
gao  nao-espedficada  /(as  y).  Faga  uma  conjee  in  01  sob  re 


os  sinais  das  dcrivadas  parciais  /,  (a,,,  y\)  c  f  { xh*  >\,)  e  ex- 
pliquc  sou  raciocmio. 


9,  $  upon  ha  qua  Nolan  a  r  re  m  esse  uma  bola  dc  beisebol  para 
Ryan  e  quo  a  bola  deixe  a  mao  dc  Nolan  it  mesma  aim- 
ra  que  C  a  pan  had  a  por  Ryan,  Se  igtiorarmos  a  res  is  ten - 
eta  do  ar,  o  alcance  horizontal  r  da  bola  de  beisebol  6 
uma  fungao  da  veloddade  v  da  bola  quando  deixa  a  mao 
dc  Nolan  c  o  angulo  &  com  a  horizontal  cm  que  d  langa- 
da.  Use  a  label  a  abaixo  e  o  melodo  do  Exemplo  7  para 
estimar 

(a)  a  derivada  parcia.1  dc  r  em  relagao  a  v  quando  v  = 
80  pcs/s  e  &  “  40°; 

fb)  a  derivada  parcial  de  r  cm  rclagao  a  0  quando  v  = 
80  p<5s/s  e  0  =  40°., 


VF-MH  UJAIJI:  v 


VI 

3 

■S* 


■< 


75 

80 

85 

90 

35 

!65 

188 

2i2 

238 

40 

373 

197 

222 

249 

45 

376 

200 

226 

253 

50 

373 

3  97 

222 

249 

Tabda  Ex-9 


10*  Use  a  labels  do  Exercfcio  9  e  0  mdlodo  do  Exemplo  7  para 
cslimar 

(a)  a  derivada  parcial  de  r  ecu  rclagao  a  v  quando  v  = 
85  pes/s  e  9  =  45°: 

(b)  a  derivada  parctal  de  r  em  relagao  a  &  quando  v  - 
85  p£s/s  c  0  =  45c. 

It  *  A  figura  na  p  ro  x  i  m  a  pag  i  na  m  os !  ra  os  gra  1 1  cos  de  u  m  a  fu  n  - 
quo  tiao-espccifieada  /(as  y)  esuas  dcrivadas  parciai  s  //as  t  ) 
c  //as  y).  Deicrminc  qual  gralico  e  qua l  e  explique  sen 
raciocinioi 


956  Calculo 


i  it  JM 


Figure  Ex  11 

12.  O  que  pode  scr  clito  sobrc  o  si nal  tie  dzldx,  cTzt&x2,  ftzfSy  e 
d2zfdy2  no  porno  P  na  fig  ura  abaixo?  Explique  sen  raeio- 
Ctrtio, 


£  —  f{x,  y) 


v  Figura  Ex-12 


13-18  Determine  Bzjdx  e  Bz/d) 

T_ 

13*  2  =  4**^ 

14.  z  -  cos(a  \v4) 

IS.  i  =  jr5!n(1  +A-y--vs) 

16*  z  =  eJ-vsen4y2 

AY 

rsvJ 

17 _ _  1  _ ... 

X  jf  I  ■>  ^ 

x£  +  y£ 

18. 

v-¥  +  y 

1 9-2  A  De  to  n  nine  f  t(a+  y )  e  /,(; 

t*  y). 

19.  fix,  y)  -  t/Xx ;5y  -  7a 3 y 

.  x  +  v 

211.  fit.  y)  = - - 

x  —  y 

2 1 .  f(x,  y)  =  y  "  3/ -  a  rc  tg  { A'  /  y ) 

22.  /(a,  y)  -  a  3  c  ~  ,v  -5-  y2  sec  */r 

23.  /(x,  y)  =  (y1  tg  x)~4^ 

24.  / ( x ,  y)  =  cos  h  ( xfx)  sen  h J  (.v  v  2 ) 

25-28  Calcule  as  derived  as  parciais  indicadas. 

25.  fix, y)  -  9  -  a-2  ~  7y3;  /T(3.  I),  /y(3,  1) 

26 .  /(.v,  y )  =  a  2 y eX}  \  3f  fdx(  1 ,  1 ) ,  3// d  v ( 1  *  1 ) 

27.  *  =  Jx2  +  4y2;  0z/a^(1.2),  az/ay{l,2) 

28.  uj  =  ,v*  cos  .tv;  dw/d.x  (4 .  x),  t>w/i)y  (■*.  jr) 

i.  f  J  •?  B 

29.  Seja  /(a.  y,  z)  =  x"y  z'  +  .yv  +  z‘  +  3 .  Determine 

(a)  f  fx,y,  z)  (b)  f/x\  y.  z)  (c)  /.(a,  y\  z) 

(d)  ff  I ,  y.  z)  (e)  //l,2*z)  (0  /,( 1,  2.  3J 

30.  Seja  w  =  x~  y  cos  z ■  Determine 

(a)  thy/B.v  (a\  >\  z)  (b)  3ti?/3y  (a,  >\  ~) 

(c)  flic/rlz  (a,  y,  z)  (d)  Ou’/flv  (2,  y,  z) 

(e)  3itf/3y  (2.1.  z)  (0  BwiBz  (2,  1 , 0} 


31-34  Deteminc  /j.  fy  e 

31.  f (a\  y,  z )  -  z  1  n  (a  2  y  co  s  z ) 

32.  f(x,  z)  =  y~i/2  sec  f  ~') 

33.  fix,  v*  z)  =  arc  tg  ( ■ — 

\xy£z* 

34*  fix t  >\  z )  =  cosh  ( */z )  se  n  h 2  (x  2yz ) 
35-38  Determine  Bwt'dx,  Bw/dyc  Bw/Bz * 


35*  tu  -  ve  sen  vz  36*  -  - - 

y2  +  z 2 

37.  w  =  V'v2  +  r2  +  2 2  38.  wj  =  yV",f 

39*  Seja  fix ,  y,  z)  —  yV\  Determine 

(a)  dfrdx\<l  t  n  (b)  Bf/By\i]  i  n 

(C)  dfPdz  |a).„ 

40*  Seja  w  =  yfx2  +  4y2  —  z2.  Determine 

(a)  iWiir  |s21__n  (b)  c?w7Dv  |l2  ,  _i> 

(c)  dw/dz  |(2,  ].-!> 

^ 41.  Seja  /(a,  y)  -  e  cos  y*  Use  um  recurso  computational  para  ob- 
ter  a  grdfico  das  fa  tiroes  /.( 0*  y)  e  J\(x,  nil). 

--■42*  Seja  fix,  y)  ™  e  sen  y.  Use  um  recti  iso  com  putac  tonal  para  ob- 
ter  o  grafko  das  f Lingoes  ff 0,  y)  e  /..{.v,  0). 

43*  Uni  ponto  move-se  ao  longo  da  inierse^ao  do  paraboldide  elip- 
tico  z  —  x~  +  3y'  e  do  piano  y  =  I .  Qtial  e  a  taxa  de  vana^ao  de  z 
cm  re  I  ague  a  a  qnando  o  porno  e$  Liver  em  (2,  1 , 7)? 

44*  U  i  n  po  mo  mo  ve-  se  ao  I  ongo  da  e  n  tc  rsega  o  d  o  par  a  bo  1 63  de  dip- 
lice  :  ~  _d  -s-  3y  e  do  piano x  =  2.  Qtial  e  a  taxa  de  varmgao  de  z 
cm  relagao  a  y  quando  o  ponto  estiver  em  (2,  1 . 7)7 

45*  Uni  ponto  niove-se  ao  longo  da  intersegao  do  piano  y  -  3  e  a 
superfteie  z  =  J29  —  .v-  —  y2.  Aqua  laxa  z  eslti  variando  em 
rdagiio  a  a  quando  o  ponto  estd  em  (4.  3,  2)? 

46.  Determine  a  inclfnagao  da  reta  tangente  em  (—  1  *  t .  5)  da  curva 
de  intersegao  da  superffeie  z  =  a"  +  4y“  e 

(a)  o  piano  a  -  - 1  (b)  o  piano  y =  1 , 

47.  O  volume  1/de  uni  eilindro  circular  re  to  e  dado  pel  a  tdnnula 
V -  jtr2h  onde  r  6  o  raio  e  h  €  a  altura, 

(a)  Dete  rt nine  u  m  a  Id  r  mu  I  a  para  a  la  xa  d  e  va  ri  agao  i  nstant  ane  a 
de  V  em  relagao  a  r  se  r  variar  e  h  permaneeer  const  ante. 

(b)  Determine  uma  Idmiula  para  a  taxa  de  variagao  insiantdnea 
de  V  em  relagao  a  h  se  //  variar  e  r  permaneccr  constanle. 

(c)  S  upon  ha  que  h  tenha  um  valor  constante  tie  4  po!.  mas  que 
r  varie.  Determine  a  taxa  de  variagao  de  V  em  relagao  a  r 
no  ponto  onde  r  -  6  pol 

(d)  S  upon  ha  que  r  tenha  um  valor  constante  de  ft  pol.  mas  que 
h  varie.  Determine  a  taxa  de  variagao  instamanea  de  Fein 
relagao  a  h  no  ponto  onde  h  =  1 0  pol. 

48*  O  volume  V do  um  cone  circular  rcto  6  dado  por 

V  —  zz~d2v4s2  —  d2 
24 

onde  s  6  a  altura  inolinada  e  cl  e  o  dlametro  da  base. 


Cap[tulo14  /  Derivadas  Pardais  $57 


(a)  Determine  Lima  formula  para  a  taxa  de  varlagao  insianta- 
nea  de  V  em  relagao  a  j  sc  d  permanecer  constants* 

(hj  Determine  Lima  formula  para  a  taxa  de  variagao  instants 
nea  de  V  em  relagao  a  d  se  s  permatiecer  constante. 

(c)  Suponlia  que  d  tenha  inn  valor  constante  de  16  em.  mas 
s  varie.  Determine  a  taxa  dc  variagao  de  V  em  relagao  a  s 
quaudo  s=  3  0  cm, 

(d)  S  upon  ha  que  s  tenha  um  valor  constante  de  1 0  cm,  mas  d 
varie.  Determine  a  taxa  de  variagao  de  V  cm  relagao  a  d 
quando*/  =  16  cm. 


De  acordo  com  a  lei  dos  gases  ideals,  a  pressao.  a  tempemtura 
e  o  volume  de  um  gas  estao  rdacionados  por  P  =  kJIW  onde 
k  e  uma  constante  dc  proporeionalidade.  Suponha  que  V  seja 


medidoem  polegadas  ctibicas  (pel1),  T  seja  inedidoem  kelvins 
(K),  e  que  para  um  ceno  gas  a  constante  de  proporcion alidade 
seja  k  -  10poI!b/K, 

(a)  Determine  a  taxa  de  variagao  instant  fine  a  da  pressao  em 
relagao  h  temperature  so  a  temperature  for  BO  Kco  volume 
permanecer  constante  em  50  pel 


(b)  Determine  a  taxa  de  variagao  instantanea  do  volume  em 
relagao  a  pressao  se  o  volume  for  50  poT  e  a  lemperatura 
permanecer  constante  em  80  K. 


50.  A  lemperatura  em  urn  ponto  (a*  y)  sobre  uma  placa  de  metal  no 
piano  a  y  0  T(x,  v)  =  a  +  2y2  +  x  gratis.  S  upon  ha  que  a  distancia 
seja  medida  cm  centimetres  e  determine  a  taxa  na  qual  a  tem- 
peratura  varia  com  a  distancia  se  inidarmos  no  ponto  (U  2)  e 
movennos 

( a )  para  a  d  i  it  i  la  e  paral el  a  a  l lente  ao  ei  x o  x 

(b )  para  e  i  in  a  e  p  ara  lelame  me  ao  e  i  x  o  y , 

51.  O  com  prime  nto,  a  fargura  c  a  alt  ura  de  uma  caixa  re  (angular 
sao  1=5.  w -  2  c  h  =  3+  respect  ivamente, 

(a)  Encontre  a  taxa  de  variagao  instantanea  do  volume  da 
caixa  em  relagiio  ao  comprEmento  se  w  e  h  pernianecc- 
rem  constantes. 

(b)  Enc on tre  a  taxa  de  variagao  instantanea  do  volume 
da  caixa  em  re  lag  So  a  targura  se  /  e  h  permanecerem 
con  statues. 

(c)  Ene  outre  a  taxa  de  variagao  instant  fine  a  do  volume 
da  caixa  em  relagao  a  altura  se  /  e  w  permanecerem 
con  st  antes, 

52.  A  area  de  um  triangufo  e  da  da  por  A  =  \ab  sen  0  onde  a  a  b 
sao  os  comprinientos  de  dois  dos  Sados  C  0  o  ftngulo  entre  cles. 
S  upon  ha  que  fl  =  5,t=  10  e  0  -  xf?>. 

(a)  Encontre  a  taxa  see  undo  a  qua!  A  varia  em  relagao  a  a  se 
h  e  0  forem  man  lidos  constante  s, 

(b)  Encontre  a  taxa  segundo  a  qua!  A  varia  em  relagao  a  0  se 
tie  b  forem  man ti dos  constantes. 

(c)  Encontre  a  taxa  segundo  a  qual  b  varia  em  relagao  a  a  se 
A  e  0  forem  mantidos  constantes. 

53.  O  volume  de  um  cone  circular  relo  de  raio  r  e  altura  h  6 
V  =  jjtr2h.  Most  re  que  se  a  altura  permanecer  constante  en- 
quanto  que  o  raio  varia,  entao  o  volume  saiislaz 

OV  _  2V 

Jr  "  T~ 


54*  Determine  as  equagdes  paramCirieas  para  a  ret  a  tangenle  em 
( L  3,  3)  para  a  cum  de  iniersegao  da  super  fide  z  =  -O'  e 

(a)  o  piano  x  (b)  o  piano  y  -  3. 

55.  (a)  Deri  vando  iinplieltame  rite*  determine  a  inelinagao  do  hiper- 

boloide  .0  +  v  -  z2  =  1  na  diregao  x  nos  pontos  (5,4.2  s/Z) 
c(3,4.-2V6). 

(b)  Verilique  os  rcsultados  da  parte  (a)  resol  vendo  para  z  e  dc- 
rivando  as  fungdes  result  antes  diretametite, 

56.  (a)  l>erivando  implicitamente*  determine  a  indmaqSo  do  hiper- 

boldide  r  +y3  -  z2  =  1  na  diregao  y  nos  pontos  {3.  4.  2\/6) 
s(3.4.  -2V6). 

(b)  Verdi  que  os  result  ad  os  da  paitc  (a)  resolvctido  para  z  c  de- 
rivando  as  lungdes  resultantes  diretameutc. 


57*60  Calcule  dzldx  t  dz/By  us  an  do  diferenciagao  implicita.  )ci- 
xe  suas  respostas  em  u*rmo$  de  x,  y  e  z. 

57*  (a2  +  /  +  z:"f2  =1  58*  In  (2c2  +  y  -  z*)=x 

59.  a  "  +  z  ^en  xyz  =  0  6fl*  ey  seidi  z  -  Z~ x  +1=0 

I  -64  Determ  i  nc  9  w/D a*  dwAly  e  3 w/Bz  usand o  di  I  ere  nn  i  ag  fit  >  i  m  - 
pltcita,  Deixc  suas  resposlas  em  term  os  dc  a,  y,  z  e  uj. 

61*  (x2  +  /  +  z2  +  wY-  =  4 
62*  In  (2r  +  y  -  z'  +  3  w)  =  z 

■’i 

63*  ic"  +  w  sen  xyz  —  1 
64*  p'‘  senh  iv  -  tw  +  !  =0 


6 5 ‘66  Determine  f7  e  fr 


66*  /(a*  y)  = 


dt 


67*  Seja  z  —  cos  y.  Determine 

(a)  d\^x2  (b)  dzzfBy* 

(c)  ZTzfdxBy  (d)  d2z/dydx 

68*  Seja  /(a,  y)  =  Ax2  -  2 y  +  7.vV\  Determine 

(a)  fM  (b)  4  (c)  4  (d)  4 

69-76  Confirms  que  as  derivadas  parciais  de  segunda  ordem 
mi  stas  de  /sao  iguais. 


69.  fix,  y)  =  4x2  -  &*y4  +  7/  -  3 

70.  /(.v,  y)  =  v/-v‘  +  V‘  7!,  f(,x.  y)  =  /  cos y 

72.  f(x,y)  =  /-"'  73.  f{x, y)  =  In  (4x - 5y) 

74-  /(*,>■’)  =  In  (A'J  +  y:) 

75.  fix,  y)  =  (x  -  y)/(x  +  >) 

76.  /(.v,  y)  -  (x-  -  +/+  +  yJ) 


77.  Expresse  as  segu  i  n  tes  deri  vadas  e  n  i  n  otag  ao  ‘ 

(a)  (b)  /,„■  (c)  4„  «»  4W 

78.  Ex  pre  sse  as  deri  vadas  em  not agiio  s  \s u bseri  to". 


(a) 


a3/ 

9v20.t 


(b) 


3V 

y.v4 


(C) 


a4/ 


0v29.v" 


(U) 


a5/ 


S58 


Calculo 


79.  Dado  /(.(,  v)  =  .vv  -  hfy  +  x.  determine 


(a) 


(b)  /„ 


vn- 


(c)  f. 


\yy 


80.  Dado  z  =  (,2.v  -  v) .  determine 


(a) 


dh 


(b) 


dh 


ftyftxdy  "  '  &x2dy 

8 1 .  Dad o / (a, y) - y 'Vs '.date rm i rte 

(a)  4,(0,  l)  (b)  4X  (0,  1 ) 

82.  Dado  w  =  e  cos  _v,  determine 


(C) 


a4z 


a,v4v2 


(e)  4,v(°.  i) 


(a)  - 


av2a.v 


a  4? 


(ir/4.0) 

3  3  _7 


(b)  — 
f)A“r)v 


txU.O) 


4^4  7  "3| 

83.  Seja  /(a,  y,  z)  =  xy  z, '  +  at'  +  y'z .  Determine 

(a)  /„  (b)  /,,  (c)  4  (d)  /.. 

(«)  4r  (0  4  <S>  4.  (b>  4,r 

S4.  Seja  «)  =  (4.c  -  3v  +  2zf.  Determine 

82U>  83m  flJv; 


(a)  t 


ft))  - - 

a  a  a  z  ft  x  fry  ft  z  ’  3s23yfljt 

85.  Mostie  que  a  luncylo  satisfaz  a  equaqdo  de  Laplace 

li  +  11  =  o 

8a-3  fly3 

(a)  z=a'-/  +  2at 

(b)  z  =  ex  sen  y  +  ^  cos  a 

(c)  z  =  In (4  +  y2)  +  2  arc  lg  (y/.x) 

86.  Mostie  qne  a  fu ngao  satisfaz  a  equa^ao  do  color 

ftz  7  ft2z 


(c)  T 


ftt 


c"  (c  >  Oh  con stan te) 

a  a" 


(a)  z  =  e.  sen  (xlc) 


(b)  z  -  e  1  cos  (x/c) 


87 .  M  os  t  re  q  uc  a  ft  ingao  tiix.  r)  =  sc  n  coj  t  sen  w  .v  sat  i  s f az  a  cq t  tagao 
da  on  da  |  Equagao  (6  )]  para  todcs  os  valorcs  reals  da  ox 

88.  Em  aada  parte,  most  re  qua  u(x.  y)  a  u{a,  y)  satisfazem  as  equia 
{oe\  de  Cauchy  -  Rianann 


3u  i)v  i)lt 
ftx  fty  €  By 


ftv 


ftx 


v  =  2xy 
v  =  el  sen  v 


(a)  a  -  a  -  y\ 

(b)  a  =  e  cos  y, 

(c)  it  =  In  (a  "  +  y),  u  =  2  arc  lg  (yfx) 

89.  Most  re  qne  sc  n(x.  y)  e  u(a\  y)  cada  lima  tetn  parciais  de  segun- 
da  ordem  mi  sms  iguais.  e  se  u  e  v  satisfizercm  as  equates  dc 
Cauchy-Riemann  (Exercfcio  88).  eniao  n,  v  ew+u  satisfazem 
as  equagfies  de  Laplace  (Exercfcio  85). 

90.  Quando  dots  rest  stores  de  re  sis  tend  as  AV,  ohms  e  ohms  sao 
concctados  cm  para] do,  sua  rcsistcncia  combi nada  R  cm  ohms 
6  R  =  RJiJ  (A,  +  R?).  M  os  Ere  quo 

B2R  B2R  4 R2 


91.  /(u,  w,  x,  y > »  4uV.v4/:  3 f/dv.  dffdw.  3ff0x. 

92.  tt:  =  rc os  si  +  e"  sen  nr.  dw/Sr,  dw/ds.  dw/dn 


'i  7 

vr  —  v 


93.  f(v} .  v2,  14 ,  vA)  =  -  - - l :  dffdv dffdv2,  df/dvA 


v3  +  ^4 


94.  V = M^~y  +  we  11  +  yw;  dVIftx,  ftVlfty,  dVfftz,  Wfftw 


95.  Seja  u(w,  a,  y,  z)  ~  xe 1 '  scei  z.  Encontre 


dfl 

(a)  —(0,0,  1,  jt) 
d.r 

(C)  —(0,0,  1,3T) 
34^f 

(e) _ 


(b)  —  (Oh  Oh  I H  zr) 

dy 

Bit  , 

(d)  —  (0,0.  I^t) 
Bz 


(0 


34n 


3w..|3z3v 


.2 


96.  Seja  /( l\  uj.  a,  y)  =  Encontre  /L.(l,  -2,  4,  8), 

/lr,(  I . -2,  4.  8),  /,( 1.-2.  4,  8)  c  4(  ] ,  -2.  4.  8). 


97.  it;  -  cosU,  +  2  a,  +  ...  +  h  a-n) 


9S-100  D  esc  rev  a  o  maior  conjunto  aberto  no  qua!  o  Teorema 
14.3.2  possa  sei  usado  para  provar  quefnef  sao  iguais  naquele 
conjunto.  Entao  con  fir  me  qu  cf.x  =fXJ  naquele  conjunto  por  calculo 
direto. 


99.  (a)  / \x,  y)  =  4a  y  +  3x2y  (b)  /(a,  y)  =  a  Vy 

100.  (a)  /(*,}’)=  vl 2 +  V2-  I 
(b)  f(x,  v)  =  sen  (.Z  +  y) 

1 0! ,  Seja  fix,  y)  =  2xl  -  3  at  +  yl.  Use  a  Defini^io  1 4,3, 1  para  deter- 
minar  Jl;i(2h  -1 )  e  /v(2,  -1),  Entao,  veriElque  sua  resposta  calcu- 
lando  a  derivada  de  maneira  usual. 

1 02.  Seja  f(x,  y)  =  (a‘“  +  y2)2^.  M os  ire  t|iie 

4  a 

/,(-v.y)  -  ^ 


(a,  y)  ^  (0.  0) 


3 (a2  4*  y2) 1 

0,  (qj)  =  (0,  0) 

Font?:  hTie  problem  a.  devido  a  Dor  Cohen,  apareceu  era  Mathematics  and 
Compact-  FJiu  uuoio  vol  25,  Nv'  2.  1991  p.  179. 

1 03.  Scj  a  f{x,  y )  =  (x}  +  4)  m. 

(a)  Mostre  qua / . (0,  0)  =  I . 

(b)  Em  que  pontos,  sc  h  ouver./  (a,  y)  deixa  dc  exist  ir? 


fl/?3  HR;  (R]  +  R2)* 
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%/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  14.3 


^  T  1  ^ 

1.  sen  Ary  +  a  vcosa  v;  .y'cqsa  v  1,  9;  12  3*  (a)  ^Tirh  (l>>  3-Trr^s 

r  r' 

4.  ,/;,  (a.  v)  =  2v;\  /iv  (a  h  v)  =  6A'_y,  fx  v  (a  ,  v)  -  fYX  (*,  v)  =  6xy2 


14,4  DIFERENCIABlLjDADE,  DIFERENCIAIS  E  LINEARiDADE  LOCAL 

Nesta  segao ,  estenderemos  a  nogdo  de  diferenciahilidade  para  fun  goes  de  ducts  on  tres 
va  nave  is,  Nossa  definigdo  de  diferenciahilidade  sera  base  ad  a  na  idela  de  que  uma  fungao  e 
diferenckivel  mint  port  to  se  na  proximidade  desse  panto  puder  ser  hem  aptoximada  por  uma 
fun  gdo  linear.  Ao  Ion  go  da  segao  expandin' mas  o  conceit  a  de  dife  tended  para  fun  goes  de 
mats  do  que  uma  varidvel  e  definiremos  a  aproximagdo  linear  local  de  uma  fungao. 


M  DIFERENCIABIUDADE 

Lembre  que  dizemos  que  uma  fungao/de  uma  variavel  e  derivavel  ou  diferendavel  em  Xq  se 
liver  uma  derivada  em  aq>  ou  seja,  se  existir  o  limite 


fix  o)  =  lim 

A.V  0 


/Up  +  A  .v)  -  /(a:0) 
Aa: 


(I) 


Como  uma  conseqiienda  de  (1),  uma  fungao  diferendavel  possui  algumas  propiiedades 
importantes: 

*  O  grafieo  de  y  -  f(x)  icm  uma  rela  Langenie  nao- vertical  no  ponLo  (aq>/( aq)); 

*  /  pode  ser  bem  aproximada  por  uma  fungao  linear  perto  de  x$  (Segao  3.8); 

■  /  6  conlfmia  cm  aq. 

Nesta  segao,  uosso  objetivo  principal  e  extender  a  nogao  de  diferenciahilidade  para 
t Lingoes  de  duas  ou  lies  variaveis,  de  lal  inodo  que  valham  propriedades  analogas  a  essas. 
Por  exemplo,  se  uma  fungao /(a,  y)  de  duas  variaveis  for  dilerencidvel  num  ponto  (ao,  yo), 
vamos  querer  que 

*  a  superfTc  ie  z  =f( a,  y)  ten  h  a  u  m  p  3  an  o  t  ange nt e  n  ao- vert  S  ca  I  n  o  po  nto  ( x$ .  Yq  ,  /  (,v(  j  ?  ) ) 

(Figura  14.4.1); 

*  os  valores  de/ possam  ser  hem  aproximados  pel  os  valores  de  uma  fungao  l  inear  na 
pro  x  i  m  i  dad e  de  ( a  o  *  vo ) ; 

*  f  seja  continue  cm  Up,  Vp). 

Seri  a  razoavel  conjeeturarque  uma  fun  gao/de  duas  ou  tres  variaveis  deveria  sercha- 
inada  diferencidvel  num  ponto  em  que  exislissem  tod  as  as  derivada  s  parciaisde  primeira 
ordem  da  fungao.  Infeli/meme,  essa  condigao  nao  e  sulidemomenie  forte  para  garantir 
quo  as  propiiedades  arroladas  valham.  Por  exemplo,  vimos  no  Exemplo  5  da  Segao  14.3 
que  a  mera  existencia  de  ambas  dcrivadas  parciais  de  primeira  ordem  dc  uma  fungao  nao 
6  suficiente  para  garantir  a  com  i  mb  dad  e  da  fungao,  Para  detenninar  o  que  mais  deveria  ser 
inclmdo  na  nossa  delinigHo,  6  util  reexam inar  uma  das  conseqiiSndas  da  difereneiabili da¬ 
do  de  uma  fungao /(a)  a  uma  variavel.  S  upon  ha  que  fix)  seja  di  Icrencidvel  em  x  =  aq  e 
denotemos  por 

A /  =  /(Ao  +  Aa)  -  f  (x o) 

a  variagao  de/que  corresponde  a  variagao  A  a-  em  a  de  Xq  ate  ao  +  Aa.  Vimos  na  Segao  3.8  que 

A /  ^  f\x 0)Aa 
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desde  que  Ax  esleja  proximo  de  zero.  De  fa  to,  para  Ax  proximo  do  0,  o  erro  Af  —  /'(xq)Ax 
ncssa  expressao  tera  magnitude  muito  mcnor  do  que  Ax  pois 


lim 

A.v— ■  0 


Af  ~  f'{Xo)Ax 
Ax 


—  lim 

A.t  fj 


f{x0  +  Ax)  -  /(Ao) 
Ax 


-rUo)U/Vo)-/'(xo)  =  0 


Como  a  magnitude  de  Ax  6  siinplesmcntc  a  distfmda  emre  os  pontos  xq  c  xq  +  Ax,  podemos 
ver  quo  quando  esses  dois  ponios  estiverem  proximos,  a  magnitude  do  erro  na  aproxiinagfio 
sera  muito  men  or  do  que  a  di  stand  a  emre  os  dois  pontos  (Figura  14.4.2).  O  “in  gradients 
adicional”  que  falla  na  nossa  definigao  de  diferenciabilidade  de  I  Lingoes  a  vai  ias  variaveis  e  a 
extensao  dessa  ideia  a  lungdes  de  duas  on  ires  variaveis. 

Para  unia  fungao/(x,  y),  o  simbolo  Af,  ehainado  increment®  de/,  denota  a  variagao  do 
valor  dc/(x,  v)  que  resulta  quando  (x,  y)  van  a  tie  algum  ponto  inidal  (x<j,  Vo)  para  uma  algunia 
posigao  nova  (xq  +  Ax,  vq  +  Ay);  assini, 


Af  =  /(x0  +  Ax,  v0  +  Ay)  -  /(x0+  y0) 


(2) 


(ver  Figura  14.4.3),  [Sc  for  usada  uma  variavel  depen  den  te  z  =f(x\y%  podemos  esc raver  A  z 
cm  vez  de  A/.|  Vamos  supor  que  am  has  ft(x qt  yo)  e  /v  (xo.  yo)  exist  mu  e  fagamos  (analoga- 
mente  ao  caso  do  uma  vanavel)  a  aproximagao 

_  Af  -  fjc (x0,  v0) Ax-  -f  fy(x o,  >o)Ay  (3) 

Mostte  que  se / (x.  y)  for  uma  funQio  Para  Ax  e  Ay  proximos  de  0,  que  re  n  t  os  quo  o  erro 

linear,  ent^o  (3)  torna-se  uma  igual-  .  . 

dade.  A/  -  fx(X(>,  >'o)A.v  -  fy(xo,  y(1)Ay 

dessa  aproximagSo  seja  muito  mcnor  do  que  a  distune  i  a  x/(A.v)-  +  (Ay)-  enire  (jco,  yo)  e 
(aq  +  Ax,  yo  -I-  Ay).  Isso  pode  sei  garanddo  pela  exigencia  de  que 


lim 

(Ax.  Ay)  —  (0,0) 


A/  -  ,/;(.vo.  yp)Ax-  -  /v(,tr0.  yo)Ay 
■JiAxf-  +  (Av)2 


Figura  14.4*3 


Usando  essas  ideias,  podemos  dar,  agora,  nossa  definigao  de  diferenciabilidade  para 
fungoes  de  duas  variaveis. 


14,4*1  OKI  Dizemos  que  uma  fungao / de  duas  variaveis  e  diferencmvel  cm 

(.v0,  yo)  se  ambas  /r(x0,  yo)  e  /v  (x(h  yCJ)  existent  e 


lim 

(A.l.Av)^  (0,0) 


Af  -  fx (xq ,  Vo) Ax  -  /,(x0,  jo) Ay 
\/{A.v)2  +  (Ay)3 


As sim  eo mo  no  caso  de  uma  variavel  a  verifieagao  da  diferenciabilidade  a  parti r  da 


de fi n i gao  e n vo I v e  o  ca I c u ! o  de  uni  finme* 
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►  Exemplo  1  Use  a  Defmigfio  14.4.1  para  provar  que  fix,  v)  =  ,r'  4  y~  e  diferenciivel 
cm  (0, 0), 

Solugao  O  incremented 

A /  -  /( 0  4-  Ax,  0  4  Ay)  -  f( 0,  0)  -  (Ax)"  4  (Ay)2 
Como  j\  (x ,  y)  =  2x  e  /v(x,  y)  =  2 y,  te  trios  fx  (0, 0)  —  /v( 0,0)  =  0  e  (4)  signifies 

(Ax}2  4  (A  yf 


3  i  m 


I  ini 


( At .  Ay)  ( 0. 0)  ^(Ax)2  +  (Ay)-  < A.r  -  Ay )  -v  ( O.0 ) 

Portanu\/e  diferenciavel  cm  (0,  0).  *4 


\f(  A.v)2  +  (Ay)2  =  0 


Deduziremos,  agora,  uma  important  te  consequeneia  do  1  unite  (4).  Defina  uma  fungao 

,,A  A  ,  A/  -  /r(jfu.  yoJA*  -  /yUo,  vo)Ay  ,A  A  ,  ,  /n  m 
€  —  €(A.v,  Ay)  = - ,  = -  para  {Ax,  Ay)  ^  (0, 0) 

■/(Ax)*-  4-  (Ay)- 

e  defrna  e(0, 0)  como  sendo  0.  A  Equagao  (4)  entao  impliea  que 

Jim  6 (Ax,  Ay)  —  0 

(Ajc?A>>^(0.0) 


Alem  disso,  segue  imedialamente  da  definigao  de  £  que 

A /  -  /r{x0,  .vo) Ax  +  fv( xq,  y0)Ay  +  «v'(Ax)2  +  (Ay): 


(5) 


Em  outras  palavras,  se/  for  diferenciavel  em  (xq.  yo),  entao  A /  pode  ser  expresso  como  cm 
(5),  onde  £  -4  0 quando  (Ax,  A y)  — >  0 e  onde  e  =  0  se  (Ax,  Ay)  —  (0,0). 

Para  fun  goes  de  tres  variaveis  tcmos  a  definigao  ana  log  a  dc  difcrenciahilidade  cm  tcr- 
mos  do  incremento 

A  f  =  f(X  a  4-  Ax,  yo  4  Ay,  zo  4  A  z)  -  fix  o,  yo,  Zo) 


14.4,2  Dizemos  que  uma  fungao / de  ires  variaveis  e  diferencidvel  em 

(*0,  yo.  zo)  se  cxistcm  fx(x 0l  yo,  zo),  /v(x0,  yo,  zo)  c  //x0,  y0l  zo)  e 


Af  —  /t(x0,  y0,  zo)  Ax  -  /V(x0,  yo,  Zo)  Ay  -  /i(xo,  yo,  £o)  Az 

lim  -  '  - —  0 

(  Ajc.Av,  A;)  — >  (0.O.0) 


^(A.v)2  +  (Ay)2  +  (As)3 


De  maneira  analogs  ao  case  bidimensional,  pode  in  os  expressar  o  3  i  mite  (6)  em  term  os 
dc  uma  fungao  f(Ax,  Ay,  Az)  que  se  unulu  em  (Ax,  Ay,  Az)  —  (0,  0, 0)  e  e  con  tin  u  a  nessu 
ponto.  Deixamos  os  detalhes  a  cargo  do  leitor  como  exerefeio. 

Se  uma  lurtgao  /de  duas  variaveis  for  diferenciavel  em  cad  a  ponto  de  uma  regiao  R 
do  piano  xy\  dizemos  que / e  diferencidvel  em  R;  se/ for  diferenciavel  em  eada  ponto  do 
piano  x  v,  dizemos  que/e  diferencidvel  em  toda  parte,  A  teiminologia  para  fungoes  de  ires 
variaveis  e  andloaa. 


■  DIFERENCIABIL1DADE  E  CGNTIN  Ul  DADE 

Lembre  que  queremosque  fungoes  sejam  contmuas  em  cada  ponto  de  difcrenciahilidade.  O 
proximo  result  ado  m  os  tra  que  isso  ocorre. 
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A  nedproca  doleorema  14,4.3  e  fa  Isa. 
Explique,  por  exempltx  por  que 

/(x\  >■)  =  \4-  +  >■" 

e  continue  em  (0,  0)  mas  riSo  e  tiite- 
renciavel  em  (Cl  0). 


14.4.3  teOrema  Se  uma  fimqao  e  diferencidvel  num  panto ,  entdo  ela  e  confttiua 
nesse  panto. 


oeuoys  j  k  \cvj  A  p  re  sen  tamos  a  demons tragSo  para  /  (_v,  v)  no  caso  de  duas  variaveis,  por 
re  velar  as  ideias  esseneiais.  Suponha  que/seja  dilerenciavel  em  (aq,  Vq)-  Para  provar  que  /  e 
Contfima  cm  (xq,  jo)t  devemos  inostrar  que 

lim  /U\  y)  =  /Cvo,  jo) 

que,  eserevendo  aj  =  a(>  +  Ax  e  j  =  _y0  -3-  Ay*  6  equivalente  a 

lim  f(xQ  +  Aa\  jp  4-  Ay)  =  / (x0,  y0) 

<A.t.do-)-*{0.0) 

Pda  Equagao  (2X  isso  e  equivalente  a 


lim  A/  =  0 

LA.x  _  Ay)-+  (0.0) 


Coni  Lido,  pda  Equa^So  (5), 


lim  A /  =  lim  [fx(x o,  v0)Aa  4-  /v(a0s  v0)Ay 

(Aa,4v)^(0.0)  (A*.  Ay  >-*(0,0) 


4- e ( Ay ,  Ay) y (Ax)2  +  (Ay)2  j 
=  0  +  0  +  0-  0“0 


Rode  ser  dilfcil  verificar  se  uma  lungao  e  diferencidvel  num  porno  diretamente  a 
panir  da  delinicao.  O  proximo  leorema,  cuja  demonsirag&o  cos  luma  ser  esludada  em  dis- 
cipiinas  mais  avangadas,  fomcce  uma  condigao  simples  para  a  dilerenciabilidade  de  uma 
funqao  num  ponto. 


14.4.4  i  i’orkma  Se  todas  as  derivadas  pare  la  is  de  prtmeira  ordem  de  f  existent  e  mo 
conn  tut  as  man  ponto.  entdo  fe  diferencidvel  nesse  ponto , 


Por  example*  eonsidere  a  fungao 

fix,  v.  z)  =  x  +  yz 

Como  fx ( .V ,  y,  z)  =  I,  fy(x ,  v,  z)  —  z  e  fz(x ,  y,  z)  =  v  estao  definidas  e  sao  eonlfnuas  cm 
Loda  parte,  conelufmos,  pelo  Teorema  14,4,4,  que/ d  diferencidvel  em  toda  parte. 


■  DIFERENCIAIS 

Como  no  caso  de  uma  varidvel,  a  aproximagao 

A/  ss  /,(. ro,  Vn)A.f  +  fy(xQ.  yolAy 


de  uma  fungao  de  duas  variaveis  e  a  aproximagao 

A /  ^  /,  (x0,  y0,  to)A-f  +  fy(x0,  y0,  Zo)Ay  +  fz(x0,  y0,  z0)Az 

de  uma  fungao  de  ires  variaveis  lem  uma  formulatjao  convenience  na  Hnguagern  de  dileren- 
dais.  Se  z  —/(a,  y)  6  diferencidvel  num  ponto  (xq,  vq),  denotamos  por 


dz  —  J\  Uft.  yo)  dx  4-  /v{.i0.  y0)dy 


uma  nova  fungao  de  varidvcl  dependents  dz  e  variaveis  independences  dx  e  dy.  Di/enios  cjue 
essa  fungao,  que  tambem  e  denotada  por  df\  c  a  diferencial  total  de  z  cm  (ao,  joX  ou  emao,  a 
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diferencial  total  de /cm  (xq,  vq).  Analogamente,  para  mna  fungao  w  =f(x,yt  z)  do  Ires  varia- 
veis,  temos  a  diferencial  total  de  w  cm  (xq,  y(>,  to), 

dm  =  /jf(xo,  yor  Zo) dx  +  fy(x0,  Vn-  Zo)  dy  +  fz{x$,  y0,  Zp)  dz  (8) 

tambem  denominada  to&rt  tfc /cm  (jcq,  yo ■  zo).  E  usual  amitir  os  subscriios  0  e 

esc  rover  as  Equagocs  (7)  e  (8)  Como 

dz,  =  fx(x,  y) dx  +  /,  (* ,y)dy  (9) 

e 

dw  =  /v(jf ,  y,  -)  rfjr  +  fy(x,  y,  z)  dy  +  fz(x,  v,  z)  dz  { 10) 


No  case  de  du as  vari avals,  a  aproximagao 

A /  sa  fx(xo,  yo)AA-  +  fy(xa,  Vo)Ay 

pode  sor  escrita  na  forma 

A  /  h  df 


(U) 


com  dx  —  Ax  c  dy  —  Ay.  Equivalent  entente,  podemos  esc  rev  or  a  aproximagio  (II)  eomo 


Az  ^  dz 


(12) 


Em  ouiras  palavras,  podemos  eslimar  a  variagao  Az  de  z  pelo  valor  da  diferencial  dz,  em 
quo  dx  e  a  variagao  em  x  e  dy  e  a  variagao  em  y.  Alem  disso,  segue  de  (4)  quo  se  Ax  c  A  y 
esliverem  pertodc  0,  emao  a  magnitude  do  erro  da  aproximagao  ( 1 2)  €  muito  men  or  do  quo  a 
distaneia  y''{A.y):  (Ay)-  enlre  (xp,  yp) e  (xq  +  Ax.  xq  -f-  Ay). 


►  Exemplo  2  Use  ( 1 2)  para  aproximar  a  variagao  em  z  -  xy~  do  sea  valor  em  (0,5;  1 ,0) 
para  sen  valor  em  (0,503;  1 ,004).  Compare  a  magnitude  do  erro  dessa  aprox  ini  agio  com  a 
di stinc ia  entre  os  pantos  (0,5;  1,0)  e  (0,503;  1 ,004), 

Solugdo  Para  z  =  xy~  temos  dz  —  y-  dx  +  2xy  dx,  Calculando  essa  diferencial  em  (x, y )  = 
(0,5;  1 ,0),  com  dx  =  Ax  =  0.503  -  0,5  -  0,003  e  dy  -  Ay  -  1 ,004  -  1 ,0  -  0,004,  oh  temos 

dz  =  1,0"  (0.003)  +  2(0,5)  ( 1 ,0)  (0,004)  =  0,007 
Como  z  =  0,5  em  (x,  y)  =  (0,5;  i  ,0)  e  z  =  0,507032048  em  (x,  y)  =  (0,503;  l  ,004),  temos 

Az  =  0,507032048  -  0,5  =  0.007032048 
c  o  erro  da  aproximagao  de  Az  p or  dz  tern  magnitude 

| dz  -  Az[  =  |0,007  -  0,007032Q48|  =  0,000032048 
Como  a  distaneia  entre  (0,5;  1,0)  c  (0,503;  1, 004)—  (0,5  +  Ax,  L0  +  Ay)  e 

7 (Ax)2  +  (Ay)2  -  7(0.003)2  +  (0.004)-  -  70,000025  -  0.005 


temos 


\dz  —  Az| 


7(A.v)2  +  (Ay)- 


0.000032048  _ _  1 

-  “  0,0064096  < 


0,005 


150 


Assini,  a  magnitude  do  erro  da  nossa  aproximagau  6  menor  do  que  ~  da  distaneia  entre  os 
dots  pontos.  < 


A  aiutli.se  preeedente  pode  ser  estendida  a  lun goes  dc  Ires  ou  mais  variaveis  com  unm 
mudanga  dc  not  agio  apropriada. 
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►  Exempfo  3  c  m  riinent  ,  a  argura  c  a  a  tura  c  uma  cai  a  rclangu  ar  a  me  i 


c  m  urn  err  c  n  ma  ini  5 


e  uma  i  erencia  l  ta  ara  e  timar  err  ereenlua  nia 


im  uereula  ee  a  uanti  a  e  rein  u  a  a  aracacuara  ias  na  a  cai  a 


Solugao 


iag  na  D  e  uma  cai  ae  me  m  riment  a;  argura  y  e  a  tura  z  €  a  a 

D  =  yfx2  -h  y2  4-  z2 


Se  am  ajo*  vg>  Zo  e  Do  —  Va|  4-  y|  T  Zj§  a  rc  reai  c  m  riment  ,  argura,  a  turn  e 
iag  na  a  cai  a  i  erencia  t  ta  dD  e  D  em  (xo,  yo,  zo)  e  a  a  r 

,  .  Vo 


dD  = 


dx  + 


dy  -h 


<0 


^ 4  +  0  +  4  dx[+  Jo  +  4  ^4  +  4  +  4 


dz 


Sex, >\  z  e  D  =  yfx2  4-  y2  +  z 2  rem  a  re  me  i  eeacua  c  m  riment  ,  argura, 
a  lurae  iag  na  a  cai  a,  rc  ecti  amente,  entfi  Ax  —  x  -  aq,  Ay  —  y  —  yo,  Az  =  z  —  Zo, 
e 

A  v  A  v  A  r 

<  0.05 


A  A' 

<  0,05. 

Ay 

<  0.05, 

Az 

A‘o 

yo 

Zo 

E  tain  r  curan  uma  e  limati  a  ara  tanianh  nia  im  e  A  D/Da  rnaau  a  a 
E  uaga  10  ,  btem 

1 


in 


e  l imam 


AD  dD 

-  fig  - 


Do 


Do  -'o  +  Vq  +  Zfi 

l 


IaoA.v  +  y0Ay  +  z^Az  ] 


2 A.r  t2  Ay  _3  Az 

7  ,  7  7  4)  r  .Vq  +  -CQ  ^ 

-Vq  "b  V6  4  Zq  L  -V{)  3  0  -4)  . 


JD 


D, 


o 


1 


„2  ,  5  1  2 

-Vq  4-  Vo  +  Zq 


Ax 


Lu 


*0 


4-  V, 


7  A.V 


o 


}'o 


+  7“  ■ 
I  ^0 


Az 


Zo 


f  ( 2 
..2  ,  2  ,  ,2  I  l0 

*0  r  Jo  r  Z0  v 


A  A 

1 

Av 

Az 

+ 

+  Zq 

Ay 

yo 

zo 

< 


I 


—  7 


*o  +  j(t  + 

ue  err  ereenlua  ma  im  cm  Dc  c  5 


2  (4(0,05)  +  4(0.05)  +  4(0,05))  -  0,05 


■  APROXIMAQAO  LINEAR  LOCAL 

trem  t  ag  ra,  ue  e  uma  unga  r  i  erencia  c  mim 
a  r  ima  a  r  uma  unga  inear  na  izinhanga  e  e  nt  P 
e  a  i  erencia  e  n  nt  (xq,  yo)  Ema  a  a  r  imaga  3 


nl  ,  cnla  e  a  e  er  hem 
re  em  ,  u  nha  ue/ a,  y 
e  ere  erita na  mia 


Most  re  que  se  /  x,  y  tor  uma  fun* 
gao  linear,  entao  (13)  toma-se  uma 
igualdade, 


ExpJique  por  que  o  erro  da  aproxi- 
ma^ao  (13)  e  igu-al  ao  erro  da  apro- 
xima^ao  (3). 


f(xo  -b  Ax,  >b  +  Ay)  ^  fix  o,  yo)  +  /Axq*  ya)Ax  +  fy{x 0)  Vo)  Ay 

man  x  —  Xq  H-  Ax  C  y  =  ajo  +  Ay,  c  a  a  r  imaga  e  a  a  r 

fix,  y) fix o,  y0)  4*  fx  (ao.  vo)(a-  -  x{))  +  ./v(a0,  yo.Ky  -  .vo)  1 3 

ue  niece  uma  a  r  imaga  inear  c/a,  y  m  err  e  a  a  r  imaga  e  igua 

a  err  a  a  r  imaga  3  ,  C  nc  ufm  ue,  ara  xf  y  ert  e  (a{>,  vq),  err  e  1 3 

era  ittuil  men  r  ue  a  i  tancia  entre  e  e  i  nt  Quail  f6  i  erencia  e  em 
(xq,  yo),  btem 

L(x,  y)  =  f(xa,  y0)  -b  fx <*o.  yo)U  -  -Vo)  +  fy(x 0,  yo)(j  -  yo)  H 

e  izem  ue  j L  x ,  >i  e  a  aproximaqao  linear  local  de  f  em  l.vo,  yo) 
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►  Exemplo  4  Se  a  L  a*,  y  a  a  r  imaga  hi  ear  ea  e  fix,  v)  —  yx:  H-  y 2  n 
3S  4  m  are  err  a  a  r  imaga  e 


nt 


f(X 04  3.98)  =v/(3,04}2  +  (3,98)5 
r  L  3,04  3,98  c  ma  i  Lancia  entre  nt  3,4  e  3,04  3,98 


Solugao  cm 


fxte*  y)  = 


0  fv(x.  .V)  - 


V 


^fxT+f■ 


c  m  /v(3,4)  =  |  e  /,(3,  4)  =  |  P  riant  ,  a  a  r  ima§5  inear  ea  e/em  3, 4  e  a  a 

r 

L(.r,  v)  =  5  +  |(*  —  3)  4-  |(>’  -  4) 


n  e  ucntcmentc, 


m 


/(3.04  3.98)  L(3,04  3.98)  =  5  +  ^(0.04)  +  |(-0.02)  =  5,008 

/( 3,04  3.98)  -  V(3.04)2  +  (3.98)2  5,00819 


err  a  a  r  imaga  c  ta  er(  e  5,00819-  5,008  =  0,00019  c  hem  men 
a  i  tancia 

7(3,04  -  3)2  4-  (3.98  -  4)3  -  0,045 


ue 


200 


e  mre 


nt  3,4  e  3,04  3,98  < 


rta  gamente,  ara  Lima  imga  fx,\\z  uee  i  ereneia  e  em  (xq,  jo?  £oX  a  a  T  ■ 
mag  a  inear  ca  6 


L(x,  y,  z)  -  fix o,  y0,  zo)  +  fx(xo,  «>,  2o)U  -  *o) 

+  />  (.Vo,  Vo.  :t)K.v  -  Vo)  +  fz{x o.  >‘a,  £o)U  ~  £o) 


15 


n  a  efinigoe  ne  la  ega  ram  rmu  a  a  eta  m  ueac  ntinui  a  eea 

inearl  a  c  ca  a  cue  uencla  a  i  ercnciabi  i  a  e  a  Sega  147  m  trarem  tic  e 
uma  tmga  fx,y  r  i  ereneia  e  num  m  (Ao,voXema  grade  eLv,y  6  uni  an 
tangeme  na  ertica  a  grafic  e/n  nt  (xo,  yo*  fUo.yo)) 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  14.4  (Ver p$gtna  967 para  respostas.) 


1*  Sie  nha  ue/ A*  v  ea  i  ereneia  e  cm  (xq,  yo) e  e  a  A/  2. 
a  a  nag  a  e/  e  ea  a  r  em  (.\o,  V(i)  ara  eu  a  rent 

(.Vo  +  A.v?  30  4“  Ay) 
a  Af  zx  „ _ 

h  imite  ue  garanle  ue  err  a  a  r  imaga  em  a  e  ^ 
muil  e  uen  uan  amh  Ax  c  Ay  e  la  ert  e  0  6 


a  eu  e  a  i  ereneia  e  ea  a  unga 

-.2 

a  z  =  xey  h  w  =  x  ea  yz 

Se/  i  i  ereneia  e  em  (xq,  yo),  enca  a  a  r  imaga  in  ear 
ea  e/ em  (x®,  yo )  6  L  x\  y  - _ 

Su  nha  ue/  L-2  =  4  e  ue/  xTy  ea  t  ereneia  e  em 
K  -2  e  m  fx  1,-2  =  2  e /v  E-2  =  -3  E  time  a  r  e 
f  0,9  -1,950 


EXERCICIOS  14.4 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


1.  Su  nha  ue  uma  unga  f  x,y  ea  i  erendit  e  n  n 
t  3,  4  e  m  fx  3,  4  =  2  e  %  3,  4  - -l  Se/  3, 4  =45, 
e  time  a  r  e/3.01  3.98 


2,  Su  nha  ueuma  unga  / x, y  ea  i  erenda  e  n  nt 
-It  2  c  ra/j  -12  =  1  e  fy  -1, 2  =  3  Se/  -  I.  2  =2. 
e  time  a  r  e/  -0.99  2,02 
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3.  Su  nha  ueuma  unga  f.x,y*z  ea  i  erencia  e  n  n 
t  1,2,3  c  m/,  1,2,3  =  l,'/v  1,2,3  =2e/;  1,2.3  =3 
Se  f  1,  2,  3  ~  4.  e  time  a  r  cf  1,01  2,02  3.03 

4*  Su  nha  ue  uma  unga  /  a,  y,  z  e  a  i  e  rend  a  e  n 
m  2,  U  —2  c  m  fx  2t  1,  -2  =  —  I,  /v  2,  1  +  -2  =  1  e 
/z  2,  I,  -2  =  ”2  Se/  2*  1,  -2  =  0,  e  time  are 
/  1,98  0,99  -1,97 

5.  ca  Definigoe  144  i  c  144  2  am  r  ar  ue  uma 
unga  c  n  tantc  c  ua  u  tre  arid  ei  6  i  crenda  c 
cm  i  a  a 


6.  ca  Definite  14  4  I  c  14  4  2  ara  r  ar  ue  uma 

unga  incar  e  ua  u  tr£  arid  ei  6  i  erencid  e  em 

t  a  arte 

7*  eaDefiniga  14  4  2  am  r  ar  ue 

f(x,  y,  z)  =  x2  +  y2  +  z2 
6  I  erencia  e  em  0.  0.  0 

8,  eaDefiniga  14  4  2  ara  eterminar  t  a  re  c  r 

tai  ue/  rv,  y.  z  -  (x2  -H  y2  4-  z2Y  ca  i  erencia  e  cm 

0,  0,  0 


9-20 

a  cu  e  a  i  erencia  dz 

a  di is  a  unga 

9. 

z  =  lx  -  2y  10.  z  - 

5  crv  1 

12. 

Z  m  5 x2y  -  2x  +  4y  +  7 

13. 

Z  —  arc  lg  Ay 

14.  z  =  ec 

15. 

w  =  8x  -  3y  +  4 z 

■p\ 

!i 

'•i 

17. 

J  2 

w  =  x  y  z 

18. 

w  -  4.r' yV  -  3,v  v  +  z  +5 

19. 

w  -  arc  tg  xyz 

2th  w  - 

%  7 

r  V 


ec  x  -  3y 


21-26  e  uma  i  erencia  t  ta  ara  a  r  i  mar  a  ariagS 
a  r  e/  e  P  ara  Q  m  are  ua  e  tiinati  a  c  m  a  ariaga 
rea  cf 


21.  /  a,  y  =  x  +  2xy  -4x  PI ,  2  ,  Q  1 .0  ]  2.04 


22.  /  a,  y  =  A1'-’ /=  8. 9  .  Q  7.78  9,03 

23.  fx.y  miZtl.  /><-!, -2),  6(- 1,02; -2,04) 

XV 


24.  /  Ayr  -  In  /l  +  xy:  P{0, 2).  0(-O,O9;  K98) 


25.  /.yyy  =  Zvy  Y  />  K -1,2,00,99  -1*02  2,02 

,n’t 

26.  /  A",  v.  z  = - 1 -  P  “1  .  -2,  4  , 

.v  4-  y  +  z 

0-1,04  -3 ,98  397 

27.  m  ret&ngu  e  c  m  riment  inicia  .to  e  argura  inida  yo 
i  aumenta  *  re  u  ran  num  retangu  e  c  m  riment 

a'q  4-  Ax  e  argura  yo  +  Ay  er  figura  a  eguir  Qua  rga 
a  figura  re  re  ema  aument  e  drea  reiangu  Qua  r 
ga  a  ligura  re  re  enla  uma  a  r  imaga  rtima  i  erencia 
f  ta  aument  e  area 


y-a  +  A  V 


JL  JL 


Figure  Ex-27 

28.  u me  Vr  e  urn  c  nc  circu  ar  ret  e  rai  r  e  a  turn  ft  c 

T 

a  r  V  —  \nr~h  Su  nha  ue  a  a  tura  ecre  ga  e 

i — 

20  cm  ara  i  9,95  cm,  en  uanl  ue  rai  ere  ce  e 4  cm  ara 
4,05  cm  e  uma  i  erencia  i  ta  ara  a  r  imara  ariaga 
n  ume  c  tie 


29-36  a  Enc  ntre  a  a  r  imaga  incar  ca  L  a  unga  /e  c 
a  n  nt  P  a  h  m  am  err  a  a  r  imaga  cf 

rLn  nt  0e  eciliea  c  ma  i  tSnciacntre  PcQ 


29.  fx.y  = 


1 


P(4,  3),  0(3,92;  3*01) 


yfx2  +  y2 

30.  /  .v.  v  =  .v0  5/'3;  P(  1 , 1 ),  Q(  1 ,05;  0,97) 

31.  /  A-,  y  =  X  sen  y;  P{ 0. 0).  (?((). 003;  0,004) 

32.  /  ,i-.  v  =  In  v v;  P  ( 1 , 2) ,  Q  ( 1 .0 1 ;  2,02) 

33.  fx.y.  z  -  xyz\  P(  1,  2,  3),  {?(I,001;  2,002;  3,003) 

34.  fx.y.z  P(- 1,  1.1),  99; 0,99;  1,01) 

y  4-  z 

35.  /x.y.z  =  xeys'm,  P(  1.  -L  “1),  0(0,99; -1,01; -0,99) 
36-  / x.y,z  =  ln(x  +  yy);  F(2,  I,  -V), 

0(2,02;  0,97;  —  1,01) 

37.  Em  ca  a  atrie.e  nfirme  ue  a  ormu  a onmicia  a^aa  r  i 
maga  incar  ca  cm  0,0 


a  e  en  v 


2x  +  1 

7+T 


s?  I  4™  ir  —  y 


38.  ire  ue  a  a  r  imaga  in  ear  ca  a  unga  fx.y 
cm  1,1  6 

xayP  -c  l  4-^(aj  —1)4-  p(y  —  1) 

39.  Em  ca  a  arte,  c  nfirme  ue  a  Omni  a  enuncia  a  6  a  a  r  i 
magii  inear  ca  em  1. 1,  1 

4a 

a  xyz  4-  2  fts  .v  +  v  +  z  b  — - —  ^  2x  —  v  —  z  4-  2 


y  +  z 


40.  ati  E  crcici  38,  ue  em  c  n  cetumr  ue  e  a  a 

ar  i  magii  inear  ca  e  xayfizY  em  1,1,1  erifi  Lie  ua 
c  necturaenc  n trail  a  a  r  imaga  inear  ca 

41.  Su  nha  ue  uma  unga  /  x,  y  e  a  i  erencid  e  n  nt 

lt  1  c  m  f_v  1.  l  =2ef  \A  =3  Se  a  L  x,  y  a  a  r  imaga 

incar  ca  e/e m  L  I  ScjLU  0.9  -3.15.  enc  ntre 
are  fy  1 . 1 

42.  Su  nha  ue  uma  unga  /  a\  y  c  a  i  erencia  c  n  nt 

0,-1  c  m  /v  0,-1  =  -2  e/  0.  -  I  =3  Sc  a  /.  x,  y  a  a  r 
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tmaga  inear  ca  e/e m  0,-1  Se  L  0J  -LI  =3,3, 
one  ntrc  a  i  c  fx  0,  -  I 

43.  Su  rtha  ue  uma  umga  fx*y\z  e  a  i  erencia  e  n  n 
l  3*  2,  I  a  ue  /.  jr,  y\  z  —  a-  —  y  +  2z  —  2  e  a  a  a  r  imaga 
incar  ca  c / em  3,  2,  3  Ertc  rare /  3,  2.  3  >  />  3,  2,  3  , 
/v  3,  2,  1  e  /;3,  2,1 

44.  Sti  aha  ue  uma  ungi5  /  r,  >\  z  e  a  i  erencia  e  n  ni 

0,  - 1 .  -2  e  ue  L  xT  y.  z  -x  +  2 v  +  3z  4-  4  e  a  a  a  r  imaga  i 
near  ca  e /e m  0,  -  L  -2  Enc  lit re /  0.  -  L  -2  ,  fx  0.  -  L  -2  . 

/v  0,-1, -2  c  /t  0,-1, -2 

— 

45-48  Sa  a  a  uma  unga  i  crencid  e  /  unt  c  m  uma  a  r 
imaga  inear  ca  L  e/num  nt  P  e  a  in  nnaga  a  a 
ara  eterminar  nt  P 


45. 

/(-V. 

y) 

=  x~  +  y2;  L(x,  v 

)  = 

=  2y  -  2x  -  2 

46. 

/(-*, 

y) 

-.v-y;  L (v , y )  = 

4  y 

+  K 

47. 

,«A-. 

y> 

z)  =  xy  +  z2l  L(x 

.  y. 

z)  =  y  +  2z  -  l 

48. 

fix. 

z)  =  xyzi  L(x,  y. 

z)  = 

=  x  —  y  “  z  —  2 

49. 

c 

m 

riment  e  a  argura 

e  um  retUngu  a  me 

c  m 

err 

e,  n  md  im  . 

3 

e  5  ,  re  ecti  amenta 

i  erenciai  ara  a  r  iniar  err  ereemna  ma  im  na 
area  ca  cu  a  a 

50.  rai  e  a  a  tura  e  urn  e  ne  circu  ar  ret  a.  me  i  e  m 

err  e<  n  ma  im  ,  1  e  4  ,  re  ecti  ameiUe  e  i  c 

renciai  ara  a  r  imar  err  ereentua  ma  im  n  ume 
ca  cu  a 

51.  e  m  riment  e  a  argura  e  um  retail  gu  a  me  i  c  m 

err  e,  n  rnd  im  ,  r  ,  n  e  r  C  e  uen  e  i  erenciai 

ara  a  r  imar  err  ereentua  ma  im  n  c  m  rimeot  a 

lag  na  ca  cu  a  a 

52.  catet  e  urn  triangu  reiilngu  ram  me  i  c  in 

ten  3cm  e  4  cm*  e  m  um  err  ma  im  e  0,05  cm  em  ca  a 
me  i  a  e  i  erenciai  ara  a  r  imar  err  l  e  ma 

tin  n  a  r  ca  cu  a  a  a  hi  tcmi  a  e  b  a  area 
triangu 

53.  erf  T  e  um  On  u  im  c  c  m  e  uena  ci  ague  e 

ca  cu  a  a  tirmu  a  T  —  2  Llgy  n  &L6  cm  riment 

on  u  e  g  6  a  ace  eraga  e  i  a  a  gra  i  a  e  Su  nha  ue 

a  re  e  L  e  g  ten  ha  in  err  c.  n  ma  im  .0,5  e  04  . 


re  ecti  amentc  e  i  erenciai  ara  a  r  imar  err  er 
centua  ma  im  n  a  rcacua  cT 

54.  [>e  ac  r  c  m  a  ei  ga  e  E  cai  .  a  re  a  ,  a  tem  eratura  e 

ume  eurngd  c  nl'ma  eta  react  na  r P~kTfV, 

i\  e  A"  £  uma  c  n  tante  e  i  erenciai  ara  a  r  imar  a  a 
riaga  ereentua  na  re  a  e  a  tem  eratura  e  um  ga  ti  er 

ere  ci  cm3  e  ume  ti  crcre  ci  cm  5 

55.  Su  nha  uevey  earn  uanti  a  e  me  i  a  uetenhamerr 

e.  n  ma  im  ,  r  e  Ly  -t  re  ecti  amentc  Para  ca  a  uma  a 
eguinte  6rmu  a  ciii.vej.u  e  i  erenciai  ara  a  r  imar 
err  i  e  ma  im  n  re  u  ta  ca  cu  a 
a  xy  b  x/y  c  xy3  j ^*/y 

56.  re  i  tend  a  t  ta  R  e  tr£  re  i  tend  a  R{.  /?,  e  /?.,  c  necta  a 
em  ara  e  e  a  a  r 

i  _  I  i  i 

R  ~  ~R[  +  Y2  +  ~R^ 

Su  nha  ue  Rv  /?s  e  R3  tenham  i  me  i  a  c  m  300  hm  t 
200  hm  o  500  hni  ,  re  ecti  amentc,  c  m  um  err  ma  im 
e  3  0  em  ca  a  um  e  i  erenciai  ara  a  r  imar  err 
ereentua  md  Em  n  a  rcacua  e R 

57.  area  e  um  triangu  e  c  er  ca  cu  a  a  ca  ormu  a 
A  —  kub  sen  na  ua  a  e  b  a  c  m  riment  c  i 
a  e  0  6  angu  entre  e  e  Su  nha  ue  a,  b  e  0  tenham 
i  me  i  cm  40  cm,  50  cm  e  30°t  re  ecti  amentc  e 
i  erenciai  ara  a  r  imar  err  ma  im  n  a  rcacua 

c  A  c  err  ma  im  em  a,  bcO  a  k  cm.  ^  cm  c  2°,  re 
cctt  amentc 

58.  c  m  riment  ,  argura  e  a  a  tura  e  uma  cai  a  retamm  ar  3 
me  i  c  merr  e,  n  ma  im  ,r  n  e  re  e  nen  e 

i  erenciai  ara  a  r  imar  err  ereentua  ma  im  n  a  r 
ca  cu  a  ume 

59.  e  e  rema34  4  4  am  r  ar  ue/ r,  v  -x"  en  y  6  ie 
rencia  e  em  t  a  arte 

60.  c  e  remal4  4  4  ara  r  ar  ue /  a-.  yT  z  =xy  en  z  6 
\  erenda  e  cm  t  a  arte 

6L  Su  nha  ue  /  x,  v  e  a  uma  un^a  i  erencia  e  n  nt 
(xq,  3q)  c  c  a  zq  =  /U’o,  To)  Pr  e  ue  a  unga  gx,\\z  ~ 
z  -f  a\  v  e  i  erencia  e  em  (xd,  jo,  Zo) 

62.  Su  nha  ue  A /  aii  aga  uma  e  uaga  ti  5  .  em  ue 
e(Ax\A y)€c  ntfnuaem(Ax,  Ay}=  0.0, c  m^(0,  0)  =  0 
Pr  e  u e/e  i  erencia  c  cm  (Xf>.  vq) 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCiCIOS  DE  COMPREENSAO  14.4 


1.  a  fx (J5o.  Vo)A.v  +  r0,  Vo) Av  b  lira 

Av>  — j-  (.0.0) 


A /  -  fxix o.  Vo) Ax  -  fv (x().  yo)Ay 


=  0  2,  a  dz  —  e'  dx  +  ZrYdVv 


V(Ax)2  +  (Ay)2 

b  dw  —  scn(yz)dx  +  xz  cos(yz)  dy  +  xycvs(yz)dz  3.  /Uo,  yr])  +  fx  {-*o,  .Vo)U-  -  ^o)  +  j\  Uq  ,  yo)(v  -  Vo)  4.  3,  5 


Calculo 


14.5  REGRA  DA  CADEEA 


Neste  se0o,  deduzirenios  versdes  da  regra  da  cadeia  para  fimcoes  de duas  on  ires  varidveis. 
Ess  as  novas  versdes  nos  permitirao  gerar  relaqoes  liters  entre  derivadas  e  deri  vadas  parciais 
de  vdrias  pin  goes. 


m  REGRA  DA  CADEIA  PARA  DERIVADAS 


Se  v  r  uma  unga 
a  ca  uiu  ara  ungoe 
i  ereiicia  c  c  t  c  in 


i  ereneia  e  exe  x  r  unia  unga 
c  unia  aria  c  afirma  uet  na  c  m 


dy  dy  dx 

w-  fcr 

dt  dx  dt 


s  ereneia  e  er,  enta  a  regra 
iga  ,  y  rc  u  ta  er  uma  unga 


g  ra  e  uzirem  uma  era  a  regra  a  ca  eia  ara  ungSe  e  ua  aria  ei 

Su  aha  uez=/,#ty  e  a  uma  unga  cxcjc  ue,  r  ua  ez,  a-  e  y  cam  ungde 
e  uma  6  aria  e  h  igam  , 

x=x(t),  y  —  y(t) 


c  in  Vdz-f  x  t  ,y  t  ema  e  re  axe  m  uma  unga  6  a  aria  c  t 


im. 


e 


m  erg un tar  e  a  eri  a  a  dzklt  c  e 
e  dyidt  Sc  Ax.  Ay  ci"  en  tarem  a 
em  a  uma  ariaga  e  At  cm  r,  enta 


a  a  a  re  ay  a  c  in  a  eri  a  a  dzfdx,  dz/By,  dx/di 
ariacoc  em  x ,  y  e  z,  re  ccri  amente,  ue  c  rre  n 


Segue  e  3 


dz  Az 

—  =  lim  — 

dt  Af“*0  Af 

a Sega  J4  4  ue 


* 


dx  .  Ax 

—  =  lim  —  e 

dt  A;  -+■  0  At 


K  dz  .  1  dz  A 

A  z  ^  ““  A  a  4-  t“  A  v 


dx 


Ov 


Jr 


lim 

A/-* 


Ay 
o  Ar 


f 


n  e  a  eri  a  a 
At,  blcm 


areiai  a  ca  cu  a  a  cm  jrf.yf  Di  i  in  amb 

Az  dz  Ax  dz  Ay 
At  dx  At  by  At 


a 


r 


2 


man  imite  uan  A/“^Oemamb  a  e  2  ugere  eguime  re  u  la  cu  a 
r  a  e  in  eta  e  er  enc  ntra  a  n  Gn  ice 


Figure  1 4,5.1 


114,5*1  teqkfma  (Regra  da  Cadeia  de  Dims  Varidveis)  Se  x  =  x  t  e  y  =  y  t  forem 
diferencidveis  em  t  e  se  z  =  fxy  y  for  dtferencidvei  no  porno  x,  y  =  t  ,  y  t  r  entdo 
z-fxt,  y  r  e  dtferencidvei  em  t  e 

dz  dz  dx  ch  dy 

—  = - H-  —  3 

dt  dx  dt  i)v  dt 

t' 

onde  as  derivadas  cornu  ns  sdo  eaietdadas  em  t  e  as  derivadas  parciais  sdo  calcuiadas 
em  xty 


F6rmu  a  3 
ue  6  c  n  tmf  c  m 
eu  ara  bai  t  unim 
e  en  em  ditet  amente 
a*  r  in  am  ca  a  ram 
u  eri  r  a  ue  e  ram  e 


e  er  re  re  enta  a  e  uematicamenie  r  urn  "  lagrama  e  ar  re 
egue  Figura  14  5  I  megan  c  m  zn  i  a  (it  re  e  m 
ca  a  aria  e  r  rcta  u  ram  a  ue  a  aria  ei  a  uai  c  a 
irmzeurti  ajrcyee  a  a  »  r  ua  cz,  uni  a  ar  Em  egui 
c  m  uma  eri  a  a  cu  “numera  r"  c  mem  a  aria  e  e  trem 

eu  “  en  mina  r”  c  mem  a  aria  e  ue  e  ta  n  e  trem  in  eri  r 
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do  mesmo  ranio.  Isso  complete*  a  “Sirvure".  Para  cnconirar  a  formula  para  dzjdt,  siga  os  dois 
caminhos  at  raves  da  aivare  que  come^am  cm  z  c  terminam  cm  l  Cada  um  desses  cam  mhos 
corresponde  a  um  ter  mo  na  Formula  {3), 


►-  Exemplo  1  S  upon  ha  que 

,  2  *2  ,3 

Z  —  X  y  \  x  —  t  y  —  t 

Use  a  regra  da  cadeia  para  cnconirar  dzjdi  c  vcriflque  o  result  ado  expressando  z  corno  uma 
limgao  de  t  e  derivando  diretamenle. 


S ol u  gdo  Pe  1  a  regia  d a  c  ade  \  a 


di 


dz  dx  dz  dy 
dx  dt  9  y  dt 


(2xy)(2t)  +  (x2)Or) 


=  (2f5)(20  +  (r4)(3r2)  =7/6 


Alternauvamente,  podenios  expressar  z  direlatneme  como  uma  fun^ao  de  rt 


z  =  x2y  =  (t2)2(t')  =  t1 

e  cntSo  dcrivar  para  oh  ter  dzjdt  -  7  A  Conludo,  esle  procedi  men  to  item  sempre  sera 
convcniente,  < 


►-  Exemplo  2  Suponha  que 

Z  =  s/xy  4-  v ,  x  =  cos  0,  y  =  sen  G 
Use  a  regra  da  cadcia  para  cnconirar  dzfdO  q  nan  do  $  —  jt/2. 


Soiugdo  Pel  a  regra  da  cadeia  com  0  no  lugai  de  u 

dz  dz  dx  dz  dy 
de  ~  Sx  de  +  jj Zde 

obtemos 

”  =  ^(-vv+  v)~in(y)(-senG)  +  ^(xy  +  y)~i/2(x  +  i)(co  $0) 
d9  2  2 


Quando  0  —  Till,  temos 


y 


I 


Confirms  o  resultado  do  Exempfo  2 

Substitumdo x  =  0t  y  =  !, 

expressando  z  diretamento  como 

dz 

fun^So  de  8. 

dO 

0=jf/  2 


=  2(i)<i)<-i>  +  2ci)(i)<o)  =  -2  ^ 


Ha  muitas  variances  nas  noiagoes  da  derivada,  cada  uma  das  qua  is  da  k  regra  da  cadeia  uma  lornna  diferente. 
Se  z  —  jT(x»  y) ,  ondo  v  e  v  sao  fungoes  de  lt  entao  algumas  possibitidades  sao 
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Calculo 


rid  ci 


c  rcma  14  5  1  icm  uma  c  ten  a  natura  ura  ungoe  w  —  f  x,  y,  z 


c  Ire  a 


14.5.2  tkokkma  (Regret  da  Cadeia  de  Tres  Varidveis)  Se  cada  uma  das  /undoes 
x  =  x  r ,  y  -  y  /  c  z  =  z  t  forem  diferencidveis  em  t  e  se  w  =/  x,  >\  z  for  diferencidvef 
no  panto  x>  y\  z  =  x  t ,  y  t  y  z  t  t  enfdo  w  =f  x  t  ,  y  i  ,  z  t  e  diferencidvel  em  t  e 

dm  9  to  dx  9  to  dy  dwdz 

dt  dx  dt  ^  3y  dt  ''  dz  dt  ^ 

onde  as  denvadas  comtms  sdo  caladadas  em  f  e  as  denvadas  partial?  sdo  eafadadas  em 

x,  yt  z 


ma  a 
eu  ar  6rm  n  a 
ini  name  nd 
^oixenire  aria 


rind  ai  uil  i  a  c  a  regra 
ara  a  eri  a  a  a  c  m  la 
lani  r  ermiiirem  ca  cu  ar 
eri  a  a  Para  i  li  trar  i 


a  ca  eia  ara  ungOe  c  uma  arid  c  i  ca 
e  uiigcle  e  rema  14  5  I  e  14  5  2  a 
orrna  a  uant  r  ermiiirem  e  rirmrfrta- 
arn  rc  er  1 6  ic  e  eri  aga  im  feita  e 


r  b  ema  c  La  a  rc  aci  na  a 


■  DER1VAQAO  1MPLIC1TA 

n  i  ere  ca  e  ecia  em  mz-fx,y  cuma  unga  e.x  eye  ve  tuna  umga  i  eren 
dd  e  ex  Etna  aE  uaga  3  a  a  a  er 

dt  _  3/  dx  j  df  dy  _  df  ^  df  dy 
dx  4r  dx  dy  dx  dx  3y  dx 

E  ere  u  ta  e  erua  araene  titrar  eri  a  a  e  urtgoe  ue  e  ta  clini  a  im  i 
citameme  P  re  em  ,  u  nba  ueae  uaga 


efinavim  icitamenlec  m  uma 
ene  mrar  dyidx  Deri  an  amb 


f(x,y)  =  c 

ungd  i  erencia  e  0  x  C  rice  team  in  Lore  a 
a  e  em  re  aga  axe  a  ican  5,  btem 


im,  cdfldy^  0,  rc  u  ta 


<)f  .  »fdy 
•  “•  * — — 

tiv  dy  dx 


dy  df /dx 

dx  df /dy 


e  umin  ,  tem  re  u  la  eguinte 


cm 


Mostre  que  a  funcao  y  =  jc  estd  detini- 
da  tmplidlamenle  peia  equacao 

x1  -  2  xy  -1-  y2  =  0 

mas  que  o  Teorema  14.5.3  nao  pode 
seraplicado  para  descob ri r  dy/dx. 


14.5.3  teo  em  a  Se  a  eq  ttagdo  f  x,  y  =  c  defin  i  r  y 
diferencidvel  de  x,  e  se  df/dy  0,  entdo 

imp  ( ic  t torn  en  re  con  to  u ma  ft  u  tedo 

dy  _  df/B x 

1 

dx  df/  dy 

►  Exemplo  3  Da  ue 


VJ  _j_  y~x  „  3  __  o 

eri  aga  im  feita 


etermine  r/y/r/x  u  an  7  e  erifi  ue  re  u  ta  u  an 
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Solu^ao  Per  (7)  com  /(a\  y)  -  x7  +  ylv  -  3, 

dy  _  dffdx  _  \x* 2  +  r 

dx  Bf/dy  2yx 

AIiemaLivamente,  den  van  do  impli  diamante  a  equa^ac  dada,  obtemos 


on 


dy  3x2  +  yz 

dx  2  yx 


o  quo  6  coils  is  [entc  com  o  re  suit  ado  obi  id  o  por  (7).  < 


M  PROBLEMAS  DE  TAX  AS  RELACIDNADAS 

Os  Teoremas  14.5.1  e  14.5.2  nos  forneccm  lima  perspective  adicional  sobre  problemas  de 
taxas  relacionadas,  como  os  quo  vimos  na  Segao  31.7. 


►  Exemplo  4  A  que  taxa.  est&  variando  o  volume  do  Lima  eaixa  retangular  sc  sou  com- 
primento  e  de  8  cm  e  esta  aumentando  a  3  cm/s,  sua  largura  6  de  f>  cm  e  esta  aumentando  a 

2  cm/s  c  sua  all  urn  e  de  4  cm  e  esni  au  men  iando  a  1  cm/s? 


Soiugao  -So | am  a\  y  c  z  o  comprimemo.  a  largura  c  a  altura  da  caixa.  respect  ivatnente,  c  seja 
t  o  tempo,  cm  segundos.  Podemos  iriLerpretar  as  Lax  as  dadas  como  as  dcrivadas 


no  instante  ein  que 


dx 

dy 

dz 

(8) 

-  3, 

;  -  2  e 

--  1 

dt 

dt 

dt 

x  =  8. 

y  =  6  e 

z  =  4 

(9) 

Queremos  encontrar  dVidt  nesse  instante.  Para  isso,  usarnos  a  formula  V-xyz  do  volume 


para  obicr 


dV  d  V  dx  dVd y  dV  dt 
—  _ - + - £  + - - 

dt  dx  dt  dy  dt  dz  dt 


+  x: 


dy 

dt 


o  Exemplo  4  usando  os  m6to- 
do-s  da  S&cao  3,7,  Qua  ragra  de  derP 
vacao  sudstslur  a  regra  da  oadeia  §m 
sua  solu^So? 


Subsbtuindo  (8)  c  (9)  nessa  equa^ao,  resulta 

=  (6){4)(3)  +  (8)(4)(2)  4-  (8)(6)(1)  =  184 
dt 

Assim,  a  volume  esta  crescendo  a  uma  laxa  de  184  cm  Vs  no  instante  dado.  M 


M  REGRA  DA  CADE1A  PARA  DERIVADAS  PARC1A1S 

No  Tcorcma  14.5.1,  cad  a  uma  das  vanaveis  a  c  y  e  lungfio  de  Lima  unica  variavcl  t.  Consider 
rare  11105,  agora,  0  easo  cm  que  x  c  y,  sao  fun  goes  dc  duas  vanaveis.  Sc  ja 

z  =  fix,  y)  00) 

c  suponha  que  x  e  y  sejam  f undoes  dc  it  c  v,  digamos 

x  —  x{ut  v)r  y  -  y(tt ,  v) 

SubsbLuindo  essas  tunqoes  de  u  e  u  em  ( 1 0),  obtemos  a  relaqao 

z  =  f(x(u t  v),  y(u,  v)) 

que  ex  pres  sa  z  como  uma  funqao  das  duas  vanaveis  it  e  v.  Assim,  podemos  perguntar  pel  as 
derivadas  parciais  Szfdit  e  dz/dv  e  podemos  tndagar  sobre  a  relaqao  entre  ess  as  derivadas  e  as 
derivadas  dz/dx,  dz/dy,  dx/du,  dx/du,  dy/dit  c  dy/dv. 
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14.5.4  teorema  (Regra  da  Codeia  de  Dims  Vandveis)  Se  x  —  x(u,  v)  e  y  —  y(/it  u) 
th  erein  derivadas  parciais  de  primeira  ordem  no  panto  (it,  y)  e  se  z  —/U,  y)for  diferen- 
cidvel  no  panto  (pin,  v"),  y(u,  l.1)),  entdo  Z  —  f(x(u,  v),  y(u,  u))  rein  derivadas  parciais  de 
primeira  ordem  no  panto  (it,  v)  dadas  por 

Bz  _  Sz  3 A  Bz,  By 
dti  Bx  dii  By  Bu 


3  c  Bz  Bx  dz  By 
Bv  Bx  fir  By  Bv 


i y k mo nstra£ ad  Se  v  for  mantido  fixo,  emao  x  =  x(u,  v)  e  >'  -  y(u,  v)  tornam-se  f undoes 
somenle  de  it.  Assim,  voltamos  ao  case  do  Teoretna  1 4.5.  \ .  Se  apliearmos  esse  teorema  com  u 
no  lugar  de  i T  e  se  usarmos  B  em  vez  de  d  para  indicar  que  a  variavel  v  esti  fix  ad  a,  cbtemos 


Bz  Bz  Bx  Bz  By 
du  Bx  Bn  ^  By  Bn 

A  formula  para  e  Bz/Bv  e  deduzida  de  mancirn  analoga*  ■ 


If  v  |  k  v 


&Z  _  Bz  dz 

dv  Sx  Bv  By 


Figura  14.5.2 


A  Figura  34.5,2  mostra  os  diagram  as  de  arvore  para  as  formulas  do  Teorema  J  4.5.4.  A 
formula  para  Bz/Bu  pode  ser  obtida  traeando  todos  os  caminhos  atraves  da  arvore  que  come- 
^am  em  z  e  terminam  em  u,  e  a  fbrmula  para  Bz/Bv  pode  ser  obi  id  a  tra^ando  todos  os  cami¬ 
nhos  atraves  da  arvore  que  eomegam  em  z  e  terminam  em  ir 


►  Exempto  5  Dado  que 

z  —  exy  7  x  —  2  H  +  y,  v  =  u/v 
enconire  BziBu  e  Bz/Bv  usando  a  regra  da  cadeia. 


Sol do 


Bz 

Bit 


Bz  Bx  Bz  By  ,  ....  ^  vv  /l  , 

—  —  +  — =  (ye  -  )(2)  +  UrT>)  -  = 

Bx  Bit  By  Bu  \v 


x 

2  y  +  - 

v  J 


..v  >■ 


Bz 

Bv 


2w  +  2u  +  vl  e(2ll+P)(llh}  =  T4«  +  !  u 

V  V  J  \_  V 

Bz  Bx  BzBy  /  it  \ 

T  T  +  IT  -T  =  >< 3 )  +  ) 

ox  Bv  Bv  dv  \  u-/ 

■/ 

[’V  —  x  ^  ^  J  exy  =  —  —  (2 u  4-  v)  ^  ;  j  j  +  tr) 


=  \y-x 

- 


IV 


O  Teorema  14.5,4  tern  uma  extensao  natural  para  funed^s  w  -fix,  y,  z)  de  ties  variavds, 
que  enuneiamos  sem  prova. 


14.5.5  teorema  [Regra  da  Cadeia  de  Ti  es  Vandveis)  Se  x  —  x(u,  v),  y  —  y(n,  v)  e 
Z  -  z(a,  u)  live  re  ns  derivadas  parciais  de  primeira  ordem  no  panto  {h,  n)  e  se  afunydo 
w  =  f(x,  y,  z)  for  diferenddvel  no  ponto  (a(h,  v),  y(u ,  v),  z(itt  v)),  entdo  afungdo  w  = 
f(x(u ,  v),  y(u ,  v),  zUp  u))  tern  derivadas  parciais  de  primeira  ordem  em  (tp  v)  dadas  par 

3  a?  Bw  3a  Bw  3y  3  a?  3^  Bw  3a  3uj  By  3u?  Bz 

Bu  3a  du  ^  By  Bit  3^  Bu  C  Bv  3a  Bv  3y  Bv  Bv 
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\r 


u  y  It 


it 


ihv  #u.i  tlv  But  th-  i^w.i 

i#H  <J.t  Bu  +  c)v  <lu  +  dz  Bit 


Bw_BwBx  Bu>  By  ftwftz 
M  3*  dv  By  Bv  ## 


Figura  14*5.3 


►  Exemplo  6  Suponhaque 

v)  =  exyzt  x  =  3m  +  v,  v  —  3w  —  v,  z  —  ulv 
Use  formas  apropriadas  da  regra  da  cade i a  para  deierniinar  dw/du  e  dw/ Si\ 

Sofugao  Do  diagrama  de  arvore  e  das  eorrespondentes  formulas  na  Figura  14,5.3,  obtemos 
ihv 


e 


iht 
dw 


=  yze*yzO)  4- A^vvr(3)  H-,ry<?'rr£{2MU)  =  e,r}“(3 yz  +  3 xz  +  2xyuv) 


—  yzevyz([ )  4-  xzy'xyi"(~  J )  +  xytrxy*(u£}  =  exyz{yz  —  xz  4-  xyu2) 


Bv 


Se  dcscjatmos,  pod  cm  os  cxprcssar  dw/du  c  Bw/dv  cm  termos  dc  u  c  v  apcnas  substituindo  a-, 
y  e  z  p or  suas  cxprcssGes  cm  termos  de  u  c  u.  < 


■  OUTRAS  VERSOES  DA  REGRA  DA  CADEIA 

A  regra  da  cade i a  pode  $er  estendida  a  lun goes  w  =  f(v\ ,  ,  vn)  de  n  variaveis,  mas  n5t> 

demonstremos  essas  extensoes*  For  exemplo,  se  cada  vt  6  uma  fungao  de  t,  para  i  = 
a  formula  pert  monte  c 


dw  Bw  dv i  Bw  dvi  i)w  dVrt 

+  -  —  +  + 


dt  dt  dt 


Bvn  dt 


(H) 


Observe  que  ( 1 1 )  e  uma  extensao  natural  das  Formulas  (3)  e  (4)  dos  Teoremas  14.5  J  c  14,5*2, 
respectivamenle. 

Existe  uma  infmidade  de  variances  da  regra  da  eadeia,  depen dendo  do  niimero  de  va- 
riaveise  da  escolhadas  variaveis  independent's  edependentes.  Uni  bom  procedimcnLoprd- 
l i co  e  utili/ardiagramas  de  arvores  para  deduzir  novas  versdes  a  medidaque  Ibrem  necessd- 
rias.  Para  as  fungous  que  costumamos  encontrar,  essa  ahordagem  da  resultados  condos. 


UJ 


p  $  0  p  n  &  p 


* 


ftw  «1jj'  iU'  3wj  rliy  ftrr  Hz 

ftp  a.v  ftp  fiy  ftp  ftz  ftp 


_  ifu.'  FU  ciwJ  E)y 
ftft  ~  ftx  + 


Figura  14,5.4 


►  Exemplo  7  Suponha  que  w  =  x  +  y~  -  z"c 

x  —  p  sen  fp  cos 0 ,  y  —  p  sen  <p  sen  0r  z  =  p  cos ■ 

Use  formas  apropriadas  da  regra  da  eadeia  para  deierniinar  dw/Sp  e  Uw/BO. 

Soluqdo  Do  diagrama  de  arvore  e  das  torrmi  las  correspond entes  na  Figura  14,5.4,  obleinos 

dw 


dp 


dw 

~d$ 


~  2a  sen  <p  cos  0  +  2y  sen  (j> sen  0  —  2z  cos  (p 
=  2 p  sen2  4>  cos2  4  +  2 p  sen2  4>  sen2  $  -  2 p  cos2  <p 
=  2f)  sen-  tp{ cos2  6  +  sen2  6)  —  2 p  cos2  <p 
^  2/? (sen2  (p  —  cos2  <P) 

=  —2 p  cos  2<p 

=  (2a )(—p  sen  <p  sen  4)  +  (2 y)p  sen  <p  cos  0 
—  —2 p2  sen2  <P  sen  0  cos  0  +  Ip2  sen2  <p  sen  8  cos  0 
=  0 


Esse  resultado  c  expUeado  pelo  fa  to  que  w  nao  varia  com  0-  Podemos  ver  i  sso  di  retain  eute 
expressando  as  varia ve is  v,  y  e  z  em  termos  de  p,  o  e  4  na  formula  para  u!.  (Verifkjue  que 
w  =  -  ff  cos  20.)  < 
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dw_  _  ihy  ftw  dy  Siuriz 
dx  dx  +  &y  dx  +  Dz  dx 

Figura  (4.5,5 


►  Exempfo  8  S upon ha  que 


w  —  xy  +  yz,  v  —  sen  _v,  z  “  e 
Use  uma  forma  apropriada  da  regia  da  cade i a  para  determ inar  dwfdx. 


Sotu cdo  Do  di ag ra m a  de  a rvore  e  da s  16 mi  Lilas  cones pon de n\ es  n a  Figura  (4.5,5,  obt e mos 


—  =  y  H-  (x  +  z)  cos  x  4*  ye* 
dx 

—  sen  x  4-  (x  4-  ex )  cos  a  4-  ex  sen  jg 

Esse  resullado  pode  ser  obcido  tambsfm  expressando  w  explicitamente  em  terinos  de  x  como 


w  =  x  sen.  x  4-  ex  sen  x 

e,  enlao,  derivando  em  rela^ao  a  x;  contudo,  uma  tal  subslituigao  direia  nem  sempre  6 
possfvel.  + 


ADVERTENCIA 


O  arm  bob  <K.  ao  contra rio  da  diferendal  dz.  nfio  tern  sign  if  bade  prdprio.  Por  sxiempb,  sa  ttssamos  “cancel ar" 

...  ....  .  ■  .•  • '  .  '  ■  '  *  •  .  '• 

si'mboioads  derivadas  parciais  na  formula  da  r-egra  da  cadeia 

dz  _  tfz  dx  <)z  dy 
tht  a  a  Hu  ^  f)v  Hu 


obleriamos 


o  quo  £  felso  no  caso  em  quo  HzJHu  ^  0. 


#7  _  Hz, 

3h  du  Hu 


Em  cada  uma  das  expressoes 

7  =  sen  av,  ~  = 


*y 


1  4-  xy 


z  = 


as  variaveis  independemes  ocorrcrn  apenas  na  eombinaqao  x\\  logo  a  substituigSo  t 
a  expressao  para  uma  fungao  de  uma  variavel: 


xy  red  u  z 


Z  =  sen  t,  z  — 


I  4“  f 


==  e 


Reciprocamente,  so  coniegarrnos  com  uma  fungao  de  uma  variavel  z  —/(f)  e  substituinnos 
f  =  xy,  obtemos  uma  futi^ao  z  — /(xy )  na  qual  as  variaveis  aparecem  apenas  nacombinag&o 
xy.  Nas  aplica$6est  freqiienlemenie  surgeni  f  Lingoes  cujas  variaveis  ocorrem  em  combi  na- 
(joes  (ixas. 


►  Exemplo  9  Most  re  quo  sc/ for  difercneiavel,  entao  uma  fungao  da  forma  z  =f(xy )  sa~ 
lisfaz  a  equagao 

dz  dz 

x—  -  y  ——  —  0 


Sola^do  Tomando  t  —  xy\  iemos  z  — /( f).  Do  diagram  a  de  irvore  na  Figura  14.5.6  obtemos 
as  formulas 


Figura  14.5.6 
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EXERC1CI0S  DE  CGMPREENSAO  14.5  (l /er  p£gina  978  para  respostas.) 


1 .  Suponha  que  z  =  xy  e  que  a-  e  y  sejam  fungtfes  difereneiaveis 

de  t  com  x  =  1,  y  =  -  I  +  dxfdt  =  -2  e  dyidt  -  3  quando  t  =  -1 , 
Entao  dzfdi  - _  quando  /  =  -1. 

2.  Si]  ponha  que  C  seja  o  grafieo  da  equnqao/(.i.  y)  -  1  e  que  essa 

equate  defina  y  implidtamente  como  uma  fmigao  diferen- 
cidvel  de  .v,  Sc  o  pon  to  (2,  ] )  pertence  a  C  com  fx{ 2,  1 )  -  3 
e  j\(  2.  I )  =  —  I »  entao  a  ret  a  Lange  me  a  C  no  ponio  (2,  ! )  Lem 
i  riel  i  naqao _ , 

3.  Um  reLangulo  estd  crescendo  de  tal  modo  que,  quando  seu 
co Er pri memo  mede  5  cm  e  sua  largura  2  cm*  o  comprimento 


estu  crescendo  a  uma  lax  a  de  3  cni/$  e  a  largura  es!d  crescendo 
a  uma  tax  a  de  4  cm/s,  Nesse  in  si  ante,  a  dnea  do  reding  u  I  o  esid 
crescendo  a  uma  tax  a  dc  _ 

4*  Suponha  que  £  -x/y.  onde  x  e  y  sao  tiinqocs  diferenclaveis  de 
u  e  t.'  Lais  que  A1  =  3*  y  =  I ,  Bx/du  =  4,  Bx/dv  =  “2,  By/Bu  =  3  e 
dy/Bv -  -1  quando  u  =  2  e  v  =  1 .  Sc  u  -  2  e  v  =  L  entao  iizfdu  = 
_ e  dzfdv  = _ . 


EXERCICIOS  14,5 


1-6  Use  uma  forma  apropriada  da  regra  da  cade i a  para  determinar 
dzjdh 

1.  z  =  3aV;  a-  - 1 ,  y  =  f 

2.  z  =  ln(2.r2  4-  y);  x  —  y  —  f2p'3 

3.  z  =  3  cos  x  -  sen  xy:  x  =  \/L  y  =  3( 

4.  z  =  v  1  4  x  —  2 xy4;  x  =  In  /,  y  —  f 

5.  z  =  e  ;  a  =  /  ,y  =  / 

6.  £  =  cqsIi2av;  x  =  d2.y  =  et 

7-10  Use  uma  forma  apropriada  da  regra  da  cade i a  para  deter¬ 
minar  dwfdt. 

7 .  w  =  Sx  ~y*z J :  x=t\y  =  t\z  =  t' 

8.  i  =  In  (3r  -  2y  +  4 z)\  x  =  i  u\  y  =  z  =  f 2 

9.  w  =  5  cos  xy  -  sen  A  t;  a  =  1  /i*  y  =  u  Z  =  / ' 

10.  w  =  yl  +  x  -  2yz4x;  x  —  In/,,  y  =^t,z=4t 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


11.  Suponha  que 

w  =  x:'y2z4:  x  —  r ,  y  =  r  +  2,  t  =  2/4 

Eneontre  a  taxa  dc  varbtcao  dc  nr  ein  rela^ao  a  /  em  {  =  1 
u san do  a  regia  da  cadeia  e  entao  confira  sua  nesposta  ex- 
pressando  w  como  uma  fungao  de  /  e  dei  ivando. 

12»  Suponha  que 

w  =:  x  sen  yzr  ;  x  =  cos  i,  y  =  t1,  z  —  e! 

Eneontre  a  tax  a  de  varia^ao  de  w  em  rela^ao  a  /  em  /  =  0 
usando  a  regia  da  cadeia  e  emfto  confira  sua  resposia  ex- 
pressando  w  como  uma  fun^ao  de  /  c  dcrivando. 

13.  Suponha  que  z  =/(.r,  y)  seja  difcrenci£vd  no  ponto  (4.  8) 
com  fx  (4.  8)  =  3  e  /,  (4.  8)  =  —  L  Se  x  =  t2  e  y  =  r\  en- 
contrc  dz!di  para  t  —  2, 

1 4,  Su  pon  li  a  q  ue  w -f(xy  y ,  z )  sej a  di  fere ne iavel  no  pon  to  ( 1 , 0, 2) 
com  fj L  a  2)  —  L  fy ( U  a  2)  —  2  e  /,{! ,  0,  2)  =  3. 


Se  x  =  f *  y  =  sen(^f)  e  z  =  r  +  I,  eneontre  dwfdi  para 
t~  I. 

15.  Exp! i que  como  a  regra  da  derivada  do  produto  de  funqoes 
de  uma  so  varidvel  pode  ser  vista  como  uma  decorrencia  da 
regra  da  cadeia  aplieada  a  uma  funqao  particular  de  duas 
variaveis. 

16.  Um  aluno  tenta  dedvar  a  fungao  .r¥  usando  a  regra  da  deri- 
vada  de  potencies,  obtendo  o  resiiltado  errado  .v  ■  xx"K  Um 
omro  aluno  tenta  derivar  ,vA  tratando-a  como  uma  funqao 
exponential .  obtendo  o  resuEtado  enado  (In  a  )a  t.  Use  a  re¬ 
gra  da  cadeia  para  explicar  por  que  a  derivada  correta  e  a 
soma  desses  dois  resultados  errados. 


17-22  Use  uma  forma  apropriada  da  regra  da  cadeia  para  determi- 
nar  BztBu  e  dzfdu. 

17.  z-  8a 'y  -  Zx  +  3,v;  x  -  uv.  y  -  u  -  v 

18.  z-  a3  -  y  tg  a;  x  -  id  i\  v  =  ifv~ 

19*  z-  a 7y;  x  -  2  cos  w,  y  =  3  sen  v 

20.  z  -  3a  -  2yi  a  -  it  +  l-1  In  uy  y  =  if  -  u  In  v 

21.  z  =  x  —  v'TTu.  y  =  l/v 

22.  “  =  cos  a  sen  y;  x  =  u,  y  =  if  +  v1 

23-30  Use  formas  apropriadas  da  regra  da  cadeia  para  encontrar 
as  derivadas, 

23.  Seja  T  =  x'\—xy  +  2;  x  -  r  cos  0%y=r  sen  0.  Eneontre  STfdt  e 
8TM. 

24*  Sejam  R  =  c2s_/2;  s  =  3p*  t  =  61'2.  Eneontre  dR/do. 

25.  Sejam  /  =  tdv:  a  =  x~  —  y,  v  =  4xy \  Eneontre  Bt/dx  e  3f/By. 

26.  Sejam  w  =  rsH r:  +  O;  r  =  wr1*  s  ~  u  -  2v.  Eneontre  dwfdu  c 
dw/dv, 

27.  Seja  z  =  In  (a"+  I  )*  onde  a  -  rcos  0.  Eneontre  BzJdrc  dziftO. 
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28*  Seja  u  =  rb  In  /,  r  =  a\  s  -  4 v  +  I ,  f  =  xy  .  Determine  BiJdx  e 
(htfdy. 

g  7  *> 

29,  Seja  w  =  4.U  4  4y“4  z\  jc  =  p  sort  &  cos  fl,  y  =  p  sen  sen  0, 
;  =  pcos  o.  Determine  dud  dp,  dud  do  e  dw/dO. 


30*  Seja  w  =  3jt:y2r\  v  =  3x2  -E-  2,  z  —  yfx  —  1 .  Encomre  rfw/r/y* 

31 .  Use  uma  regra  da  cad  eta  para  determiner  o  valor  dc  — 
se  m  —  r 1  —  r  tg  0\  r  =  */s,  &  —  its. 

32.  Use  uma  regra  da  cadeia  para  detenu inar  o  valor  tie 


.¥=1/4 


v 

3« 


e 


fd— i,  [i=— ^ 


v 

Sv 


di-=]  w=-3 


sc  /(.r,  v)  =  .r2y2  —  a  +■  2y;  ,v  —  ^/u*  y  —  m  tr\ 
33 .  II  se  ti  ma  regra  da  cadei  a  pa ra  determ  i  na r  o  va  I  or  de 


B: 


dr 


Sz 

d& 


r—2M=7r/fi 


se  z  =  avcv> ;  x  =  r  cos//,  y  =  /•  sen#. 

34*  Use  uma  regra  da  cadeia  para  determinar 
*=r,  y=f4?. 

i. 


tk 


ill 


se  z  =  .v  v; 


/=3 


35-38  Use  o  Teorcma  14.5.3  para  encontrar  dy/dx  e  vcrifique  sen 
re  su  I  tado  us  and  o  d  i  lercnc  i  agao  i  m  p!  fci  t  a. 


35.  x~v?  4  cos  v  —  0 


36*  xs  -  3xv*  4  y'  -  5 


37.  £-"  4  ye  =  I 


38.  .y  —  ^fxy  +  3 v  =  4 

39.  Suponha  que  /  (a,  y,  z)  -  0  defina  z  implieitamente  come  uma 
fungao  de  .v  e  y.  Most  re  que  se  SFfdz  ^  0*  enLao 

&Z  BF/Bx 


Bx 


BF/B 


40.  Suponha  que  F(x,  y*  z )  -  0  defina  z  implieitamente  come  uma 
fungio  de  x  e  y.  Most  re  que  se  BF/Bz  ^  fk  entao 

BF/By 


Bz 

Bv 


,  ■? 
y*  >4- 


41-44  Encontre  Bz/Bx  e  Bz/Sy  por  derivagao  implfcita  e  con  hr  me 
que  o  resultado  oblido  d  consistence  com  os  anted  padns  pelas  fen 
mu! as  nos  Exerricios  39  e  40. 


41 .  x2  -  3 yz2  4  xyz  -2  =  0 

42.  in  (1  +  z)  4. it"  4  z  —  I 

43.  yer  —  5  sen  3z  =  3z 

44.  41'  cos  yz  -  F'  sen  xz  4  2  =  0 

45*  Du  as  rodovias  intei'sectam  cm  tun  angulo  rcto.  O  carrot,  mo- 
vendo-se  sobre  uma  das  rodovias.  aproxima-se  da  intersegao 
a  25  km/h,  e  o  caiTO  B.  movendo-se  sobre  a  outra  redo  via, 
aproxima-se  da  inlerse^ao  a  30  km/h.  Com  que  lax  a  estd  va- 
riando  a  distancia  entre  os  carros  quando  /\  esta  a  0,3  km  da 
Sntcrscgao  c  8  esta  a  0,4  km  da  intcrscyao? 

46*  b sc  a  lei  dos  gases  ideals  P  =  Ar7/Vreom  Vr  cm  polegadas  cubi- 
cas  (pol ').  7  em  kelvins  (K)  e  k  =  30  pol  *  Ib/K  para  determinar 
a  tax  a  segundo  a  qua  l  a  ternperatura  tie  um  gds  esta  variando 


quando  o  volume  for  de  200  pol3  e  crescendo  a  uma  lax  a  dc  4 
polVs,  enquamo  a  pressao  for  5  lb/pol3  e  decrescendo  a  uma 
tax  a  de  [  lb/pol7s, 

47*  Dois  lados  de  um  triangulo  tem  compri memos  a  =  4  cm  e 
b  -  2  cm,  mas  esiao  crescendo  a  uma  tax  a  de  1  cm/s.  Sc  a 
area  do  triangulo  permanecc  constanle,  a  que  taxa  esta  va¬ 
riando  0  angulo  0  entre  a  e  h  quando  0=  jt/6? 

48*  Dois  lados  dc  um  iri angulo  tern  compri  memos  a  ~  5  cm  e 
b  =  10  cm,  e  o  angulo  entre  eles  e  0-  jr/3.  Se  a  estiver  des¬ 
cend  o  a  uma  tax  a  dc  2  cm/s*  b  estiver  crescendo  a  uma  tax  a 
de  I  cm/s.  e  0  manlendo-se  cons  la  rue.  a  que  lax  a  esta  cres¬ 
cendo  ou  decrescendo  o  tercel ro  lado?  |57gt\v^7r>:  Use  a  lei 
dos  cosscnos.l 

49,  Suponha  que  a  pane  de  uma  drvore  que  6  utili/dvel  como  ma¬ 
de!  ra  seja  um  eilindro  circular  rcto.  Sc  a  alnira  utiltzavel  da  ar- 
vorc  cresec  a  uma  laxa  dc  2  pd$  por  ano  c  o  diametro  utilixdvel 
cresce  a  3  pol  por  ano,  com  que  velocidade  cresce  o  volume  da 
madeira  uiilr/.dvel  quando  aaltura  utilixdvel  dudrvore  for  de  20 
pcs  e  o  diametro  utiiizavei  for  de  30  pol?  [  1  pe  =  3  2  pol.] 

50.  Suponha  que  uma  part  feu  I  a  movendo-se  ao  longo  de  uma  placa 
dc  metal  no  piano  xv  ten  ha  a  velocidade  v  =  i  -  4j  (cni/s)  no 
ponto  (3.  2).  Dado  que  a  ternperatura  da  placa  nos  pontes  do 
piano  at  c  T(\\  y)  =  _f  !n  a,  a  >  I .  cm  gratis  Celsius,  determine 
dT/di  no  ponto  (3,  2). 

51*  O  compri mento*  a  largura  e  a  allura  de  uma  caixa  reiangularcres- 
cem  a  uma  tax  a  dc  I  pol/s.  2  pol/s  e  3  pol/s.  nespectivamente. 

(a)  A  que  taxa  o  volume  csLa  crescendo  quando  o  co m prime n- 
to  e  2  pol.  a  largura  3  pol  e  a  alt  lira  6  pol? 

(b)  A  que  laxa  esta  crescendo  o  compri mento  da  diagonal  na- 
quele  in  statue  7 

52,  Considere  a  caixa  do  Exercfcio  5 1 .  A  que  laxa  esul  au mentando 
a  drea  da  supcrffcic  da  caixa  no  dado  in  startle? 


53-54  Uma  fun^ao/(-v,  y)  c  denominada  homogenm  da  gran  n 
sc /(/a*  rv)  -  F  fix*  y)  para  i  >  0.  Essa  lertninologia  c  ncccssdria 
nesses  exercicios. 


53,  Em  cada  parte,  mostre  que  a  fungao  c  homogenea  e  determine 
sen  gray. 

(a)  f{x*  y)  =  3.U  4  y1  (b)  fix ,  y)  =  /v2  +  y3 

(c)  f(x*y)-xzy-2y 


(d)  /(■*'. V 1  ^  2v2y_ 


54*  (a)  Mostre  que  se  f(x,  y)  for  uma  fungao  homogenea  dc  gran  n* 
entao 

X-z-  +  v—  -  nf 
8  a  c)  v 


\St(%eMao:  tome  tt  -  ix  eu=  ty  em  f(tx,  ly)  e  derive  ambos 
os  lados  dc  f(u ,  v)  -  F  f(x,  y)  cm  rdaguo  a  /.] 

(b)  Confirme  que  as  fungoes  do  Exercicio  53  satisfazem  a 
cquagao  da  pane  (a). 

55.  (a)  Suponha  que  z  -/(«)  =  g(x,  y).  Desenhe  um  diagrama 

de  arvoTc  e  use-o  para  constmir  as  regras  da  cadeia  que  ex- 
pressam  Bijdx  e  dz/By  em  term  os  de  dzfdu ,  Btt/Bx  e  Bu/dy. 
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(h)  Most  re  que 


d^Z  dz  B2u  i :Ilz  f  Bu  V 

3.v2  du  3.v2  '  du2  \3.v 

32z  dz  B2it  d2z  f  Bit  \ 

By2  da  By2  da2  v  By 

B2z  dz  B2u  d2z  Bu  Bit 

-f 


ByBx  du  3y3x  du2  Bx  By 
56.  (a)  Seja  z  —  fix"  -  y2}.  Use  o  result  ado  do  Exerefcio  55  (a)  para 


mostrar  que 


3z  dz  . 
v—  +  x  —  =  o 


Bx 


By 


fh)  Seja  z  =  / (,v  y),  Use  o  resultado  do  Exerefcio  55  (a)  para 
mostrar  que  ^ 

x~  -  Vtt  -  § 

Bx  By 

(c)  Confirme  o  resultado  da  pane  (a)  no  case  em  que 
z  =  sen/C  -  y’)„ 

(d)  Confirme  o  resultado  da  parte  (b)  no  caso  em  que  z  —  e'\ 

57.  Seja  /  uma  fungao  diferencidvel  de  uma  vari&vel  e  seja  z  = 
fix  4-  2v).  Mostre  que 

2—  —  —  =  0 
8x  By 


58.  Seja /uma  fungao  difcrenciavel  de  uma  va  navel  e  seja  z 

}  J. 

fix"  +  v~).  Mostre  que 

BZ  dz 

v - x —  —  0 

3x  B  v 


(c)  Use  os  resuliados  das  partes  (a)  e  (b)  para  mostrar  que 

f)i  ‘dz  \‘dz 

—  =  “■  cos#  —  “  sen  9 
Bx  Br  r  89 

Bz  Bz  \Bz 

- — ■  =  —  sen  &  +  —  ■ —  cos  B 
By  Br  r  BO 

(d)  Use  o  resultado  da  parte  (e)  para  mostrar  que 

Bx)  \By)  \  3/  /  r2\B0 

(e)  Use  o  resultado  da  pane  (c)  para  mostrar  que  se  z  =f{x,  y) 
satisfaz  a  equagSo  de  Laplace 

^|  +  ^  =  o 

3  .r  2  3y2 

entao  z  ~  g(r,  0)  satisfaz  a  equagao 


B2z  3  B2z  1  Bz  _ 
+  +  -  —  =0 


Br2  r2  BO2  r  Br 

e  red  proc  amen  te,  A  ultima  equagao  aeima  e  chamada  de 
forma  polar  da  equaqdo  de  Laplace . 


64.  Mostre  que  a  fungao 


z  —  arc  tjst 


lx  y 


X 


2  „  v2 


satisfaz  a  equagao  de  Laplace;  entao.  faga  a  substituigao 
,v  =  r  cos  if  v  -  r  sen  0  e  mostre  que  a  funqfio  resultante  de  r  e 
1 0  sat  is  fax  a  forma  polar  da  equaqao  de  Laplace,  dad  a  na  parte 
(e)  do  Exerefcio  63. 


59.  Seja/ uma  fungao  difcrenciavel  dc  uma  vuriavel  e  seja  w 
f(it).  ondc  tt  -  x  +  2y  +  3z.  Mostre  que 

B  wj  3  w  3  to  dw 

3a  ^  By  3z  du 


6ft,  Seja  /uma  fungao  diferenci^vd  de  uma  variavd  e  seja 
/(pX  onde  p  =  (x  +■  y  "  +  zT'~-  Mostre  que 


w  = 


dw 

Bx 


+ 


3  w 
By 


+ 


B  w 
Bz 


_  fdwX 
~ \dp) 


til.  Seja  z  =f(y  ~  y,  y  —  x).  Mostre  que  BzJBx  +  3z/3v  =  0. 

62.  Seja / uma  fungao  diferenciavd  de  tres  varidveis  e  suponha  que 
w  -  fix  -  )\  y-z-z  —  x),  Mostre  que 

dw  dw  dw 
3a  3v  +  dz 

63.  Nas  panes  (a Me),  suponha  que  a  equagao  z  =  fix,  y)  seja 
expressa  na  forma  polar  z  =  g(r,  &)  fazendo  a  substituiggo 
x  =  r  cos  9  e  y  =  r  sen  3. 

(a)  Considers  r  e  9  eomo  funedes  dc  x  e  y  e  use  derivagao  im- 
plicita  para  mostrar  t]ue 

Br  BO  sen  9 

=  cos  9  e 


Bx 


3a 


(b)  Coil  side  re  r  e  Q  coma  tangoes  de  x  e  v  e  use  derivagao  im- 
piicita  para  mostrar  que 

Br  BO  cos 9 

=:  sen  9  c 


3v 


3  v 


r 


65.  (a)  Mostre  que  sc  h(x  y)  e  vU\  y)  satis Ea/cm  as  cquagoes  de 

Cauehy-Riemann  (Exerefcio  88.  Segao  14.3)  e  se  a  =  r  cos  (K 
y  =  /'  sen  3,  entao 

Bu  I  Bv  3u  I  Bu 
3r  ”  r  JO  L  37  ”  _73i9 

Isso  6  chamado  dc  forma  polar  das  equaqdes  de  Cauchy- 
Hie  man  a . 

(b)  Mostre  que  as  fungdes 

u  —  Ih(a“  +  >“  ),  v  =  2  aic  lg  (y/.v) 

satisfazem  as  equagoes  de  Cauchy- Rtemann;  entao,  faga  a 
SubSlituigaO  x  =  r  COS  0,  y  =  r  sen  $  e  most  re  que  as  fungbes 
resultames  de  r  c  9  satisfa/em  a  forma  polar  das  equagoes 
de  Cauchy -Ric m amt, 

66.  Nas  partes  (a)-(d).  lembre  da  FOnnula  (6)  da  Scgao  14.3  que. 

sob  condicocs  apropriadas,  uma  corda  dedilhada  satisfaz  a 

equacao  da  onda  v? 

3  m  « 

3t2  C  Bx2 

ondc  c  6  uma  constants  posits  va, 

(a)  Mostre  que  uma  fungao  da  forma  u{xT  t)  -  fix  +  ct)  satisfaz 
a  equagao  da  onda. 

( b)  M osl  re  q  ue  u  m a  fu  ng ao  da  for ma  a  (x,  l)  =  g  (a  -  a )  sat  \  s  la/, 
a  equagao  da  onda. 

(c)  Mostre  que  uma  fungao  da  forma 

m(x5  f)  =  fix  +  ct)  +  g(x  -  ct) 

satisfaz  a  equagao  da  onda. 


978  Calculo 


(d)  Pode  ser  provadu  quc  toda  solugao  da  equagao  da  onda 
pode  ser  expressa  na  forma  enunciada  na  pane  (c).  Con- 
firme  que  m(.c,  r)  =  sen  i  sen  \  satis  fax  a  equag3o  para 
r  =  I  e  entao  use  idemidades  trigonomdiricas  apropriadas 
para  expressar  essa  fuugao  na  forma /(v  +■  ()  +  g(x  -  f). 

67.  Seja  f  uma  funguo  dil'erenciavel  de  Ires  vuridveis  e  sejam 
i/j  =/(. i\  y,  z),  v  as  p  aen  $  cos  9,  y  -  p  sen  <p  sen  9e  z  —  />  cos  <p, 
Expresse  Bus/ Bp,  Bwfd&  e  dwfdO  cm  term  os  de  ftu'/dy 

e  3uYd& 


68.  Seja  M-  =/(.v,  j,  <:)  diferencUivei,  onde  z  =  g(,v.  y).  Tomando  v  e 
y  corno  variaveis  hide  pendente  s.  express e  cada  Lima  das  segui  ti¬ 
les  cm  lei' m os  de  BffBx,  B fifty,  Bf/Bz,  BziBx  c  dzJBy. 

(a)  dwfdx  (b)  BwfBy 

69.  Seja  w  =  lil(er  +  e''  A-  eJ  +  eu).  Most  re  que 


wrm,  =  -6er+,+'+"“4u' 

tire  vantage  111  da  rdagao  dr  =  er  +  e':  +  d  +  eu] 

70.  Suponha  que  w  seja  uma  fungao  difcrendivel  de  xv  x2  e  ,v,  e 


x\  =  fO  Vi  +  b\  >'2 
*2  =  ^2>rl  +  ^2J2 

=  uiy\  +  hyi 


onde  os  tr  c  b.  sao  constantes.  Expresse  dwfdy^  e  Buddy,  cm 
termos  de  dwfdxr  dwfdx2  e  dw/dA\, 


71.  (a)  Sej  a  w  u  1  na  fung ao  di  fere nc  i  avel  di  fere nc  i  avel  tie  xt  T  x2 ,  x , 
e  Vj  e  seja  cada  x,  uma  lungSo  diferencitfvel  de  t,  Eneontre 
uma  formula  da  regra  da  eadeia  para  dwkli. 


(b)  Seja  w  uma  iungao  diferenciavel  de  x^  x2,  .ip  e  a  ,  e  seja 
cada  x.  uma  fungao  diferenddvel  tie  vv  v2  e  t,y  Enconlre  as 
formulas  da  regra  da  eadeia  para  dwfdvr  dwfdv2o  BwfdVy 


72.  Seja  w  —  (xy  -j-  x}  -f  ■  ■  ■  +  .r2);,  onde  n  >  2.  Determine  para 
quais  valores  tie  k  vale 

02u?  02u?  &2w 


+  —7  H - h  -rpr  —  0 

1  ^2  *XZ 


73.  Most  tamos  no  Exercicio  24  da  Segao  6.9  do  Volume  I  q ue 

-f  /  f(t)dt  =  f(g(x))g'(x)  —  f(h(x})h'(x) 
ax  JMx) 

Deduza  esse  mesmo  rcsultado  tomando  it  =  g(x)  e  v  -  h(x)  c 
entao  derivando  a  fungao 

F(u.v)=  f 

J  E> 

em  rel  agile  a  j,\ 

74.  Prove:  Se /,  fTe  fy  sao  cojitiiuias  numa  regiao  ci rcular eontendo 
j4(a'{),  y,j)  c  /i(Ar>  V|).  entao  ex  isle  um  ponto  (.v*.  y*)  no  segmen- 
to  que  Line  A  e  B  tal  que 

/(-'  !.  V|)  -  /(-VO-  V(>) 

—  ./(.v*,  vfJ(-v  -  xa)  -f  fy(x*.  v*)(.vi  -  >ia) 

Este  rcsultado  6  a  versao  bid i mens ional  do  leorcma  do  Valor 
Medio.  [Sugestao:  expresse  o  segment  o  tie  ret  a  que  une  A  e 
B  na  forma  param&rica  e  use  0  Teorema  do  Valor  Mddio  para 
fungdes  de  uma  varidvel,  I 

75.  Prove:  Sc  fx  (a%  y)  =  f)  e  fv  (x\  y)  =  0  em  toda  uma  regiao  circu¬ 
lar.  emao  f(x,  y)  6  consiante  naquela  regiao,  use  0 

rcsultado  do  Exercicio  74.] 


RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  14-5 


1.-8  2.  .1  X  26  cri Vs  4.  1;  1 


1 4.6  DERIVADAS  DIRECIONAIS  E  GR ADIENTES 


Ax  deriv ad  as  parciaisf\(x,  y)  e  fix,  y)  represen  tam  as  taxasde  variagdo  def{x,  y)  nas  dire  goes 
pa  rafe  las  aos  eixos  x  e  y.  Next  a  segdor  investigateinos  fax  as  de  varkigdo  de  fix,  y)  em  outras 
dire  goes. 


M  DERIVADAS  DIRECIONAIS 

Nesla  segaoestenderemos  o  conceilo  de  derivada  pardai  a  nogao  niaisgera)  de  derivadai/bv- 
ckmai  Vim  os  que  as  deiivadas  pardai  s  de  uma  fungao  dao  as  taxas  de  variagao  instautancas 
dessa  fung  ao  nas  diregdes  para  lei  as  aos  eixos  coordenados.  As  denvadas  diredonais  ntis  per- 
miiem  calcular  taxas  de  variagao  de  uma  fungao  em  relagao  a  qitalquer  dire  gat). 


Capftulo  14  I  Derivadas  Parciais  $7$ 


Suponha  quo  quciramos  calcular  a  taxa  de  variagfio  instanlanca  de  uma  fungao/(_v,  v) 
cm  relugao  a  distanriu  num  eerto  ponto  {xiP  yr>)  cm  alguma  diregao.  Como  ha  uma  inlinidadc 
de  di regales  nas  quais  urn  ponlo  pode  se  mover  no  piano  (jr„t  yj,  precisamos  de  algum  metodo 
para  dose rover  uma  diregao  especificada  conicqando  cm  (xn,  Uma  maneirade  fazer  isso  6 
usar  urn  vetor  unitario 

o  =  U[i  +  h2  j 

que  ten  ha  ponlo  iniclai  cm  (xlh,  yj  e  aponte  na  diregao  desejadu  (Ftgura  14.6.  1 ).  Fs$e  vetor 
determina  uma  ret  a  /  no  piano  xy  que  pode  scr  expressa  parameuieamente  eomo 


x  —  Xq  +  su  ] ,  y  ~  yo  4-  su2 


(1) 


onde  a  e  o  para  metro  com  p  rime  lit  o  de  arco  que  tem  seu  ponlo  de  referenda  em  {xt)J  y0)  e  tern 
va  lores  positives  na  diregao  e  send  do  de  u.  Para  .v  -  0,  o  ponto  (a,  y)  esUi  no  ponlo  de  refe¬ 
renda  (xi]T  y(J  e  ele  sc  move  ao  longo  da  reta  /  na  diregao  e  so  mi  do  de  il  quando  ,v  cresce.  A 
variavel  z  =  fix o  +  Jo  +  su?)  6  uma  fungfio  do  parametro  j  na  reta  I.  Entao  o  valor  da 
derivada  dzfds  em  s  =  0  da  a  taxo  de  variagao  tnstantanea  de/U\  y)  em  reiagao  a  distikicia  de 
(  v,j,  y0)  na  diregao  e  sentido  de  u. 


Inclinagso  na  drregao  u  =  taxa 
tfe  variagao  de  r&lagSo  a  s. 


A  incNnagSo  da  supeOicie 
varia  com  a  diregao  deu. 


FLaura  14,6,3 


14*6,  i  m  i  iMpAO  Se/(jtg  v)  for  uma  fungao  de  jc  e  v  e  se  u  =  u \i  -f-  u 2 j  for  uni  vetor 
un  itaiio,  entao  a  derivada  direcional  defna  diregao  e  sentido  de  11  cm  (vq  .  vo)  c  denoted  a 
por  Duf(x(h  Jo)  e  deli n Ida  por 


Ai/(*0»  Vo)  -  “[/(*0  +  Sli] ,  Vo  4-  S«2)L=0 

as 


(2) 


desde  que  esse  limitc  exista. 


Geometrieamente*  Duf(x 0,  jo)  pode  scr  mlerpretada  conio  a  inclinagdo  da  mperficie  z  - 
fix,  y )  na  diregao  de  u  no  ponto  Uo,  jo,  fix 0,  Jo))  (Figura  14.6.2).  Em  geral,  0  valor  de 
Dn  f(X{).  jo)  dependera  tamo  do  ponto  (jco.  jo)  quanto  da  diregao  e  sentido  do  vetor  u  Assim, 
mini  ponto  fixado  da  superffde,  a  inelinagao  dessa  superficic  varia  coni  a  diregao  e  o  sentido 
(Figura  !  4.6.3).  Analilicamenie,  a  derivada  direcional  represema  a  taxa  de  variagao  instantd- 
nea  de  z  —  fix,  y)  em  relaqdo  a  distdneia  na  direydo  e  sentido  de  u  no  ponto  f.V{>,  jo). 


/3.  1 


►  Exemplo  1  Dada/(xs  y)  —  xj,  eneontre  Duf{U  2),  onde  u  —  — -i  +  -  j. 
Solugdo  Segue  da  Equaeao  (2)  que 


Ou/(K2)  = 


ih 


i= 0 


Como 


/ 


lemos 


y/h  ,  s\  /  s/lv 

,+  T-'2  +  2  =  l+T 


d_ 

ds 


)  (2  +  i)  =  x-r3  +  (5  +  ^)J  +  2 


e,  assim, 


Du/(1, 2)  =  — 

ds 


V3  [  R 

=  TJ+2+^3 


I 


Js-0 


=  i  +  V5 

2 


900  Calculo 


Como  \  +  v^3  ^  2,23,  conclmmos  quc  se  percorrermos  uma  pequena  distancia  a  panir  do 
ponto  (1,2)  \\n  diregao  e  sentido  de  u,  entao  a  fungao  /(x,  y)  -  xy  cresce  cerca  de  2,23  vezes 
adistaneia  percorrida.  < 


A  dcfinigao  de  derivada  directorial  de  unia  fungSo / (a,  y, 
a  Dcfinigao  14,62, 


Z)  do  ires  van  & vc  is  6  analog  a 


Quais  sao  as  Uificuldades  para  inter¬ 
preter  [3)  como  umaH,incfinagaon? 


14,6,2  DEFiNig'Ao  Se  II  —  ui't  h-  u2  j  -f  for  um  vetor  unitArio  e  se  fix,  y,  z)  for 
nma  fungao  de  a,  ye  z,  entao  a  derivada  dire  clonal  de  f  na  diregao  e  sentido  de  ii  em 
(a'o,  Vo,  Zq)  6  denotada  per  Z>a/(A0,  yo.  za)  e  definida  por 

Duf(x o,  yo*  zq)  -  —  [f(x®  +  sui  t  vo  +  $m<  zq  +  ju$XU3  (3) 

ds 

desde  que  esse  limite  exista. 


Embora  a  Equagao  (3)  nao  ten  ha  uma  interpretagao  geomctrica  conveniente,  ainda  podemos 
interpretar  as  derivadas  direrionais  de  funedes  de  lr£s  variaveis  em  ter  mas  de  taxas  de  varia- 
gfio  instantaneas  em  diregocs  e  sentidos  especilicados, 

As  derivadas  direcionais  de  uma  fungao  que  d  di  ferencidvel  num  porno ,  exist  em  era 


qualquer  diregao  e  sentido  nesse  ponto  e  podem  ser  ealeuladas  diretamente  em  termos  das 
derivadas  parciais  dc  primeira  ordem  da  fungao. 


14,6.3  TKOREMA 

(a)  Se  f(.\\  y)for  diferencidvel  em  (xq.  yo)  e  se  u  =  u\  i  4-  ityjfo r  lim  vetor  unitdrio,  entao 
a  derivada  dire  clonal  Duf  ix o,  yo)  exist e  e  e  dada  por 

Ai/(*Oi  y0)  =  f*(x o,  yb)w-j  +  AUg,  yq)u2  (4) 

(b)  Se  f(x,  y,  z)  for  diferencidvel  em  (xo7  yo,  zo)  e  se  u  -  u\i  +  «?j  -h  u_ik  for  am  vetor 
imitdrio,  entao  a  derivada  direcional  Duf{x§ ,  yo,  to)  exist e  e  e  dada  por 

Duf(x o,  Vo .  Zq)  =  A- (.*[).  yo,  zf)u\  +  fy(x o,  yG.  Zq)m  4-  fz(x$,  y0 ,  Zq)tts  (5) 


dfaionstracao  Vamos  dar  a  prova  de  {>/);  a  de  (b)  6  ana  log  a  e  sera  omitida.  A  fungao 
Z  -  fix o  H-  sit] .  yo  +  sitf)  e  a  composigao  da  fungao  z  -  fix ,  y)  com  as  fun  goes 

x  =  x(s)  —  xo  +  su  i  e  y  =  y{s)  =  y0  -f  su2 
Por  isso,  a  regra  da  cadeia  do  Tcorema  1 4,5. 1  fornece  imediataniente 

Du  fix o-  Vo)  =  ~[/(vo  H-  sit],  yo  4-  smjJWo 

ds 

dz 

='" ~  CO)  =  fxiJC 0,  Vo)W]  +  Mx 0,  Vo)«2  ■ 

ds 


Podemos  usar  o  Teorema  1 4.6,3  para  eenllnnar  o  result  ado  do  Exemplo  I .  Para/(x;  y)  -  xy 
temos  fY(  1 , 2)  —  2  e  Jy(  1,2)  —  1  (verifique).  Com 

A1- 

,,  —  ,  +  _j 


Cap(tulo14  /  Derivadas  Parciais 


a  Equayao  (4)  fornece 

Z>„/(lt2)  =  2^~j  +  ^  =  V3+i 

o  que  cstii  de  aeordo  coni  nossa  sotuyao  no  Exempt  o  I  , 

Lembre  que  na  Formula  ( S  3)  da  Segao  1 2,2  vim  os  quc  todo  vet  or  unitario  n  do  piano  at 
pode  ser  express o  conio 

u  =  cos  <pi  4*  sen  <j>  j  (6) 

onde  6  6  o  angulo  do  cixo  x  posilivo  para  u,  Assimr  a  Formula  (4)  lanibdm  podc  se  expressa 
come 

£>u  fix 0 i  Vo)  =  fx(XQ+  Jo)  COS  <P  +  fy(M ,  Jo)  sen  <p  (7) 


►  Exemplo  2  Oblenha  a  derivada  direcional  de/(jq  v)  =  e  em  {-2,  0)  na  diregao  e  sentido 
do  vetor  unitario  que  fa/  um  angulo  de  tt/3  com  o  cixo  x  positive). 

S  ol  it  gdo  As  der  3  vadas  pare  i  ai  s  d  c  /  sao 

fAx,  y)  -  yexy,  fy(x*  y)  =  xexy 

A(- 2, 0)  =  0,  0)  =  —2 

O  vetor  unitario  u  que  fa/,  um  fingulo  de  tt/3  com  o  eixo  a  posilivo 6 

I  s/3 

u  =  cos  (tt/3)  i  +  sen  (tt/3)  j  =  -i  4-  —  j 


Assim,  per  (7) 


Duf(- 2.  0)  =  fx(—2,  0)  cos  (tt/3)  4-  /v(-2,  0)  sen(^/3) 
=  0(1/2) +  (-2)</3/2)  =  -n/3  < 


E  importamc  que  a  direyao  da  derivada  direcional  seja  especilicada  por  um  vetor  unitd- 
rio  quando  aplicarmos  tan  to  a  Equacao  (4)  quanto  a  Equacao  (5), 


►  Exemplo  3  Obtenha  a  derivada  directorial  de  f(.\\  >\  z )  =  x2y  —  yz?  -b  z  no  ponto 
( I ,  —2,  0)  na  direyao  e  sentido  do  vetor  a  —  2i  +  j  -  2k. 

S  ol  it  gdo  As  de  r  i  v ada  s  d  i  ree ip  n  ai  s  de  /  sao 

fx(x,  v,  z)  —  2xy,  fy(x,  v,  z)  =  .vs  -  r\  /;( x,  y,  *)  =  -3 vr  +  1 

/,(  h  -2,0)  =  —4,  fy( I ,  -2, 0)  =  i .  /.( 1 .  —2. 0)  =  I 

Como  a  nao  e  um  veior  unitdrio,  normali/amos  a  e  enconiramos 


a 


2  1 


Entao,  pel  a  Formula  (5)  obtemos 


Du/(I,-2,  0)  —  (—4) 


-3  < 


982  Calculo 


Lembre  que  o  stmbolo  Vf  nao  e  o  pro- 
duto  de  V  com  /.  Pence  em  V  como 
um  "operador'1  que  age  sobre  fungoes 
/  para  produziro  gradiente  V/. 


Figura  146,4 


Figura  14.6.5 


M  O  GRADIENTE 

A  Formula  (4)  pode  ser  dad  a  em  termos  do  produto  escalar  como 

Ai/Po.  >o)  =  (fxU o.  vo)i  +  fyix 0,  vo)j)  •  («]i  +  «2j) 

=  (/lOo.  Vo)'  +  fy(x0,  jo).i)  ■  u 
Analogamertle,  a  Formula  (5)  pode  ser  expressa  por 

(*o,  Jo,  Zo)  =  (/v(*o,  Jo,  Zo)i  4-  />(*o,  Jo,  Zo)j  +  /(a o,  Jo,  Zo)k)  '  u 

Em  ambos  cases,  adcrivada  dirccional  c  dada  em  termos  do  produto  escalar  do  vetor  de  dire- 
cao  (i  com  um  novo  vetor  construfdo  a  parti  r  das  derivadas  parciais  de  f 


14,6,4  DEFINING 

( a)  Se/ for  uma  fu ngao  de  x  e  >\  entlo  o gradiente  def  6  deiinido  par 

Vf(x  i  y)  =  /iU%  M  +  fy(*  r  J)j  (8) 

(b)  So  /  tor  uma  liingao  de  x,  y  e  z,  entao  o  gradiente  de  f  6  deiinido  por 

V/(jc,  y,  z)  =  At*,  >\  z)i  +  /v(a\  y,  z) j  +  /(a,  >\  z)k  (9) 


O  snnbolo  V  e  um  delta  inveilido.  (Esse  sfmbolo  costuma  scr  lido  como  “del/  ou  entao  “nabla" 
que  vein  a  ser  o  nome  de  uma  antiga  harpa  hebraica  de  dez  cord  as  desse  form  a  to.) 

As  Formulas  (4)  e  (5)  agora  podem  ser  eseritas  como 


Aj/(.Vo,  )'o)  -  V/(.Vo,  vu)  *  u  (10) 

e 

pu/{A0,  JOt  Zo)  =  Vf(*0,  Jo,  Zo)  •  u  (11) 

respeclivamente.  For  exempio,  usando  a  Formula  (1 1),  nossa  solugao  do  Exemplo  3  toma  a 
forma 

£>„/(!.  -2.  0)  -  V/(l .  -2. 0)  •  u  =  (~4i  +  j  +  k)  ■  (§i  +  -  |k) 

=  (-4)(l)  +  l-|  =  -3 

A  Formula  (10)  pode  ser  interpreiada como  significando  que  a  inclinagao  da  superlfcie  z  -f( x,  y) 
no  ponto  (aq.  vq)  na  diregao  de  tt  e  o  produto  escalar  do  gradienie  com  u  (Figura  14.6.4). 


■  PROPRIEDADES  DO  GRADIENTE 

O  gradiente  nao  e  meramente  um  dispositivo  notacional  para  simplificar  a  formula  para  a 
derivada  dirccional:  veremos  que  o  comprinienio  e  a  diregao  do  gradients  V/Torneceni  in- 
formagao  importante  sobre  a  fungao  /  e  a  supertTcie  z  -  fix,  j),  Por  exemplo,  suponha  que 
V/(,y,  v)  ^  0  e  usemos  a  Fdrmula  (4)  da  Segao  1 2.3  para  ree scr ever  ( 1 0)  como 


Duf(x,  y)  =  V/U,  y)  -  u  =  ]|V/(a,  j)||  ||ii]|cos0  =  |]V/{x,  v)||  co stf 


(12) 


onde  $  c  o  angulo  entre  V/(  x,  y)  cu,  Essa  cquagao  nos  diz  que  o  valor  maxi  mo  de  DJXx,  y) 
e  ||  V/(a:  y)  ||  e  esse  maxi  mo  ocorre  quando  B  =  0,  isto  e,  quando  ti  esta  na  diregao  e  sent  id o 


de  V/(_v,  y).  Geomeliicameiitc,  isso  signitica  que  a  superffeie  z  -  f(x>  v)  tem  situ  incUniuyao 
maxima  em  um  ponto  (x,  y)  na  dire  {'do  do  gradiente  e  a  IncUnagdo  maxima  e  [j  V/(at  y)l 
(Figura  14.6,5).  Analogamente,  ( 1 2)  nos  diz  que  o  valor  mi  nit  no  de  Dvf(x,  v)  e  -  ||  V/(a,  _v)  | 
c  esse  valor  ocorre  quando  0  —  tz,  isto  6,  quando  u  esla  no  sen  Li  do  epos  to  a  V/(a,  y).  Gc- 
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omclricamentc*  isso  sign  idea  que  a  superffete  Z  —  fix,  v)  tem  sua  inciinagdo  minima  em 
um  panto  (jl\  y)  no  scots  do  op  os  to  ao  do  gradiente  e  a  inclinagdo  minima  e  — 1|  V/'(.vT  _y)  || 
(Figura  14.6,5). 

Finalmenle,  no  east)  cm  que  V/Tr,  y )  =  0t  segue  de  (12)  que  Duf(x,  y)  =  0  cm  todas  as 
diregdes  no  porno  (x,  y).  Is  to  ocorre  tipieamente  onde  a  superfkie  z  =f(x,  y )  liver  um  "maxi- 
mo  relative1’,  um  “mini  mo  relative1  ou  um  “porno  de  se)a’\ 

Uma  analise  parecida  pode  ser  feita  com  f undoes  de  ties  variaveis.  Conscqucntemcnte, 
temos  o  resullado  a  seguir. 


14*6.5  teOrema  Seja  f  uma  fungdo  de  ditas  on  ires  variaveis  e  denotemos  par  P  o 
panto  P( jcn,  y0)  ou  P(x^  yn?  z,,),  respectivamente .  Suponha  que  f  seja  dife rencidvel  em  P. 

(<j)  Se  V/=  0  em  P,  entdo  tocias  as  derivadas  dire  cion  a  is  de  f  an  P  sdo  nulas . 


(b)  Se  V/?fc  0  em  P,  entdo  dent  re  tod  as  as  passive  is  derivadas  dire  cion  a  is  de  f  em  P<  a 
derivada  em  P  na  diregao  e  sent  id  o  de  V/'  tem  o  maior  valor.  O  valor  dessa  derivada 
direcional  maxima  em  Pi  II  y/ii. 


(c)  Se  V/^  0  em  P,  entdo  deni  re  todas  as  passive  is  derivadas  dire  dona  is  de  f  em  P.  a 
derivada  em  P  no  send  do  oposto  ao  de  Vf  tern  o  me  nor  valor.  O  valor  dessa  derivada 
directorial  minima  em  Pi  —  ll  y/ii 


Exemplo  4  Seja/Cv,  y)  —  .vV'.  Determine  o  valor  maxi  mo  de  uma  derivada  direcional 
em  (-2, 0),  e  determine  o  vetor  unitario  na  diregno  e  sentido  do  qual  o  valor  maxi  mo  ocorre. 

Solugdo  Uma  vez  que 

v/(.v,  y)  =  /r(.v,  y)i  +  an.  y)j  =  2xeH  +  x2e>j 
o  gradiente  de/ em  (-2,  0)  e 

V/(- 2, 0)  =  -4!  +  4  j 

Pelo  Teorema  14.6,5,  o  valor  maxi  too  da  derivada  direcional  e 

||  V/(-2, 0)||  =  ■/(— 4)3  +  42  -VS2-  4V2 

Esse  maxi  mo  ocorre  na  diregao  de  V/(— 2,  0)*  O  vetor  unit  ado  ness  a  diregao  6 


Qua  I  sera  o  valor  minimo  de  uma  de* 
rivaefa  direcional  de 


2, a 


fix*  y)  =  x~e 

em  (-2,  0.)? 


I 


u 


V/(— 2,  0)  _  _ 

||V/(-2. 0)||  4v/2 


(— 4i  +  4j)  = 


1  .  .  1  . 

“i  +  — j  < 

Cl  s/2 


■  GRADIENTES  SAO  NORMAIS  AS  CURVAS  DE  NIVEL 

Vimos que  o  gradiente  aponta  na  diregao  e  sentido  em  que  a  ftmgao  eresee  mais  rapidamentc. 
Vejamos,  agora,  como  essas  diregao  e  sentido  da  tax  a  de  creseimemo  mdxiina  podem  ser  de- 
terminados  a  part ir  do  mapa  de  comornos  de  uma  fungao fix, y)  de  dims  variaveis,  Suponha 
que  (an,  yo)  seja  um  porno  na  curva  de  nivel/u,  y)  =  c  de/ e  suponha  que  essa  curva  possa  ser 
dad  a  por  uma  paramett  i/agao  lisa  como 


a-  -  x  (s),  y  =  y(s) 


03) 


onde  s  e  tun  parametro  de  comprimento  de  arco.  Lernhrando  da  Formula  (6)  da  Segao  13.4, 
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temos  que  o  vetor  tangents  unitario  a  ( 13)  e 


'■-■«=(£)  i+(£)j 


Como  T  d<i  a  diregao  ao  longo  da  qual/e  praticamenle  eonstame,  6  de  se  esperar  que  a  taxa 
dc  variagao  instan tanea  de/em  rela^ao  a  distSncia  na  dire^ao  de  T  seja  0.  Isto  e,  estamos 
esperando  que 

Di  fix,  y)  =  Vf(x,  y)  •  T (s)  =  0 


Para  mostrar  que  isso  realmente  oeorre,  derivamos  ambos  lades  da  equacao fix,  y )  -  c  em 
rdaqao  a  s.  Supondo  que /seja  diferenciavel  em  ( x ,  y),  podemos  Lisar  a  regra  da  cadeia  para 
obter 


df  dx  ^  0/  dy 
dx  ds  Ov  ds 


que  podc  ser  reescrita  como 


ou,  aliernaLivanienie,  como 


V/(a\  y)  •  T  =  0 


Porta  n  to  t  se  V/(.v .  v)  0,  entao  V/(_v ,  v)  deveria  ser  normal  a  curva  de  nfvel/fc  y)  =  c  em 

qualquer  porno  (x,  y)  dessa  curva. 

Bm  disciplines  mais  avan^adas  prova-se  que  sc  f(x,  y)  river  derivadas  pareiais  dc  pri¬ 
me!  ra  ordetn  continues  e  se  V/(_v q,  Jo)  A  0,  entao  o  grafico  d e/(..v,  y)  —  c  na  vizinhanqa  de 
(y„  y(l)  real mente  €  uma  curva  lisa  por  ( x0 ,  >;,)*  Alem  disso*  tambem  sabemos  pelo  Teorema 
14.4.4  que/ sera  diferenciavel  em  (xtv  y(:i).  Portanto,  temos  o  result  ado  seguirtie. 


VeriSique  o  Teorema  14.6.6  para 
/U\ )')  -  -d  +  y2 
V(d  “{3. 4). 


14*6,6  ThORKMA  Suponha  que  z  -/U,  y)  tenha  derivadas  pareiais  de  prime ira  ordetn 
co nt{) mas  man  disco  aherto  centrado  em  (ay.  _>y)  e  que  V/(x o,  \y)  d1  0.  Entao  V/(xq ,  \y) 
f?  norma/  cv  eu mi  dc  ijfvc/  def  por  (Aq.  yo). 


Quando  examinamos  urn  mapa  de  contornos,  instinlivameme  consideramos  a  distanciu 
crurc  curva, s  dc  nfvel  ad  j  ace  rues  como  sen  do  modi  da  numa  direyao  normal  as  curvas.  Sc  os 
contornos  corresponderem  a  valores  igualmente  espaqados  de /  entao  quanto  mats  proximas 
aparentarem  cstar  as  curvas  de  nfvel,  mais  rapid aniente  os  valores  de/deverao  variar  nessa 
direqao  normal.  Segue  dos  Te  ore  mas  14.6.5  e  14.6.6  que  cssa  taxa  dc  variaqao  de/e  dada  por 
|  V/(jc,  y)  [.  Assini,  quanto  mais  proximas  aparentarem  cstar  as  curvas  dc  nfvel,  maior  sera  a 
magnitude  do  gradieme  de/. 


►  Exempfo  5  Na  Figura  14.6.6a  €  dado  um  mapa  de  contornos  de  uma  funqao/  Esboce 
as  dingoes  e  sent  i  dos  dos  vet  ores  grad  ten  tes  dc  /nos  pontos  P.  Q  e  R.  Em  qua  is  desses  tres 
pontos  o  gradiente  tern  magnitude  maxima?  E  minima? 


Soiugdo  Segue  dos  Teoremas  14.6.5  c  14.6.6  que  as  diregoes  e  senlidos  dos  velores  gra- 
dientes  scrao  eonformc  csboqado  na  Figura  14,6,6/j.  A  partirda  densidadc  das  curvas  dc  mvcl, 


magnitude  cm  Q  estancJo  entre  essas  duas.  < 
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(tf) 

Figuras  14*6,6 


0,5  - 


■1,5  -]  -0*5  0  0,5 

Ve  tores  fora  dc  escata 
(h) 


fix,  y)  =  c 


Figura  14*6.7 


-V/Uii.  Vfl) 


Sc  (jr(-)h  yj  for  um  ponto  da  curva  de  ni vet/(.v.  v)  =  c,  enlao  a  inclinagao  da  superffcie  z  —fix,  y)  nesse  ponto  na 
diregao  e  sentido  de  u  e 

/VA%  Vcj)  =  V/UVu  VVi)  ■  U 

Se  u  for  tangents  a  cum  de  nivel  em  (.v,.h  y, ,) .  entiao/Oc  y)  nap  esta  crescendo  nem  decrescendo  nessa  diregao, 
logo  Duf( a-.,  yM)  =  0  A$$im.  V/{y,:ki  y„),  -  V/(, y,,.  y„)  e  o  vetor tangents  u  indicam  a  diregSo  da  inclinagao  maxima, 
inctinagao  minima,  e  inclinagao  zero  em  um  ponto  (a;,,  y.i  da  curva  de  ntvet  (Figure  14.6.7).  Bons  esquiadores 
usarti  esses  fatos  intuitivamente  para  controlar  suas  velocidades  ziguezagueando  ram  pas  abaixo  -  efes  esquiam 
pela  rampa,  com  seus  esquis  tangenies  a  curvas  de  nivef  para  parar  seu  movinrtento  de  descida,  e  eles  apontam 
seus  esquis  ram  pa  abaixo  e  norm  a  is  &  curva  de  nivef  para  obter  a  descida  mais  raptda. 


■  UMA  APLICAgAO  DE  GRADIENTES 

I  la  intiineras  apli canoes  nas  quais  o  movimonto  de  um  objcto  dcve  scr  eontrolado  de  forma 
quc  sc  niova  cm  dircyao  a  um  fgiite  de  caior.  Por  exemplo,  cm  aplicagoes  medicas,  a  operatpio 
de  cert  os  eq  u  i  panic  nt  os  para  diagnosis  cos  e  projetuda  para  local  izar  fontes  dc  caior  geradas 
por  lumores  ou  infee^oes  et  em  aplica^ocs  mi li tares,  a  trajetdria  de  mfssieis  quc  procuram  o 
caior  c  controlada  para  procurar  c  destruir  acronavcs  inimigas.  O  exemplo  seguinte  ilustra 
conio  os  gradicntes  sao  u  sad  os  para  resolver  la  is  problcmas* 


►  Exemplo  6  Uma  part  feu  la  quc  proem  a  o  caior  esta  localizada  no  ponto  (2,  3)  de  uma 
placa  lisa  dc  metal,  cuja  temperatura  cm  um  ponto  (x,  y)  c 

T(x,y)  =  10- 8*2 -  2/ 

Determine  umaequa^ao  para  a  trajetdria  da  partlcula  se  ela  mover-se  eontinuamente  na  dire- 
cao  do  a  u  men  to  maxi  mo  da  temperatura, 

Solugfio  S upon ha  quc  a  trajeloria  esteja  represen  Lad  a  parametrieamente  pc  las  equates 

x  =  x(t)  t  y  =  j(f) 

onde  a  partfcula  esld  no  ponto  (2T  3)  no  instante  /  =  0,  Como  a  part  feu  la  se  move  na  direqao  do 
aumento  maximoda  temperatura,  a  diregao  do  seu  movimemo  no  instanie  t  esta  na  diregao  do 
gradients  dc  7(a,  y)  e,  portanto,  seu  vetor  veloeidade  v(f)  no  instance  t  apoma  na  diregao  do 
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4 

3 
2 
I 

0 
- 1 

_2 
-3 
-4 

-3  -2-1  0  f  2  3 

Figura  14.6,8 


gradicnlc,  Dcsse  modo,  existc  um  c scalar  k  quo  depende  de  t  tal  que 

v(f.)  =?  kVT( x,  v) 

dc  mod  a  quc  tem  os 

dx  .  dy  . 

—  i  -j - |  —  k(—  1  bxt  —  4  v  t ) 

dt  dr 

Equacionando  os  componentes  oblemos 

dx  dy 

—  =  -16  kx,  —  =  -4  ky 

dr  dt 


e  dividindo  para  eliminar  fcy  obtemos 


dy 


-4  kx 


y 


dx  —  J  6  kx  4x 

Assim,  podemos  ohter  a  trajeldria  resol  vendo  o  prohlema  dc  valor  inicial 

d  y  v  ^ 

■f  -  “  7"  =  0,  y( 2)  -  3 
dx  4x 

A  equagao  difereneial  6  do  primeira  ordcm  separdvel  e,  portanto,  pode  ser  resol  vida  separan- 
do  as  varidveis  ou  pelo  mdtodo  dos  faiores  integrants  discntido  na  Segao  9. 1.  Deixamos  a 
cargo  do  leitor  rnostrar  que  a  solugao  do  prohlema  do  valor  inicial  e 


v  =  irf* 

V2 


1/4 


O  grab co  da  trajetdria  e  o  mapa  de  conlornos  da  fungao  lemperaiura  sao  mostrados  na 
Fi^ura  14.6,8.  < 


^  EXERCICIGS  DE  COMPREENSAO  14.6  {Verpagina  989  para  respostas .) 


’T1  "l 

L  D  gradiente  de  f(x ,  v,  z)  —  xy  z  no  ponlo  (K  L  1)  e 


2.  S  upon  ha  quo  a  lung  So  daferend£vd/(.i:,  y)  Lenha  a  propa  iedade 
dc  quc 

/  s  \/3  s\ 

/[*  +  —•'  +  2)  =  ^ 

A  derived  a  direcional  dc/  na  dircgao  e  sentido  dc 

V3,  .  1 


u 


■  i  ■ 

7  1 


3.  Sc  o  gradient  de/(.v,  v)  na  origem  for  6i  +  8/  emao  a  deiiva- 
da  direcional  de/  na  diregao  c  sen  tide  de  a  =  3i  +  4j  na  origem 

c  _ _  .  A.  indinagao  da  rota  tangentc  a  curva  de  nfvel 

dc / pda  origem  no  poilto  (0,  0)  e _ _ 


4.  Sc  0  gradiente  d c/(.v,  y\  z)  em  ( t ,  2,  3)  for  2i  -  2j  +  k,  cniao 
0  valor  inSximo  das  derivadas  d  s  red  on  ais  dc  /cm  (K  2.  3)  e 
_ e  o  mtnimo  c _ . 


em  {2>  I)  d 


EXERCICIGS  14.6  Q  Recurso  Grafico  f cl  CAS 


1.  fix,  y)  =  (i  +.ty)3/2;  P(3.  1);  u  =  -=  i  + 


I 


■J2  V2' 


2.  fix,  y)  =  P(4,  0):  ti  =  -ji  +  ±  j 

3.  /■(.«,  y)  =  In ( !  +  Jt2  +  y);  P(0,0); 

1  .  3  . 

“ _  yio1  /To3 


4.  fix.  y)  =  —  -  ;  P( 3. 4);  u  =  +  I  j 


x  -  y 

-  i"-5  V  ^ 


5.  /(a\  y,  z)  —  4x*y2z*;  P(2,-ly  I);  u  =  ji  +  |  j  -  4k 

6.  /(a ,  y\  =  yoi;  +  P(0,  2,  3);  u  =  |  j  +  ^k 

7.  fix,  y, z)  =  ln(a-2  -h  2y2  +  3z2);  .P(-l,2,4); 

_  _2_;  _  d_i  _  i2r 

11  —  i3  J 
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S-  fix,  y,  z)  —  sen  ,vyj;  jP(^+  |+  tt); 

1  .  I  .  3 

u  =  „,__f  +  _k 

9-18  Encontre  a  derivada  dirccionai  de / cm  F  na  diregao  dc  a. 

9.  /U,  y)  =  4 xV :  P(2, 1);  a  =  4i  -  3j 

10.  /a,  .v)  =  Z  -  3.1V  +  4/;  P(-2, 0):  a  =  i  +  2j 

1 1 .  /(jr,  y )  =  f  I  n i ;  /’( 1 . 4) :  a  =  -3i  +  3j 

12.  /(.v,  v)  =  £  cos  y:  P( 0.  */4);  a  =  Si  -  2j 

13.  /( x,  y)  =  arc  tg  (v/x):  F(-2.  2);  a  —  -i  -  j 

14.  f(x,  y)  =  .v<P  -  y/i  P(0, 0);  »  =  5i- 2j 

15.  fix ,  y,  z)  =  -  yx2  +  z::  P  (2,  - 1 ,  3): 

a  =  3i  -  j  +  2k 

16.  f(x,  \\  z)  —  y  -  y/x~  H-  i2;  P(- 3,  1 , 4); 

a  =  2i  “  2  j  —  k 

17.  fix.  v,  z)  =  —  — ;  Pi  1.0,  -31;  a  =  -6i  +  3  j  -  2k 

z  +  y 

18.  fix,  y,  z)  -  P  (-2. 2.-1);  a  =  20i  -  4j  +  5k 

1 9-22  Encoiurc  a  deri vada  dirccionai  de  /  cm  P  na  di regno  e  senti - 
do  de  Liny  vetor  que  faga,  no  semi  do  anli-lior&rio,  urn  angulo  &  coin 
o  eixo  x  positive, 

19.  f(x.  y)  =  Jx v;  P(l.  4);  $  =  jr/3 

20.  fix.  v>  =  P(- 1.  —2);  $  =  nil 

x  +  y 

2 1 .  f(x ,  y)  =  tg  (2a  +  y);  Pin/6,  ni 3);  &  =  Inf 4 

22 .  f{x,  y)  —  senh  x  cosh  y;  P{0. 0);  9- ji 

23 .  De  term!  no  a  deri  vada  d  i  reci  ona  I  de 


fix,  y)  = 


A 


A'  +  V 


em  P(1 , 0)  na  diiegilo  e  sentido  de  P  dQ  f- 1,-1/ 

24.  i  Relent Hne  a  derivada  dined  on  a  I  de  /(xT  y)  =  e  1  sec  y  em  P(0,  jr/4) 
na  diregao  c  sen  Li  do  da  or  i  gem. 


25,  Determine  a  derivada  direcional  de  fix ,  y }  —  % fxye  ■'  em  P(  1  ,  I ) 
na  diregao  c  sen  Li  do  do  cixo  y  necativo. 


26.  Seja 


fix.  V)  - 


x  +  v 


Determine  urn  vetor  imitario  u  parao  qua]  Z?M/(2,  3)  =  0. 
27 .  Dot  erm  i  no  a  d  eri  vada  d  i  rcc  i  ona  I  de 


fix,  y.  Z) 


em  P(2,  I ,  “1)  na  diregao  e  sentido  de  P  a  Q  (- 1  *  2. 0). 
28.  Determine  a  derivada  dirccionai  da  fungao 

fix,  y,  z)  =  *3yV  -  2xz  4-  yz  +  3* 
cm  P(-1 ,  —2,  f )  na  diregao  e  sentido  do  cixo  z  negativo. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


29*  5 ti pon ha  quo  Duf(l,  2}  -  -5  e  £)V/(J,  2)  =  10,  onde 
u  =  2-i  -  ^  j  e  v  =  “i  +  Determine 

(a)  Uh  2)  (b)  /v(l,2) 

(c)  a  derivada  dirccionai  dc  /  em  (1,2)  na  diregao  e  sentido 
da  origem, 

30,  Dado  que  fx(-5- 1)  =  -3  e  /  (-5,  1)  =  2.  determine  a  deriva¬ 
da  direcional  de  /  em  P(~5,  1)  na  diregao  e  sentido  do  vetor 
dc  P  nQir  4,3). 

31*  Align  ra  aba  i  xo  tnostra  a  tg  u  mas  eu  r  vas  dc  n  fvel  den  m  a  1’u  ngao 
nao-cspeciticada  fix,  y).  Qual  dos  ires  vetores  mostrados  na 
ligurae  mais  pro vavdnicntc  o  gradiente  V/VBxpliquc, 

32,  A  ligura  abaixo  mostra  afgumas  curvas  de  nivel  de  uma  fun- 
gao  nao-especifEcada  fix,  v),  Dos  gradiente s  em  P  e  Q  qua), 
provaveimente,  tem  o  maior  comprimento?  Expliqtie. 


33-36  Encontre  Vz  ou  V  w. 

33,  z  =  4x  -  8y  34,  z  =  e-"  cos  4x 

35.  w  —  In  v/aj  -  q-  y-  +  z2  36,  w  “  scca“ yz 


37-40  Encontre  o  gradiente  de  /  no  pon  to  indieado. 

37.  f(x,y)^ir  +  xyf;  (-1,-1) 

38.  fix,  y)  =  (.v’  +  y’r1'2;  (3, 4) 

39.  f{x.  y,  z)  —  y  In  (a  +  y  4 ■  z);  (-3, 4. 0) 

40.  fix,  y.  z)  =  y2z  Lg3  x;  (?r/4T  -3T  1 ) 


41-44  Esboce  a  curva  de  nivel  de  /(x.  y)  que  passa  por  P  e  dese- 
nlie  o  vetor  gradiente  em  P, 

41.  f{xy  y)  =  4.v  -  2y  +  3;  P(  1 .  2) 

42.  fe^jrf;./U2) 

43*  f(x,  y)  =  x2  +  4y4  P{-2+  0) 

44.  /(xT  y)  -  x2  -  y2;  P(2,  - 1 ) 

45.  Determine  lleti  vetor  imitario  u  que  6  normal  em  P(  1 ,  -2)  i  cur- 
va  de  nfvel  dc  / (x,  y)  -  4ry  que  passa  por  P. 

46.  Determine  um  vetor  unitdrio  u  que  6  normal  em  P(2,  —3)  a  ettr- 
va  dc  nfvel  de  f(x.  v)  =  3x  y  -  ary  que  passa  por  P. 

47-54  Encontre  um  vetor  unUurio  na  diregao  do  qual  /  cresce 
mais  rapidamente  em  P  e  obtenha  a  taxa  de  variagSo  de  /  em  P 
nessa  diregao. 


968 


Calculo 


47.  fix.  >’)  =  4v:V;  I) 

48.  fix.  y)  -  3.r  -  In  y:  P(2.  4) 

49.  fix.  v)  =  y.v3 *  +  y3;  P(4,  —3) 

50.  f(x.  v)  =  — — ;  /!(0,  2) 

x  +  y 

51 .  fix.  y.  z)  =  A* 1 + y  z  +  z  - 1 ;  Pi  1 , 1 ,  - 1 ) 

52.  .fix.  v. ;)  =  V-v  -  3 v  +  4z;  Pi 0. -3,0) 

53.  /(Jc.y,z)  =  -  +  4;  PO.2,-2 ) 

3  JT 

54.  /(.i%  y*  -}  —  arc  Ig  ^  — —  J :  P( 4. 2,  2) 


55-60  Eneontre  um  vet  or  tmUario  na  diregao  do  qua  I  /  deeresce 
mais,  rapidaniente  em  P  e  obtenha  a  taxa  de  variagao  de  f  em  Z5 
nessa  diregao. 

55.  f{x ,  >■)  =20-  .v3  -  y2;  P(-  1 1  -?) 

50.  fix.  y)  —  e"\  P(2. 3) 

57.  fix.  y)  =  cos  Ox  -  >’);  Pi i/6.  jt/4) 

58.  /{.r,y)  =  f(3,  I) 

V  +  .v 


m  out  ail  h  a.  de  lal  forma  que  estejamos  sempre  subindo  it  a 
diregao  da  mdinagdo  mats  ingreme.  Esboee  a  pmjegSo  des- 
sc  caminho  sobre  o  mapa  do  con  torn  os,  Isso  e  c  ham  ado  do 
caminho  de  sitbida  mais  ingreme.  Explique  como  pode  ser 
do  term  in  ado  esse  caminho. 


lugum  Ex-64 


65*  Seja  z  =  3.r  -  y".  Determine  lodes  os  pontos  nos  quais  ||Vz||  =  6* 

66.  Dado  que  z  =  3 a-  +  y1,  determine  V||V^||  no  porno  (5.  2), 

67*  U  ma  panic u  ]  a  move -sc  ao  1  ongo  de  u  m  a  t  rajetd  ri  a  C  d  ada  pdas 
equagoes  x  =  t  e  _v  =  -  r*  Se  s  =  x"  +  y\  determine  ao  I  on¬ 
go  de  C  no  insiante  em  que  a  part  feu  I  a  esta  no  pomo  (2*  —4), 

68*  A  temperatura  em  grous  Celsius  em  uni  ponto  (v,  y)  de  uma 
placa  de  metal  no  piano  xy  c 


T(x,y)  = 


XX 

I  +  x2  4-  y2 


59.  /(.y,  v,  z)  —  — — ;  P(5,7,6) 

S  -  v 

60.  / f.Y ,  y,  3.)  =  4c -'  cos  £:  P{ 0,  1%#/4) 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


61*  Dado  que  Y/{4,  -5)  =  21  -  j.  determine  a  denvada  di re¬ 
el  ona!  da  funglio  /  no  ponto  (4*  -  5)  na  diregao  e  sent) do 
do  a  =  5i  +  2j, 

62.  Dado  que  Wf(xr  yfh)  =  i  -  2j  e  Dil/(a,j,  y.;i)  -  -2.  determine  u 
(duas  respostas). 


(a)  Eneontre  a  tax  a  de  variagao  da  temperatura  em  (I,  l)  na 
diregao  e  sen  tide  de  a  =  2i  ~  j. 

(b)  Uma  formiga  em  (1,  !)  precisa  andar  na  diregao  na  qual 
a  temperatura  baixe  mats  rapidaineme,  Eneontre  urn  vetor 
unitario  nessa  diregao. 

69.  Sc  o  potendal  eletrico  em  um  ponto  (a\  y)  do  piano  ,t;y  6 
V'U,  y)  entao  o  vetor  de  intenmiade  eletriea  no  pomo  (x,  y)  c 
E  =  -  V  V  (x ,  y).  Sup  on  ha  quo  V{x.  y)  =  e~lx  cos2y. 

(a)  Determine  o  vetor  de  intensidade  eletriea  em  (tc/4,  0), 

(b)  Mo  sire  que.  em  cada  ponto  no  piano,  o  potential  eletrico 
decresce  mais  mpidameule  na  diregao  e  semido  do  vetor  E. 


63  *  A  £i  gu  ra  abat  x  o  m  ost  ra  a  I  gu  mas  c  u  rvas  de  nfvel  d  e  u  m  a  fu  n- 
gao  nao-espedlicada  f(x\  y). 

(a)  Use  a  informagao  disponfvel  para  aproximar  o  tom- 
primento  do  vetor  V/(]  h  2)  e  esboee  a  aproximagao. 
Explique  como  voce  aproximou  o  com  primento  e  de- 
term  inou  a  diregao  e  senlido  do  vetor. 

(b )  Esboee  u  m  a  ap rOx  i  m agao  do  vet  or -V  /(4. 4) . 


I' i  gin's  Ex-63 


64.  A  figura  a  seguir  mostra  um  mapa  topogralico  de  uma  mon- 
tanha  e  um  ponto  P  em  sua  base.  Suponha  que  queiramos 
escalar  ossa  montanha  a  parti r  tic  P  em  diregao  ao  topo  da 


70*  Nunia  certa  montanha.  a  elevagao  z  acima  dc  um  pomo  (x,  y) 
num  piano  xy  ao  nfvel  do  mar,  c  dc  z  =  2000  -  O.Olx3  -  0.04y\ 
onde  x.  y  c  z  estao  dados  em  metros,  O  dxo  .v  positive  aponta 
para  o  Leste  e  o  dxo  y  posit ivo  para  o  Noite.  Um  montanhista 
estfi  no  pomo  (-20,  5,  1991). 

(a)  So  o  montanhista  utili/.ar  uma  bdssola  para  cam  in  bar  em 
diregao  ao  Oesie,  ele  cstara  comeg  an  do  a  suhir  on  descer? 

(b)  Se  o  montanhista  utili/.ar  uma  bussola  para  caminhar  em 
diregao  ao  Nordeste,  clc  cstara  subin  do  ou  descendo?  A 
que  taxa? 

(c)  Em  qual  diregao  da  bus  sola  o  montanhista  deveria  come- 
ear  a  caminhar  para  pcrc error  uma  curva  de  mvcJ  (duas 
respostas)? 

71*  Dado  que  a  dcrivada  dircdonal  de  fix,  y,  ")  no  ponto  (3.-2,  I ) 
c  na  diregao  de  a  =  2f  -  j  -  2k  6  -5  e  que  j|  V/(3,  -2,  I)  ||  =  5. 
determine  V/( 3,  -2,  I }. 


72*  A  temperatura  (em  graus  Celsius)  cm  um  ponto  (x,  y,  z)  de  um 
sdlido  metdlico  6 

x  VT 

T(xtytz)  = 


\  +  x2  +  v2  H-  z2 


Capf*ulo14  /  Derivadas  Parciais 


(a)  Encontre  a  Lax  a  de  variagao  da  tempeFalum  cm  rdagao  a 
disEancia  em  (U  1 *  ] )  na  diregao  da  or i gem. 

fb)  Enco litre  a  diregao  na  qtial  a  tempera  turn  cieva-se  mais 
rapidamenle  no  panto  (t,  L  1).  (Expresse  a  sun  resposta 
oomo  um  vetor  uni  tar  io.) 

(c)  Encontre  a  Eaxa  na  qtial  a  temperatura  deva-se  movendo  dc 
(1*  U  1)  na  diregao  ohtida  na  parte  (b), 

73.  Seja  r  —  fx1  +  v“. 

r 

(a)  Most  re  que  Vy  =  onde  r  =  xi  +  yj. 

r 

f-(r) 

{ b )  M ost re  que  V f( r )  —  ff{r)Vr  —  '  ■■  r 

r 

74.  Use  a  formula  da  paste  (b)  do  Exercfeio  55  para  determinar 

(a)  V/O'S  se fir)  —  re~3r 

(b)  /(,)  sc  Vfir)  =  30r  o /(2)  =  I. 


Seja  u,  um  vet  or  u  atari  o  eujo  dngulo  no  semi  do  anti-hordrio 
com  o  eixo  x  positive  e  &,  e  seja  uf!  nm  vetor  tinitdrio  a  90°  no 
sent  i  do  anti- horn  no  de  ur  Most  re  que  se  z  =  f(x,  y).  x  =  r  cos  0 
e  v  -  r  sen  0.  entao 


I  dz 


V  J  -  — ur  +  -  — Ut, 
or  r  SO 


[Sugestao:  use  a  parte  (c)  do  Exercfeio  63,  Segao  1 4.5.] 


7d.  Prove;  Sc  /  e  g  forem  difcreneEdveis,  entao 

(a)  V(/  +  gJ  =  V/  +  Vg 

(b)  V  icf)  =  cVf  (c  const  ante) 

(c)  V(/g)  =  /Vg+gW 

« '(i)  -  ^ 

(e) 

77-73  Uma  particula  quo  base  a  a  calor  esla  locati/ada  no  porno  P 
de  um  piano  de  metal,  cuja  tempera tur a  no  ponto  (a,  y)  c  7'(a,  y). 
Determine  as  oquagocs  paramdtricas  para  a  irajetdria  da  particula 
se  da  se  move  conti  nil  amen  te  na  diregao  do  aumento  maxi  mo  da 
temporal  ura. 


77*  7U  y)  =  S  ~  4T  -  y2;  Pi  1 , 4} 

78,  Tlx.  y)  =  1 00  -  -  2f:  P(5. 3) 

• 79.  Use  um  recui  so  giafico  para  gcrar  a  trajetoria  da  particula  junto 
com  a  3  gum  a  curva  de  ntvel  representativa  da  fungao  tempo  rat  Li¬ 
ra  do  Exercfeio  77, 


•  -80.  Use  um  recursc  griilico  para  gcrar  a  trajetdria  da  partfcula  junto 
com  a  I  gum  a  curva  de  nfvd  re  presen  tat  iva  da  fungao  tempo  rat  Li¬ 
ra  do  Exercfeio  78. 


graft co  de  fix,  y)  = 


(b)  Em  q  names  pontos  sera  verdade  que  Dnfl v,  y)  -  0  para 
todos  veto  res  uni  ratios  u? 


(c )  Use  u  tn  C  A S  para  de  te rm  i  n  ar  V /. 

(d)  U  sc  um  CAS  para  resolver  a  equagao  V  ff.v.  y)  =  0  para  x  e  y. 

(e)  Use  o  result  ado  da  parte  (d)  junto  com  o  Teorema  14.6.5 
para  verifkar  sua  conjee tura  na  pane  (b). 


82*  Prove :  Se  x  -  x(t)  c  y  =  y  (/)  s  ao  dife  renc  i  live  i  s  e  m  /  e  se  z  -  fix ,  y ) 
e  diferenddvel  no  ponto  (a-(/).  _y(/)).  entao 


dt 


—  *  r'(f) 


onde  r(r)  =  x(t) i  + 


83*  Prove:  Sc  j\  jj  c  j\  sao  con  linn  as  sobic  uma  regiao  ciraiiar  e 
se  V/(jx  y)  =  0  em  tod  a  a  regiao.  entao  fix.  v)  d  const  ante  na 
regiao,  [Sage. st do:  ver  Exercfeio  75*  Segno  14,5.] 


84.  Prove;  Sc  a  fungao  /  for  difeienciavcl  cm  um  ponto  U\  y)  e  sc 
D„/(a,  y)  =  0  em  duns  diregdes  nao-paialelas,  entao  Dv  f(x.  y)  -  0 
em  todas  as  diregoes, 

85,  Dado  que  as  equagoes  it  -  y,  z);  v  =  v{.x.  y.  z)*  uL  =  w(x,  y,  z) 
e  f(u,  u,  it?)  siio  di  lie  rendd  vets,  most  re  que 

V/{«,  u,  w)  =  *fvu  +  f-Vv  +  '  V». 

dit  <)v  <)w 


l/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  14.6 

1.  (1.2,3)  2.  3  3.  10;  4.  3; -3 

1 4.7  PLANOS  TANGENTES  E  VETORES  NORMA1S 

Nesta  secao,  discutiremos  pianos  tan  gent  es  a  superficies  no  espapo  tridimensional  e  nos 
ocuparemos  em  responder  tr£s  (pies  foes  bdskas:  O  que  £  um  piano  ton  genre?  Quando 
exist  em  pianos  ran  genres?  Como  enconirar  equates  de  pianos  ran  genres? 


m  PLANOS TANGENTES 

Lembre  que  na  Segao  14.4  observamos  que  se  uma  fungao/Cv*  y)  for  dife  renc  Save  1  num  ponto 
(jco,  yo)v  entao  e  de  se  esperar  que  a  super  ITeie  z  =f(x,  y)  ten  ha  um  piano  tangente  nao  vertical 
no  ponto  P0Uo,  Vo?  /(x o,  Vo)).  Tambent  vimos  na  Scgao  14.4  quo  a  fungao  linear 

L(x.  y)  =  f(x o,  v0)  +  fx{x o,  ,vo)(.v  -  jcc)  +  /v(a'»-  J‘o)(>'  -  Jo) 


990  Calculo 


aproxima  bum  a  fungao/(jq  y)  pcrlo  dc  (.vq,  yo)  e  que  o  grdfica  dc  L  c  uni  plana  nao  vertical  que 
passa  pclo  panto  /V  Isso  sugerc  que  o  grafico  tic  L  seja  a  plana  tangentc  quo  proeuramos,  Agora 
estamofi  cm  cendigdes  tic  forneccr  alguma  justificativa  geometrica  para  cssa  eonclusao. 

Nosso  eonceito  dc  piano  tangentc  a  uma  supcrffcic  5:  £  =/(a\  y)  sera  base  ado  na  nogao 
mais  elementar  dc  rota  tangentc  a  uma  curva  C  no  espago  tridimensional  (Figura  14.7/1). 
Intuit ivamenie,  percehemos  que  um  plana  tangentc  a  S  num  panto  Pq  deva  scr  composto  das 
Idas  tangenies  cm  P(t  dc  lodas  curvas  cm  5  qae  passam  par  Pq  (Figura  14:7.2).  O  teorema  a 
seguir  m  ostia  que,  ncssc  sentido  geometrico,  o  grafico  da  aproximaguo  linear  local  real  men  te 
6  tangentc  i  superlTeie  z  =f(x*  y)« 


14,7.1  TEOREMA  Suponha  que  a  f any  do  fix,  y)  seja  diferencidvel  em  U'q  .  _vq)  e  seja 
Pq(xq,  yo+  /(.Vo,  Yi}))  o  panto  correspondents  no  grdfico  def  Seja  To  graft  co  da  a  pros  i- 
maeda  linear  local 


L(x,  v)  =  f(x o,  yo)  +  /v(J£o,  yo)C*  -  .v0)  +•  fy(x0.  yo)(>’  - 


(I) 


de  f  em  (_v0+  yo).  Entdo  uma  ret  a  e  tangentc  em  If  a  uma  curva  C  na  superffeie  z  —fix,  y) 
set  e  sonicate  st\  a  ret  a  estd  contida  em  T. 


demONStraCaO  O  grafico  T  dc  ( I )  c  o  piano 

z  =  fix 0.  y'o)  +  fx(x 0.  yoK*  -  Jfo)  +  fyix o.  yo)(y  -  yo) 

para  o  qua! 

n  -  fx(x o,  Vo)i  +  fy(x \h  Vo)j  -  k 

e  um  vetor  normal  (verifique),  Seja  C  uma  curva  na  superfieie  z  -  fix,  y)  que  passa  par  Pq  e 
suponha  que  C  seja  parainetrizada  por 


com 


x  =  x(t),  y  =  y(>)t  z-z(r) 
xo  =  x(Iq),  \\)  =  ytto),  f{xt j,  vo)  =  z(i o) 


A  ida  /  tangeme  a  C  em  Pq  6,  eniao,  paralela  ao  vetor 

r  =  *'(r0)i  +  y(T0)i  +  z'(tG)k 

ondc  es  tamos  s  upon  do  que  r'  ^  0  (Dcfinigao  13.2.7/  Para  provar  que  l  csta  contida  cm  7', 
basia  provar  que  ii  *  rf  —  0.  Como  C  esui  no  grafico  dc/  temos 

z(t)  =  /{x(Oo'CO) 

Usando  a  regra  da  cadeia  para  calcular  a  derivada  dc  z(t)  em  to t  obtemos 

z(t(>)  =  A (-V0,  yo)*f(/o)  +  ../ v (-Vo i  Jo)  v  Vo) 

ou,  cquivalcntcmente, 

{/v{Jfo*  3ro) <  H-  Advo,  Jo) j  -  k)  *  (je'ftj)i  +  y'(fo)j  +  z"(r0)k)  =  0 

Mas  isso  e  simplesmente  a  equagao  n  *  t  =  0,  o  que  comp] eta  a  prova  de  que  /  esta  contida 
em  T. 

Reciprocal  ne  ate,  seja  a  =  af  +  +  oik  o  vetor  diretor  dc  uma  re  la  /  por  Pq  contida 

cm  T,  Eniiui 

0  =  n  •  a  =  a\ /,  ( a0,  yo)  +  a2fyix0,  yo)  ~ 

o  i|ue  implica  que 

ay  =  a  i /x(>ro-  Jo)  +  a*  fy(x  o.  yo) 

Seja  C  a  curva  de  equates  parainetricas 

x  -x(t)~  ,v0  +  <t, r,  y  =  y (/)  =  yo  +  a2t.  z  -  z(t)  -  f(x(t),  >(/)) 
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A  curva  C  passa  por  Pq  quando  r  =  0  c  a  reta  tangente  a  C  cm  Pq  tem  vctor  diretor 

r  —  x'(0)\  4-  j'(0)j  4-  z'(0)k  =  ad  4-floj  +  £'(0)k 
Segue  pela  regia  da  cadeia  que 

z(0)  =  aifAxor  Jo)  +  a2fy(xQ,  jo)  = 

e  porlanio 

rr  =  r  (0)i  4-  v  (0) j  4-  c,f(0)k  =  af  4-  a2 j  4-  (hk  =  a 


Use  o  Tearema  1 4.7,1  para  moetrar 
q  u  &  $e  u  ma  c  u  rva  esli  ve  r  eontida  nu  tn 
piano,  entao  o  mesmo  ocorre  com 
qualquor  rete  tangente  a  e$$a  curva. 


Assim,  o  vctor  a  =  ■  a  \i  +  +  afk  6  o  vctor  diretor  r'  da  rcta  tangente  cm  Po  de  C.  Por¬ 

ta  n  to,  essa  rcta  6  l,  O  que  comp  lota  a  prova  de  que  /  e  langemc  cm  P(}  a  cm  va  C  na  superfi- 
cic  z  =/(a\  j).  ■ 


A  purlir  doTeorema  14. 7  J  estuheleeemos  a  defmigj 


mI  *  ■h  c’iti  (v  1 1 1  n  j!  j  \ 


1 4 .7, 2  DE E  i Nl c;a(  >  S  e/(_v,  v )  for  d  i  feren c i  a vel  n  o  p  on  t o  (  a0  .  yG  \  ea  tao  o  plan  o  tangente 
a  super  Erie  z  “/(a,  v)  no  porno  Po(xlh  v0,  /(a0,  v0))  e  o  piano 

2  =  o,  Jo)  +  fxiXi),  JoKa  -  At))  +  /yf.Aa-  J0>(J  -  JO)  (2) 


A  ret  a  pelo  porno  Pa  paralela  ao  vetor  it  -ff.x^  jji  +fx{x0,  vjj  -  k  e  perpendicular  ao 
piano  tangente  (2).  Essa  ret  a  e  denominada  reta  normal  a  superticie  z  -  fix,  v)  cm  Pq.  Segue 
que  USSa  rcta  normal  pode  ser  expressa  parametricarnente  C0m0 

x  =  -vo  +  /,(*<>»  y  =  yo  +  M*>.  yo)*-  *  =  /(•* o.  >•<>)  -  >  P) 

►  Exemplo  1  Encontre  uma  equagao  do  piano  tangente  e  equagoes  parametricas  da  reta 
normal  a  superftcie  z  =  x2y no  ponto  (2t  1,4), 

S  oltt  gao  As  dc  ri  v  ada  s  pare  iai  s  d e  /  sao 

fAx,  y)  =  2 xy,  fy(x.  y )  -  or2 
/t(2,  1)  =  4,  /i  (2,  I )  =  4 
Porlanio,  o  piano  tangente  tern  equagao 

z-  4-H-4(jc  -  2)  +  4(j  ~  1)  =  4a  4-  4  v  -  8 

e  a  rcta  normal  tern  equagdes 

A  =  2-f4f,  y  =  1  +  4f ,  z  =  4  —  t  < 


■  PLANOSTANGENTESE  DIFERENCIAISTOTAIS 


Lemhre  que,  para  uma  lungao  z  -  fix,  y)  de  duas  varidveis,  a  aproxsmagao  por  diferen dais  € 


&?  =  A/  =  f{xy  v)  -  f(x o,  yo)  ^  dz  =  fAx o,  Vo) (a  ~  xQ)  +  fy(x 0*  yo){y  -  yo) 

O  piano  tangente  fornece  uma  interpretagao  geometrica  dessa  aproximagao.  Vemos 
na  Figura  14.7.3  que  A z  d  a  variagao  de  z  ao  longo  da  supe/ffde  z  ~ fix,  v)  do  ponto 
Po(x0,  voi  fix o,  jo))  a°  ponto  P(x\  v,  /(a,  y))  c  r/r  c  a  variagSo  de  z  ao  longo  do  piano 
tangente  dc  Pq  &  Q(x.  >\  l(x,  v)).  O  pequeno  deslocamento  vertical  cm  (v,  v)  cm  re  a  su- 
perffeie  e  o  piano  represent  a  o  erro  da  aproximagao  linear  local  de/em  (  aq  ,  jcJ  Vimos 
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Observe-  que  o  piano  tangente  na 
Figura  14,7,3  e  an&logo  ao  piano 
tangente  na  Figura  14.7,2, 


0  gradients  £  normal  3 
superflcie  de  nsvei 


Figura  14.7.3 


V 

> 


que,  perto  de  (xq.  vo)»  esse  erro  tem  uma  magnitude  muito  menor do  que  a  distanda  entre 
(xr  V)  c  (*o,  jo) ■ 


a  PLANOS TANGE NTES  A  SUPERFICIES  DE  NIVEL 

Passamos  a  considerar  o  problema  de  encontrar  pianos  tangenies  a  superficies  que  possam  ser 
representadas  implidtamente  por  equates  da  forma  F(xf  y,  z)  “  c.  Vamos  sapor  que  sejam 
eoati  ei  u  as  as  derivadas  pardais  de  primeira  ordem  de  F.  Essa  hi  pole  se  nao  impoe  serins  resir  i- 
goes  as  fun  goes  que  costumamos  encontrar  e  tem  uma  conscqiiencia  geometrica  importante. 
Hm  disc  ip  I  in  as  avangadas  prova-se  que  se  f  tem  derivadas  pare  ia  is  de  primeira  ordem  coni  in  u- 
as  e  se  VF(xq.  yo*  Zo)  /  0  entao,  perto  de  Pq(xg*  y0,  z0),  o  grafico  de  FU\  yt  z)  =  c  real  me  me  e 
O  grafico  de  uma  fungao  implieilamenle  definidade  uma  (pelo  menus)  das  seguinles  formas: 


z  =  fix ,  y)7  y  =  g(x 4  z)t  .y  =  /*(>’„  z) 


(4) 


Isso  garante  que  perto  de  Po  o  grafico  de  F(.v,  yT  z)  =  c  realmente  e  uma  usupertTekf  (cm  vcz 
de  algum  con  junto  exdtico  de  pom  os  do  espago)  e  segue  do  Teorema  14,7.1  que  ex  isle  uni 
piano  tangente  a  superiTcic  no  ponto  P(>, 

Felizrnente,  nao  prccisamos  resolver  a  cquagao  F(x\  y,  z)  —  c  para  uma  das  fungoes  de 
(4)  para  podcr  encontrar  o  piano  tangente  cm  P0.  (Na  prdtica,  isso  pode  ate  ser  impossivcl) 
Sahcmos  do  Teorema  14.7,1  que  uma  reia  por  Pq  estd  no  piano  tangente  se,  e  somcnlc  sc,  6 
uma  reta  tangente  cm  Pq  a  uma  eurva  C  na  super  fie  ie  Fix,  y,  z)  -  c.  Suponha  que  C  seja  pa¬ 
ra  me  trizada  por 

x-x(t)h  y  —  v(/)t  Z~z(f) 


com 


.v0  -  x(to),  yo  =  y{/o).  zo  =  z<?q) 


A  reta  /  tangente  a  C  cm  Pq  e,  entao,  paralela  ao  veior 

r  =  x'(t0)i  +  /(f0)j  4-  z{t o)k 

onde  es tamos  supondo  que  r  ^  0  (Deliniguo  13.2.7).  Como  C  CSla  na  superffeie  F(x,  y,  z)  =  c, 


tem  os 


c  -  F(x(i),  y(/)t  z(t)) 


(5) 


Calculando  a  derivada  em  de  amhos  lades  dc  (5),  pcla  regra  da  cadeia  obicmos 

0  =  FAxth  ya,  *o)*'&o)  +  FyixQ,  yo,  zo)y'(fo)  +  F-Ax(h  Jo,  zo)z'(ft) 

Podemos  escreveressa  equagao  em  forma  vetorial  como 


0  =  (FAx o,  Jo,  zo)i  H-  FAm.  yo,  zo)j  +  F,{xq,  yo,  zo)k)  >  {x'ifAl  +  v'(fo)j  4-  zUq) k) 


0  -  VFCvo,  yo,  zo)  t  r 

Segue  que  se  VF(x  o,  yo,  zo)  F  entao  VF(x  o,  30,  zo)  d  normal  a  reta  /.  Cone  I  u  mi  os  que  se 
VPUo,  yo,  zo)  #  if  entao  VF(a0i  y0,  zo)  c  normal  a  qualqucr  reta  per  Po  que  esteja  contida 
no  piano  tangente  a  superffeie  F(x,  \\  z)  -  c  em  Po.  Segue  que  VF(ao,  yo,  zo)  d  uni  vetor  nor¬ 
mal  a  esse  piano  e  portanio  e  normal  a  superficie  de  nfvel  (Figura  14.7,4). 


Figura  147,4 
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Agora  podemos  expressar  a  equagao  do  piano  tangente  a  superlYeie  do  nfvel  em  P$  na 
forma  pon  to- normal  como 

FAxo,  yo,  zo)(x  -  xo)  +  Fy(x o,  yo,  za)(y  -  yo)  +  Fz(x 0,  vo,  zo'Kz  -  zo)  —  0 
[ver  Formula  (3)  da  SegaO  12,6].  A  parti r  dessa  analyse  Lemos  o  teorema  seguinte. 


Q  Too  no  ma  14.7.3  pode  $er  vioto  como 
uma  extensao  do  Teorema  14.6.6,  de 
curvas  para  superficies. 


14.7,3  TKOREMA  S  upon  ha  que  F(x,  y,  z)  ten  ha  dehvadas  pare  tens  de  prime  tra  ordem 
cant  hums  e  seja  c  =  F  Up  .  yo .  Zo).  Se  VF  (x0.  yn,  zo)  ^0,  entdo  VF(x  q.  >b.  zq)  e  itm  vetor 
normal  d  superffeie  Fix,  y,  z)  =  c  no  panto  FoGy,  yo .  zo)  e  a  piano  tangente  a  essa  super¬ 
fine  em  Po  e  a  piano  dado  pela  equaeao 

FAX*  )'o.  zo)C*  -  -to)  +  Fy(x0.  Vo,  soK)-  -  >'o)  +  Fz(x o,  y*  zo)(z  -zo)  =  0  (6) 


►  Exemplo  2  Encomrc  uma  equagao  do  piano  tangente  ao  elipsdide  xm  +  4y"  +  z~  =  1 8  no 
ponto  ( 1 T  2,  I )  e  determine  o  Angulo  agudo  que  esse  piano  faz  com  o  piano  xy\ 

Soltipao  ()  elipsdide  6  uma  superffeie  de  nfvel  da  fungao  Fix,  y,  z)  —x2  +  4y~  +  z2*  portanto 
comeg amos  determinando  o  gradiente  dessa  fungao  no  ponto  ( 1,2,  I )+  Os  calculos  sao 

VF{x,  y,  z)  =  —i  +  j  +  — k  =  2X1  4-  8  vj  +  2zk 

dJt  dy  az 


Assiny 


VF(I ,  2,  1}  -2i+  I6j  +  2k 

FA i)  =  2,  FvCU2,  1)  =  16,  F-(l,2,  1)  =  2 


Figura  147,5 


e  portanto,  de  (6),  a  equagao  do  piano  tangente  e 


2(x  -  I )  +  16(y  -  2)  +  2(z  -  I )  —  0  ou  x  +  8y  +  -=18 

Para  detenninar  o  angulo  agudo  0  entre  o  piano  tangente  e  o  piano  xy,  apliearemos  a 
Formula  (9)  da  Segfto  1 2.6  com  n,  ~  VF(  1.2,  1)  =  2i  +  16 j  4-  2k  c  n2  =  k.  Disso  results 

1VFCL2,  l)-k|  2 


cos  9  — 


1 


|VF(l,2fl] 


(2-766  ){1)  */66 


Assim, 


(Figura  1 4,7.5),  < 


9  —  arc  cos 


<}  =  0 


G(x\  y\  z)  =  0 


■  USANDO  GRAD1ENTES  PARA  ENCONTRAR  RETA3TANGENTES  A 
INTERSEgOES  DE  SUPERFICIES 

Em  geral,  a  intersegao  de  duas  superficies  F(a\  y,  z)-()e  G(x,  y,  z)  -  0  sera  uma  curva  no 
espago  tridimensional.  Se  (ajq.  v£> ,  £q)  for  urn  ponto  nessa  curva,  entao  VF(aq,  v0,  ;0)  sera 
normal  a  supcrficic  F(. r,  y,  z)  -  0  cm  (in ,  yo,  zo)  e  VG (Ay .  yo,  to )  sera  normal  a  superffeie 
G(x,  y,  z)  —  0  cm  (aq,  yo,  zq)-  Assim,  sc  a  curva  dc  intersegao  puder  scr  dada  por  uma  para- 
metrizagao  lisa,  entao  seu  vetor  tangente  unitario  T  cm  (.*o>  yo,  zA  sera  onogonal  a  amhos 
VFfjro*  yo*  7o)  c  VG(.io,  yo,  "o)  (Figura  14.7,6).  C onset] uen temen tet  se 

VF(.v0,  yo*  zq)  x  VC(i0)  yo,  zo)  #  0 


entao  esse  produtO  vetoria!  sera  paralelo  a  T  c,  portanto,  sera  tangente  a  curva  de  intci  scgao, 
Esse  vetor  tangente  pode  ser  usado  para  determiner  a  diregao  da  rcla  tangente  ft  curva  de  in- 
tersegao  no  ponto  (ajo,  yo,  z.q). 


Figura  147,6 
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Rgura  1 4,7.7 


(I,  1,2) 


►  Exempfo  3  Obtenha  as  equaqdcs  parametricas  da  rcta  tangcnlc  a  curva  dc  i nterscqao  do 
paraholdicie  z  =  a2  R  y2  c  o  elipsdide  3a-2  +  2y2  +  z2  =  9  no  ponlo  (R  R  2}  (Figura  14,7,7). 

Solugao  Co  m  ecam  os  reesc r  even do  as  eq  u agoes  das  s  u  pc rffci es  co m o 

x2  R  y2  —  z  =  0  e  3a2  -R  2  y2  R  z2  —  9  —  0 

c  tomamos 

F{xy  yt  z)  —  x2  R  v“  -  z  e  G(x,  >\  z)  —  3x2  R  2y2  Rr  -  9 
Frccisarcmos  das  gradients  dessas  funqdcs  no  ponio  ( l7  1,2),  Os  calculus  sao 

VF(a\  yf  z)  -  2xi  R  2yj  -  k,  VG(x,  y,  z)  =  6a  i  R  4yj  R  2zk 
VF(R  R  2)  =  2i  R  2 j  -  k,  VG(R  R  2)  =  6iR4jR4k 

Assim,  o  vetor  tangente  cm  ( R  R  2)  a  curva  de  imerseqao  e 


VF(R  R2)  x  VG(R  R2)  = 


2 

6 


j  k 

2  —  I 

4  4 


=  12i  —  14  j  —  4k 


Como  quaJquer  nulltiplo  esealar  deste  vetor  f'ura  exatamente  o  mesrno,  podemos  mukiplicar 
por  |  para  reduzir  o  tamanho  dos  eoefidemes  e  usar  o  vetor  6i  -  7j  -  2k  para  determinar  a 
diregab  da  rcta  tangente.  Esse  vetor  c  o  porno  ( R  R  2)  fornecem  as  equagoes  parametricas 


x  —  |  -j-  6ft  y  —  1  —  7R  z  ~2  —  2t  < 


EXERClClOS  DE  COMPREENSAO  14.7  {Verpagina  996 para  respostas.) 


1.  Suponha  que  /U.  y)  seja  diferendavel  no  porno  (3,  I)  com 

/( 3;  1)  =  4,  fx (3.  1)  =  2  e  /v(3,  I)  —  -3.  Lima  equacao  do 
piano  tangentc  ao  gratico  de/no  porno  (3.  ! ,  4)  e _ _ 

s3o  equagftes  parametricas  da  rcta  normal  ao  gratico  do  /  no 
porno  (3,  1.4). 

2.  lima  cquagao  do  piano  tangcnie  ao  gralico  de  z  —  x2^fy  no 

porno  (2,  4,  8)  iS . . :  as  equagoes  parametricas  da  rcta 

normal  ao  grafico  de  z  =  x2yfy  no  ponio  (2, 4. 8)  sao 

x  —  »  y  —  »  z  — 


X  Suponha  que/(  L  0,  —  1)  =  2  e  que  fix,  \\  z)  seja  diferencilvel 
em  (3.  0,  -I)  com  V/(R  0,  —  1)  —  {2,  1.1),  Lima  equagao 
do  piano  tangente  a  superffek  dc  nfvcl /(a,  y.  z)~  2  no  ponto 

( L  0,  - 1 )  6  _ _ as  equagoes  parametricas  da  rcta  nor- 

mal  a  superfYrie  de  m'vel  pclo  ponto  ( R  (K  —  I )  site 

4*  A  esfcra  a2  R  y2  +  r  =  9  c  o  piano x  +  y  +■  z  -  5  interseciam 
mm  circuloque  passa  pclo  ponto  (2,  L  2).  Equagoes  parame¬ 
tricas  da  rcta  normal  a  esse  cfrculo  cm  (2,  1 , 2)  sao 

■v  = - y  = - Z  =  - - - 


EXERCICIOS  14.7  [c]CAS 

4.  In  /rz  +  yJ;  P  (-1,0,0) 

5.  z  =  e,y  sen  3,v;  i’inlb.  0,  I ) 

6.  z  =  xn  +  y1";  f’<4, 9, 5) 

7.  a'  +  y;  +  =  25:  P(-3,0.4) 

8.  x2y  -  4z:-  -7;  P(~X  1,-2) 


1-8  Encontre  uma  equayao  para  o  piano  tangenie  e  equaqfe  paia- 
m6lrieas  para  a  rcta  normal  a  super ffcic  no  ponto  P. 

1.  z  =  4*y  +  2 y;  /’(1.-2.  12) 

2.  ,:  =  |x7v-2;  P(2, 4, 4) 

3.  z=  xe  '\  P(l,  0,  J) 
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ENFOCANDO  CONCEITOS 


9.  Encontre  todos  os  pornos  da  superffcie  110s  quids  o  piano 
tangente  e  horizontal, 

(a)  z=xy~ 

(b)  z=  *¥"  -  w  -f  v"  -  2v  +  4 y 

1ft.  En  coni  re  um  ponto  da  superffcie  z  -  3a2  -  /'  no  qual  o  pia¬ 
no  tangente  e  paralelo  ao  piano  6v  +  4y  -  z  =  5. 

1L  Encontre  um  ponto  da  superffcie  z  =  S  -  3a2  -  2y  no  qua]  o 
piano  tango  me  6  perpendicular  a  rota  x  =  2  -  3/.  y  =  7  +  8r, 
£  =  5  -  r. 

1 2,  Mostre  quo  as  superficies 

z  =  y.c2  +  y2  C  z  =  -njU2  +  v2)  -5-  § 

mlersectam  em  (3,  4.  3)  e  t6m  um  piano  tangente  em  co¬ 
rn  um  nesse  ponto. 

13*  (a)  Encontre  todos  os  pom  os  de  mtersegao  da  reta 

a-  =  “1  +f,  y-2  +  f,  z-2f*7 
e  a  superffcie 

5  2 

Z=X  +  >* 

(b)  Em  eada  ponto  de  interseqao,  determine  o  cosseno  do 
angulo  agudo  entre  a  reta  dad  a  c  a  reta  normal  a  super- 
fide. 

14.  Mostre  quo  so /e  difcrenciavel  e  z  -  A'/U/y).  entao  todos 
os  pianos  [angentes  ao  graiico  dessa  equugao  passam  pda 
origem. 


1 5 .  Con  side  re  o  el  i  psdi  de  x "  +  y2  +  4z 2  =  12. 

(a)  Use  o  metodo  do  Exemplo  2  para  encontrar  utna  equag3o 
do  piano  tangente  ao  elipsdide  no  ponto  (2.  2.  1). 

fb)  Determine  equ agues  paramdtricas  da  reta  que  6  normal  ao 
elipsdide  no  ponto  (2, 2,  1 ). 

(c)  Determine  o  anguio  agudo  quo  o  piano  tangente  no  ponto 
(2.  2.  1)  faz  com  o  piano  xy. 

1 6 .  Con  side  re  a  su  port ic  i  c  .v  z  -  y  z '  +  y  z2  -  2 . 

(a)  Use  o  metodo  do  Exemplo  2  para  encontrar  uma  equagao 
do  piano  tangente  a  superffcie  no  ponto  (2*  - 1*  1 ) 

(b)  Determine  equagoes  para  metrical  da  reta  que  e  normal  a 
superffcie  no  ponto  (2,  -! ,  I .), 

(c)  Determine  o  angulo  agudo  que  o  piano  tangente  no  ponto 
(2.  -1T  1 )  fa/  com  o  piano  xy\ 

1 7-18  Encontre  dots  vet  ores  unitarios  que  sao  normals  u  superff- 

cte  dada  no  ponto  P. 

17.  =  z2;  P(3, 5. 1) 

18.  sen  x z  -  4  cos  y  z  -  4;  ny  I ) 

19.  Mostre  que  toda  reta  que  d  normal  &  esicra 


2  2  2 
x  +y  +Z  = 


20*  Encontre  todos  os  pontos  do  cl  i  psoide  2xl  +  3yz  +  4z2  =  9  nos 
qua  is  o  piano  tangente  6  paraldo  ao  piano  x  -  2 y  +  3z  =  3, 

21*  Encontre  todos  os  pontos  da  superffcie  xl+  y’  -  zim  —  1  nos 
quais  a  reta  normal  e  para  lei  a  ii  reta  que  pass  a  por  Pfl.  -2*  I) 
e  Q( 4,0, -I). 

22*  Mostre  que  o  cl ipsdidc  2jt"  +  3v:  +  z2  =  9  e  a  esfera 

+  y2  +  V  -  6x  -  8y  -  8s  +  24-0 
tem  um  piano  tangente  em  comum  no  ponto  (I  *  L  2). 

23.  Encontre  equagoes  parametricas  para  a  reta  tangente  a  cur- 
va  de  intersegSo  do  paraboldide  z  -  a  +  y2  e  do  elipsdide 
xL  +  4y‘  +  z“  =  9  no  ponto  ( I .  - 1 . 2), 

24*  Encontre  equagdes  para  met  ricas  para  a  reta  tangente  h  curva  do 
inlersegao  do  cone  z  =  v/al2  Hh  y-  e  do  piano  ,v+  2v  +  2^-20 
no  ponto  (4,  3,  5). 

25.  Encontre  equagftes  parametricas  para  a  reta  tangente  i  curva 
de  intersecSo  dos  oil.  indr  os  jc‘  +  z*  =  25  e  y*  +  z“  -  25  no  ponto 
(3-  “3t  4), 

[cj  26.  A  figura  abaixo  nrostra  a  interseqao  das  superficies  z  ~  %-x'  -y' 
e  4„v  +  2y  -  z  -  0 

(a)  Encontre  equagdos  paramdtricas  para  a  reta  tangente  a  cur- 
va  de  intersegao  no  ponto  (0,  2,4). 

(b)  Use  um  CAS  para  gerar  uma  reproduqao  razoavcl  da  ft- 
gura.  Mao  6  necessdrio  gerar  as  cores,  mas  tente  obter  um 
ponto  de  vista  similar. 

-4 

20 
0 

-20 

4  Figiiro  Ex-26 


27.  Mostre  que  a  cquagao  do  plant)  l\uc  6  tangente  ao  elipsdide 

.2  ,2  2 
x  y  z 

q.  q_  _  | 


h2 


cm  (x]r  y-p  zu)  pode  scr  escrita  na  forma 

■vo.r  q  yoy  ,  , 

="  +  “5  —  —  I 


h~  c 


.2 


28.  Mostre  que  a  equagio  do  plant)  qLtc  d  tangente  ao  paraboldide 


x2  y2 

z=^  +  is 


em  (,vn*  yiV  zn)  pode  ser  escrita  na  forma 

2.vy.v  2yoy 

"  +  Z0  =  — —  ■  1  ; 

cr  b- 


29*  Prove:  So  as  superficies  z  -  fix .  v)  e z  =  g(x.  v)  intcrscctam  cm 
y(,  zj  e  s e/e  g  forem  dtfcrencidveis  em  (y5.  y„).  entao  as 
rotas  normals  em  P  sao  perpendicu lares  so  e  somente  so 

f;M\r  >b)  -Vo)  +/■(%  -Vo)  SfXfr  Vti)  = 


passa  pela  or i gem. 
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.10.  Use  o  res  nil  ado  do  Uxercicto  29  para  mostrar  que  as  retas  nor¬ 
ma  is  a  os  cones  z  —  /a-  +  \2  e  z  =  —  \/x2  +  _v-  sao  perpen- 
dicu lares  as  retas  normals  da  esfera  a2  +  _v:  +  z"  =  a1  ein  cada 
ponto  de  iniersegao  (ver  Kigura  Ex-32). 

31.  Di/emos  que  duas  superficies /(a,  y,  z)  -  0  e  g(A,  y,  z)  =  0  sao 
otiogoiuiis  em  um  ponto  F  de  intersecao  se  V/e  Vg  sao  nao- 
nulos  em  Pc  as  retas  normals  as  superficies  sao  perpend icu lares 
cm  P.  Mostreque  sc  V/(.vo .  yo.  zo)  ^  0  c  Vg{xo.  vq.  zq)  ^  0, 
enlao  as  super ficies/fx,  y,  z)  =  0  e  g(x,  y.  z)  -  0  sao  orlogonais 
no  ponto  (aq,  vq,  zq)  ^  e  smnente  se 

figx+fySy+fzS^  0 

nesse  ponio.  |  Not  a:  essa  d  uma  versao  mats  yeral  do  re  suit  ado 
do  Excrcfdo  29.] 


Use  o  resultado  do  Excrcfcio  31  para  mostrar  quo  a  esfera 


JlT  T  T  J  1  | 

a  -r  vr  +  z"= fl'e  o  cone  z  —x  +  v  sao  ortogomus  em  tedo  o 


ponto  de  imersegao  (ver  figura  abaixo). 


Figura  Fx-32 

33.  Most  ie  que  o  vo  turn  e  do  sol  i  do  1  i  m  i  lado  pel  os  p  I  ano  s  or  jo  rdena- 
dos  e  o  piano  tangente  da  paiie  da  superffeie  xyz  -  A.  A'  >  0.  que 
esta  no  primeiro  ociante  nao  de  pendente  do  ponto  de  tange  ncia. 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICEOS  DE  COMPREENSAO  H.7 


1.  j  =  4+2Ce-3)-3(v-  1);  A'=  3  +  2/;y  =  1  -  3r;  z  =  4-f  2.  z  =  8  +  8(x-  2)  +  (v-4);  x  -  2  +  8(;  v  =  4  +  /:  z  =  8  -l 
X  2(x  -  3 )  +  y  +  (z  +  I }  ~  0:  a  -  I  +  2r:  y  =  t\  z  =  - l  -f  *  4.  a  =  2  +  q  y  -  I ;  z  =  2  -  f 


14.8  MAX  IMPS  E  MINIMOS  DE  FUNQOES  DE  DUAS  VARIAVEtS 

Anteriormente,  no  Volume  K  vimos  como  determinar  maxi  mo  s  e  nunimos  de  uma  fungtio 
de  uma  vandveL  Nesta  &e$aar  desenvolvetemos  teaticas  simtlares  para  /undoes  de  duas 
variaveis. 


=  f(*\  y) 


Figura  i  4.8.1 


■  EXTREMOS 

Sc  imaginamios  o  gratico  dc  uma  funqao  /  dc  dims  variavcis  como  sendo  uma  cadciade  mon- 
Lanhas  (Figura  14.8.1  )>  cniaa  os  e  times,  que  sao  os  pom  os  altos  de  suas  vi/.tnhangas  i  medial  as, 
sao  chain  ados  de  maxim  os  relatives  de  f  e  as  bases  dos  vales,  que  sao  os  ponros  baixos  de 
suas  vi/jnhangas  i  media  las,  sao  ehamudas  dc  mtfunws  relatives  de/- 

Assim  como  um  geologo  podc  cstar  in  ter  ess  ado  em  dctcrminar  a  montan  ha  niais  alia  e 
o  vale  mats  pro  (undo  cm  tod  a  uma  cade  i  a  de  morn  an  has,  tambem  um  matemalico  pode  estar 
interessado  em  determ i nar  <>  maior  c  o  mcnor  valor  de  /(ys  y)  sohre  o  domfnio  inteiro  dc  /. 
Esses  sao  c  ham  ados  de  va  lores  maxim  os  absolutes  e  minim  os  absolutes  de  f.  As  segul  riles 
dcfiniqocs  dao  pi  eel  sao  a  essas  iddias  i  nformais. 


I4.8J  ofmmCAO  Diz-se  que  uma  funqao  de  duas  variavcis  tern  um  maxima 
relatim  cm  um  ponto  (_vm  y(J)  se  ha  um  cfrculo  cent  rad  o  em  (a,,,  y0),  de  mo  do  que 
/(%  y0)  >  /(.vt  y)  para  todos  pontos  (a,  v)  do  domfnio  de  /  que  estao  dentro  do  cfrculo, 
c  di/.-se  <.|uc  /  lem  um  maxima  absolute  em  (jc0,  y,,)  se  /(a;,,  yu)  >  /(a,  v)  para  todos  os 
pontos  (a\  y)  do  domfnio  de  J\ 
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14„8.2  DiiFiM^AO  Diz-se  que  uma  fungao  /  de  duas  vadaveis  tem  um  minimo  relativo  em 
imi  pon lo  (x0,  yM)  sc  ha  um  cfrculo  ecnirado  eni  f.vflt  y,;i)t  do  modo  quo  f(xlV  y0)  </(j;,  v)  para  io- 
clos  pontos  (a,  y)  do  dominio  de  /  que  eslao  derurn  tic  cfrculo,  e  diz-se  quo  /  lem  um  minima 
absolute  cm  (a„,  yfl)  sc  f(xnt  y0)  <  f  ix,  y)  para  todos  os  pontos  [x,  y)  do  dominio  de  /. 


Figara  14.8,2 


Sc  /  liver  um  maxi  mo  ou  mini  mo  relativo  cm  U,;i,  y()>  dizemos  que  /  tern  um  extrema  relativo 
cm  (Xj,  ya),  e  se  /  liver  um  maxi  mo  ou  minimo  absolulo  em  (.v(>a  y0),  dizemos  que  /  tem  um 
extreme  absoluto  cm  (x(tf  yj. 

A  Figura  14.8.2  mostra  o  gnitlco  de  unia  fungao  f  eujo  dominio  e  a  rcgiSo  quadrada  fe- 
chada  no  piano  xy  dos  pontos  que  satisfazem  as  desigualdades  0  <  x  <  1  >  0  <  y  <  LA  fungao  / 
tem  mfnimos  relatives  nos  pontos  A  e  Ce  um  maxi  mo  relativo  em  B.  Ha  um  minimo  absoluto 
cm  A  e  um  maxi  mo  absolulo  em  D. 

Para  fungous  de  duas  variaveis.  es  tar  cm  os  imercssados  cm  duas  impor  lames  qucsldes: 

*  Existent  extremos  relatives  ou  absolutes? 

■  Case  afirmativo,  ondc  estao  loealizados? 


Explique  fwr  que  todo  subconjunto 
de  um  eo-njunto  limits  do  lamb  dm  6 
limltackx 


■  COMJUNTOS  LIIVUTADOS 

Assim  como  distinguimos  entre  intervalos  finitos  c  infinites  da  reta  real,  vamos  querer  dis- 
tinguir  entre  regioes  de  “extensao  Anita”  e  regioes  de  “extensao  infmita”  no  espago  hi  ou 
tridimensional.  Um  conjuniodc  pontos  no  espago  bidimensional  e  denominado  limitado  sc  o 
conjunto  inteiro  eouber  dentro  de  algum  retangulo,  c  e  denominado  iUmitado  se  nao  houver 
ret&ngulo  que  contenha  todos  os  pontos  do  conjunto.  Analogamente,  um  conjunto  de  pontos 
no  espago  tridimensional  c  limitado  sc  o  conjunto  eouber  dentro  dc  algunia  calxa  c  €  ilimita- 
do case  contrdrio  (Figura  14.83), 


U  m  eon  junto  limit  ado 
!  no  espago 

f  Did  i  mention  a  1 

Um  conjunto  i limitado 
no  espago 

bid  i  me  ns  ion &I 

Um  conjunto  limitado 
no  espago 
tridimensional 

Figura  14,8.2 


■  TEOREMA  DO  VALOR  EXTREMO 

Para  fungbes  dc  uma  variavd  que  sio  contrnuas  num  intcrvalo  fecliado,  o  Teorema  do  Valor 
Ex  ire  mo  (Teorema  5.4,2  do  Volume  I )  respondeu  a  quest  ao  da  existence  dos  extremos  abso¬ 
lutes,  O  teorema  seguinte,  que  enunciaremos  sem  demonslragao,  c  o resultado  corresponded 
tc  para  fun  goes  de  duas  variaveis. 


1 4.8.3  DFFflx i g  AO  ( Teorema  do  Valor  Extremo)  Sef(x,  y)  for  continue:  em  um  con- 
junto  fechado  e  limitado  R.  eutao  f  tem  ambos  maxima  e  minima  absolutos  em  R. 


90S  Calculo 


A  ' 


Maximo 


Figura  14*84 


Explique  porque 

£>J(^  yj=® 

para  todos  u  (,%,  y.)  forum  pon- 
to  critico  de/e  /tor  dlferenciSvel  em 

tv  yd- 


►  Exempio  1  A  regiao  quadrada  R  cu  jos  pout  os  satisfazem  as  desiguaklades 


0  <  a:  <  1  e  0<y<\ 

e  imi  conjunto  fechado  e  limitado  no  piano  xy.  A  fungao  /cujognlfko  e  mostrado  na  Figura 
14,8,2  c  contmua  cm  R ;  assim,  o Teorema  14.83  garante  a  existeneia  dc  rnaximo  c  mmimo 
em  R.  Esses  ocorrem  nos  pontos  D  e  A  que  estao  moslrados  na  figura.  ^ 


Se  qualquer  uma  das  conduces  do  Teorema  do  Valor  Extreme  deixar  de  ser  valida.  entao  nao  ha  nenbuma  ga- 
rantia  de  que  exista  urn  m^ximo  ou  minimo  absoEulo  n a  regiio  It.  Asaim,  uma  fungao  desconti'nua  num  conjunto 
fechado  e  limitado  nSo  precisa  ter  extreme  absolute,  e  uma  fungao  continua  num  oonjunto  qua  nao  e  fechado  ou 
limiiado  fampouco  precisa  leralgum  extreme-  absoluto. 


■  ENCONTRANDO  EXTREMOS  RELATIVOS 

Lcmbre-se  que  se  uma  fungao  g  de  uma  variavel  liver  um  extreme  relative  cm  um  ponto  xt] 
endc  g  c  diferenciavck  entao  g'(jrf))  =  0.  Para  obler  o  analogo  dcste  result  ado  para  fungbes  de 
duas  van  a  ve  is,  s  upon  ha  que  /(a,  y)  ten  ha  um  maxima  relativo  em  (.y:n  ya)  e  que  as  derivadas 
parciais  dc/  exislam  cm  (a/,  yM).  Pareee  plausfvcl,  geometric  am  ente,  que  os  tragos  da  super- 
Ffcie  z  =  fix,  y)  sobre  os  pianos  x-xn  e  y~yiy  ten  ham  ret  as  range  ntes  horizontals  em  (a/,  y.;;i) 
(Figura  14.8.4),  logo 

>’o)  =  0  e  fXxa,y„)= 0 


A  mesma  conclusao  d  valida  se/ river  um  mmimo  relative  em  (xw  y0)  c  isso  tudo  sugcre  o 
seguirue  resultado,  que  enunciaremos  sem  prova  formal. 


14.&4  teorema  Sef  fiver  um  extrema  relativo  em  um  panto  (%  y0)  e  se  as  derivadas 
parciah  de  prime  ira  ordem  de  f  exist  hem  nesse  panto,  cm  do 

fx  m  -vr.)  =  0  e  /» <*o>  >'o)  =  0 


Lembre-se  que  os  pontos  aiticos  de  uma  fungao /de  uma  variavel  sao  aqueles  valores 
dc  x  do  dommio  de/ eios  quais  f'(x)  =  0  ou/ nao  e  difereneiaveJ.  A  definigao  seguinte  c  o 
analogo  para  Id  n  goes  de  duas  v  aria  vets. 


14,8.5  OKFiNigAo  Um  panto  (*m  y(l)  na  dommio  de  uma  fungao  f(xf  y)  e  denommado 
panto  critic  o  da  fungao  sc  /XUI},  >,,)  -  0  e  fx(xyyt  yi:i)  -  0  ou  sc  uma  ou  am  has  derivadas  par- 
dais  nao  exisdrem  em  (jr„ty(,). 


Segue  desta  definigao  e  do  Teorema  14,8,4  que  os  extremos  reiativos  ocorrem  nos  pontos 
crfticos*  exatamcnlc  como  para  uma  fungao  dc  uma  variavel.  Contudo,  lembre-se  quo 
para  uma  fungao  de  uma  variavel  um  extreme  relativo  nao  precisa  ocorrer  em  cadet  ponto 
erftico.  Porexemplo,  a  fungao  pode  ter  um  ponto  de  inflexao  com  uma  reta  tangenie  ho¬ 
rizontal  no  ponto  critico  (ver  Figura  5.2.6  do  Volume  I).  Anal  ogam  ente,  uma  fungao  de 
duas  va  rift  vets  nao  precisa  ter  urn  ex  Ire  mo  relativo  em  cada  ponto  critico.  For  exemplo, 
co  aside  re  u  fungao 

f(x,  y)  =  y1  -  x2 


F,ssa  fungao,  eujo  grafico  e  o  para  bo!  bide  hiperbdlico  mostrado  na  Figura  1 4.8. 5t  tern  um 
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z  i  -  y~ 


A  fung3o  fix,  v)  =  v2  -  x- 
nao  tem  m3xim.o  nem  ni'rtimo 
relative  no  p-onto  critico  (0, 0). 

Ftgura  1C8.5 


porno  crftico  ein  (0,  0),  pois 

f,  O.  v)  =-2x  e  fv(x,  r)  =  2 v 

do  qual  tcni-se  que 

/_rf G,  0)  =  0  e  /y(0,O)  =  O 

Enlrctanto,  a  fungao  f  nao  tem  in  ax  into  nem  mini  mo  relative  cm  (0,  0).  Por  razees  dbvias, 
o  pen  to  (0,  0)  e  diamado  de  panto  de  sda  de  f.  Em  geral,  diremos  que  lima  superffete 
Z  —  /(a>  v)  tem  uni  panto  de  seta  cm  (x„  v0),  sc  houver  dots  planes  verticals  distintos  que 
passant  nesse  porno,  tais  que  o  tragoda  superffete  cm  um  dos  planes  tern  urn  maximo  relative 
cm  (a0,  yj  e  o  trago  ne  outre  tem  um  min  into  relative  em  (a(1,  y j. 


►  Exemplo  2  As  ir£s  tungdes  com  graft  cos  na  Figura  1 4.8.6,  tem  todas  pontes  crfticos  em 
(0,  0).  Para  e  paraboloids,  asderivadas  parciais  na  erigeni  sao  zero.  Isso  pode  ser  conferido 
al  gc  hr  i  came  me  caleulando  as  dcrivadas  parciais  cm  (0,  0),  mas  pede  ser  visto  geometrical 
mente  ohservando  que  os  t  rages  no  piano  xz  e  no  piano  yz  tem  as  re  l  as  tangentes  horizon  tais 
cm  (0,  0).  Para  o  cone,  nett  hum  a  das  detivadas  parciais  ex  isle  na  or  i  gem,  pois  OS  liugos  no 
plane  xz  e  no  pianos  yz  tem  esquinas  na  origem.  O  paruboldidc  da  parte  (a)  e  o  cone  na 
parte  (c)  tem  um  nimimo  relative  e  absolute  na  origem,  e  o  paraboloide  da  parte  (b)  tem  um 
mdximo  relative  e  absolute  na  origem.  < 


j  l  i 

z-xz  +  y 


(b) 


Figtirn  1 


■  TESTE  DA  DERIVADA  SEGUNDA 

Pam  dingoes  de  mna  vuridveL  o  teste  da  derivada  segnuda  (Teorema  5:2.4  do  Volume  I  )  I’oi 
usado  para  detenu  itiar  o  comporiamento  de  uma  fungao  em  um  pen  to  entice.  O  seguime 
teorema,  que  6  geralmente  provado  cm  disciplinas  de  calculo  avangado,  e  e  anaiogo  daquele 
teorema  para  fun  goes  de  duas  vari&veis. 


Com  a  notagao  do  Teorema  14.8,6, 
mostre  qu-e  se  D  >  0H  entao  /, ,  (a;,,  vj 
e  fw(xc„  v0)  tem  o  mesmo  si  rial  As- 
sim,  podemos  trocar  f\,  (x0,  yj  por 
(x. ,  y,>)  nas  paries  iu)  e  0)  do 
teorema. 


14.8.6  T  Et  >K  K  MA  ( Teste  da  Derivada  Sega  nda )  Seja  j  a  mafu  n  gci  a  d  e  d  acts  i  a  rid  vets 
cam  dcrivadas  parciais  de  segunda  a  idem  cont  tunas  em  a! gum  cf ratio  cent  rad  a  cm  um 
porno  crftico  (avp  yj  e  seja 

O  =  fxxOo,  yo)fyi(XQ<  Vo)  -  f%{x 0,  v0) 

(a)  Sc  D  >  0  e  fx  (xf.,  yj  >  0,  cat  do  f  tem  um  mint  mo  relative  em  (aip  y  j. 

(b)  Se  D>  0  e  fxi (xft,  y  j  <  0,  entao  f  tem  tun  maxima  relative  em  (a0,  yj, 

(  r)  Se  D  <  0,  entao  f  tem  ttm  petite  de  seta  em  (x0,  ya)m 

(d)  Se  D—  0,  entao  nenhuma  cone  l  us  do  pode  ser  tirade. 
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►  Exemplo  3  Localize  lot. Jos  os  extremes  relatives  e  pomes  de  sela  de 

f{x,  y)  =  Xv2  -  2xy  +  y2  -  8y 


Solu^ao  Como  /.  (_v,  y)  =  6x  —  2 y  e  f  (xf  v)  —  -2a  +  2  v  -  8,  os  pom  os  crflicos  de  /  satis  fa- 
seem  as  equagdes 

6x  -  2 y  -  0 
—2a  +  2y  —  8  —  0 


fix,  y)  =  3.v:  -  2xy  +  r  -  8y 


Figura  14,8.7 


Re  so  3  vc  n  do- as  para  a  e  y,  obtemos  x  =  2 ,  y  =  6  (veri  Pique),  logo  (2,  6)  e  o  unico  pen  to  entice, 
Para  aplicar  o  Teorenia  14.8.0,  precisamos  das  derivadas  de  segunda  ordem 

fxxfa,  y)  -  6*  fyyix*  >')  =  2'  fxyix*  y)  -  “2 
No  pen  to  (2,  6)  temos 

D  =  /„(2,  6)fyy(2,  6)  -  /2,( 2,  6)  =  (6){2)  -  (-2)2  =  8  >  0 
e 

/,,( 2,  6)  -  6  >  0 

logo  /  tem  um  minimo  relative  em  (2,  6)  pela  pane  (a)  do  teste  da  derivada  segunda.  A  Figura 
14.8,7  mostra  o  gralieo  de / em  uma  vizinhanga  do  nifrmno  relative.  *4 


►  Exemplo  4  Localize  todos  os  extremes  relatives  e  os  pontos  de  sola  de 

fix,  v)  =  4.VV  -  A'4  -  y4 


Solugao  Como 

fAx,y)  =  4y--4xi 
fy( X,y)  =  4x  —  4>>3 

os  pontos  cnticos  de  f  lem  coordenadas  que  satisfazem  as  equagoes 

4v  —  4a  ?  —  0  y  —  a:3 

,  ou  '  , 

4.v  -  4 y  —  0  a  =  V' 


(I) 


(2) 


Substituindo  a  equagao  de  cima  na  equagao  de  haixo  obtemos  x  -  (a-1)'  ou,  equi  valcntemente, 
a  -  x  -  0  ou  x(xh  -  I )  =  0,  a  qua!  tem  solugoes  x  -  0,  x-  I ,  x  =  - 1 .  Substituindo  esses  valores 


na  equagao  (2)  de  dmav  ob temos  os  valores  y  correspoadentes  y  -  0,  y  =  I  y  y  =  -  L  Assim,  os 
pontos  cnticos  de  /  sao  (0,  0),  ( 1 .  l)'e  (-1  *  -1 ). 


De  (1) 


fx.x (x,  >')  =  -12a2,  Av(a\  y)  =  -12vv 


/vv(-v,  y)  =  4 


c  ob  temos  a  seguinte  tabela: 


x 


ixjnto  ci<Itic:o 

(%  >'0> 

/jh‘^01  >o) 

fyyl-' 0>  .Vo)  . 

f,,W-  y0) 

i*. 

1 

> 

*4 

If 

Q 

(0,  0) 

0 

0 

4 

-16 

(L  I) 

-12 

-12 

4 

128 

{- !.  t  —  1  j 

-12 

-12 

4 

128 

Nos  pontos  (1,  I)  e  (—  1,  -1),  temos  D  >  0  e  /u  <  0,  logo  ocorrem  maxi  mo s  relativos  nesses 
pontos  cnticos.  Em  (0, 0),  ha  um  ponto  dc  scla,  ja  que  D  <  0.  A  supcrffcic  e  um  mapa  dc  con- 
tornos  estao  mostrados  na  .Fisura  14.8.8.  < 

w 


Figura  14*8.8 
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O  padr&o  "niimero  oito1'  em  (0,  0)  do 
mapa  de  contornos  para  a  superffcie 
na  Figura  ^  tfpico  para  curvas 
de  nfvel  que  passam  por  urn  ponto 
da  $ela,  Se  um  basouro  irtieia  am  urn 
ponto  (0,  0,  0)  sobre  a  superli'cta,  em 
quantas  di redoes  pode  ele  andar  e 
permanecarno  piano  yy? 


O  seguinte  teorema,  que  e  o  amilogo  para  funqoes  de  duas  varidveis  do  Teorema  5.4.3 
do  Volume  1 1  levara  a  uni  important  metodo  para  determ  i  nar  extremos  absolutes* 


14*8.7  tkokkma  Se  uma  fungao  f  de  dam  va  navels  tern  um  extrema  absolute  (ou  tan 
maxima  absolute  ou  um  minima  absolute)  em  um  panto  interior  de  sen  dominion  entao 
este  extrema  ocorre  em  um  ponto  crftico. 


m>M.ONSTKA<?AO  Se  /  tiver  um  maxi  mo  absolute  no  ponto  (xip  y0)  do  interior  do  dommio  de 
/,  entao  /  tern  um  maximo  relalivo  cm  (xni  ya)>  Se  ambus  as  derivadas  parciais  existirem  em 
(%  y0),  entao 

/.t  >'«)  =°  e  fy  ('V  3'r.)  -  0 


pelo  Teorema  14.8.4,  logo,  (^y^um  ponto  crftico  de  /,  Se  uma  das  duas  derivadas  parciais 
nao  cxislir,  entao  de  novo  (jcflTyrt)  c  um  ponto  crftico,  logo  (%  yv)  e  um  ponto  crftico  cm  todos 
os  cases*  A  pi  ova  para  mmimo  absolute  €  unaloga.  ■ 


■  ENCONTRANDO  EXTREMOS  ABSOLUTOS  EM  CONJUNTOS  FECHAOOS  E 
LIM1TADOS 

Se  /(a,  y)  lor  contfnua  num  conjunio  fechado  e  limitado  A\  entao  o  Teorema  do  Valor 
Extreme  (Teorema  14.8.3)  garante  a  exIstGncia  de  um  mdxirno  e  um  mfnimo  absolute  de 
/  em  R.  Esses  extremes  absokilos  podeni  ocorrer  ou  na  fronteira  de  R  ou  no  interior  de 
/?,  mas  se  um  extreme  absolute  ocorrer  no  interior,  entao  ele  ocorre  em  um  ponto  crftico 
pelo  Teorema  14.8.7.  Assim,  somos  1  evades  ao  seguinte  procedi  men  to  para  deter  mi  nar 
extreme  s  abso  1  u  to  s : 


Compare  esse  procedimento  com  o 
da  Segao  5.4  do  Volume  1  para  en- 
contrar  os  vaiores  extremes  de/(.v> 
num  trier vafo  fechado. 


Como  Encontrar  os  Extremos  Absolutes  de  uma  Funqdo  Continue  de  Dues  Varidvels 
em  um  Conjunto  Fechado  e  Limitado  R 

Passo  1  Enconire  os  pontes  eriticos  tic  /  que  cstao  situados  no  interior  de  R * 

Passo  2  En co mre  todos  os  pontos  de  fronteira  nos  quais  os  extremes  podeni  ocorrer. 

Passo  3  Calculc  f(x,  y)  nos  pontos  obtidos  nos  passos  piece  dentes,  O  maior  desses  valo- 
res  e  o  maximo  absolulo  e  o  rtieiioi  e  o  mfnimo  absolute. 


►  Exemplo  5  Encontrc  os  vaiores  maximo  e  mfnimo  absolutes  de 

f(x,y)  =  lxy-6x-$y  +  7  (3) 

na  regiao  triangular  fee  had  a  R  de  vertices  (0, 0),  (3,  0)  e  (0t  5). 


Solu^do  A  regiao  R  esta  mostrada  na  Figura  14.8.9.  Temos 


V 

3x 


=  3y  -  6 


9y 


=  3a-  -  3 


logo,  todos  os  pontos  entices  ocorrem  onde 


3y  -  6  =  0  e  3jt  -  3  =  0 

Resol  vendo  ess  as  equagoes,  resuham  x  =  3  e  y  =  2,  logo  ( E  2)  e  o  tin  ice  ponto  crftico.  Con  for¬ 
me  most  rad  o  na  Figura  3  4.8,9,  esse  ponto  crftico  esl£  no  interior  de  R , 

Em  seguida,  queremos  detenu  i  nar  as  local  imagoes  dos  pontos  sobre  a  fronteira  de  R  nos 
quais  pode  ocorrer  um  valor  extreme.  A  fronteira  de  R  consists  em  ties  segmenlos  de  ret  as, 
cad  a  um  dos  quais  trataremos  separadamente: 
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O  segmento  de  mu  entre  (0,  0)  c  (3, 0);  Nesse  segmcnto  dc  reta,  tcmos  \  =0,  logo  (3)  simpli¬ 
fies  para  uma  fungao  da  unica  variavel  x, 

u(x)  =  fix ,  0}  =  — 6x  +  7,  0  <  x  <  3 

Essa  fungao  nao  tem  ponto  crftieo,  pois  u'(jr)  =  —  ft  e  nao-nula  para  todox  Assim,  os  valores 
extremes  de  h(jt)  ocorrem  nos  pontes  extremes  x  =  0  e  x  =  3,  que  correspondem  aos  pontos 
(0,  0)  e  (3,  0)  de  R, 

O  seg/nentp  de  rcta  entre  (0,  0)  e  (0,  5):  Ncssc  segmento  dc  retat  tcmos  x  =  0,  logo  (3)  simpli¬ 
fies  para  uma  fungao  de  uma  unica  variavel  \\ 

v(y)  -  /( 0,  y)  =  -3y  +  7,  0  <  y  <  5 

Eissa  fungao  nao  tem  ponios  crdieos,  pois  v ''( v)  =  — 3  tf  nao- mi  I  a  para  lodo  y.  Assim,  os  va- 
lorcs  extremes  dc  v(y)  ocorrem  nos  ponios  extremos  y  =  0  c  v  =  5,  que  correspondcm  aos 
ponios  (0, 0)  e  (0, 5)  de  R „ 

O  segmento  de  ret  a  entre  (3,  0)  c  (0s  5):  No  piano  xv,  uma  equagao  para  esse  segmento  c 

y  ^  —  |x  +  5,  0  <  x  <  3  (4) 

logo  (3)  simplified  para  uma  fungao  dc  uma  unica  variavel  x, 

w(x)  =  f  (x,  -§x  4-  5)  =  3x  {-  jx  +  5}  -  6x  -  3  (- §x  +  5)  4-  7 
—  -5x2  +  Hx  —  8,  0  <  x  <  3 

Uma  vez  que  w'(x)  —  -  I  Ox  4-  14,  a  cquagao  w*(x)  =  0  fornece  x  =  ^  como  o  dnico  porno 
crflico  de  n>.  Assim,  os  valores  extremos  de  w  ocorrem  ou  no  ponto  crftico  x  —  4  ou  nos  pon- 
tos  extremos  x  =  0  e  x  =  3,  Os  pontos  extremos  correspondcm  aos  pontos  (0,  5)  e  (3,  0)  de  A, 
e,  por  (4),  o  ponto  crftico  corresponde  a  (|,  §). 

Final  memo,  a  Tabela  14.8.1  lista  os  valores  dc  f(x,  y)  no  ponto  crftico  interior  e  nos 
pontos  dc  fronteira  nos  quais  pode  ocorrer  urn  ext  re  mo  absolute.  Da  tabula  conclufmos 
que  o  valor  maxi  mo  absolute  de  f  e  /((),  0)  —  7  e  o  valor  mini  mo  absoluto  e  /( 3,  0)  = 
-11.  ^ 


fahela  14.8.1 


(X,  y) 

(0,0) 

(3. 0) 

(0,  5) 

(If) 

(1.2) 

/(■V.  .V) 

7 

-11 

-8 

9 

5 

1 

►  ExempEe  6  Determine  as  dimensocs  de  uma  caixa  retangular  aberta  no  topo,  com  um 
volume  de  32  pesc  cuja  construgao  requeira  uma  quantidadc  mfnima  de  material. 


Solucao  So  jam 

x  =  compriniento  da  caixa  (em  pcs) 
y  =  largura  da  caixa  (em  pes) 
z  -  altura  da  caixa  (em  pcs) 


S  ~  area  da  supcrffcic  da  caixa  (em  pes  no  quadrado) 

B  razoavcl  supor  que  a  caixa  com  a  area  minima  de  supcrtTcie  necessite  dc  uma  quanfi- 
dade  mfnima  do  material,  logo  nosso  objetivo  e  minimizar  a  area  de  supcrffcic 


S  =  xy  4-  2  xz  4-  2  yz 


(5) 
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Deis  I  ad  os  tem  £rea  xz  cada. 
Do  is  I  ad  os  tem  &rea  yz  cada. 
A.  base  tem  £rea  xy\ 

Figura  14,8.11) 


Fi^ura  1 4,8. 1 1 


(Figura  14,8. 10)  sujeita  a  restrigao  de  volume 

x yz  =  32 

De  (6)  obtemos  z  —  32 /at,  logo  (5)  pode  ser  escritacomo 

64  64 

s  =  xy  4-  “  4-  — 

'  y  x 


(6) 


(7) 


que expressa  S como  uma  I u  ngao  de duas  variaveis.  As  dimensoes .re  v  nessa  formula,  devein 
set’  positivas  mas,  fora  issa  nao  tem  outras  limitagoes,  pormnto  nosso  problema  reduz-se  a 
delerminar  o  valor  mini  mo  absolulo  de  S  no  primeiro  quadranle:  x  >  0,  y  >  0  (Figura  1 4,8 .1 1 ). 
Como  essa  regiao  nao  £  limitada  nem  lech  ad  a,  nao  ternos  garamia  maternal  lea  alguma  nesse 
eslagio  de  quo  exisia  um  valor  mfnimo  absolute.  Contudo,  observe  que  5  terd  um  valor  grande 
em  qualquer  ponio  (x,  v)  do  primeiro  quadrame  para  o  qua!  o  prociuto  xy  seja  grande  ou  para 
o  qual  v  ou  y  cstejam  perto  de  0,  Podemos  usar  essa  observagao  para  provar  a  exist  end  a  de 
um  valor  minimo  absolute  de  .S. 

Seja  R  a  regiao  do  primeiro  quad  rente  dc  fin  id  a  pel  as  desigual  dados 


<  x*  4  <  y, 


e 


xv  <  128 


Essa  regiao  e  fechada  e  limitada  {verifique)  e  a  funcao  S  6  continua  em  R.  Segue  do  Teorema 
14.8.3  que  S  tem  uni  mfnimo  absolute  em  /?,  Aieni  dissu,  observe  quo  $  >  128  cm  qualquer  ponio 
(a,  y)  fora  de  R  e  qae  o  ponio  (8, 8)  penence  a  A\  com  S  -  80  <  128  nesse  ponio.  Conclufmos  que 
0  valor  mfnimo  de  S  em  R  <1  Eambcni,  o  valor  minimo  de  S  no  primeiro  quadrame  miciro. 

Como  S  tem  um  valor  mfnimo  absolute  no  primeiro  quadrame,  esse  valor  deve  oeorrer 
mini  ponto  crftico  dc  S.  Derivando  S  obtemos 


3S 

l)x 


v  — 


64 

27 


dS  _  _  64 


dy 


v 


(8) 


logo,  as  coordenadas  dos  pent  os  critic  os  dc  S  satis  fazem 


64  64 

y - T  =  0,  X - r  =  0 


X2 


V 


Resol  vendo  a  prime  Ira  equagao  para  y  result  a  em 

64 


(9) 


x 


e  subslituindo  essa  expressao  na  segunda  equagao,  obtemos 


Figura  I4.8J2 


a  qual  pode  ser  reescri  la  como 


x 


64 

(64/x2)- 


As  solugoes  dessa  equagao  sao  x  -  0  e  x  =  4.  Uma  vez  que  queremos  x  >  0t  a  tin  tea  solugao 
significant  £  x  =  4.  Substiiuindo  esie  valor  em  (9),  obtemos  y  -  4.  Subsliiuindo  x  =4  e  y  —  4 
cm  (6),  obtemos  z  =  2,  logo  a  caixa  que  usa  o  mfnimo  material  tem  uma  altura  de  2  pcs  e  uma 
base  quadrada  cujas  arestas  tem  comprimento  4  pes.  A 


Na  nossa  solugao  do  Exemplo  6,  felizmente  tomos  capazes  de  provar  a  existences  de  um  minimo  absolute  de  S 
no  primeiro  quadrants,  O  problema  gerai  de  enoontrar  um  extremo  absolute  de  uma  funcao  numa  regiao  i limitada. 
ou  uma  regrao  que  nao  e  fechada,  pode  ser  diffcil  e  nao  sera  considerado  neste  livro,  Contudo,  em  aplrcagoes, 
algumas  vezes  podemos  osar  consideragoos  ffsicas  par a  doduzir  que  foi  encontrado  um  extFemo  absolute.  For 
exemplo,  0  gr&fico  da  EquagHo  (7)  na  Figura  14,8,1  a  sugars  fortemente  quo  0  minimo  relative  em  x  4  ey  =  4  6, 
tamb&m,  um  minimo  absolute, 
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EXERCICIGS  DE  COMPREENSAO  14.8  (Verp£gina  1005 para  respostas.) 


1.  Os  pantos  erfticos  da  fungao  fix,  y)  =  xy  +  xy  -h  y"  s3o 


2.  S  upon  ha  que/fo  y)  icnha  deri  vadas  pare  i  at  s  de  segunda  ordern 
coni  in  uas  em  loda  pane  e  que  a  origem  seja  um  ponto  crilieo  de 
/,  Decida  qual  informagao  (se  houver)  d  fomecida  pelo  teste  da 
derivada  segunda  se 

(a)  fxx0i 0)  =  2,  fxy( 0,0)  =  2,  /v>.(a  0)  -  2 

(b)  fxx( 0,  0)  =  —2,  fxy( 0,  0)  =  2,  fyy<}X  0)  =  2 

(C)  fxx( 0,  0)  =  3,  /^(0, 0)  =  2,  /vV(0,  0)  =  2 

(d)  /r,v<0,  0)  =  -3.  fxV(0,  0)  =  2,  Av(0.  0)  =  -2 


3.  Decida  qua l  informaqao  (se  houver)  e  fornecida  pelo  tesle 
da  derivada  segunda  para  a  fim^ao  f(x,  y  )  =  x*  —  3xy  +  y3 
no  ponto 

(a)  (0,0)  (b)  (-1,-1)  (c)  (1,1) 

4,  Uma  calx  a  re  tang  lj  lav  tern  area  de  super  lYcie  total  de  2  nr.  Es¬ 
presso  o  volume  da  caixa  como  uma  ftingao  das  dimensoes  x  e 
y  da  base  da  caixa. 


EXERCICIOS  14.8 


E3  Recurso  Grafico 


CAS 


1-2  Localize  tod  os  os  maxim  os  e  m  mimes  absolutes,  se  heaver, 
por  inspe^ao,  Entao  verifiquesua  resposla  usando  Calculo. 


1.  (a)  /(.v.  y)  -  (.v  -  if  +  (y  +  I ): 
fb)  fix.  y)  =  1  -  .v"  “  y’ 

(e)  fix,  y)  =  x  +  2y  -  5 

2.  (a)  f(x,  y)  =  1  -  (x  +  1 )"  -  iy  -  5)" 

(b)  fix,  y)  =  ^ 

(c)  /(.c,  y)  =  x2  -  y2 

3-4  Complete  os  quadrados  e  localize  todos  os  muximos  e  mini- 
m os  absolutes,  se  houver.  por  mspeefio.  Entao  verifique  sua  res- 
posta  usando  Calculo. 


3.  f{x,  y)  =13-  6.v  -f-  x"  +  4y  +  / 

4.  f(x,  y)  =  E  -  2>v  -  x  +  4y  -  2 y 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


5-8  Os  inapas  de  contomos  mostram  todos  os  aspecios  signiiican- 
tivos  da  itrngao.  Faqa  uma  conjeetura  sobnc  o  numcro  e  a  localiza- 
qao  de  todos  os  extremes  relatives  e  os  pontos  tie  sefa.  e  entao  use 
Cdlculo  para  verilicar  sua  conjee  uma. 


9-20  Localize  todos  os  mdximos  e  irrinimos  relatives  e  os  pontos 
de  seta,  se  houver. 

9,  fix ,  y )  =  y1  +  xy  +  3y  +  2x  +  3 


10, 

f(x .  y)  ,v  +  xy  -  2y  -  Zv  +  1 

IL 

fix,  yj  =x  +xy  +  y'  -  3x 

12+ 

fix ,  y)  —  yy  -  .C  -  y2 

13, 

fix.  y)  -  X1  -v  y2  +  - 

1 

14, 

fix,  y)  -xe 

15, 

fix.  y)  =j?+y-e* 

16, 

fix,  y)  =  /son  v 

fix,  y)  =  .vv  H - b  - 

Y  l1 

17, 

IS, 

L-l|  > 

/(.v,  y)  =  y  sen  x 

19, 

fix ,  v)  —  e  v'-hlu 

tf  if 

20. 

fix .  y)  —  .vy  +  —  H - 

Ui  ■■ 

t  0.  h  ±  0) 

-v  y 

\c\  2L  Use  um  CAS  para  gerar  um  mapa  de  contomos  tic 

/{.v.  y)  =  2x2-  4xy  +  y4  +  2 


para  -2  <  t  <  2  e  -2  <  y  <  2  e  use  o  mapa  para  aproximar  a  lo¬ 
cal  izaqao  dc  todos  os  ext  re  in  os  relatives  e  os  pontos  de  sola  na 
regiao.  Verifique  sua  resposta  usando  Calculo  c  idem  ill  quo  os 
extremos  relatives  como  maxi  mo  relativo  on  mini  mo  relative, 

[f]  22.  Use  utn  CAS  para  gerar  o  mapa  de  eon  torn  os  de 

fix,  y)  =  2v2a  -  yx2  +  4.vy 

para  -5  <  x  <  5  e  -5  <  y  <  5,  c  use  o  mapa  para  aproximar  a 
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locali/aqao  de  tod  os  os  extremes  relalivos  e  os  pomos  de  sela 
na  regiao,  Verifique  sun  resposta  us undo  Cdlculo  e  ide mi  Pi¬ 
que  os  extremos  relatives  como  maxi  mo  re  hi  it  vo  on  mini  mo 
relative. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


23.  (a)  Most  re  que  o  teste  da  derivada  segimda  nao  for- 

nece  informa^oes  sobre  os  pontes  crfticos  de 
fix,  X)  =  x4+  V4, 

( b )  Cl  as  si  l  i  que  tod  os  os  pent  os  erfti  cos  de  /  como  in  ax  i  mo 
uu  mini  mo  relativo  ou  ponto  de  sela. 

24.  (a)  Most  re  quo  o  teste  da  derivada  segunda  nao  for- 

nece  in  for  mag  6  es  sobre  o$  pom  os  erfti  cos  de 
f(x,  v)  =  .V4  -  V4. 

(b)  Classifique  todos  os  pontos  ciitieos  de  / como  inaximo 
ou  minima  relative  on  ponto  de  sela. 

25.  Lembre  que,  pelo  Too  re  m  a  3.4,4  do  Volume  I .  se  um  a  fun- 
gao  comfnua  de  uma  variavel  tem  exatamente  um  extreme 
relative  mini  imervalo,  entao  cstc  exLremo  relative  cum  ex¬ 
treme  absolute  no  imervalo.  Este  exereido  m  ostia  que  esse 
result  ado  nao  se  eslende  a  fun goes  de  duas  vari^veis. 

(a)  Mostre  que  f(x,  y)  =  3.rt7  - X  -  c"'  tem  apenas  um  uni- 
co  ponto  eritico  e  que  ncle  o  cor  re  um  maxi  mo  relative, 
(Ver  ligura  abaixo,) 

(b)  M os Lre  q tie  /  nao  te m  max i  m o  absol u to , 

f-'ont$:  Este  cxercicio  csta  bascado  no  arti^o  'The  Only  Critical  Point 
in  'town  Test"  por  Ira  Koscnhohz  c  Lowell  Smylic,  Matheiiuitics Maga¬ 
zine.  Vol,  58.  No,  5.  niaio  de  1985,  p.  149-l.m 


Mgura  Ex- 25 


26.  Se  /  for  uma  fungao  contf nua  de  Lima  variavel  com  dots 
maximos  rdativos  num  interval©,  entao  deve  haver  uni 
mini  mo  relative!  entre  eles.  (Convenga-se  disto  fa /end  o 
algumas  fig  Liras/)  O  objetivo  desse  exercfeio  e  mostrar 
que  esse  resultado  nao  se  este  tide  a  f undoes  de  duas  va- 
riaveis.  Mostre  que  /(.v,  v)  =  4.vrV  -  2x4  -  e,%  tem  dois 
maximos  relalivos,  mas  nenhum  outro  ponto  erfti co  (ver 
ligura  a  seguir), 

Fonfe:  Este  excrcfcio  d  bjiseiado  no  problems  ‘Two  Mountains  Without 
;t  Valley"  propusto  c  resuhido  por  Ira  Rosen  licit/,  Mathetmiiic,*  Maga¬ 
zine  Vol,  60,  No,  i ,  fevereino  de  1 987,  p.  48, 


27-32  Eneontre  os  extremes  absolutes  da  fungao  dad  a  no  con jun¬ 
to  fee  h  ado  e  limitado  R  in  die  ado. 


27, 

28, 

29, 

30. 


32, 


33. 

34. 

35. 

36. 

37. 

38. 

39. 


f{x ,  y)  =  av  —  x  -  3 y:  R  e  a  regiao  triangular  com  vertices 
(0.  OX  (0,  4)  e  (5, 0). 


fix.  y)  —  xy  -  2r;  R  6  a  regiao  triangular  com  vertices  (0,0). 
(0.4)0(44)) 

/(a,  y)  =  x  -  3 y2  -  2x  +  6v;  R  e  a  regiao  quadrada  com  verti¬ 
ces  (.0,  0),  (0.  2),  (2,  2)  e  (2.  0), 


f(X ,  v)  =  xe  -  x2  ~  ev;  R  6  a  regiao  re  [angular  com  vertices 
(0,0),  (0,  ])(2,  l)e(2,0). 

f(x,  y)  —  x  +  2y2  -  x;  R  e  a  regiao  circular  a2  +  y2  <  4. 

fix ,  y)  —  xy2\  R  6  a  regiao  que  satis  fa/  as  desigualdades 
.v  >  0*  v  >  0  e  x 2  +  v2  <  \ . 


Determine  tres  numeros  positives  cuja  soma  seja  48  e  la  is  que 
sen  pi'oduto  seja  o  maior  possfveh 

Determine  tres  ml  me  r  os  positives  cuja  soma  seja  27  e  lais  que 
sou  pi'oduto  seja  o  mat  or  possfvel. 

Determine  tod  os  os  pomos  sobre  a  parte  do  piano  x  +  y  +  z  =  5 
no  primeiro  octame  nos  quais / (x,  y.  z)  =  xy2-1  tern  um  valor 
maxi  mo, 

■> 

Determine  os  pontos  da  superlTcie  ,f  -  yz  -  5  que  estao  mats 
prdximos  da  origem. 

Determine  as  di  men  sous  da  eaixa  letangular  de  volume  mdxi- 
mo  que  pode  set'  insert ui  em  uma  esfera  de  raio  a. 

Determine  o  volume  maxi  mo  da  eaixa  ret  angular  com  tres  la¬ 
ces  nos  pi  anos  coordenados  e  o  verdee  do  primeiro  octantc  no 
piano  a -by  +  z  =  l* 

Uma  eaixa  retangular  com  um  volume  de  16  pes  d  feita  de  dois 
tipos  de  materials,  O  topo  c  a  base  silo  fettos  de  um  material  que 
oust  a  10  centavos  por  pe  quad  rad  o  e  os  l  ados  de  um  material 
que  cusia  5  centavos  por  pe  quadrado.  Determine  as  dimensoes 
da  eaixa  de  inodo  que  o  eusto  dos  materials  seja  minimi  /ado, 


Um  fabricate  fa/  dois  model  os  de  um  item,  padrito  e  de 
luxo.  C  ust  a  $40  para  lab  i  i  car  um  mode  Id  padrao  e  $C4)  o  de 
l  iixo,  Uma  firm  a  de  pesquisa  de  mercado  esiima  que  se  o 
mode  I  o  padriio  for  vendido  por  .v  do  I  a  res  e  o  de  luxo  por  y 
dd  tares,  entao  o  fabric  ante  vender;!  500(y  -  x)  do  item  padrao 
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e  45.000  +  500(jf  -  2y)  do  de  luxo  a  cada  a  no.  Com  qua!  pre- 
go  os  i tens  devem  ser  vendidos  para  maxi  mi /ur  o  lucre? 

41.  Con  side  re  a  limgao 

f(xy  y)  =  4.x2  -3 y3  +  2xy 

no  quadrado  unkario  0  <,v  <  L  0  <  y  <  I . 

(a)  Enconlre  os  valorem  mdximo  e  mini  mo  de/em  cada  aresia 
do  quadrado, 

(b)  Enco  ntre  os  valores  maxi  mo  e  mfnimo  do/ em  cada  diago¬ 
nal  do  quadrado 

(c)  Encontrc  os  valores  maxi  mo  c  mini  mo  d  c/  no  quadrado 
i  ntei  ro. 

42.  Mo  st  re  que  dent  re  todos  para  Eelogra  mas  com  pen  metro  /.  uni 
quadrado  com  I  ad  os  dc  eomprimento  // 4  lem  drea  maxima. 
\Sugestao:  a  ere  a  dc  inn  paralelograrna  6  dada  pda  formula 
A  -  ah  sen  of,  onde  a  e  h  sao  os  eompri  memos  dos  do  is  lndos 
adjacentes  e  cr  6  angulo  eni re  eles, ! 

43.  Determine  as  dim  ensues  de  uma  catxa  reumgular,  aberta  no 
topo,  lendo  volume  V,  e  requerendo  a  me  nor  quantidadc  de  ma¬ 
terial  para  sua  constmgao. 

44.  lima  lira  dc  metal  de  27  em  de  largura  deve  ser  dobrada  ao 
longo  dos  dois  lados  para  formar  uma  callia  de  segao  trans¬ 
versal  trapezoidal,  como  na  ligura  abaixo.  Determine  _v  e  6 
dc  tal  forma  quo  a  segao  transversal  trapezoidal  ten  ha  uma 
area  maxima. 


27  -  2,v 


Figu  ra  Ex-44 


45-48  Um  problems  comum  no  trabalho  experimental  e  obter  uma 
relagdo  matemdtica  y-  f  (a)  emre  duas  vari&veis  x  e  y  “ajusiando” 
uma  curva  a  pontos  do  piano  que  correspondent  a  valores  dc  x  c  y 
determinudos  experi mental monte.  digamos 

(vi,  >rt),  Cv2>  V2X  Un ,  Yn  ) 


A  curia  y  =  fix)  e  denominada  modelo  matemdtica  dos  dados. 
A  forma  geral  da  fungao / d  com mn ante  detenu  inadu  por  algum 
prinefpio  ffsico  b^isico,  mas  alguinas  vezes  €  simplesmente  de¬ 
tenu  inad  a  pclo  padrao  a  presen  ta  do  pc  Eos  dados.  Estamos  intc- 
ressados  em  ajustar  uma  reta  y  =  mx  +  b  aos  dados.  Gcralmcme. 
os  dados  naO  estao  alinhados  sob  re  uma  reta  (possivclmente 
dev i do  a  erros  ex  peri  menials  on  a  variagoes  nas  condi  goes  ex¬ 
peri  men  tais).  logo  o  prohlcma  c  dctcrminar  uma  reta  que  ajustc 
*'mclhor"  os  dados,  de  acordo  com  algum  criterio.  Um  criterio 
para  seleeionar  a  reta  dc  me  lb  or  ajustc  e  escolher  m  e  b  que 
minimi  zem  a  fungao 


g(m.  b)  -  +  h  -  yfy 


f=i 


isso  6  dial  undo  o  metodo  das  mfmmos  quadrados  c  a  reta  nesul- 
tante  e  chain  ada  de  reta  de  regies  mo  ou  reta  de  mfuimos  quadra- 
das  de  melhar  ajuste.  Geo  met  ri came me,  |iw,q  h -b  —  yj  €  a  distSncia 
vertical  entne  0  dado  ixr,  v.)  e  a  reta  v  -  mx  +  b. 

r  p  1 "  f 


Essus  disiimcias  veiticais  silo  chamadas  dc  restduos  dos  dados, 
logo  0  efeito  dc  minmnzar  g(i/i,  b )  e  minimizar  a  soma  dos  qua¬ 
drados  dos  residues.  Nesies  exerefeios,  deduziremos  uma  formula 
para  a  reta  de  regressao,  Mais  informagoes  sobre  estc  topieo  po- 
dem  ser  enco  nt  rad  as  na  Segac  t  .7,  no  Volume  I , 


45.  O  objetivo  desic  excrcicio  d  encotnrar  os  valores  de  m  e  b  que 
produxam  a  reta  de  regressao. 

(a )  Pa  ra  m  i  n  i  mi  mx  g  (nu  h ) ,  co  mega  mos  dele  nn  i  na  nd  0  os  va¬ 
lores  de  m  e  b  tais  que  dgfdm  =  0  e  'dgf'db  —  0.  Most  re 
que  essas  equagoes  estarao  satisfeitas  se  m  e  b  satisfizerem 
ascondigdes 

v' j ,J!  +  (l>) b  =  fl** 

y~]  m  =  >'.■ 

j=l  /  i=  I 


(b)  Seja  x  =  (,vi  4*  *2  +  ■ 4  ’  4-  xn)/n  a  m^dia  amm^tica  de 
.1 1 ,  x'2n  -  - . ,  x,i-  Use  o  fato  de  que 

ri 

-  i)2  >  0 

r^l 


para  mostrar  que 


tt 


>  0 


com  igualdade  sc,  e  so  mcntc  sc.  todos  os  .v-  fore  in  iguais. 

(c)  S  upon  do  que  nem  todos  os  xt  sejam  iguais,  prove  que  as 
cquagocs  cm  (a)  tern  a  soltigSo  tinica 


\Noki:  inostramos  que  g  tern  um  porno  eddeo  nesses  valo¬ 
rem  de  m  e  b.  No  proximo  ex  ere  fd  a  inostraremos  que  g  lem 
um  mmimo  absoluto  ncssc  porno  cnlico.  Uma  vex  feilo 
issos  podcretnos  concluir  que  a  reta  y  —  wji  +  h  e  a  reta  de 
regressao  para  esses  valores  de  m  e  b ,] 
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46.  Sup  an  ha  q  ue  nem  todos  os  xt  sejam  iguais,  de  in  ado  que 
g(w,  /?)  tern  u m  limco  porno  critico  nas  valorem  da  m  e  />  obtidos 
no  Excrete  io  45(c).  O  ohjeiivo  deste  exercfeio  €  mostrarque  g 
tern  um  valor  mfniino  absoluto  nesse  ponto. 

(a)  Encontre  as  derivadas  pardais  e 

^(hl  b)  c.  entao,  aplique  o  teste  da  derivada  segunda 
para  inostrar  que  g  lem  urn  mfniino  relative  no  ponto  erfti- 
co  obi  i  do  no  Exerdcio  45. 


(b)  Use  ii  m  recti  iso  gr^lico  para  fazer  um  grhlico  que  mo  si  re 
os  pontes  de  Judos  e  a  ret  a  de  regress  fin. 

(c)  Use  a  reta  de  regressao  para  faster  uma  conjee  turn  sobre  a 
expectativa  de  vida  das  maiheres  naseidas  no  ano  2010. 

K  52.  Uni  ge rente  de  uma  companhia  proeura  estabeleeer  uma  rela- 
gao  erttre  as  vend  as  de  uni  ccrto  prodtilo  e  o  prego.  O  departa- 
mento  de  pesquisa  da  companhia  fomceeu  os  seguintes  dados: 


(b)  Mostrc  que  o  gralieo  da  cquagiie  :  =  g(tu.  b)  6  uma  qiuldri- 
ca,  [Sugestaol  ver  Formula  (4)  da  Segao  12.7.1 

(c)  Pode  sei1  provado  que  o  grafieo  de  z  =  gittu  b)  e  mu  parabo¬ 
loid  cell  pi  ieo,  Aceitando  isso,  most  re  que  esse  paraboldide 
se  abre  no  sentido  z  positive  e  explique  porque  isso  mestru 
que  ff  tern  um  mmimo  absoluto  no  panto  ciitico  ei  icon  tra¬ 
de  no  Excrcicio  45. 


47-50  Use  as  formulas  obtidas  no  Excrcicio  45  para  detemiinar 
e  desenhar  a  reta  de  regicssae.  Se  o  Icitor  dispuscr  tie  uma  caleu- 
ladora  que  passu  enleukir  ictus  de  rcgressSo,  use-a  para  co  life  nr 
a  reta. 


rRHC’o  (a)  km  ix>r.AKi:s 

S35.00 

S40.00 

$45.00 

$48.00 

$50.00 

VOJ.UMH  }>¥.  V'HXOA  1)1  ARIA 

(y)  KM  UMOAOKS 

80 

75 

68 

66 

63 

(a)  Use  uma  calculadora  para  determtnar  a  reta  de  regressao 
de  y  co  mo  uma  fungao  de  x. 

(b)  Use  um  recur  so  gralico  para  fazer  um  grafico  que  most  re 
os  pomos  de  dados  e  a  reta  tie  regressao, 

(e)  Use  a  reta  de  regressao  para  fazer  uma  conjee  tura  sobre  o 
nuinero  de  unidades  que  seriam  vend  id  as  a  um  preqo  de 
$60.00. 


47. 


4 

3 


(-1,  I  ) 


-  *d.2) 


L  - 


-I 


48. 


(3*  4) 


J ^L 


3  4 


x 

-> 


i 

L  V 

4 

p  (0,  3) 

2 

-  •  (1.2) 

1 

i 

(2.0) 

.[  A,  3  J  w 

-l 

12  3  4 

-1 

(4,-H* 

49. 


X 

1 

2 

3 

4 

L5 

1,6 

24 

3,0 

PE-  S3.  Se  um  gas  for  res  fri  ado  com  seu  volume  mam  id  o  const  ante,  en- 
tao  segue  da  Ui  dos  gases  idea  is  da  Ffsica  que  sua  pressao  cai 
propore ional me nte  a  queda  da  temperature.  A  temperatura  que, 
cm  teoria,  corresponde  a  tuna  pressao  zero  e  c  ha  mad  a  de  zero 
absoluto.  Suponha  que  um  ex  peri  men  to  produza  os  seguintes 
dados  para  a  pressao  P  versus  a  temperatura  7\  com  o  volume 
in  an  lido  cons  tame: 


P  (QUE.JO  pascal) 

134 

142 

155 

160 

171 

184 

7’  (dcli^sius) 

0 

20 

40 

60 

80 

100 

(a)  Use  uma  calculadora  para  determiner  a  reta  de  regressao 
dc  P  como  uma  funqSo  dc  T, 


50. 


A 

i 

2 

3 

4 

5 

pent  os  dados  e  a  reta  de  regressao. 

y 

4,2 

3,5 

3,0 

2.4 

2,0 

(c)  Use  a  reta  de  regressao  para  estmiar  a  valor  do  zero  abso 
lutoem  eraus  Celsius. 

dmentodc  mu  Hi  ere s  norte-am erica  nas: 


ANO  Lit 
NASCEMHXTO 

]  930 

1940 

1950 

i960 

i970 

1 980 

1990 

2000 

KXPterATlVA 

m  vn  >  a 

61.6 

65,2 

71,1 

73,1 

74,7 

77,5 

78,8 

79,7 

(a)  Tome  t  —  0  como  sertdo  o  ano  1930,  e  seja  v  a  expect  at  i- 
va  dc  vlda  por  ano  dc  nascimento  r.  Use  a  capacidadc  de 
regressao  deuma  calculadora  para  determi  tiara  reta  tie  re¬ 
gressao  dc  y  como  uma  fungao  tic  t, 


54.  Encontre: 

(a)  uma  funqao  continue  /{x,  y)  que  csteja  deEinida  em  lodo  o 
piano  ,rv  c  que  nao  tenha  extrema  absoluto  no  piano  xy: 

(b)  uma  fungao  fix.  y)  que  csteja  dcfimda  em  lodo  o  retangulo 
0  <  x  <  U  0  <  y  <  1  e  que  nao  tenha  extremo  absoluto  no 
retangulo, 

55.  Mostrc  que  se/tem  um  maxi  mo  rel ati  vo  em  (x.-,,  yLh),  entao  G(x)  = 
fix.  Ay,)  tern  um  maxima  relative  cm  x  ^  x0  e  H(\)  =  /(xi;„ y)  lem 
um  mdximOTelativo  em  y  =  yir 


RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  14.8 


1 .  (0,  0)  e  (  7^ .  —  J2 )  2-  (a)  nenhuma  informagao  (b)  ponlo  do  scla  em  (0,  0)  (c)  mini  mo  relative  em  (0,  0)  (d)  maxi  mo  relative)  cm  (0,  0) 

3.  (a)  ponto  de  sela  em  (0,  0)  (b)  nenhuma  informagao,  pais  (-1 ,  - 1 )  nao  6  um  ponto  crftieo  (c)  um  mfniino  relative  em  (1,  1) 
xy(  1  —  xy) 


4.  V  = 


x  -5-  v 
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1 4.9  MULTIPLICADORES  DE  LAGRANGE 


Nest  a  segdor  estudamnos  urn  novo  e  poderoso  metodo  para  maxim  izar  e  minimizar  urn  a 
fun  {do  sujeita  a  restrigoes  sob  re  as  varidveis.  Esse  metodo  nos  ajudard  a  resolver  centos 
problemas  de.  oi'umzagdo  que  sdo  differ  is  on  impossfveis  de  resolver  usando  os  me  tod  os 
e st ((dados  tut  segdo  anterior 


m  PROBLEMAS  DE  EXTREMOS  COM  RESTRi?QES 

No  Exemplo  6  chi  ultima  segao,  resolvemos  0  problematic  minim  izar 


sujcita  a  restrigao 


S  -  xy  +  2  xz  +  2 yz 
AT,"  -  32  =  0 


Esle  e  urn  caso  especial  do  seguinte  problema  geral: 


(1) 

(2) 


14*9*1  Problema  do  Extrema  a  Tres  Varidveis  com  uma  Restrigao 
Maximize  ou  minimize  a  fungao  fix,  y\  z)  sujcita  a  restrigao  g(A\  y,  z)  =  0. 


E  stare  mos  interessados  tain  be  m  m  seguinte  versao  de  duas  varidveis  dcste  problema: 


14*9*2  Problema  do  Extrema  a  Duas  Varidveis  com  uma  Restrigdo 

Maximize  ou  minimize  a  fungao  /(a\  y)  sujcita  a  restrigao  g(.\\  y)  -  0- 


MSxamo  de/(.r.  y)  e  400 


(a) 


rvr i ni rno  de  /(a.  v)  0  200 


(b) 


M  MULTIPLICADORES  DE  LAGRANGE 

Uma  maneira  de  aiacar  problemas  desses  tipos  e  resolver  a  equagao  de  restrigao  para  uma 
das  varidveis  em  term  os  das  ouiras  e  subsiimir  o  resullado  erti  /.  Issoproduz  uma  nova  fungao 
de  uma  ou  duas  variaveis  que  incoipora  a  restrigao  e  pode  ser  maximizada  ou  minlmizada 
aplicando  os  metodos  tradieionais,  Por  exeinplo,  para  resolver  o  problema  no  Exemplo  6  da 
ultima  segao  nos  substituimos  (2)  dentro  de  ( 1 )  para  obter 

64  64 

S  =  x  v  -p  ’ — -  +  — 

y  * 

a  qual,  entao,  minimizamos  encontrando  os  ponlos  entices  e  aplicando  o  teste  da  derivada 
segunda,  Contudo,  esta  abordagem  depende  de  nossa  habilidade  de  resolver  a  equagao  res¬ 
ult  a  para  uma  das  variaveis  cm  term  os  das  ouiras,  Sc  \  s  so  nao  puder  ser  feilo,  eniao  oulros 
metodos  dcvcin  ser  usados.  Um  destes  metodos,  dram  ado  de  metodo  dos  multiplicadores  de 
Lagrange,  sera  discutido  nesta  segao, 

Para  motivar  o  metodo  dos  multiplicadores  de  Lagrange,  suponha  que  estejamos  ten- 
tando  maxim  izar  uma  fungao  f(x ,  y)  sujeita  a  uma  restrigao  g(x,  y)  =  0*  Geometricamente, 
isso  sign  idea  que  estamos  procurando  um  porno  (xl>f  y0)  sobre  o  gralico  da  curva  de  restrigao 
no  qua!  fix,  y)  seja  tao  grande  quanto  possfvel.  Para  ajudar  a  local  izar  tal  ponto,  vamos 
construir  um  rrmpu  de  coniornos  de  fix,  y)  no  mesmo  sistema  tie  coordenadas  que  o  gralico 
de  g  (x,  y)  —  0.  Por  exemplo,  a  Figura  [4.9  Act  mostra  algumas  curvas  de  nfvel  tipicas  de 
/(  a,  v)  —  e,  na  qua  I  marcamos  c  —  100,  200,  200,  400  e  500  com  o  objetivo  de  iluslragao. 
Nessa  figura,  cada  ponto  de  intersegao  de  g  (a,  y)  —  0  com  uma  curva  de  nfvel  e  uma  candi- 
data  para  uma  solugao,  uma  vez  que  esses  ponlos  situam-se  na  curva  de  restrigao.  Enlre  as 
sete  dcssas  intersegocs  mostradas  na  ligura,  o  valor  maximode  fix,  y)  oeorre  na  intersegao 
U;lt  y{f  em  que  fix,  y)  tem  um  valor  de  400*  Note  que,  ern  0v[)t  y(l),  a  curva  de  restrigao  e  a 
curva  de  nfvel  so  se  tocam  e,  portanto,  tem  uma  rcta  tangente  comum  nesse  ponto.  Como 


Figura  14.9*1 


Capitulo14/  Derivadas  Parciais  1009 


Um  maximo  relative  restrito 
ccorre  em  _v0,  _v()  se 
/  .v(h  v0  £  /  a\  y  em  algurrt 
segmento  deCque  $e 
cstenda  para  am  bos  os  lad  os 
de  Jo _ 

Figura  14.9.2 


V/  x0l  vi:)  e  n  rma  &  cur  a  e  m  e  /  a,  x  =  400  cm  xt)I  y0  e  c  m  Vg  a;,,  y.:i  e  n  rma  a 

cur  a  c  rc  triga  g  x,  y  =0em  qc  ujjh  ne  ct  re  V/  xiPy(]  cVg  .g,  y(1 

e  em  er  ara  e  im, 

V/(x0.  y0)  =  aVsUo,  y0)  3 

ara  a  gum  e  ca  ar  X  me  ma  e  n  iga  6  a  i  a  em  ni  a  cur  a  ere  trigS  11  uas  / 

x ,  y  tern  um  minim  P  re  em  ,  ea  cur  a  enf  e  a  c  m  m  Ira  na Figura  1 4  9  I h, 

enta  a  r minim  cf  xzy  c  rrc  n  eacur  a  ere  triga  meniet  caumacur  a  enf  e 

im,  ara  e  terminal*  ma  im  u  rnmini  e/jc,y  u  eit  a  re  triga  gx,y  =0,  r  cura 

m  nt  n  uai  3  €  a  i  -  e  te  €  met  mu  Li  iea  re  e  Lagrange 

m  im  b  eti  ne  la  ega  e  t  mar  argument  intuiti  recc  ente  mai  re 

ci  Para  i  ,  era  uti  c  megar  c  in  a  guma  ter  min  gia  hre  r  b  enm  e  ma  imizar  u 

minimizar  uma  unga  /  xyy  u  eila a  re  triga  g  x*y  —0  ime  m  c  nee  m  utr  ti 

e  r  b  ema  e  ma  imizaga  e  minimizaga  s  reel  am  i  tinguir  enirc  e  trem  re  ati  e 

ab  Lit  Direm  ue  f  tem  am  maxima  minima  ahsoluto  restrito  em  a;|T  yn  e  /  xi},  >y  6 

mai  ir  men  r  a  r  e  /  na  eur  a  e  re  triga  ,  e  irem  ue  /tern  um  maxima  minima  rein - 

tivo  restrito  em  .vfp)y0  e/.v0,y(  r  mai  r  men  r  a  r  e/emagum  egmenl  a  cur  a  e 

rc  triga  uc  ec  ten  a  aiaamb  a  ill  jru,  y0  Figura  14  9  2 

am  u  r  ue  um  ma  im  u  um  minim  re  ati  rc  nil  c  nan  nl  xm  y,, 

e,  ara  im  ifiear,  am  tambem  u  r  ue  a  cui  a  £  a,  y  =  0  cu  a  a  ruma  arame 
trizagli  i  a 

x  -  x(s)f  y  -  y(s) 

n  CAffum  arflmetr  c  m  rimenl  earc  c  m  m  e  re  eretieia  .v1)t  yt,  em  .v  =  0  im, 

a  uanti  a  c 

z  =  f(xU'),  y  (•*')) 

tern  um  itici  im  u  minim  re  aii  cm  s  =  0,  e  i  im  iea  ue  dzjds  =  0  na  uc  c  nt 

artir  a  regi  a  a  ea  eia,  e  a  e  uaga  e  er  e  re  a  c  m 


dz  6/  dx  Bf  dy 


V.,*/.' 

i  +  —  J 


ds  dx  ds  dy  ds  \  3x  fly 


n  cd  eri  a  a  at  a  ca  cu  a  a  cm  s  =  0  En  tret  ant  ,  rimeir  at  r  n  r  ut  e  ca 
are  gra  iente  cfe  cgun  at  rc  ct  r  tangente  unilari  a  cur  a  c  rc  triga 


Joseph  Louis  Lagrange  (1736  -  1813)  alcmatic  e  a 
iron  m  ranc  3 la  ian  Lagrange,  li  h  e  unci  nan 
ub  ic  ,  nu  ceu  cm  urim,  na  id  ia  regi  tr  ebali  m 
3  ta  eu  li  mec  m  in  e  eL  ic  Lagrangia  Em 
b  ra  cu  ai  ui  e  c  ue  c  e  c  a  ga  ,  Lagrange 
i  atraf  e  a  atemdlica  e  e  a  tr  n  mia  e  i  e 
er  um  traba  h  a  iF&n  m  a  e  J  an  ,  e  e  c  meg  u 
a  c  to  ar  aiemdiiea  r  i  r 6  ri  e,  a  1 9  an  ,  i  c  igna 

ara  um  carg  e  r  e  r  uni  cri Lari  naEc  a  ea  e  ni  ha 
riaem  urim  an  egu  in  te,  Lagrange  cn  i  uaEuer  ug5e 

ara  a  guii  r  b  ema  am  u  an  n  mdt  ue  acaba 
ram  ft  rc  een  c  m  um  ram  a  atematica  cliama  a  cu 
a  ariagbc  E  e  met  c  ua  a  icagoe  r  Lagrange  a 
r  b  ema  c  ecanica  c  c  tc  rain  eta  im  rtanciahi  torica 
uc,  e  mai  a  e  e  25  art  t  e  c  i  c  n  s  era  r  muit  e 
eu  c  ntem  nine  e  m  mat  r  matcmdtic  i 

Em  177  ,  i  rec  men  agoe  e  Eu  er,  iec  hi  ara 
uce  er  Eu  er  c  m  iret  r  a  ca  emia  e  er  im  Durante  ua 
e  ta  aem  er  im,  Lagranee  e  i  tin^uiund  a  ena  na  ecanica 

■w  hr 


e  e  te,  ma  tambern  em  e  uagoe  a  gebrica  e  na  ic  iria  mi 
mer  De  i  e  inte  an  em  cr  im,  c  e  nut  u  e  ara  Pari  a 
c  n  itc  eLui  F  i  a  aeeuma  artament  n  L  u  ree 
trataram  c  n^  gmn  e  h  lira,  me  m  urante  a  re  uga 

a  ea  i  um  gran  ea  mira  r  e  Lagrange  e  I  iri 

buiu  a  e  e  h  nraria  —  c  n  e,  ena  r  e  Legia  a  nra 
an  ue  Lagrange  i  eu  em  Pari  ram  e  ica  e  encia 
niente  a  trata  i  aiic  re  umin  uac  nee  ga  a  ate 
mdtica  m  mai  am  traba  b  6  um  en  ai  ,  MScani- 
que  Analytique+n  ua  re  uziuate  ria  a  ecanica  ara  uma 
uea  6rmu  a  gerai  a  uat  i  a  a  utra  e  uagoe  ne 
ec  aria  eri  am  cr  e  uzi  a 

t  um  at  hi  toric  intere  ante  ue  ai  c  Lagrange  e 
ecu  ii.  em  b  me  it  ,  cm  aria  a  entura  financcira  ,  g  ua 
ami  ia  i  rga  a  a  i  er  m  e  Lament e  ro  ri  Lagrange  re 

at  u  ue  e  ua  ami  ia  ti  e  e  inheir  ,  e  e  na  teria  egui  a 
ua  caga  ta  atematica  ear  e  ua  ama.ee  i  cm  rcuni 

b  mem  tfmi  e  m  e  t  De  i  e  ua  m  ite>  i  enterra  c  m 
h  nra  n  Panted 


m 


ni  xu,  vM  e  ire 


n  ca,v  =  Os  cgue  c  lae  uagfi  tie 


VftxQ,  v0)  -  T(0)  =  0 


uc  im  ica  uc  gra  ienteeO  un  rma  a  cur  a  ere  triga  cm  um  e  trcm  read  re 
Irii  niu  >acur  a  c  re  triga  g  xt  v  =  Q6umacur  a  em  c  araa  tmga  g  xyy  t  g 
e  Vg  xl)f  ylF  *  0T  enta  Vg  v,:i  e  n  rma  a  c  a  cur  a  cm  xfP  yQ  Di  cgue  uc  c  i  te 
a  gum  c  ca  ar  A,  ta  ue 

V/(jro>  Vo)  “  A.VgCvo,  Vo)  4 


Di/em  uc  e  e  e  ca  ar  cum  multipUcador  de  Lagrange 
do  res  de  Lagrange  ara  etenninar  e  trcm  re  ad  re  hit 

micur  a  ere  Iriga  gxfy  “On  uai  aE  uaga  4  e  ad 


im,  metodo  dos  m  u  Uiplka  - 
c  n  i  te  em  r  curar  ill 
eiia  ara  a  gum  e  ca  ar  k 

CP 


14.9*3  tkokkma  Principle  do  Extrema  Restrito  par  a  Dims  Varidveis  e  Uma 
Restriqdo  Sejant  f  e  g  funqoes  de  duos  varidveis  com  derivadas  pare  la  is  de  primeira 
ordem  contuuias  em  a!  gum  con  junto  aherto  contendo  a  curva  de  restriqda  g  xy  v  -Or 
s upon ha  que  Vg  =£  0  em  qualqtier  panto  da  curva.  $e  f  fiver  um  extrema  relative  restrito , 
entdo  esse  extrema  oca  rre  em  um  panto  x[:„  y,,  da  curva  de  restrigdo  no  qua  l  os  veto  res 
gradients  Vf  vfl  e  V  g  x,.f  y£J  sdo  paralelos;  isto  t\  exist e  algum  numero  k  tal  que 

V/U0,  Vo)  =  kWg{x{h  yo) 


►  Exemplo  1  Em  ue  nt  u  nt  circu  x  +  y~  —  1  tem  /  x,  y  =  xyumina  im 
ab  ul  ,  e  ua  6  e  e  ma  im 


Soluqao  efreu  x~  +  y  =  1  6  um  c  n  unt  ccha  e  imita  c  /  v,  v  -  at  e  uma  unga 

C  nlfnua,  rtam  t  cgue  C  rema  a  rE  Irem  C  remit  ]4  8  3  ue/lemummii 

im  ah  ul  e  urn  minim  ab  ul  n  efreu  Para enc  ntrare  e  c  Ircm  ,u  arem 

mud  ica  re  e  Lagrange  ara  enc  nlrar  e  trem  read  re  frit  etenta  tcacuare 
m  /  ne  e  e  irem  re  ad  ara  etenninar  c  trem  ab  ul 

Querem  ma  imizar  f  x,  y  =  xy  u  cita  a  re  triga 


g(jc,  y)  =  x2  4-  y1  -  l  =  0  5 

Primeir  ,  r  curani  e  trem  relativos  re  irit  Parai  t  red  arem  gra  ionic 

V/  =  vi  +  x  j  c  Vg  =  2.vi  +  2yj 

Da  6mm  a  e  V#,  em  ue  Vg  =  0  e  e  mente  e x  =  0e y  —  0t  g  Vg  ^  0  em  l 

nl  circu  jr"+ja=l  im,  num  e  trcm  read  re  trit  e  em  ler 

V/  =  XVg  on  vi  +  xj  —  X(2x\  -p  2yj) 

ue  c  e  ui  a  cnlc  a  ar  e  c  uagoe 


y  —  2xk  c  x  —  2  yk 

Segue  e  a  e  uagoe  ue  e  x  =  0,  enta  y  =  0  e  e  y  =  0,  enta 

■^i  ■>  „  ^ 

lem  A'  +  y— 0.  g  ae  uaga  re  uiia  V  + v'=  I  na  6  ad  cila 
x  e  y  a  na  nu  ,  e  cm  ree  ere  erae  uaca  c  m 


x  =  0  Em  ua 
im,  em 


uer  ca  5 

u  r  ue 


e 


A 


a  ua  btem 


v 


Capitulo  14  /  Derivadas  Parciais  1011 


De  uma  outra  sotugio  para  o  Exem- 
plo  1  usando  a  parametrizagao 

x-C  H  v-  crt# 
o  a  ideniidade 

en2tf=2  cntfc 


u 

2  2 
y =  x' 

Sub  tiluin  i  cm  5  btem 

2*2  -  J  =  0 

ii  ua  btem  v  =  ±l ! \J2  a  aum  e  e  a  re  ,  uan  ub  litui  naE  uaga  , 
r  uz  a  re  _y  =  ±  l/%/2  im,  e  trem  re  aii  re  irit  e  rrem  n  ni 

(1A/2,  1/^),  (I  A/2.  -I  A/2),  (-1A/2,  1/V5)  e  <-l/V2, -J/V2)  are  e  jy, 

nc  c  m  ,  a  c  m  egue: 


a,  y 

1/V2. 1/V2 

SA^2,-1A'2 

- 1  hJl,  IAS 

r—  jf™ 

-U\2,-IN2 

xy 

1/2 

-i/2 

-1/2 

1/2 

+  1  ^ 

De  e  m  ,  a  unga  /  v,  v  =  at  I  cm  urn  ma  im  ah  ut  c  ^  c  rren  n  i  n 

t  (l/,/5.lA/5)e(-lA/2,-lA/5)  Emb  ra  na  tenha  i  ergunta  7  em  er 

tamb^m  ue  /  tem  um  minim  ab  ut  e— -  c  rren  n  nt  (1/V%  —  I /a/2)  e 
{—I A/2,  1/^2)  FiguraI4  93m  traaguma  cur  a  em  c  xv  =  ceacur  a  ere  triga 
na  izinhanga  ma  im  mafiguraana  ga  ara  minim  c  cr  bti  au  an  a  re 
negati  ec  ara  a  cur  a  e  m  e  xy  =  c.  < 


Se  c  lor  uma  constante,  entao  as  £  Lingoes  g  x~  V  e  g  x,  v  ~  r  tem  o  mesmo  gradients  uma  vez  qua  a  cons¬ 
tants  r  desaparece  quando  diferencaamos.  Consequents  me  nte„  nao  e  essencial  ree&crever  uma  restricao  da 
lorma  g  a.  y  =  c  como  g  x+  y  —  c  =  0  para  poder  aptrear  o  principio  do  extreme  restnto.  Assim,  no  ultimo 
exemplo,  poderfamos  ter  mantido  a  restrigao  na  forma  xz  +  y1=  I  e,  entao,  to  mar  g  x,  y  =  4  y1  em  vez  de 

gx,y  =  xz  +  y2-  I. 


►  Exemplo2  c  met  mu  ti  ica  re  e  Lagrange  ara  cne  ntrar  a  imen 

oe  ret  tin  gu  c  m  ertmeir  p  e  area  nut  ima 

Sotugao  Se  a  nr 

x  -  C  m  rimeot  return  gu  y  =  argura  reiangu  A  —  &rea  ret&ngu 

Querem  ma  imizarA  =  xy  n  egment  arela 

2x-\-2y  —  p,  0  <x,y  7 

ue  c  rre  n  t  a  re  uiga  e  enmetr  E  e  egment  (Sumc  n  um  imita  e  eehu 
et  c  m  fxty  -  xy  e  uma  unga  c  nrinua,  egue  e  rema  a  r  E  trem  e  rema 
14  8  3  uc/tem  um  nut  im  ab  ul  nc  c  egment  E  e  ma  im  ab  uL  lambent  c  e 
er  um  mi  im  re  aii  re  trit  i  /eOn  e  trem  egment  e  hi  an  emai 

nt  egment  Sc  g  .v,  y  =  2.x  +  2>\  cilia  tem 


V/  =  yi  +  x  j  e  Vg  =  2i  +  2  j 


tan  ue  Vg  #  0.  egue  e  4  ue 


vi  +  XJ  —  k(2\  +  2j) 


em  um  ma  im  re  ati  rc  iril 


6  c  ui  l\  enic  a  ua  e  uagae 


y  =  2k  e  x  =  2k 

E  iminan  A  c  a  e  uagfie  ,  btern  r  ~  yy  ue  m  tra  ue  retangu  6  re  a  mente  um 

ua  ra  an  ctac  n  iga  care  triga  7T  btem  x  -  p/4  e  y  -  p/4  M 


1012  Calculo 


xii*  Zi\ 

L 


A  X  >'»  Z  ~  0 


Um  m&timo  relativo  restnto  ocorre  em 

-^r>’  yo*  ■'ij  ss./  yp  *~/  ^ 

em  tod  os  pontos  de  s  pr&ximos  de 
Xib  V[|i  Zt) _ 

Ftguni  14,9.4 


TRiS  VARtAVEIS  E  UMA  RESTRI£AO 

met 


mu  ti  tea  re  e  Lagrange  e  tamb^m  er  u  a  ara  ma  imi 
mr  u  minimizar  uma  unga  e  tie  aria  ei  f  \\  y,  z  u  eifa  a  re  triga  g  x,  y>  z  =  0 
m  regra,  grafk  e  g  x ,  y,  z  =  0  era  a  guma  u  er  feie  S  n  e  ag  tri  imen 
i  mi  im. 


m 


e  j  ta  se  metric  , 


r  b  cm  a  c  ma  imizar  u  minimizar 


/  a\  )\  z  ,  nan  x,  y,  z  aria  bre  a  u  er  feie  S  Figura  14  9  4  m  c  e  tume, 

i  tinguirem  entre  e  trem  re  ati  e  ab  ul  Direm  ue  f  tern  um  maxima  mi¬ 

nima  absolute  restnto  em  x(),  v[t:  zu  e  /  xat  y0,  z>0  e  mat  r  men  r  a  r  e  /  x,  y,  z 
em  5,  e  irem  ue  /  tent  um  maxima  minima  relativo  restnto  em  x(i,  y0,  ztl  e 
/  jcq,  yc,  Zf>  i‘  mat  r  men  r  a  re/  x,  y,  z  ctn  L  me  S  ue  c  la  44  ro  i 

m  ^  -Lp  yVp 


eguinLe  te  renia,  ue  enunciam  em  r 
rema  14  9  3 


a,  6  ana  g  tri  imen  i  na 


I43L4  teorfma  Principle  do  Extrema  Restnto  para  Tres  Varidveis  e  Uma 
Restnydo  Sejam  f  e  g  f undoes  de  ires  varidveis  com  derivadas  parciais  de  prime  ini  or- 
dan  com  dittos  em  a  I  gum  con  junto  obento  come  ado  a  sttperffeie  de  restrigaa  g  jc,  y,  z  =  0 
e  s upon  ha  que  Vg  0  cm  qualquer  panto  dessa  supetficie.  Sc  f  river  um  extrema  relativo 
re  st  ri  to,  entao  este  extra  mo  ocorre  em  um  panto  jcfl,  yi:],  z„  da  sttperffeie  de  re  strip  do  no 
qua!  os  vetores  grad  ten  tes  Vf  xi},  y.|P  zf|1  e  Vg  xnt  y(i ,  z,.,  sao  pamlelos  isto  e,  exist  e  at  gum 
n  u  me  to  X  tat  qite 

V/Uo,  yo*  Co)  =?  ^Vg(A’0n  y0,  zo) 


►  Exempio  3  Determine  ni  ae  era.v h-v^  +  z  —3  ueeta  mai  ro  im  e 
mai  a  a  ta  m  1,2,2 

Solugdo  Para  e  itur  ra  icai  ,  eleriniiinrem  nl  ae  era  ue  minimize  in  e  ma  i 

mizem  quadrado  a  i  tancia  a  m  1,  2T  2  im,  uerem  enc  ntrar  e  trem 
re  ati  e 

fix.  y,  z)  =  (x  -  I)2  +  (y  -  2) 2  4-  (z  -  2) 3 

ueitaare  trig  a 

x~  4™  y“  H”  z}  —  36  b 

^  7 

Sc  t  inarm  g  xt  y,  z  =  x"  +  y~  +  z\  enta  Vg  =  2xi  +  2>j  -h 2ck  De  em  ,  Vg  =  0  e e 
menle  e  x  -  }■  -  z  -  0  Segue  ue  Vg  ^  0  em  ua  tier  m  ae  era  S  eT  rtant  , 
e  ttem  re  ati  re  n  it  c  cm  c  rrrer  cm  nt  n  uai 


V/ (x ,  y,  z)  —  XVgix,  y\  z) 


t  €t 


2(x  —  l  )i  +  2(y  -  2)  j  +  2(z  -  2)k  =  k(2xl  +  2yj  +  2zk) 
ue  e  a  a  c  uagoc 

2(jc  ~  \)~2xX,  2(y  -  2)  =  2 yX,  2 (z  -  2)  =  2 zX  9 

P  em  u  r  uca,  yez  a  na  nu  ,  uma  ez  ue.r=0na  ati  aza  rinieirae  uaga  , 
y  =  0  nS  ati  aza  egun  a  e  z  =  0  na  ati  az  a  terceira  im,  em  ree  ere  er  9 


C  m 


jf-i  .  y-2 

’ - -  —  A*  - — • — -  —  A* 

X  V 


-X 


ua  rmieira  c  uagoe  im  icani  ue 

x  —  1  y  —  2 


V 


x 
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A  v 


Figura  14*9.5 


tie  egue 


na  gamentc,  a 


y  =  2x 

rimeira  e  a  tcrccirac  uagoc  im  icam  ue 

Z  =  2x 


Sub  titum  10  e  II  nae  uaga  ere  Iriga  8  ,  hlem 

9x2  -  36  ou  a  =  ±2 


Sub  tit u in  c  c  a  re  cm  10  c  1 1  *  btcm  i  nt 


i  1 


(2,4,4)  e  (-2, -4,-4) 

ma  ez  no  /  2, 4,  4  =  9  e  /  —  2,  -  4*  -  4  =  8 1 *  egue  ue  2*  4, 4  e  ni  a  e  era  mai 
rd  im  a  1,2,2  e  -2, -4, -4  e  nt  uec  la  niai  a  a  la  Figural4  9  5  M 


eguir  u  arem  mu  ti  ica  re  e  Lagrange  ma  re  cr  r  b  ema  E  em 
a  ega  anteri  r 


►  Exemp!o4  e  mu  ti  ica  re  e  Lagrange  ara  eterminar  a  imen  oe  euma 
eai  a  relangu  ar  aberia  n  1  ,  e  ni  um  ume  e  22  6  y  c  cn  a  c  n  iruga  re  ucira  uma 

uanli  a  e  minima  e  materia 


Sotuqao  man  taga  inir  uzi  an  E  em  a  u  lima  ega  ,  r  b  ema  b  minimi 
zar  a  area  e  li  er  feie 

S  —  xy  +  2xz  +  2 yz 

u  cila  a  re  triga  ume 

xyZ-32  }2 

Se  t  marni  /  xt  y>  z  =  vy  +  2  xz  +  2 yz  e  g  jc*  y,  z  =xyzt  tnia 

V/  3=  (v  +  2z)i  4*  (x  +  2z)j  4-  (2,v  4-  2y)k  e  Vg  =  yd  4-  x~j  +  xyk 

Segue  e  ue  Vg  ^  i)  Cjfn  ua  ucr  nt  a  u  er  fde  xyz  —  32,  uma  ez  uex,  yez  a  na 

nu  ne  la  u  er  feie  im*  num  e  ircm  re  ali  re  nil  e  em  ierV/  =  AV^d  t  6, 

(y  +  2z)i  4-  ( x  4-  2z)j  +  (lx  4-  2y)k  ~  A  (yd  4-  xz j  +  xyk) 

E  a  c  n  iga  rneee  a  Ire  e  uagoc 

v  +  2z  —  Xyz,  x  4-  2 z  =  Xxz,  2x  +  2y  —  Axv 


m  xtyQZ  a  na  nu  ,  e  a  e  uagoe 


em  er  ree  ema  c  m 


I  2 

—  4"  ”  —  y , 


v 


Da  ua  rimeira  e  uagoe  * 
e  a  rimeira  e  lerceirae  uagoe 


12  2  2 

— 1 —  —  A,  — ! —  =  A 

Z  x  y  x 


v  —  x 


,  -  lx 

*-■  -j 


Sub  titLiin  13  e  14  nare  triga  e  ume  12  blern 

^  =  32 

E  ae  uaga  *  unt  cm  13  e  14,  vncce 

x  =  4,  y  =  4,  z  =  2 

ue  6  c  n  i  tente  c  rn  re  u  la  ue  i  bti  n  E  em 


13 

14 


a  ii  lima  eg  a 


(\  ariagoe  n  mtH  mu  ti  ica  re  c  Lagrange  ue  em  er  u  a  a  ara 

re  er  r  b  ema  c  m  ua  u  mai  re  trigoe  mu  ,  na  i  cutircm  a  uic  e  lb  ic 
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EXERCICIOS  DE  COMPREENSAQ  14.9  {Verpagina  1015 para  respostasf 


1*  (a)  Supontia  que/fr,  v)  e  g(x.  v)  sejam  diferenciaveis  na  ori- 
gem,  que  ten  ham  gradientes  nao- nu  I  os  ncssc  ponto  e  que 
g(0,  0)  =  0,  Sc  o  valor  maxi  mo  de  fix,  >')  con  dido  n  ado  a 
rcstrigao  g(x,  y)  =  0  ocorrer  na  origcnn  qua  I  e  a  relugao  cn- 
ire  a  rela  langente  ao  goifico  tie  gf*.  y)  -  0  e  a  ret  a  fangentc 
na  origem  ft  ctirva  tie  nfvd  de/por  (0,  0)? 

( b )  S  u  pen  ha  que  / (,v,  y ,  z )  e  g  (.v,  y*  z )  sej  a  m  d  t  fe  rene  i  avei  s  na 
origem,  que  tenham  gradientes  nao-nulos  nesse  ponto  e 
que  g(0.  0,  {))  »  0.  Se  o  valor  m&ximo  def(x\  y.  z)  condi¬ 
tion  ado  a  rcstrigao  g(A\  y,  z)  =  0  ocorrcr  na  origem,  qua! 
e  a  re  I  agio  entre  o  piano  tangents  ao  grafico  da  restrigao 


g(.v,  y.  z)  =  0  e  o  piano  tangente  na  origem  ft  superficie  de 
njvd  do /por  (0, 0, 0)? 

a  *  t  ^  jy 

2,  O  valor  mftximo  de  ,v  +  y  sujeilo  ft  reslrigio  x~  +  y"  =  I  e 


3*  O  valor  mftximo  de  a  +  y  +  3  sujeito  ft  restrigfto  a  +  y"  +  <'  =  1 
e _ . 

4*  Os  valorcs  m&ximo  0  mini  mo  de  2x  +  3 y  sujeitos  a  resrrigao 

.v  +  y  -  I .  onde  0  <  x»  0  <  y,  sao  _ _ e _ , 

respective  men  te. 


EXERCICIOS  14,9  0  Recurso  Grafico  @CAS 


ENFOCANDO  COMCEITOS 


1.  A  figura  abaixo  mostra  o  grafico  da  ret  a  x  +  y  =  4  e  as  curvas 
de  nfvel  de  alt  Lira  c  -  2.  4, 6  e  8  pain  a  fungaq  f(x.  y)  =  xy. 

(a)  Use  a  figura  para  encontrar  o  valor  maximo  da  funqao 
fix.  y)  =  xy  sujcita  a  restri gao  x  +  y  =  4  c  cxplique  seu 
raciocuiio, 

(b)  Como  podomos  di/er  a  partir  da  figura  que  a  resposta 
cm  (a)  nao  do  valor  mini  mo  d  of  sujcita  a  restrigao? 

(c)  Use  multi  pi icadores  de  Lagrange  para  verilicar  seu 
trabalho. 

2,  A  figura  abaixo  moslra  o  grafico  da  ret  a  3x  +  4v  =  25  e  as 
eurvas  de  nfvel  de  allura  c  =  5,  16,  25,  36  e  49  para  a  fungfto 
f(x,y)  =  .x2  +  y\ 

(a)  Use  a  figura  para  encontrar  o  valor  mfnimo  da  fungao 
fix.  y)  =  x’  +  y~  sujcita  a  rest  rig  ao  3,v  +  4y  =  25  c  expli- 
que  seu  radoefnio, 

(b)  Como  podemos  di/.er  a  partir  da  figura  que  a  resposta 
em  (a)  nao  6  o  valor  mftximo  de  /  sujeito  a  restrigao? 

(c)  Use  multi  pi  icadores  de  Lagrange  para  verilicar  seu 
trabalho. 


Figura  Ex-1 


Figura  Ex- 2 


■  i  3.  (a)  Use  um  recurso  grufico  para  gerar  o  cfrculo  x2  +  y':  =  25 
e  duas  curvas  de  nfvel  dist iotas  de  /(j,  y)  =  x1  -  y  que 
somente  toque  ni  o  circulo. 

( b )  U se  os  res u J tados  obit dos  n a  pane  (a )  pa ra  aprox i  m.a r 
os  valorcs  maxi  mo  e  mfnimo  de  /  sujcita  a  rcstiigao 
r  +  v2  =  25, 


(c)  Veil  H  que  as  suas  aprox  imagoes  da  pane  (b)  usando 
Haul  tipi  icadores  de  Lagrange. 

[c]  4.  (a)  Se  o  lei  tor  disposer  de  um  CAS  que  possa  gerar  cur¬ 
vas  implicit  as,  use-o  para  fazer  o  grafico  do  circulo 
(x  -  4 f  +  (v  -4)2  =  4  e  duas  curvas  de  nfvel  distuuas  de 
fix.  y)  =  x'  +  y  -  3.vy  que  somente  toquem  o  circulo, 

(b)  Use  o  result  ado  obtido  na  parte  (a)  para  aprox  i  mar  o  valor 
mini  mo  de  /  sujcita  a  restri  gao  (.v  -  4)“  +  ( v  —  4)  -  4. 

(c)  Cotili rmc  giaficamenie  que  o  valor  encontrado  em  (b)  d 
um  mini  mo  e  nao  um  mfiximo. 

(d)  Verillque  so  as  aprox  imagoes  usando  mult  ip  (icadores  de 
Lagrange  e  resol  vendo  as  equagoes  neeessarias  nume- 
ricamente. 


5“12  Use  mul tip]  icadores  de  Lagrange  para  obteros  valorcs  maxi- 
mo  e  mfnimo  dc  /  sujcita  a  rcstrigao  dada.  A!em  disso,  cneontre  os 
pontos  nos  quais  esses  valorcs  extremes  ocorrem. 

5.  fix,  y)  =  .a:v;  4x2  +  Sy2  =  16 

6.  fix,  y)  =  .v‘  -  y';  ,v“  + y"  =  25 
7*  f(x,  v)  =  Ax  +  y~:  2x2  +  y2  =  \ 

8*  fix.  y )  =  x  -  3 y  -  I ;  x1  +  3y?  =  1 6 
9*  fix,  y,  z)  ~  lx  +  _v  -  2 z\  x2  +  f  +  Z?  "  4 

1 0,  f(x,  y,  z)  =  3.v  +  6y  +  2 z\  2x 2  +  4y''  +  z"  =  70 

1 1,  fix,  y,  z )  -  xy  z\  a-  3  +  y''  +  z"  =  ] 

1 2,  f(x,  y,  z)  =  x'-h  y  +  rJ;  a2  +  y2  +  z '  =  I 

13-20  Resol  va  usando  multi  pi  icadores  de  Lagrange, 

13,  Determine  o  ponto  da  rot  a  2v-  4y  =  3  que  estii  mais  proximo  da 
origem, 

14,  Enconire  o  ponto  da  re  la  y  =  2x  +  3  que  estd  mais  proximo  de 
(4.  2), 

1 5*  Eneontre  o  ponto  do  piano  x  +  2y  +  z  =  1  que  esta  mais  proxi mo 
da  origem, 

!6*  Eneontre  o  ponto  do  piano  4.v  +  3y  +■  z  =  2  que  estd  mais  proxi¬ 
mo  de  (I ,  “1,  1), 
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17.  Ene  litre  nt  circu  x+/  =  4 5  ueeta  mai  rb 

i  m  e  a  a  La  el,  2 

IS,  Ene  mre  m  a  u  er  fcie  a  v  -  zl  -  3  ue  c  ti  mai 

r 6  int  a  rigem 

19.  Ene  litre um  el  rrt  e  ag  tri  imen  i  na  eu  e  m  riment 

caSccu  c  m  nenle  Lem  a  mai  r  ma  \  c 

20.  Su  nha  uealem  eraturaemum  nt  x,y  e  uma  aca  e 
meta  e  a  T  x7  y  -  4v  -  4jcy  +  y“  ma  rmiga.  an  an  hre 
a  aca,  ere  me  uni  cfrcu  erai  5  centra  na  rigem  Qua 
€  a  mai  re  a  men  rtem  eratura  ene  nira  a  ea  rmiga 


21-28  e  mu  Li  iea  re  e  Lagrange  ara  re  er  r  b  e 
ma  in  iea  a  Sega  14  8 


21. 

E  crcfci 

34 

22. 

E  ere  id 

35 

23. 

E  erefei 

3 

24. 

E  erefei 

37 

25. 

£  erefei 

39 

26. 

E  erefei 

41  i 

:1  e  l> 

27. 

E  crcfci 

42 

28. 

E  crcfci 

43 

[c]  29. Se  amof.  ft e  y  align  e  um  iriangu 

a  e  mu  Li  iea  re  c  Lagrange  ara  etc  rm  mar  a  r 
ma  Lm  e  /  er.  ft,  y  =  c  ere  /i  c  ye  etermine 
angu  ara  uai  ma  im  c  ire 


b  E  re  e  /  or,  /J.  y  c  m  uma  unga  a  ena  e  cr  e  /f 

eu  sum  S  ara  a/er  grille  e  a  unga  e  ua 

aria  ei  nfirme  ue  re  u  La  hli  na  arte  a  6 
e  n  i  tentec  m  grille 


30*  ftgttra  abai  m  tra  a  inter  ega  arab  bi  e  ef  tic 
I  =  _v~  +  4y  e  ci  in  r  circu  arret  x“  +  y“  =  1  c  mu  ti  ica 
re  e  Lagrange  ara  etc  rm  in  at  nt  mai  a  L  e  mai 

bai  a  cur  a  e  inter  ega 


\/  RESPOSTAS  DOS  EXERClClOS  DE  COMPREENSAO  14.9 


1.  a  Sa  a  me  ma  re  la  h  Sit  me  m  an  2.  \/2  3.  \/3  4,  3  2 


EXERClClOS  DE  RE  VIS  AO  DO  CAPITULO  Q  Recurso  Grafico 


1.  Se  a  /  .v*  y  --  e  n  v 
a  /  n  >\  e 


btenha 

b  f  r  4-  ,v,  rs 


2. 


3. 


E  b  ce  mini  c  /  it  an  inlia  c  ntmua  ara  a  aitc 
a  r  ntcira  me  uf  a  n  mini  c  inlia  trace  a  a  ara  a 
arte  na  inc  uf  a 

a  /  .v.  y  -In  xy  “1  b  /  x,  y  -  arc  en  x  / 


ire  ue  a  cur  a 
rah  bi  e  z  =  x‘  -f  f  a 
i  erenga  cut  re  ma 


e  nf  e  c  ne  z  —  -\fx2  +  v-  e  a 
circu  e  aga  um  e  b  g  ue  i  u  ire  a 
a  c  c  nt  rn  a  ua  ungoc 


4.  a  Em  a  a  ra  .  e  ere  a  a  u  er  fcie  e  nf  e  a  un q3 
/  v,  y,  Z  —  n~ x~  +  (fy~  +i",  n  c  a  >  0 
b  Enc  ntre  uma  unga  /  x,  y,  z  cu  a  u  er  icie  e  nf  e 
rmem  uma  ami  Ea  c  arab  bi  e  circu  are  tie  c 
abrem  na  irega  z  iti  a 


5*6  a 

btenha 

imitc  a 

unga 

/  x,  y  uan  .v,  y  —>  0,0 

e  e  e  c 

i  lire  b 

etermine 

c/sie 

nunua  cm  0.  0 

S-  f(x<y)  = 


.v4  -  x  4*  y  —  jcJy 
jf  -  y 


6-  f(.wy) 


.rJ _ y4 

:  ^7  v  se  Cv,  y)  4  (0,  0) 

1  X"  *f  >- 

0  se  (_x,  y)  =  (0, 0) 


7.  a  ma  c  m  anhia  abrica  i  ti  e  m  nit  re  e  c  m 
uta  re  :  a  ra  e  e  a  la  re  uga  Su  nha  ue  P  x,  y 
ca  tier  uercuta  a  r  uga  c  a  en  a  e,rm  ni 

l  re  a  ra  e  v  m  nit  re  e  a  ta  re  tigil  ue  re  rc 
entarti  a  ua  eri  a  a  arciai  dP/dx  C  BP/By 

b  Su  nha  uealem  cratura  n  intaute/emum  nt  r,  y 
bre  a  u  er  fcie  e  um  ag  e  a  T  y\  i  ue  re  re 

eniama  eri  a  a  arciai  dfldx^dVdy  e  ST/di 

8-  Se  a  z  =.  f  -v,  }■ 

a  E  re  edzfdx  e  Sz/flv  c  in  Emile 

b  Em  a  a  ra  ,  ue  a  eri  a  a  fx  %  _y„  e  /,  ^  izem 
brea  u  cr  Icic  z  =  f  v,  y 

c  Em  a  a  ra  .  uc  a  cri  a  a  dzfdx  xip  ya  c  dz/dy 
xfp  yn  i/.em  bre  a  ta  a  e  m  iagit  e  z  em  re  aga 

a  x  e  y 
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9.  A  prcssao  cm  N/nr  de  urn  gas  cm  urn  cilmdro  d  dada  por 
P  =  lD/yV'com  Tern  kelvins  (K)  e  V  cm  m\ 

(a)  Sc  T  crescera  uma  taxa  de  3K?min  com  V  mantido  lixado 
cm  2,5  ill',  determine  a  taxa  a  qua!  a  pressao  esta  variando 
quan do  T  -  50  K. 

fh)  Se  7'  for  mantido  lixado  em  50  K  enquanio  que  V  esta  de- 
crescendo  a  uma  taxa  dc  3  nvVmin.  determine  a  taxa  a  qual 
a  prcssao  esta  v  art  an  do  quando  V  =2,5  m  , 

10.  Obtenha  a  inclinagao  da  ret  a  range  rue  no  ponto  (1,-2,  -3)  da 
curva  de  intersegao  da  superffeie  z  —  5  -  4a~  -  /  com 

(a)  op]  a  no  A'— I  (b)  o  piano  y  —  -2, 

11-14  Veri  lique  a  afinmaggo. 


11.  Se  w  =  tg  (x2  +  y-)  +  a\/7,  entao  =  wyr 

12.  Se  w  —  In  (3a  -  3y)  +  cos  (a  +  y)  entao  3 wfftx1  =  9 '  w/By2. 

13.  Se  Fix.  y,  z)  -  2z  '  -  3 (a"  +  y')z,  entao  /'  satisfaz  a  cquagao 

/;  +  f  +  f  -  q 

XL-  r  1  ir  ' 

14.  Se  /(a,  >\  .0  =  ,vyz  +  x  +  In  (y/ z),  entao  /rt..r  -  /TI1V, 


15.  O  que  A/  e  <7/  representam  e  como  se  relacionam? 

16.  Se  w  =  x'y  -  2xy  +  y'x,  e  no  outre  o  more  memo  Aw  e  a  diferen- 
cial  Jw  se  (a,  y)  varia  de  ( L  0)  para  (1,1;  -0, 1 ). 

17.  Use  difereneiais  para  estimar  a  variagao  no  volume  V  =  \x2h 
dc  uma  ptramide  com  uma  base  quadroda,  quando  sua  altura  h 
esta  crescendo  de  2  a  2,2  m.  enquanto  a  dimensao  a  da  base  esta 
decrescendo  de  t  a  0.9  rn,  Compare  isso  com  AV, 


18.  Encontre  a  aproximaguo  linear  local  dc  fix,  y)  =  sen  (av)  cm 

q,  4 

19.  Suponha  que  z.  seja  uma  fungao  dilcrcnciavcl  de  x  e  y  com 


U.2) 


(U  2)  —  2 


Sc  a  -  a(0  e  v  -  y(r)  sao  fungoes  difcrenciavei  s  de  i  com  a(0)  -  I , 
y( 0)  -  2.  a- '  (0)  =  —  2  e  (na  coniposiggo)  z/(0)  =  2,  encontre 
/( 0). 

20.  Em  cada  parte,  use  o  Teorerna  1 4.5.3  para  deierminar  dy/dx. 

(a)  3a2  —  5-ty  +  tg  at  -  ( ) 

(b)  a  In  y  *  sen  (a  -  y)  =  n 

21.  Dado  que  /(a\  y)  =  0,  use  o  Teorerna  14.5,3  para  expressar 
dxyid a  cm  termos  das  derivadas  parentis  de/ 

22.  Seja  z  -  /(a,  y).  orrdc  a-  -  g{t)  e  y  -  /i(/). 

(a)  Mostreque 

dr  \  d_v  /  dr2  dt  Bydx  dr 
c 

d  /  dz  \  _  ti2z  dx  S2z  dy 
dr  \  By  )  dxdy  dt  +  By2  dt 

(b)  Use  as  formulas  da  parte  (a)  para  ajudar  a  encomrar  uma 
fdrmuUi  para  d'  zhft". 


23.  (a)  Como  estao  rdacionados  a  derfvada  direeional  e  o  gra- 
dieiuc  de  uma  fungao? 

(b)  Sob  qua  is  condi  goes  a  derjvada  direeional  dc  uma  fungao 
difercrciavel  e  O'! 

(c)  Em  que  dinegdes  c  sen  tides  a  dcrivada  direeional  de  uma 
fling  a  o  diferenciavel  tern  sen  valor  maxi  mo?  Bo  valor  mi¬ 
ni  mo? 


24.  Em  palavras,  o  que  a  derfvada  Du  f  (.v(h>  yn)  nos  diz  sohre  a  su- 
perffeie  z  -  /(a,  y)? 

25.  Encontre  £>L| /(-3,  5)  para/^A,  v)  -  y  In  (x  +  y)  se  u  = 

26.  Suponha  que  V  /((),  0)  —  2i  +  |j. 

(a)  Encontre  urn  voter  unildrio  u  tal  que  Ouf  ((k  0)  seja  urn 
maxi  mo.  Qual  e  esse  valor  maxi  mo? 

(b)  Encontre  urn  vetor  unitdiio  u  tal  que  Du  f  (0,  0)  seja  urn 
ni  mi  mo .  Qual  <*  esse  valor  mini  mo? 

27.  No  ponto  (L  2),  a  dcrivada  direeional  Du  f  c  2v2  na  diregao 
e  sentido  de  P,{ 2.  3)  e  d  -3  na  diregao  e  sentido  de  P2  (1, 0), 
Detemiine  Du  /( 1,2)  na  diregao  e  sentido  da  origem. 


28.  Obtenha  equagoes  para  o  piano  tan  acute  e  a  j'cta  normal  para  a 
dada  super  fie  ic  cm  Pir 

(a)  z  =  x^:  Pf>(l,  In  2,4) 

(b)  A-yz“  +  ATZ  =  2;  7^(2,  1,-1) 

29.  Encontre  Lodes  os  pontos  da  super  fide,  z  =  2  -  av  nos  quais  a 
rein  normal  pass  a  pelaorigem. 


30.  Most  re  que  para  todos  os  pianos  range  ntes  a  supedjcic 

x2/3  +  v2/5  +  zV%  =  ! 


a  soma  dos  quadrados  das  coordenadas  do$  pontos  de  eorte 
coni  os  eixos  a.  y  e  z  6  1 . 


31.  Determine  todos  os  pontos  do  paraboldide  z  —  9x2  +  4 y1  nos 
quais  a  ret  a  normal  e  paralela  a  re  la  que  pass  a  pelos  pontos 
P(4.  -2,  5)  c  Q(-2.  -6,  4). 


32.  Suponha  quo  as  equagoes  do  mo  vi  memo  de  uma  part  fail  a  se¬ 
jant  a  =  /  -  I ,  y  =  4e  \  z  =  2  -  V?.  onde  i  >  0.  Determine,  ate 
o  deeimo  de  gran  mais  proximo,  o  angulo  agudo  entre  o  vetor 
veloctdadc  c  n  rein  normal  ii  supcrlTcie  (a  /4)  -I-  y"  +  z  —  1  nos 
pontos  em  que  a  pail  feu  la  eolide  com  a  superfine.  Use  uma 
calculation!  com  a  capaeidade  de  encomrar  raizes,  quando  ne- 
cessario. 


33436  Localize  todos  os  mfnimos  rdativos,  max  ini  os  ichttivos  e 
os  pontos  dc  scla. 

33.  /(a,  y)  =  a2 ■+■  3 av  +  3y“  -  6a  +  3v 

34.  /(a,  y)  =  a  A  -  6f  -  3.r 

35.  /(a,  y)  —  xl  —  3a  y  +  |_vl 

36.  /(a,  y)  =  4a2  -  12 a y  +  9y2 

37-39  Resol va  cstes  exercicios  de  duas  maneiras; 

(a)  Use  icstrigdes  para  eliminar  uma  vanavel. 

( b )  U  se  i  tm  1 1  i  p  l  i cadores  dc  Lngrai i  gc. 


37.  Encontre  todos  extremos  relatives  de  x~y  sujeitos  a  resSrigao 
4a2  +  y3  -  8. 
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,18.  Determine  a  linen  oe  a  cai  a  retangu  ar  e  nine  mil  i 
m  ue  a  er  in  crita  n  e  i  6\  e 

(x/aj1  +  (ylbf  +  (zlc)2  =.  1 


39*  n  rme  i  u  tra  na  figura  abai  T  u  nha  ueutnac  rrente 
/  e  i  i  aeinc  rrente  /,,/*€/,  Lie  a  am  n  re  i  t  re  /?,, 
e  re  ecti  amente*  e  ta  mi  a  ue  a  eneigia  t  ta  ara 

ire  re  i  t  re  6  um  minim  Determine  a  razee  /(: /,: /^  ea 
eneigia  i  i  a  a  cm  Ri  (5  /;  Rj  (i  =  1 , 2,  3)  c  /,  + 12  +  /,  =  / 


I 'i  guru  Ex-39 


40-42  Em  Ec  n  mi  a.  um  model#  de  produqdo  €  nma  re  aga 
matem&ica  enire  r  ul  e  uma  c  m  anhia  u  um  af  e 
t  raba  h  e  e  ui  ament  e  ca  ita  nece  Sri  ara  r  uzir  a  ue 
e  r  tit  uit  traba  h  6  ncir  n  cam  e  in  c  e 
r  uca  c  rreu  em  t  rn  c  1 9 20,  nan  Pan  D  ug  a  ,  a 
ni  er  i  a  e  o  hieag  e  eu  c  ab  ra  r  bur  e  bt\  i  u 
erani  tie  r  ut  Z7'  e  ere  re  em  term  traba  h 
e  e  ui  ament  eca  ita  K  rumae  ua^a  a  rma 

P  =  cLnKfl 

n  e  c  6  uma  e  n  tante  e  r  rei  na  i  a  ee«c/i  a  c  ri  tan 
le  lai  LieO<ff<ieO<^<!  ehama  e  rnodelo  de 

produqdo  de  Cobb-Dougkts  i  icamente,  /'.  e  A.'  a  a  em 
term  e  eu  e  ui  a  ente  a  re  m  netari  Otc  e  erefei 
e  ram  r  rie  a  e  e  e  m  e 


•JO.  a  n  i  ere  me  e  r  uga  e  bb  D  ug  a  a 
e  a  orm u  a  P  =  Eb  cea  cur  a  e  nf  e 

P  L,  K  =  U  P  L,  K  =  2  e  P  L.  K  -  3  em  um  i  tema  e 
c  r  ena  a  LK  L  b  riz  nta  e  K  enica  E  ee  b  ? 
na  red  a  er  numerieaniente  e  at  *  ma  e  eria  m 
trara  rma  gera  a  cur  a  e  ua  re  aii  a  igoe 

b  e  um  recur  gr&fic  ara  azer  um  ma  a  ec  nt  rn 
mai  acura  m  e 


41*  a  Enc  mre  BPf&L  e  dPPdK  ara  m  e  e  r  uga  e 
bb  D  ug  a  P-cCK^r 


b  eri  a  a  BPIdL  6  ehama  a  e  produtmdode  marginal 
do  trabalho  e  a  eri  a  a  dPPlK  6  charna  a  e  produtivida* 
de  marginal  do  capital  E  i  tic  ue  c  a  uanii  a  e 
igni.be am  em  term  ratic 

c  tre  ue  e  j(?  =  1  -  a,  enfu  P  ati  az  ae  uagis  ie 
rend  a  areia 


„  dp  T  dp 
k-rt  +  L 


dK 


di 


42*  n  i  ere  in  e  e  r  licit  e  bb  D  ug  a 


P  =  1 000  L'u‘Ko  a 


a  Enc  ntre  a  r  md  ini  e  / J  e  traba  h  cu  ta  50,00 

r  uni  a  e*  ea  ita  cu  la  100,00  runi  a  ee  cu  t 
t  ta  c  traba  h  eea  ita  e  fi  a  em  200  0001)0 

b  m  e  cm  er  a  c;i  200  000*00  enire  traba  h  e 

ca  ita  ara  atingir  md  im  e  P 


c  a  p  i  t  u  I  o  q  u  i  n  z  e 


Pots  as  cohas  deste  mwtdo 
mo  podem  set'  reveiadas 
sent  ton  conhecimento 
de  Maiemdiica. 

—  Roger  Bacon 

Matemdtico  e  Cientista 


INTEGRAIS  MULTIPLAS 


este  capitulo  ampliaremos  o  concetto  de  integral  definida  para  (undoes  de  duas  e  Ires 
variaveis.  En  quanto  as  f undoes  de  uma  variavel  sao,  geralmente,  integrals  em  inter- 
valos,  as  f  Lingoes  de  duas  varaveis  sao  usuafmenie  integrates  em  re  glees  do  es  pa  go 
bi dimensional  e  as  fungoes  de  tres  variaveis  em  regtoes  do  espago  tridimensional,  O  calculo  de 
tais  Integrals  requer  algumas  teen  ices  novas  que  serao  o  foco  central  deste  capftulo.  Uma  vez 
qua  ten  ham  os  desenvolvido  os  metodos  basicos  para  mtegrarf  undoes  da  duase  tres  varfaveEs, 
mostraremos  como  ess  as  integrals  podem  ser  usadas  para  calc  u  la  r  areas  de  superficies  e  volu¬ 
mes  de  soildos;  e  mostraremos,  tambem,  como  elas  podem  ser  usadas  para  determ  mar  masses 
e  centres  de  gravida  de  de  Chapas  plan  as  e  so  lid  os  tri  dimensional.  Alem  do  no&so  estudo  de 


integragao,  general  izarem  os  o  conceito  de  curva  para  metrics  no  espago  bi  dimensional  para  o  de 
superffete  parametrica  no  espago  tridimensional  fsso  nos  permitira  trabalbar  com  uma  varieda- 
de  maior  de  superficies  do  que  era  possivel  anteriormente  e  proporcionara  uma  terra  me  nta  pc- 
derosa  para  gerar  superficies  usando  computadores  e  outros  recurs 03  computacionais  grade  os. 


Foto:  Os  metodos  de  integraqdo  estudados  neste  capita  to  sdo  necessaries  para  encontrar  a  area  de  superficies  comple¬ 
xes  como  as  utilizadas  no projeto  do  Ac r oporto  Intemacional  de  Denver,  nos  EVA . 

15.1  INTEGRAIS  DUPLAS 


A  nogao  de  integral  defintda  pode  ser  estendida  para  f undoes  de  duas  ou  mais  variaveis ,  Nesta 
seqao,  discutiremos  a  integral  dupla,  que  e  a  ext  a  i  sdo  para  f undoes  de  duas  variaveis. 


m  VOLUME 

Lembrc-se  que  a  integral  deli  n  id  a  de  uma  fungao  de  uma  variuvel 


originou-se  do  problem  a  da  determinagao  de  areas  sob  eurvus.  [Na  expressao  a  dircita  em 
( \ ),  u samos  o  “li mite  quando  n  — >  H-X  '  para  simelizar  o  processo  pelo  qual  aumentamos  o 
niimero  de  suhinter valos  de  [a,  b]  dc  lai  mode  que  os  compri  memos  dos  subinLer valos  tendam 
a  zero.]  As  integrals  das  lungGes  de  duas  variaveis  originam-se  do  problema  da  detenu inagau 
de  volumes  sob  superficies: 
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15. LI  O  prObluma  do  volumk  Dada  Lima  fungao  /  de  dues  vai  iaveis,  continua  e  nao- 
negativa  imma  regiao  R  do  piano  x y,  encontrar  o  volume  do  solido  compreendido  entre  a 
superfide  z  —  /(a\  y)  e  a  regiao  R  (Figura  15.1.1 ). 


Figure  15.1.1 


Adiante,  adirionaremos  mais  restrigoes  a  regiao  R,  mas  por  enquanto  varnos  super  tao- so¬ 
me  me  que  a  regiao  imeira  possa  ser  envoi vida  por  um  relingulo  apropriadamenle  grande 
cujos  lados  sejant  paralelos  aos  eixos  eoordenados.  Isio  assegura  que  R  nao  se  csiertde  irtde- 
finidamente  em  qualquer  diregao. 

O  procedimento  para  caleular  o  volume  V  do  solido  da  Figura  15.1.)  e  similar  ao  pro¬ 
cess  o  li  ml  tame  usado  para  de  terminal-  areas,  exceto  que,  agora,  os  ele  memos  de  aproximagao 
sao  para  le  l  e  piped  os  retang  u  l  ares  em  vez  de  retangulos,  Procedemos  eomo  segue: 


*  Usando  rotas  paralelas  aos  eixos  eoordenados,  divida  o  retangulo  que  envolve  a  re¬ 
giao  R  em  sub-re  t&ngulos  e  exelua  das  eonsidcragoes  todos  os  sub-retangulos  que 
contenham  quaisquer  pomos  fora  de  R.  Sobram  somenie  ret&ngulos  que  sao  subcon- 
juntos  de  R  (Figura  1 5. 1 ,2).  S  upon  ha  que  haja  n  desses  sub-retangulos  c  denote  a  area 
do  Aesimo  retangulo  por  A4.. 


•  Escolha  um  ponto  arbilrario  em  eada  sub-re tfmgulo  e  denote  o  ponto  do  t-dsimo  sub- 
retangulo  por  (j;£ ,  y£).  Como  mostmdo  n a  Figura  3  5.1.3,  o  prod u to  /(xj,  yp  A  4^  6 
o  volume  de  um  paralelcpfpedo  ret  angular  com  area  da  base  A  A*  e  alt  Lira  /( yj), 
de  mode  que  o  somatorio 


i=i 


pode  serconsiderado  corno  uma  aproximagao  do  volume  V  do  sdlido  inteiro. 


*  duas  forties  de  erro  na  aproximagao:  em  prime iro  lugar,  os  paralelepfpedos  tern 
topo  piano,  enquanto  que  a  super  fide  z  -  f(x,  y)  pode  ser  curva;  em  segundo  lugar, 


a  regiao  R .  Em  ret  an  to,  se  repetirmos  o  proeesso  acima  com  eada  ve/  niais  subdivi¬ 
des,  de  modo  que  tanto  os  comprimentos  quanto  as  larguras  dos  retan gul os  da  base 
tendani  para  zero,  enlao  c  plausfvcl  que  os  erros  de  a  mhos  tipos  tendam  para  zero  e  o 
volume  exato  do  solido  seja 


n 


V  =  lim 


E 


fix;.  y'k)AAt 


z  =  fix.  y) 


Area  A  Ak 

Figura  15.  L3 


Essa  formula  sugere  a  definigao  seguintc. 
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Apesar  da  Defintgao  t5,1.2  ser  sa- 
tisfatoria  para  nesses  pnopositps 
aluais,  ha  varies  problemas  que 
precisam  ser  resolvidos  antes  que 
possa  ser  considerada  come  uma 
definite  matemAticarciente  rigordsa. 
For  exemplo,  tert'amos  de  provar  que 
o  limite  exists}  realmente  e  que  seu 
valor  independe  do  come  os  pontes 

escoi hides,  Prova-se  que  isse  e  ver- 
dadeiro  sg  a  lungao  /  tor  continue 
na  regtio  R  g  se  essa  regime  nito  for 
rrsuito  “complicada".  0$  dGtaibGS  ss- 
capam  ao  escopodeste  livro. 


15,1.2  defimcao  (Volume  sab  uma  Superficie)  Se  /  e  uma  fungao  de  duas 
vari&vcis,  contfnua  e  nSo-ncgativa  numa  rcgiao  R  do  piano  xy\  cntao  o  volume  do  sdlido 
comprcendido  entrc  a  superficie  z  =  f(x,  y)  e  a  rcgiao  R  e  definido  por 


V  =  lim  A  At 

JJ  -f  -f  *  Z - * 


(2) 


jt= i 


Aqui,  n—*  indica  o  processo  de  aumcntar  o  numero  do  sub-retan gul os  do  retail gulo 
que  envolve  R  de  tal  modo  que  tan  to  os  comprimentos  quanto  as  larguras  dos  sub-retan- 
gulos  tendam  a  zero. 


Supoe-se  na  Detinigao  1 5. 1 2  que  /  seja  nao-negativa  na  rcgiao  R.  Sc  /  for  eoutinua  em 
R  e  possuir  tamo  valorem  positives  como  negatives,  cntao  o  limite 

ft 

lim  Tf(xlyi)AAk  (3) 

jm  — iii  j^-pc  •  1  ^ 


nao  represenla  mais  o  volume  cm  re  /?c;i  superfTcie  z  -  f(x,y);  represents,  sim*  uma  diferen- 
ga  de  volumes  -  o  volume  entrc  Re  a  pane  da  superficie  acima  do  piano  at  menos  o  volume 
entrc  R  e  a  parte  da  superficie  abaixo  do  piano  ax  Chamamos  cssa  diferenga  de  volume  liqui- 
do  com  sinal  entrc  a  rcgiao  R  c  a  superficie  z  -  ft\\  y). 


■  DERNl?AO  DE  UMA  INTEGRAL  DUPLA 

A  notagao  n  ->  4-x  em  (3),  da  mesma  forma  que  na  Detinigao  15.  J  .2,  content  todo  o  proccs- 
so  pelo  qual  o  rei&ngulo  que  envolve  a  regiao  R  e,  repetidameme,  subdividklo  de  tal  modo 
que  tamo  os  comprimentos  quanto  as  larguras  dos  sub-retSngulos  tendam  a  zero.  Note  que, 
subdividmdo  de  tal  modo  que  os  comprimentos  dos  sub^retSugulos  tendam  a  zero,  forgamos 
a  norma  da  partigao  do  comprimento  do  retangulo  que  envolve  R  tender  a  zero,  Analogamen- 
te,  subdividindo  de  lai  modo  que  as  larguras  dos  sub-retarcgulos  tendam  a  zero,  forgamos  a 
norma  da  partigao  da  largura  do  retangulo  que  envolve  R  tender  a  zero,  Assim,  estendemos  o 
conecito  trails  ini  Lido  pel  a  Formula  (1),  em  que  a  integral  defmida  de  uma  fungao  de  uma  verb 
avel  e  expressa  como  um  limite  de  somas  de  Riemann.  Porextensao,  as  somas  cm  (3)  lumhem 
saO  denominadas  somas  de  Riemaun  e  o  limite  das  somas  de  Riemaiin  e  denotado  por 


I  f  f(x,  v)  dA  -  ;limT  j2  /«,  yZ)AAk 

R  k=i 


(4) 


quo  e  denominada  integral  dupla  de  fix,  y)  em  R. 

Sc  f  for  contfnua  e  nao-negativa  na  rcgiao  R ,  cntao  a  Formula  (2)  do  volume  podc  ser 
ex  pres  sa  como 

=  ff  f(x,  y)dA 

R 


(5) 


Sc  /  possui  l  an  to  va  lores  posit  ivos  como  negativos  cm  /?,  cntao  um  valor  positive  para  a 
integral  dupla  dc  /  cm  R  signitica  quo  ha  mais  volume  acima  do  que  abaixo  de  R;  um  valor 
negalivo  para  a  integral  dupla  signitica  que  ha  mais  volume  abaixo  do  que  acima  de  R;  e  o 
valor  zero  signitica  que  o  volume  acima  e  igual  ao  volume  abaixo  de  R. 


m  CALCULO  DE  INTEGRAIS  DUPLAS 

Com  excegao  dos  casos  mais  simples,  d  impraticdvel  obter  o  valor  de  uma  integral  dupla  pelo 
limite  (4),  Entretanto,  varnos  mostrar,  agora,  comocalcular  integrais  duplas  atraves  do  eiileu- 
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Id  de  duas  integrals  simples  sucessivas,  No  rest  ante  desta  segao,  vamos  limilar  nossa  discus- 
Sao  ao  ca$o  cm  que  R  6  am  re  Angulo;  na  prdxmia  scgSo,  consideraremos  integrals  d  up  las  cm 
regioes  mais  eoinplkadas. 

As  derivadas  pardais  de  uma  fungHo f(x,  v)  sSo  ealcutadas  mnnlendo-se  uma  das  varia- 
veis  fixa  e  diferenciandoem  relagao  a  outia  variavel,  Considered  os  o  inverse  deste  processo, 
Integraqdo  partial.  Os  simbolos 

kb  fit 

fix ,  y )  dx  e  j  /(a\  y)  dy 

denotam  integrals  deft  n  Idas  pardais:  a  primeira  integral,  chamada integral  deflnida partial 
em  relaqdo  a  x,  6  calcuiada  mantendo  y  iixo  c  iiitcgrando  cm  relagao  area  segunda  integral 
chamada  integral  deflnida  partial  em  relaqda  a  y\  e  caleulada  mantendo  x  fixo  e  integrando 
em  relagao  ay.  Como  mostra  o  exemplo  a  segtiii;  a  integral  deflnida  parcial  em  relagao  are 
uma  l'lingao  de  v  c  a  integral  deflnida  parcial  em  relagao  a  y  e  uma  lungao  de  x. 


f 


►  Exemplo  1 


Uma  integral  deflnida  parcial  em  relagao  a  a  6  uma  fungao  de  y  e,  portanlo,  pode  ser  in- 
teg  radaem  relagao  a  y;  de  mod o  similar,  uma  integral  delinida  parcial  em  relagao  a  y  pode  ser 
integrada  em  relagao  a  a.  Esse  processo  de  integragao  em  dois  estagios  e  chamado  integraqdo 
iterada  (ou  repetida ),  Introdimmos  a  scguinie  notagao: 


fix,  y)  dx  dy  = 


Ess  as  integrals  sao  chamadas  integrals  iteradas , 


►  Exemplo  2  Calcule 


(a) 


f,  ti  - i: 


2x y)  dy  dx 


(40  -  2a y)  dx  dy 


(40  —  2r  v)  dy  dx 


dll 


4 


(40  —  2a  v)  dy 


dx 


—  (40y  —  xy2)]^,  dx 

=  j  1(160-  16.x  )  -  (80  —  4.i  )]  f/.t 

=  J  (80-1  2.y)  dx 


Sola,  {do  (a) 
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Solttcao  (b) 


a  (40  -  2.0  )  dx  dy  =  I  If  (40  -  2xy)  dx 


dy 


4 


(40a-  -  a2  >-)]’  dy 


l 


=  /  [(120  —  9  v)  —  (40  —  y)  j  dy 


A(x)=m  -  \  2x 


z  =  40  -  2.vv 


=  f  (80  -  Sy)  dy 
=  (80 v  -  4y2)(  =  112  + 


Nao  6  por  acaso  que  ambas  partes  do  Exemplo  2  lenham  produzido  a  mesma  resposta. 
Considerc  o  soldo  S  limitado  acima  pcla  supcrtieie  z  =  40  -  2av  e  abaixo  pdo  retangulo  R 
definido  por  1  <  x  <  3  e  2  <  y  <  4.  Pelo  m£todo  de  fatiamenio  disemido  ma  Segao  7,2  do 
Volume  h  o  volume  do  S  6  dado  por 


.( 


A  (  a  )  dx 


7^ 


onde  A(x)  6  a  area  da  segao  transversal  vertical  de  S  tomada  perpendiculamiente  ao  cixo  \ 
(Figura  15. 1 4).  Para  um  valor  ftxado  de  v,  coni  f  <  x  <  3t  ~  =  40  —  2xy  6  tima  furtgao  de  y, 
p  oi  tan  to  a  integral 


‘4 


4(a)  —  jf  (40  —  2xy)dy 
represent  a  a  area  sob  o  grafico  dessa  fungao  de  y,  Ass  ini. 


V  -  ^  ^  (40  -  2,vy)  ,v]  dx  —  jf  J  {40  —  2xy)dy  dx 


6  o  volume  de  S.  Anatogameme,  pelo  metodo  de  fatiamemo  coni  segoes  transversals  verticals 
de  S  tomadas  perpendicular  me  rtle  ao  eixo  y,  o  volume  dc  S  6  dado  por 

*4  i 

dy  = 


V  =  j  A(y)  dy  =  j  j  (40  -  2.v>)  dx 


—  J  j  (40  —  2,v  v)  dx  dy 


Muitas  vezes,  para  simplifioar.  deno- 
tamos  o  ret&ngufo 

| {a  .  v)  :  u  <  x  <  b.  <:  <  y  <  J) 
por  \a,  Al  x  p:.  ill 


(Figura  15, 1 ,5).  Assim,  ambas  integrals  iteradas  em  (a)  e  (b)  do  Exemplo  2  medem  o  volume 
de  S  que,  pcla  Formula  (5),  c  a  integral  dupla  de  z  =  40  --  2,vy  em  R.  on  seja, 

j  f  (40  -  2xy)dydx  =  fj (40  -  2 xy)dA  =  f  j  (40  -  2 Ay)  dx  dy 

1  ' R 

O  argumento  gcometrico  que  acabamos  de  apresentar  pode  scr  aplicado  a  qualqucr  fun¬ 
gao  cominua/ (x,  y)  que  seja  nao-negativa  num  retangulo  R  “  [a,h]  x  [c\  d\,  como  foi  o  case 
de / (x>  y)  =  40  -  2 xy  em  [  L  3J  x  [2t  4],  A  conelusao  de  que  a  integral  dupla  dc/(x,  y)  em  R 
tenha  o  niesmo  valor  em  qualquer  Lima  das  duas  possivcis  integrals  iteradas  e  verdadeira  mes- 
mo  se  f  for  negativa  em  alguns  pout  os  de  R.  Enunciamox  esse  resultado  no  teorema  a  seguir, 
sem  apresentar  uma  prova  formal 


15  J. 3  Tmorema  xSeja  R  o  retangulo  definido  pel  as  desigualdades 

a  <  .v  <  b t  c  <  y  <  d 


St  f(x,  y)  for  cor  if n  ua  nesse  retangulo,  emao 

i1  f  pit  i*/>  pb  fii 

jj  f(x,y)dA=  I  I  fix .  v)  dx  dy  —  j  j  f(x,v)dydx 
J  J  J  r  J  it  J  ii  J  V 


R 
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O  Teorema  15, 1.3  permits  calcular  uma  integral  dupla  num  retangulo  convenendo-a 
para  uma  integral  ilcrada.  Isso  pode  ser  feito  de  duns  manciras,  am  has  produzsndo  o  mcsmo 
valor  para  a  integral  cl  up  la. 


►  Exemplo  3  Use  uma  integral  dupla  para  encontrar  o  volume  do  sol  id  o  del  i  mi  tad  0  acini  a 
pelo  piano  z  =  4-x-y  e  abaixo  pelo  retangulo  R  =  |0.  I]  x  [0,  2J  (Figura  15.1.6). 


Sotugdo  O  volume  e  a  integral  clupla  de  £  =  4  -  Jt  -  y  em  R.  Usando  o  Teorema  15. 1 .3,  isso 
pode  ser  obtido  de  qualquer  uma  das  integrals  iteradas 


})dxciy 


OH 


—  y )  dy  d  x 


Usando  a  primeira  dessas,  ohtemos 


Figura  ! FJ.fi 


DQMIN iO  DATECNQLOG1A 

Se  o  leitor  dispus&r  de  urn  recurso 
computacional  capaz  de  efetuar  in¬ 
tegrals  duplas  iteradas,  use-o  para 
con  fefir  o  Exemplo  3. 


Esse  re  suit  ado  pode  scr  confer!  do  calculando  a  segunda  integral  cm  (8),  < 


O  Teorema  15J.3  garante  que  a  in- 
tegral  dupla  no  Exemplo  4  tambem 
pode  ser  catculada  inleg  rando  primei- 
ro  em  refapao  a  v  e  depois  em  retagS  o 
a  x.  Conti  m  isso. 


►  Exemplo  4  Calcule  a  integral  dupla 


no  retangulo  R  =  ((jc ,  y)  :  —  3  <  x  <  2,  0  <  y  <  l }. 


z  =  y2x cm[-3.2|x  [0,  1| 


Figura  I5J.7 


Soiitgdo  Em  virlude  do  Teorema  15. !  .3,  o  valor  da  integral  dupla  pode  ser  obtido  calcu¬ 
lando  uma  de  duas  possfveis  integrals  iteradas.  Escolhemos  integrar  primeiro  cm  relagao  a  x 
e  depois  em  relacao  a  v. 


y2x  dx  dy  =. 


I  i  't 
2r*~ 


A  integral  no  Exemplo  4  pode  ser  interpretada  como  o  volume  Ifquido  com  sinal  entre 


o  retangulo  [-3,  2]  x  [0,  l]ca  superlTcie  z  —  y2x.  Ou  seja,  e  o  volume  abaixo  de  z 


2 

vv 


e  acima  de  [0,2]  x  [0,  1]  menos  o  volume  acima  de  <r  =  y2x  e  abaixo  de  |-3,  0)  x  [0,  1] 
(Figura  15.1.7), 


■  PROPRIEDADES  DAS  1NTEGRAIS  DUPLAS 

Para  distinguir  entre  integrals  duplas  de  fungoes  de  duas  variaveis  e  integrals  definidas  de 
fun  goes  de  uma  variavcl,  vamos  referir-nos  a  esias  como  integrals  si  tuples.  Vis  to  que  as  in¬ 
tegrals  duplas,  da  mesma  mancira  que  as  integrals  simples,  sao  definidas  como  limiies,  elas 
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hcrdain  muitas  das  propriedudcs  dos  li miles.  Os  rcsultados  a  scguii;  que  enundamos  sem 
provas,  Kao  ana  logos  aos  do  Teorema  6,5  4  do  Volume  L 


cf(x,  v)  dA 


fix,  y)  dA 


ic  uma  constants) 


0  volume  do  sdlido  rnteiro  £  a 
soma  dos  volumes  dos  solid  os 
acima  de  Ri  e  R2. 


Flgura  1 5  A 


J) 

R 

L/(*>  >  )  +  g(x,  y)J  dA  -  I  j 

K 

f(x,  y)  dA  +  J f  g(x,  y)dA 

K 

1 1  [/( X,  y)  -  g(jr,  >-)]  dA  =  fj 

R  R 

'  fix,  v)  dA  -  j  f  gix.  y)  dA 

R 

(10) 


(in 


E  inluitivamente  evidente  que  se/(  xt  y)  for  uao-negaliva  na  regiao  R,  enlao  suhdiv  id  in- 
do  R  cm  duas  regides  R ,  c  R2  tra z  eoroo  efeito  a  subdivisao  do  solido  enire  R  c  z  -fix,  y)  cm 
dels  so  lidos  c  a  soma  dos  volumes  desses  do  is  sol  Rios  e  igual  ao  volume  do  soli  do  inieiro  (FR 
gura  15,1 .8),  is  so  sugere  o  seguinte  rcsultado,  que  e  verdadeiro  mesmo  que  f  possua  valores 


negatives: 


ff  f(x,  v)  dA  =  ff  f{x,  y)  clA  +  I  j  f(x,  y)  dA  ( 1 2) 

ft  J?,  fit 


A  demonstrate  desse  result  ado  sera  omilkla. 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAG  15,1  ( Ver pagina  1 026  pars  respostas.) 


1.  A  integral  dupla  6  de  fin  id  a  cotno  urn  limitc  de  so  mas  de  Rie- 
mann  por 

j j  fix ,  y)  dA  — _ 

R 


2.  A  integral  tterada 


f  f  fix ,  y)  dx  dy 


X  Preencha  as  lacunas corn  o  integrand o  e  os  extremos  de  i nLegra- 
que  fallam. 

r4  ^  rn 

„ _ dy 


j  Ox2  -  2xy  +  y2)dx  dy  =  j 


4.  O  volume  do  soli  do  englobado  pel  a  superffeie  z  —  xi  y  e  o  re- 
tangulo  0  <  .v  <  4.  1  <  y  <  e~  do  piano  xy  e _ 


i  ntegra  /  no  ret  a  n  gu  1  o  del  i  n  i  do  por 


<  x  < 


<  v  < 


EXERCICIOS  15,1 


CAS 


1-12  Caleule  as  integrals  iteradas. 


1*  f  f  (x  +  3  )dydx 

Jo  Jo 

2.  j  f  (Zt  -  4  y)  dy  dx 

f, 

c<>  d 

4.  j  j  (.v~  +  y~)  dx  dy 

j(*lil3  1  ri  2 

5.  /  /  e^dydx 

JO  JO 

6,  /  /  v  sen  v  dy  dx 

Jo  Jo 

*■  Ll\dydx 

9.  f  j  ‘  ,  dydx 
Jo  jo  (xy  +  1 )“ 


fo  jo 

■  In  2  r\ 


f  ill  Z  f  l  f 

It.  /  /  xy&^dydx  12. 

J  o  do 


I  (x  +  y) 


d  v  dx 


1 3-16  Caleule  as  integrals  d  up  las  na  regiao  retangular  R . 


13.  fj  4 xy'dA;  ft  =  ((.t.  v) :  - 1  <  .v  <  1,  -2  <  y  <  2} 

R 
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i4.  ft  -j _ 2L 

j  j  t/x2  -f  v 

R  v 


yV  +  y2  +  I 
/?  ~  {(a\v)  :  0  <  r  <  1,0  <  y  <  1} 

IS.  f  j  xt/  1  -  x2JA:  R  =  H.V,  y) :  0  <  .1  <  1. 2  <  v  <  3) 


16 


■If 


(x  sen  y  —  y  sen  ,v)  <M: 


/? 


R  —  {(a-,  y)  :  0  <  .v  <  jt/2.  0  <  y  <  7 r/3 ) 


21.  O  volume  sob  o  phi  no  z  =  lv  +  y  e  aciina  do  retangulo 
/if  =  f (a;  y);  3  < .v  <5.  I  <  y  <  2 }, 

22.  O  volume  sob  a  superiTcie  z  —  3 x  +  3 x“y  e  acima  do  retangulo 
A1  “  fCv.y):  I  <x<%Q<y<2)t 

23.  (>  volume  do  solido  com  preen  dido  pela  superffeie  z  =  .V  e  os. 
pianos  x  -  0,  x  =  2,  y  =  3,  y  =  0  c  z  =  0. 

24.  O  volume  no  primeira  octante  limitado  polos  pianos  coordena- 
dos,  o  piano  y  =  4  e  o  piano  (a/3)  +  (z/5)  =  1 

25.  Calcule  a  integral  escolheudo  unia  ordem  de  integra^do  conve¬ 
nient: 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


a  ■  ?  x 

17.  (a)  Seja/U.  y)  =  .v"  +  y  e.  como  most  redo  na  flgura  abaixo. 

seja  o  retangulo  R  =  [Ch  2]  x  [0.  2]  subdividido  em  16 

sublet  an  gules.  Escolha  (.v£ ,  yp  como  o  centre  do  k- 

esimo  retangulo  e  a  proximo  a  integral  dupla  de  /  em  R 

pela  soma  de  Riemann  lesullame. 

(h)  Compare  o  res  nit  ado  da  parte  (a)  com  o  valor  exato  da 
integral. 

A.v 


# 

* 

• 

* 

* 

• 

• 

• 

* 

• 

* 

* 

# 

* 

* 

4 

x 

-> 


l-igura  Ex-17 

18.  (a)  Seja/C*,  y)  =  ,v  -  2y  e  cons i dene  uma  subdivide  do 
reiangulo  R  —  [0,  2\  x  |'0, 2]cm  IbnetingulosmenQ- 
ncs,  como  no  Exercfcio  17.  Tome  (xf, ,  y£)  como  sen  do 
o  cenlro  do i-dsimo  retang ulo  e  aproxime  a  integral  du¬ 
pla  de/e m  A  pela  somade  Riemann  re su 3 tame, 

(h)  Compare  o  rests  It  ado  de  (a)  com  o  valor  exato  da  in¬ 
tegral. 


19-20  Cada  integral  ilcrada  represema  o  volume  de  um  sdhdo. 
Fa^a  um  e.sboco  do  sdlido.  (Ndo  6  precise  ealcular  o  volume.) 


« u 


19.  (a)  U  4  dx  d  v 
(b)  f  f  y/25  —  x2  —  y2  dy  dx 

J  fi  Jo 

20.  (a)  f  f  (2- x  -  y)  dy  dx 

Jo  Jo 

(b)  /  /  (*l  +  y2)dxdy 


21-24  Use  uma  integral  dupla  para  calc u la r  o  volume. 


.v  cos  (Ay)  cos'  Tfx  cl  A:  R  =  [0,  x  [0.  ir] 


26.  (a)  Faca  um  esbogo  do  so  lido  no  primeiro  octante  comprecndido 
pel  os  pianos  x  =  0,  z  =  0,  x  =  5t  z  ■-  y  =  0  e  z  -  -2y  +  6. 

(b)  Calc ii lc  o  volume  sdlido  dividindo-o  cm  duns  partes. 

27-30  O  valor  m4dia  de  uma  fungao  conlinua  fix,  y)  nuin  retail - 
gtilo  R  -  \a .  x  | c,  d\  e  defmido  como 

f"  =mJJfix'y)dA 

on  de  4(A)  =  (h  -  a){d  -  c)  £  a  drea  do  retangido  R  (comparar 
com  a  Defiiii^ao  7.6,1  do  Volume  I),  Use  essa  defini^ao  nestes 
exerefeios. 


27.  Calculc  o  valor  mddio  de  /(a,  y)  =  y  sen  xy  no  rctangulo 

[0,  ij  x  ia nil]. 

*■  "  1?  1/7' 

28.  Calcule  o  valor  medio  de  f(x,  y)  ~  a(a~  +  y)  “  no  intervale 
[0, 1  ]  X  [0.  3]. 

29.  Su  po  [i  h  a  t|  lec  a  t  e  m peratu  ra.  e  m  grau  s  Cel  si  u  s ,  nu  m  pom o  (a%  y ) 
de  uma  clmpa  metal ica  plana  seja  T(x,  y)  =  10  -  Sx2  -  2y\  onde 
x  c  y  sao  cm  metros.  Calcule  a  tetnperatura  media  da  por^ao 
retang  ill  ar  da  ehapa  dada  por  0  <  x  <  1  e  0  <  y  <  2. 

30-  Most  re  que  se  fix,  y)  C  cons  tame  no  rctangulo  R  =  [o,  6]  x  [c.  d\« 
digamos,  fix,  y)  =  k.  entao  fm  =  k  cm  R 


31-32  A  maioiia  dos  CAS  posstii  coma  rid  os  para  a  aproxima^o 
de  Integra  is  duplas  numericamcntc.  Lei  a  a  documcnta^ao  corrcs- 
pondente  c  use  urn  CAS  para  cncontrar  uma  aproximaqao  nunieri- 
cada  integral  dupla  nesses  exerefeios. 


[c]3l.  f  f  set  l  o' a  ^  +  y  -  dx  d  v 
Jo  Jo 

[|  32.  J  J  *  ztx  dy 

33.  Neste  exerefeio*  su  port  ha  que  /  (,t.  y)  —  g(A)/?(y)  c  R  = 
{  (ac  y);  a  <.v  <  h,  c  <  y  <  d}>  M  os  ire  que 

j  j  fix.  y)d A  =  j  g(x)dx  |  j  h  (y)  dy 

R  Hi. 
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34 .  U  se  o  res  li  t  lad  a  d  o  E xe  rote  i  o  33  pa  m  cal e  u !  a  r  a  i  t neg  ml 


\Ze'-'  +  1  tg  x  dx  dy 


por inspegao.  Explique  sen  raciocinio. 

0  35,  Use  tint  CAS  para  calcular  as  integrals  ilemdas 


y  —  x 
(.V  +  y)3 


dx  dy 


e 


V  —  A' 

(x  +  y)3 


d  v  dx 


]  la  viol  agio  do  Teoretna  1 5. 1 .3V  Explique. 

[c]  36,  Use  urn  CAS  para  mostrar  que  o  volume  V  sob  a  superlTcie 
z  =jtV  sen  xy  e  acima  do  retangulo  runs  trade  na  flgura  ao 
lado  6  V  =  Viz. 


RESPOSTAS  DOS  EXERCiCIOS  DE  COMPREENSAO  15.1 


1.  Imi  Y  fix 

i  f  — k  +  K-  — * 

I k-^l 


1 5.2  INTEGRAIS  DUPLAS  EM  REGIOES  NAO-RETANGULARES 


Nest  a  secdor  mostraremos  coma  calcular  integrals  d  up  las  em  regioes  que  ndo  sdo 
retau  git  lares  > 


* 

k  * 


yl)AAk  2 ,  2  <  x  <  4;  \  <  v  <  5  3,  /  (56  -  12 y  +  2 yz)dy  4,  16 


■  JKTEGRAIS  ITERADAS  COM  LIMITES  DE  fNTEGRAQAO  NAO-CONSTANTES 

Mais  acl iante  nesta  segao,  veremosque  as  integrals  duplas  em  regioes  nao-retangulares  podem 
ser  calculadas  corno  integrals  iteradas  dos  segui  riles  tipos: 


f  '(x,  y  )  dy  dx 


Comegamos  com  um  exemplo  que  i  lustra  corno  calcular  la  is  integrals. 


►  Exemplo  1  Caieule 

(a)  /  /  y2xdydx 

Jq  J-x 


h^.t/3  |*COSV 

(b)  f  f  x  sen  y  dx  dy 

Jo  Jo 


Soluydo  (a) 
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b 


Regido  do  tipo 


a 


l  y 


Regiao  do  tipo 


h 

Figura  15.2.1 


Figura  15.2.2 


Sotuqdo  (b) 


■  INTEGRA1S  DUPLAS  EM  REGIOES  NAO-RETANGU  LARES 

egioe  ana  em  e re  treniamente  c  in  e  a  eate  ria  a  integral  u  a  emregioe 
muit  gerai  e  um  to  ic  ara  \  ci  ina  a  anga  a  e  atematica  Limitarem  n  c 
tu  a  integral  u  a  a  i  ti  bate  eregioc  ,  uechamarem  c  tipo  I  e  tipo  II  c 
a  efi ni  a  c  m  egue 


X 

> 


15.2.1  DEFIN1CAO 


a 


ma  regido  do  tipo  I  e  imita  a  a  e  uer 
x  =  b  e  €  imita  a  abai  e  adma  r  cur 
y,  x  <  g2  x  ara  a  <  x  <  b  Figura  15  2  I  a 


a  e  a  i reita  r  reta  erticai  x  -  a  e 
a  c  nlinua  y  =  g[  x  e  y  =  g>  x  t  n  e 


b 


ma  regido  do  tipo  II  e  imita  a  abai  e  adma  rreta  h  riz  ntai  y  =  c 
c  imita  a  a  ireita  e  a  e  uer  a  r  cur  a  c  ntmua  x  -  y  e  x  =  k2  y  , 
azem  /j,  v  <  h2  y  ara  c  <  v  <  d  Figura  15  2  I  h 


c  y  =  d  c 

r f 

ue  ati 


te  rema  eguinte  ermite  n  a  ca  cu  ar  integral  u  a  emregioe 
i  u  an  integral  llera  a 


ti 


e 


15.2.2  TKOHKMA 

a  Sc  R  c  lima  regido  do  tipo  I  na  qua l  f  x 

;  y  e  contmua,  entao 

f  r 

pb  fSiU) 

//  /(jr.  y)dA  = 

j  1  /(.v.  y)  dy  dx 

3 

J  J 

fi 

Jd  J  iJitvj 

b  Sc  R  e  urn  a  regido  do  tipo  II  na  qital  f 

r,  y  e  conrinua,  entao 

f  f 

//  f(x.y)dA  = 

/  /  /U-  >•)  dx  dy 

4 

J  J 

R 

Jc  Jl ii(y> 

u  a  a  unga 


Pc  c  rema  15  2  2>  a  Integra  n  E  cm  1  a  6  a  Integra 
f(x,  y)  =  y2x  na  regia  li  c  imita  a  aiera  menle  ea  reta  erticai  a  =  0  ca-  1 
e  adma  e  abai  e  a  cur  a  v  =  —x  e  v  =  x 2  Figura  15  2  2  ambem,  a  Integra  n 

v  r  li_r 

E  cm  lb  6  a  Integra  u  a  e  fix ,  v)  =  a  sen  v  na  regia  ti  e  imita  a  acinia 
eabai  ea  reta  h  riz  ntai  y  =  0ey  —  tt/3q  atera  mente  ea  cur  a  a:-0ca  =  c  y 
Figura  15  2  3 


a  am  em  n  trar 
ti  a  na  regia  R,  cec  aceita  e 
i  a  ara  c  rema  15  13 


e  rema  15  2  2,  ma  n  ca  em  ue  /  x,  y  6  na 
atra  e  e  um  rad  dm  go  metric  eme  hatue  a 
m  /  x,  v  c  na  negati  a,  a  Integra  u  a 


nega 
ue 
e  er 
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interpretada  coma  o  volume  do  sol  id o  S  que  6  limiUido  acima  pela  super  lieic  z  —  f(xy  y) 
e  abuixo  pela  regiao  /?,  de  mode  que  e  sufieienle  mostrar  que  a  integral  iterada  representa 
esse  volume,  Considers  por  exemplo*  a  integral  iterada  (3).  Para  um  valor  fixo  de  x>  a 
fungao  fix,  y)  6  uma  fungao  de  y  es  entao*  a  integral 


Hx)  ~  f 


fix,  y)  dy 


represent  a  a  area  sob  o  grafico  dessa  fu  neao  de  y  cmre  os  pontos  y  =  gfx)  c  y  -  g2(x).  Essa 
area,  mosirada  em  a^til  eseuro  na  Figura  15.2.4,  e  a  area  da  segao  transversal  do  soli  do  S  em 
x  et  eniao,  pelo  metodo  de  faiiamento,  o  volume  V  do  sdlido  S  e 


V 


r?> 

Jp  J  ff|  (  t  ) 


/(.v,  y)dydx 


que  mostraque  a  integral  iterada  (3)  e  igual  a  integral  dupla.  Analogamentc  para  (4). 


■  DETERMJNAQAO  DOS  EIMITES  DE  INTEGRAQAO  PARA  O  CALQULO  DE 
INTEGRAIS  DUPLAS 

Para  apliear  o  Teorema  15.2.2,  e  eonveniente  comegar  com  um  esbogo  bidimensional  da  re¬ 
giao  R.  [Nao  e  neeessario  Inzer  o  grafico  de/(>\  y).|  Para  uma  regiao  do  lipo  I,  os  3 unites  de 
integragao  da  Formula  (3)  podem  ser  obtidos  com  segue: 


Determinagda  das  Li  mites  de  Intergraqao:  Regiao  do  Tipo  / 


Passo  1  Como  x  6  mantido  fixo  para  a  pnmeira  integragao,  tragamos  uma  re  la  vertical 
at  raves  da  regiao  R  num  portion  arbitrario  fixado  (Figura  15.2.5).  Essa  reta  eru/a 
a  tronteira  de  R  duos  vezes>  O  ponto  inferior  da  intersegao  estu  no  curvay  -  gt(x) 
e  o  ponto  superior  esta  na  curva.y  =  gfx),  Essas  duos  intersegdes  determinant  os 
li mites  de  integragao  inferior  e  superior  de  y  na  Formula  (3), 


Passo  2 


Imagine  quo  a  reta  iragada  no  Passo  1  se  mova  primeiro  para  a  esquerda  e 
depois  para  a  direita  (Figura  15.2.5).  A  posigao  extrema  a  esquerda  na  qual  a 


reta  intersecta  a  regiao  R  e  x  =  a  e  a  posigao  extrema  a  direita  na  qua!  a  reta 
intersecta  a  regiao  R  e  x  =  b,  Obtemos,  assim,  os  limites  de  integragao  de  a  na 
Formula  (3). 


►  Exemplo  2  Calcule 


no  regiao  R  compreendida  pelas  curvas  y  =  ^x,  y  =  x  =  2ox  =  4, 
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Solugao  Considerarnos  R  coino  uma  regiao  do  tipo  I.  A  regiao  R  e  a  vertical  correspon¬ 
dents  ao  ponto  jc  tixado  sao  most  rad  as  na  Figura  15.2.6.  A  rota  intersects  a  regiao  R  na  fion- 
tcira  inferior  y  —  \x  e  na  frontcira  superior  y  =  yx.  Esses  sao  os  I  i  mites  dc  in  leg  rag  ao  de 
y.  Movendo  a  reta  primeiro  a  esquerda  e  depots  a  direila  produz  os  li mites  de  integraqao  x  — 
2  e  x  =  4  de  x*  Assim, 


// ,tM  -  f  Cxuydx  -  f  WL. d*  ■  l  (t  ■  t)  ■" 


ft 


2  ”l  -A 
\—.v/2 


r.e 


T  4 


32 


J2 


64 

~6 


256 

~?a 


) 


8 


16 

32 


il 

=  —  < 


Figura  15.2.7 


Para  integrar  numa  regiao  do  tipo  IS, 
os  limites  esquerdo  e  direito  devem 
ser  expresses  sob  a  forma  x  = 
o  .v  =  /ij(v).  Por  isso,  reescrevemos 
as  equagoes  dos  limites 

y=-x  +  !  c y-.x  +  1 

como 


.x  =  3  -  y  c  =  y-  l 
no  Exemplo  3. 


Se  R  for  uma  regiao  do  tipo  If,  OS  1  i  miles  de  integragao  da  Forma  la  (4)  podem  ser  obti- 
dos  como  segue; 


Determinagdo  dos  Limites  de  Integragao:  Regiao  do  Tipo  II 

Passo  1  Como  y  6  mantido  fixo  para  a  primeira  integragao,  tragamos  uma  reta  horizontal 
atraves  da  regiao  R  pelo  ponto  lixadoy  (Figura  15.2.7).  Bssa  rota  corta  a  frontei- 
ra  de  R  duas  vezes.  O  ponto  de  intersegSo  mais  a  esquerda  estiS  na  curva  x  =  /?t(v) 
e  o  ponto  mais  a  di  reila  estfi  na  curva  x  -  h2(y).  Essas  inlersegoes  determinam  os 
limites  de  integrate  dex  na  Formula  (4). 

Passo  2  Imagine  que  a  reta  tragada  no  Passo  1  se  mova  primeiro  para  baixo  e  depois  para 
cima  (Figura  15.2,7).  A  posigao  mais  haixa  na  qual  a  reta  intersects  a  regiao  R  6 
y  =  c  e  a  posigao  mais  alia  na  qual  a  reta  intersecta  a  regiao  R  e  v  =  d.  Obtemos, 
assim,  os  limites  de  integragao  de  y  na  Formula  (4). 


►  Exemplo  3  Calcule 


il 


7-. 


(2.x  -  r)  dA 


R 


na  regiao  triangular  R  com  pie  end  id  a  pelas  retas  y  —  —  x  +  I  ,  y  =  x  +  I  e  y  =  3. 

Solugao  Considerarnos  R  como  uma  regiao  do  tipo  11.  A  regiao  R  c  a  reta  horizontal  cop 
respondetne  ao  ponto  fixado  y  sao  mostradas  na  Figura  15,2,8,  A  reta  intersecta  a  regiao  R 
na  fronteira  a  esquerda  x  -  I  -ye  na  Ironteira  a  direita  x  -  y  -  \ .  Esses  sao  os  limites  de 
integragao  dc  x.  M  oven  do  a  reta  primeiro  para  baixo  e  depois  para  cima  produz  os  limites 
v  -  l  o  y  =  3  de  y.  Assim, 


j j (2.x  -  y 2)  dA  =j[  (2.v  -  j2)  dx  dy  -  j  [.C  -  yl*]'2_,  dy 


a 


=  /  Id  -  2y  +  2 r  —  y3)  —  (1  —  2y  +  /)]  dy 


/ 

=  f  (2y2  -2y3)dy  = 


2v 


,3 


.41 


68 


3 


No  Exemplo  3  poderfamos  ter  tratado  R  como  uma  regiao  do  tipo  1,  porem  com  uma 
eompMcagao  adicional;  con  side  rad  a  como  uma  regiito  do  tipo  T,  a  fronteira  superior  de  R  e 
a  reta  y  =  3  (Figura  15,2,9)  e  a  fronteira  inferior  consiste  de  duas  partes,  a  rela  y  =  -x  +  1  a 
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csqucrda  c  a  re  la  y  =  r+  1  a  direiia  do  eixo  y.  Para  fa/er  a  integrate,  c  necessario  decompor 
a  regiao  R  cm  tluas  partes  R]  c  Rz,  como  mostrado  na  Fig ura  15.2.9,  e  escrever 


// 


{2a  -  v")  dA 


-// 


(2x  -  x1)  dA  + 


Jh 


-  r)dA 


=  r  f  (2 x-f)dydx+  f  f 

J-2  J-x+i  JO  Jx 


3 


J  (2 x  —  \2)dvdx 

'  v  r  r 

i  ao  ^s+j 

Is  to  fornccera  0  mesnio  resullado  que  foi  obtido  no  Exemplo  3.  (Verifiquc,) 


Exemplo  4  Use  uma  integral  dupla  para  ealcular  o  volume  do  tetraedro  limitado  pelos 
pianos  eoordenados  e  o  piano  z-4  -4x-  2 v. 

Solugao  O  tetraedro  cm  questao  c  limitado  acini  a  pelo  piano 

Z  —  4-  4x  -  2 v  (5) 

e  abaixo  pda  regiao  triangular  R  tnostrada  na  Figura  15.2. 10.  Assim.  o  volume  6  dado  por 


V  =  fj  (4  —  4.v  —  2y 


)dA 


R 


A  regiao  R  e  limitada  pelo  eixo  x ,  o  eixo  y  e  a  reta  v  =  2  -  2a  ffa^a  z  =  0  em  (5)],  entao,  con- 
siderando  R  como  uma  regiao  do  lipo  I,  tem os 


V  = 


jj  (4  -  4.v  -  2_y)  dA  =  j j  (4  -  4x  -  2y)  dy  dx 


R 


=  j  [4j  -  4xy  -  v’]*=~'  dx  =  j  (l 
Jo  ■  Jo 


=  /  (4  —  8  a  +  4a2)  dx  —  4 
o  3 


A  Z 


*  - 


Z  =  4  -  y 


figura  1 5,2, 10 


Z-4  44.v-  2  v 


/' 

rx 


*  R 


a  y 


1 


\ 

4 

-r-t 

r 

n 

u 

R 

\ 

X 

Sta- 

0 

j 

►  Exemplo  5  Calcule  o  volume  do  solido  limitado  pelo  cilindro  v2  +  y2  =  4  c  os  pianos 
v  +  z  —  4  e  z  -  0- 

Solucaa  O  solido  mostrado  na  Figura  1 5.2. 1 1  e  limitado  aeima  pelo  piano  z  =  4  -  y  e  abai¬ 
xo  pda  regiao  R  contida  no  cfrculo  x2  +  y2  -4.0  volume  e  dado  por 


V  =  //«  - 


y)dA 


R 


Figura  1 5.2. II 
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Considcrando  R  como  uma  regiao  do  tipo  I,  obtcmos 


/i  pvQ—v'-  r  |  -iy-»— a- 

/  (4  —  v)  dy  dx  ~  f  4y  —  -y2  d: 

-iJ-sJ Tdd  J-2  L  "  - 

=  j  8/4  -  x2 dx  =  8(2jt)  =  I&r 


Ver  Rfrnuila  C3 >  na  Se^iSo  8.4.  do  Volume 


■  INVERSAO  DA  ORDEM  DE  INTEGRApAO 

As  vc/'.cs,  o  caleulo  de  um a  integral  iterada  pode  ser  simplificado  invertcndo-se  a  ordem  de 
integragao.  O  proximo  exemplo  i lustra  como  isso  e  feito. 


Cilmdro  com  base  R  e  altura  I 


Figure  15.2.13 


A  Formula  (7)  pode  gerar  confusio 
porquo  iguala  uma  ^rea  e  um  volu¬ 
me;  a  formula  pretends  equacionar 
tSo-someate  os  vafor$$  num4rico$  da 
3rea  e  ao  volume  e  nao  as  Unicodes 
do  medicJa,  quo,  rtaturalmente,  devem 
ser  elite  rentes. 


►  Exemplo  6  Como  nao  ha  antiderivada  elementar  de  e  ,  a  integral 

e*1  dx  dy 


/■/ 


0  Jy/2 

nao  pode  serealeulada  integrando  primetroem  relagao  a  x.  Calcule  essa  integral  expressando- 
a  como  uma  integral  iterada  equivalence  com  ordem  de  integragao  invert! da. 

Soiugao  Na  integrate  interna,  y  e  fixado  e  x  varia  entre  as  reias  x  -  y/2  c.v=  1  (Figura 
15.2.12).  Na  integragao  externa*  y  varia  de  0  a  2,  de  mode  que  a  integral  iterada  dada  e  igual 
a  integral  dupla  na  regiao  triangular  R  da  Figura  15.2.12, 

Para  inverter  a  ordem  de  integragao,  eonsideramos  R  como  uma  regiao  do  tipo  I,  o  que 
nos  per  mite  esc  rover  a  integral  dada  como 


f  f  * 

J  y/2 


dx  d  V  = 


dx 


R 

R 


f 


-.1 


=  /  2  xe-^dx^e*1 


—  e 


\  < 


Jo 


■  AREA  CALCULADA  COMO  UMA  INTEGRAL  DUPLA 

Apesar  das  integrals  duplas  terem  smgido  no  coniexto  do  ealculo  de  volumes,  elas  tambem 
podem  ser  usadas  para  ealeular  areas.  Para  ver  isso,  lembre-se  que  um  cilmdro  veto  e  um  s6- 
lido  gerado  quando  uma  regiao  do  piano  6  transiadada  ao  longo  de  uma  reta  perpendicular  a 
regiao.  Na  Formula  (2  )  da  Segao  7.2  do  Volume  1*  afirmamos  que  o  volume  V  de  urn  eilindro 
re  to  com  area  da  segao  transversal  A  e  altura  h  6 

V-Ah  (6) 

Agora,  suponha  que  estejamos  inieressados  em  ealeular  a  area  de  uma  regiao  R  do  piano 
xy.  Sc  Iran  si  ad  arm  os  a  regiao  R  uma  unidadc  para  dm  a,  cniao  o  sdlido  res  till  an  to  sera  um 
eilindro  reto  que  tem  area  da  segao  transversal  A ,  base  Re  o  piano  z  -  1  como  topo  (Figura 
15.1.13).  Desse  modo,  segue -se  de  (6)  que 

j  j  \dA  =  (area  de  R)  •  1 

R 


o  que  pode  ser  reescrito  como 


areade  R  =  j j  1  dA  =  jj  dA 

R  R 


(7) 
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Exemplo  7  Use  uma  integral  dupla  para  caleular  a  area  da  regiao  R  conipreendida  pela 
parabola  v  —  ’-.r2  e  a  relay  =  2a\ 

Soluqao  A  regiao  R  pode  ser  considerada  igualmente  como  do  lipo  I  (Figura  1 5.2.  14a)  on 
do  lipo  II  (Figura  15.2.14b).  Considerando  R  como  do  tipo  1,  obtemos 


^  EXERCI'CIOS  DE  COMPREENSAO  15.2 


( Verpigma  W35  para  respostas .) 


1 .  Preenc ha  as  1  ae  u  nas  com  o  i  ntegra  ado  e  os  ex  i  renio s  de  i  ntog  ra- 
qao  quo  faltam. 


nv/2  pO 

6x2ydxdy  =  / 

Ju 


(a) 

J]  J2 
>5  Cxfl 

(b)  /  /  6-v 


dy 


6a 2ydydx  —  j 


n 


dx 


2.  Soja  R  a  regiao  triangular  do  vertices  (0,  0),  (X  0)  e  (0,  4)  do 
piano  av.  Preenchaas  lacunas  das  integrals. 

(a)  Tratando  R  como  uma  regiao  do  tipo  I. 

If  fix,  y)  dA  =  jf  If  fix,  y) - 


R 


(b)  Tratando  R  como  uma  regiao  do  tipo  II, 


II  f(x,y)dA 
ft 


fix ,  V) 


X  Seja  R  a  regiao  triangular  de  vertices  (0,  0),  (3,  3)  e  (0,  4)  do 
piano  xy,  Expressa  como  uma  integral  iterada  dupla,  a  area  dc 
R  6  A(Rj  =  . 

4*  A  rota  y  =  2  -  x  e  a  parabola  y  =  x2  mtersectam  nos  potitos 
(—2,  4)  e  ( 1,  1 )„  Se  R  denoiar  a  regiao  englobada  por  y  —  2  -  x  e 
v  =  x7,  entao 


(1  +  2  v)  dA  = 
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EXERCICIOS  15.2  H  Reourso  Grafico  [cl  CAS 


1.  jf  jf  xy1  dy  dx 
rJ9-y~ 

V  dx  d  V 


,  rr 

J  0  Jq 


rV2  r3-V 

2,  /  /  v  dx  dx 

4  £1.7 i** 


5.  f  sen  -  dx  dx  6.  /  /  (x1  -  y 

JjZ  Jo  x  J-i  J-t2 

7.  r  f  -coA-dydx  8.  f  r^dy 
Jtt/2  Jo  x  a  Jo  Jo 


y)  dy  dx 


9.  j  (  y  ^Jx2  —  y2  dy  dx  10.  /  f  e'  ‘  dx  dy 

Jo  Jo  Ji  Jo 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


IK  Scja  R  a  regiao  dada  na  ligura  abaixo^  Preencha  as  lacunas 
com  os  extremes  de  integracao  c|ue  fa  It  am, 

fa)  Jl  fix. ,  y)  dA  =  r  j  fix ,  y)  dy  dx 

R 

(b)  ff  fix,y)dA=  f  f  f(x,y)dxdy 

R 

12.  Seja  R  a  regiao  dada  na  figura  abaixo,  Preencha  as  lacunas 
com  os  extremos.de  jntegragao  qne  faltam. 

(a)  JJ  f{x>y)dA  =  J  J  fix,  y)  dy  dx. 


R 


(b) 


r  r  c  ^  ^ 

Ij  fix .  y)  dA  —  j  j  fix,  y)  dx  dy 


13.  Seja  R  a  regiao  dada  na  figura  a  seguir.  Preencha  as  lacunas 
com  os  extremes  de  integra^ao  que  faltarn, 

(a)  jj  fVc.y)dA  ~  l  f0  f(x>y)'dydx 

+  f  f  f(Xi  y)dydx 
J  2  Jo 

+  j  J  fix,  y)  dy  dx 


R 


(b) 


JJ  f{x,  y)  dA  -  J^  J  f(x,y)dxdy 


R 


14.  Seja  R  a  regiao  dada  na  figura  abaixo.  Preencha  as  lacunas 
com  os  extremes  de  integrate  que  fa Itam. 

(a)  JJ  fix ,  v)  dA  =  j  J  fix ,  v)  dy  dx 


tt 


'□  jo 

i*  □ 


(b) 


JJ  fix,  y)  dA  =  J  J  fix ,  y)  dx  dy 


R 


15*  Caleule  jj  xy  dA.  onde  R  e  a  regiao  no 
R 

(a)  Exercfcio  1 1  (b)  Exercfcio  13 

16,  Caleule  ^  j  (x  +  y)  dA,  onde  R  e  a  regiao  no 


(a)  Exercfdo  12 


(b)  Exercfcio  14 


17-20  Caleule  as  integrals  d  up  las  de  duas  manciras  usando  inte¬ 
grals  iteradas:  (a)  tratando  R  como  uma  regiao  do  tipo  I  e  (b)  ira- 
Lando  R  como  uma  regiao  do  lipo  IL 


17,  j  j  x~  dA;  R  e  a  regiao  delimiiada  pot  y  =  I  (y/x,  y  - 


v  e  x  “  S. 


R 


I 8,  j  J  xy  dA;  R  e  a  regiao  compreendida  por  y  -  1 .  y  =  2.  x  -  0 

1  R 

e  y  =  x. 


—  2y)  dA;  R  6  a  regiao  compreendida  pelo  circuit) 


R 

x2  +  y2  =  L 

*  JJ  y  dA ;  R 


6  a  regiao  do  primeiro  quadrante  compreendida 


R 


it  5 


pelo  circulo  x"  +  y“  =  25  e  a  ret  a  .v  +  y  =  5. 


21. 


ffx,[+>* 


y")  1/2 dA;  R  u  a  regiao  do  primeiro  quadrante 


R 


compreendida  por  y  -  ,v\  y  —  4  e  x  —  0, 
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22.  //, 


cos  v  dA\  R  6  a  regiao  triangular  delimitada  pdas  reias 


K 


v  —  a\  y  =  0  e  x  =  ?t. 


23.  JJ  xy  dA;  R  ea  regiao  com  preend]  da  pory  —  ^/v,  v  —  6  —  x 


R 

e  v  =  0. 


24 


*  yy*  v  dA\  r  d 

-V  —  1  /  v,;2  c  y  -  0, 

».  //,. 


a  regiao  eornpreendida  por  y  =  arc  son  a", 


.v  “  1 )  rM;  /?  d  a  regiao  do  primciro  quad  runic  compTcen- 


R 


dida  por  y-x  cy  =  x . 

*■  Si  x2dA:R6  a  regiao  do  primciro  quadrant e  eornpreendida 
por  Ay  —  1  y  —  .v  e  y  -  2jt. 

@27*  (a)  Trace  a  mao  livre*  ou  com  a  ajuda  de  «m  recurso  graft- 
co,  urn  esboyo  da  regiao  R  corn  preen  dida  pdas  curvas 
y  =  x  +  2  e  y  =  e*  . 

(b)  Obtenha  uma  estimaliva  das  imerse^oes  das  curvas  cm  (a). 

(c)  Tratando  R  como  uma  regiao  do  tipo  1.  do  uma  eslimativa 

do  JJ  xdA. 

R 

(d)  Tratando  R  como  uma  regiao  do  tipo  11,  de  uma  estimaliva 

do  JJ  .v  dA , 

a 

h-;  2-K.  (a)  Trace  a  mao  livre,  ou  com  a  ajisdade  urn  recur  so  gralico,  urn 
osboco  da  regiao  R  comprccndida  pc  las  curvas  y  -  4r '  ~  xl  c 
y  =  3  -  4x  +  4a\ 

(b)  Eric  on  l  re  as  iiKerseydes  das  curvas  da  paite  (a), 

(c)  Ca\cu\e  JJ  x dA. 

a 

£9-32  Use  integrate  dupla  para  ealeular  a  area  da  regiao  plana 
comprccndida  pclas  curvas  dadas, 

29.  v  =  sen  x  e  y  =  cos  x,  para  0  <  x  <  n/4 
30*  y~  —  —x  c  3y  —  x  —  4, 

31.  /  =  9-x  e  /  =  9-  9x. 

32.  v  =  cosh  av  y  -  senh  x,  x  -  0  cx  =  I . 


33. 


3x  +  2y  +  4z  =  12 


•)  i 

35,  O  soli  do  limitado  polo  cilindro  x~  +  y~  =  9  o  os  pianos  £  =  0  e 

36,  O  sdlido  no  primdro  octante  limit  ado  adnia  polo  parabolbi- 
de  "  =  a  +  3y],  abaixo  pelo  piano  z  =  0  e  lateral  mcme  por 
y  =  x2  e  y  -  x. 

37,  G  sdlido  limitado  acima  pelo  paraboloide  z  =  9x  +  y\  abaixo 
pelo  piano  z  =  0  e  latcralmcnlc  polos  pianos  x  =  0,  y  —  0,  a  —  3  c 
y  -  2. 

38,  O  sdlido  com  preend  i  do  por  y2  =  x,  z  =  0  e  x  +  z I 

+  "7  ■T 

39,  A  eunha  scccionadn  do  cilindro  4a  +  y~  ”  9  pelos  pianos  z  ~  t) 
e  z  -  y  +  3. 

40,  O  sdlido  no  primciro  octante  limitado  ad  mu  por  z  =  9  -  .v\ 
abaixo  por  z  —  0  e  lateral  mente  por  y2  —  3a. 

41 ,  O  sol ido  co mum  aos  ci  Eindros  x2  +  y"  -  25  e  x~  +  z  =  25. 

42,  O  sdlido  limitado  acima  pelo  para  bold  ido  z  -  a”  +  y\  lateral- 
mente  polo  cilindro  circular x2  +  (v  -  1  f  =  1  e  abaixo  pelo  pia¬ 
no  xy. 

43^44  Use  uma  integral  dupla  cum  CAS  para  ealeular  o  volume 

do  sdlido. 


43. 0  sdlido  limitado  acima  pelo  paraboloide  z  -  I  —x"  —  y  e  abai¬ 
xo  pelo  piano  xy. 

@44,0  sdlido  no  primciro  oct ante  limitado  pelo  paraboldidc  z  =x2 +y\ 
pdo  cilindro  .C  +  y2  =  4  c  polos  pianos  coord  on  ad  os. 

45-50  Expresse  a  integral  como  uma  integral  equivalents  com  a 
ordeni  de  integraqao  invertida. 


ns 

f(x,y 

V 


)  dx  d  x* 


49. 


nTfii 

f  ix ,  y)  dx  dx 

rc  setiy 


fix.  y)  dy  dx 


fix ,  y)  dx  dy 


51,  /  f  e  y  dyefx 
JO  J4x 


55.  Calculo 


)  dA ,  onde  if  c  a  regiao  limit  ad  a  por 


y  —  Xfx,  y  —  2  e  x  =  0.  1 5'uy cs/oo :  escoliia  a  ordeni  de  into- 
grayao  com  cutdado.] 
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56.  Caleiile  J  x  it  A  onde  R6o  regiao  I  i  mi  Lada  por  x  —  In  y,  x  =  0 

R 

c  y  =  e. 

E  57. Tentc  caicular  a  integral  com  um  CAS  usando  a  oixiern  do  into 
giacao  indicada  e,  depois.  inveriendo  a  ordem  do  imegragao, 

**  i*2 


(a)  /  /  sen  7 rvV/vf/j 

Jo  Jjx 


V 

3  pTifl 


(b) 


/  r  7 

j  f  sec4  (cos  .v)  dx  dy 

JO  i/ are  sen  v 


58.  Use  a  formula  do  Wallis  apropriada  ( ver  ultima  contra- 
capa)  para  caicular  o  volume  do  soli  do  com  preen  dido  entre 
o  paraholdidc  circular  z  -  x2  -f  y2.  o  ciJindro  circular  reto 
X  +V  =  4  c  o  piano  xy  (veja  o  cone  na  figura  abaixo). 


59.  Calculc 


d A  na  regiao/?  mostrada  na  ligura  abaixo. 


r.\-5S 


Figure  Ex-59 


60*  De  um  argumento  gcoindtrico  para  mostrar  que 

yl  —  a2  —  v2  dx  ity  =  - 

6 


61-62  O  mior  medio  do  tima  fun^ao  continua  fix,  y)  numa  regiao 
R  do  piano  xy  6  deli  ni do  como 

f«  =mff  f{x'y)dA 

R 

onde  A(/f)  e  a  area  da  regiao  R  (compararcom  a  definite  anterior 
ao  Exercfcio  27  da  Segao  15.1  )H  Use  essa  deiini^ao  nestes  exereo 
dos. 


"3 

6L  Calculc  o  valor  medio  de  1/(1  +  _r  )  na  regiao  triangular  de  ver¬ 
tices  (0T 0),  (1.  I)  e  (0,  1). 

62*  Calculc  o  valor  medio  de/tv*  y)  =  x  -  ryv  na  regiao  com  preen" 
dida  por  v  -  x  e  y  -  3x  -  a  . 

63.  Suponha  que  a  lemperauira  cm  grau$  Celsius  num  ponio  (, x ,  y) 
de  uma  lamina  de  metal  plana  seja  T(x.  y)  —  5xy  -j-  x2,  onde 
x  e  y  cstao  dados  cm  metros.  Eneonire  a  temperatura  media 
da  potyao  da  lamina  em  forma  de  diamante  dererminada  por 
\2x  +  y|  <  4  e  \2x  -  y\  <  4. 

64,  Uma  lente  circular  de  raio  de  2  polegaUas  tern  uma  espessura 
de  1  -  (r2./4)  polegsdas  em  todos  pontos  a  r  polegadas  do  cen- 
tro  da  lento.  Encontre  a  espessura  media  da  lento, 

[c]  65.  Use  um  CAS  para  a  aproximar  as  tnterse^oes  das  curvas 
y  =  sen  x  e  y  -  x/2  e  depots  a  proximo  o  vol  ume  do  soli  do  no  pri  - 
rnciro  octante  que  esi3  abaixo  da  superffeie  z  —  \f\  -f  x  -f  y  e 
acinia  da  regiao  do  piano  xy  quo  6  comprccndido  pdas  curvas. 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCfCIOS  DE  COMPREENSAO  15.2 


fix,  y)  dy  dx 


fix ,  ,v)  dx  dy 


1 5.3  INTEGRAIS  DUPLAS  EM  COORDENADAS  POLARES 


Nesta  se0ot  estudaremos  integrate  duplas  nas  quetis  o  integrando  e  a  regiao  de  iniegracdo 
sdo  expresses  em  eoordenadas  polares.  Tats  integrals  sdo  import  antes  per  dims  razees: 
prime  ire,  etas  surgem  nataralmente  em  muitm  apticag  des  e,  segundo,  emit  as  integrals  duplas 
em  eoordenadas  retangulares  pod  cm  ser  catcutadas  mais  facilmente  se  convert  id  as  para 
co  order i  ada  s  pot  ares. 


M  REGIOES  POLARES  SIMPLES 

Algunm  integrals  duplas  sao  mais  fuceis  do  caicular  sc  a  regiao  de  imegra^ao  for  expressa 
em  eoordenadas  polares.  Isso  e  geralmente  verdadeiro  sc  a  regiao  for  Ilrnitada  por  uma  car- 
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Uma  visao  gerai  de  coordanadas  po¬ 
lares  pode  ser  encontrada  rta  Seg&o 

11,1 


dididc,  uma  rosacea,  uma  espiral  ou,  mais  gcralmciilc,  por  qualquer  curva  cuja  equagao  seja 
mais  simples  cm  coordenadas  po lares  do  que  em  coordenadas  reiangu lares.  Alern  disso,  as 
integrals  duplas  cujos  integrandos  euvolvem  x2  +  v2  tambem  tendem  a  ser  mais  face  is  de  cal- 
cularem  coordenadas  polares  porque  essa  soma  e  igual  a  r3  quando  saoaplicadas  as  formulas 
de eonversao x  -  r cos  ^ev  =  r  sen  0. 

A  Pig  ura  1 5.3. 1  cj  mostra  uma  regiao  R  nuni  si  stem  a  de  coordenadas  polares  que  6  de- 
limitada  por  dois  raios,  8  =  a  C  0  =  fi  &  duas  curvas  polares  r  =  rt(0)  e  /'  -  rz(8).  Sc,  como 
mo  s  trade  na  ligura,  as  f undoes  r,{0)  e  r2(&)  forem  con  tin  u as  e  sens  graficos  nao  sc  intersee ta¬ 
re  m,  entao  a  regiao  R  €  ehamada  regiao  polar  simples,  Se  r{(0)  for  identieamente  mila*  entao 
a  fronteira  r  —  rt(0)  reduz-se  a  um  ponto  (a  origem)  e  a  regiao  assume  a  forma  geral  mostrada 
na  Figura  15,3.  \h.  Se,  alem  disso,  /?  =  a  +  2 rt,  entao  os  raios  coincide m  c  a  regiao  assume  a 
forma  mostrada  na  Figura  15.3Jc.  A  seguintc  deflnigao  expressa  algebrieamente  cssas  idcias 


geometricas. 


Figura  1S.3J 


e  =  p 


-  Of 


Regioes  polares  simples 


(b)  (c) 


15.3.1  DiatNiOAO  Uma  regiao  polar  simples  mim  sis  tenia  dc  coordenadas  polares  e 
uma  regiao  delimitada  por  dois  raios,  8  =  a  c  &  ~  ft  c  duas  curvas  polares  continuas, 
r-  r\W)  e/-  -  r.0),  onde  as  equagSes  dos  raios  e  das  curvas  polares  satis  fazem  as  seguintes 
condigoes: 

(i)  a  <  fi  (ii)  ft  -  a  <2i r  (iii)  0  <  r, (8)  <  r0) 


Figure  15.3.2 


As  conduces  (i)  e  (ic>,  em  conjunlo,  Implicam  que  o  raio  &  =  ft  pode  ser  obtidn  pete  rotaqao  em  sentido  anii-horario 
do  raio  &  =  a  num  angulo  que  e,  no  maximo,  de  2ji  radianos.  Isto  e  consistent  com  a  Figura  1 5.3.1 .  A  condigao  (iii) 
fmpliea  que  as  curvas  de  fronteira  r  -  rjfi)  e  r~  r^O)  podem  se  tocar,  in  as  rtao  podem  cruzar  uma  sob  re  a  outre 
(por  que?).  Assim,  de  aoordo  com  a  Figura  15.3.1 ,  e  apropriado  descrever  r  =  como  a  fronteira  interna  da 

regiao  er  =  r.{0)  como  a  fronteira  externa 


Um  retangulo  polar  e  uma  regiao  polar  simples  em  que  as  curvas  polares  que  a  delimi¬ 
ts  m  sao  arcos  circulares.  Porexemplo,  a  Figura  15.3.2  mostra  o  retangulo  polar  if  dado  por 

,  „  ^  it  , 

1  y5  <  r  <  2,  —  <  $  <  — 

6  “  “  4 


■  1NTEGRAIS  DUPLAS  EM  COORDENADAS  POLARES 

A  seguir,  consideraremos  a  versao  polar  do  Problems  15.1.1. 
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■ 


Figura  1 5.3.3 


15.3.2  {)  PROBLEM  A  DO  VOLUME  K-M  COOK  DEN  ADAS  POL  A  RES  Dad  a  uma  fungaO 
fit ,  9),  continue  c  nao- negative  numa  regiao  polar  simples  Rr  calcular  o  volume  do  so¬ 
licit!  del  im  dado  pcla  regiao  R  e  a  superffeie  cuja  equagao,  cm  coordenadas  eilmdricas,  6 
Z  =  f(r,  0)  (Figura  15.3.3). 


L 


Z  =  f{r.  9) 


v 

-> 


r  = 


B  =  fi 

r2m 


a 


Para  motivar  uma  formula  para  o  volume  V  do  solido  da  Figura  15.3.3,  usaremos  urn  pro- 
cesso  de  limite  semelhante  ao  usado  para  ohter  a  Fdrmula  (2)  da  Segao  15.  L  exceto  que 
uqui  vamos  usar  arcos  de  eireulo  e  raios  para  subdividir  a  regiao  R  em  retaiigulos  pola- 
res.  Como  mostrado  na  Figura  15-3.4,  excluiremos  das  eonsideragocs  todos  os  retaiigulos 
pc  lares  que  ten  ham  ponies  fora  de  R>  deixando  sememe  os  re  tan  gut  os  pot  a  res  quo  sao 
su beon juntos  de  /?.  Suponha  que  haja  n  desses  retaiigulos  polares  e  denote  a  area  do  k- 
dsimo  retangulo  polar  por  A  Ak.  Seja  (r£ .  9£)  qualqucr  pen  to  desse  retangulo  polar.  Como 
mostrado  na  Figura  15.3.5,  o  produlo  /(/’*,  6£)A e  o  volume  de  um  sdlido  com  area  da 
base  A Ak  e  altura  portanto  a  soma 


l_i 


pode  ser  vista  como  uma  aproximagao  do  volume  V  do  solido  inteiro. 


AAj|; 


Figura  15.3.4 


-  <i 

Figura  153.5 


fir 


.  V 


0i? 


Agora,  se  an  merit  arm  os  o  numero  de  suhdivisoes  de  tal  maneira  que  as  dimensdes  dos 
retaiigulos  polares  tendam  para  zero,  entao  pareee  plausivel  que  os  erros  das  a  prox  imagoes 
lendam  para  zero  e  que  o  volume  exato  do  solido  seja 


'  k- 1 


(I) 


Se  f(t\  0)  for  contfnua  em  R  e  tiver  tanto  valores  positives  como  negatives,  entao  o 


limite 


lim 


n  ->■  +* 


(2) 


k=l 


rcprcsciiia  o  volume  Ifquido  com  sinai  entre  a  regiao  ft  c  a  super  ITcie  z  —f(t\  0)  (como  no  caso 
das  integrals  duplas  em  coord enad as  retangulares).  As  somas  em  (2)  sao  chamadas  somas  de 
Riemann polares  e  o  limite  das  somas  de  Rieniann  polares  e  denotado  por 


f [  f(r,  0)  d A  =  n  lirn  £  f(r't,  0£)AAt 
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As  integrals  duplas  pa  la  res  tambem 
sao  chamadas  integrals  duplas  cm 
coordenadas  polares  para  distingut-Eas 
das  inte grass  duptas  em  regioes  no 
piano  at.  que  sao  chamadas  integrals 
dupias  cm  coordenadas  reiangtt lures.  As 
integrals  duplas  em  coordenadas  po¬ 
lares  tern  as  propriedades  usuais  das 
integrals,  como  as  cnundadas  pel  as 
Formulas  {9),  (10}  e  (It)  da  Sccao 
15,1, 


E'igiira  15*3*6 


#  =  & 


0 


Figura  15.3.7 


Observe  o  fetor  adicional  de  r  que 
apareoe  no  intsgrando  quando  esore- 
vemos  uma  integral  dupla  polar  como 
uma  integral  iterada  em  coordenadas 
glares, 


que  e  denominada  integral  dupla  polar  de  f(r\  0)  cm  R.  Se  f(r,  0)  l  or  continua  e  nao-negaliva 
em  /?,  emuo  o  volume  da  FdrmuJa  (!)  pode  ser  exp  res  so  como 


f(r.  (?)  dA 


■  CALCULO  DE  INTEGRAIS  DUPLAS  POLARES 

Nas  Settles  15. 1  e  15.2  calcularnos  integrals  duplas  em  coordenadas  refang u lares  ex  pres - 
s a iid o- as  como  integrals  iteradas,  As  integrals  duplas  polares  sao  calculadas  da  mesma 
maneira.  Para  morivar  a  formula  que  exprime  a  integral  dupla  polar  como  uma  integral 
iterada,  vamos  super  que  f(r,  0)  seja  nao-negativa,  de  mode  que  possamos  imerpretar  (3) 
como  um  volume.  Entreiamo,  os  resuliados  que  irernos  ohter  tambem  sao  aplieaveis  so 
/  tomar  valores  negatives.  Para  itiiciar,  vamos  escolher  o  porno  arbitrario  (r^,  Of)  dc  (3) 
como  sendo  o  “centro”  do  /oesimo  rctangulo  polar,  como  mostra  a  Figura  15.3.6.  Supo- 
nhamos,  tambem,  que  esse  rerangulo  polar  ten  ha  urn  angulo  central  A  $,  e  uma  “espessura 
radial1'  Ark.  Assim,  o  raio  interne  desse  relangnlo  polar  e  r[  —  ^  Ar *  e  o  raio  exEcrno  e 
r*  +  -  Arp.  Intcrpretando  a  area  AAk  desse  rctangulo  polar  como  a  diferenga  dc  area  enfre 
dois  se  tores,  oblemos 


que  sim  pi  idea  para 


AA*  -  5  (e  +  jAj's)"  A 9k  -  J  [rl  -  '  ArJr)‘  ABk 


A  At  =  rkArkA6k 


(5) 


Assim,  de  (3)  e  (4) 


v  =  Jf  f{r.e)dA  =  n\\m^f{rl,el)r;ArkAek 


R 


o  que  sugere  que  o  volume  V7  possa  ser  expresso  como  a  integral  iterada 

&  mm 


-  i 

Jr\ 


f{r.d)rdrd8 


(6) 


m 


jf  f(Kt))dA  = 

R 

em  que  os  I i mites  de  inlegragao  sao  esco! hides  para  cohrir  a  regiao  R ;  isto  6,  com  0  llxado 
enire  ot  e  fi,  o  valor  de  r  varia  de  r,(0)  a  r20)  (Figura  15.3.7). 

Apesar  de  term  os  suposto  f(t\  0)  como  nao-negaliva  na  dedugao  da  Formula  (6),  pode- 
sc  provur  que  a  relag  a  o  entre  a  integral  dupla  polar  e  a  integral  itcrada  nesta  formula  tambem 
6  verificada  se  /  tomar  valores  negatives.  Aceitando-se  tsso,  oblemos  o  seguinte  teorema,  que 
enunciamos  sem  prova  formal. 


15,3.3  TKORKMA  Se  R  for  uma  regiao  polar  simples  cujos  It  miles  sao  os  rat  os  0  - 
a  e  8  =  fi  e  as  curvas  r0)e  r-XO)  mostrados  na  Figura  ! 5. 3  J  e  se  f(r t  0)  for  continua 
ern  /?v  entdo 

ft*  mm 

f(r7&)dA  =  /  /  f(i\  0)r  dr  dO  (7) 


Para  aplicar  esse  teorema,  precis  am  os  saber  como  ealcular  os  raios  e  as  eurvas  que 
fomiarn  a  fronteira  da  regiao  R 5  unia  vezquc  eles  definem  os  limiies  de  integragao  da  integral 


itcrada.  Isso  c  feito  da  seguinte  maneira; 


Capftulo  15  /  integrals  Multiples  1039 


Detenninagdo  dos  Li  mites  de  Integraqao  de  uma  Integral  Dupla  Polar;  Regido  Polar 

Simples 

Passo  I  Como  0  d  man  lido  11  xo  na  primeira  integragao,  trace  uma  reta  radial,  com 
ponto  inicial  na  origem,  atraves  da  regiao  R  e  angulo  fixo  0  (Figura  153.8a). 
Essa  reta  cru/a  a  fronteira  de  R ,  no  m&ximo,  duas  vezes.  O  ponto  de  inter- 
se#o  mats  interno  esta  na  fronteira  interna  r  —  r{(0)  e  o  ponto  mats  ex  ter  no 
esta  na  fronteira  externa  r  -  r2(0).  Essas  imersegdes  determinant  os  limites  de 
integrate  de  rem  (7). 

Passo  2  Imagine  girar  o  eixo x  positive  uma  revolugSo  inteira  no  sentido  ami-horario em 
torno  da  origem.  C)  menor  Hisgulo  em  que  esse  raio  in  ter  sect  a  a  regiao  R  6  0  —  a  e 
o  maior  &ngulo  e  0-  fi  (Figura  153.8&}.  lsso  determinaos  limites  de  integragao 
de  0. 


o^p 


o^p 


Figura  15.3.H 


(a) 


(b) 


Figura  15.3.9 


Exemplo  1  Calcule 


II 


sen  0  dA 


R 


onde  R  e  a  regiao  no  primeiro  quadrantc  fora  do  circufo  r  -  2  e  dentro  da  cardioidc 
r—  2(1  +  cos  0). 

Solaqdo  A  regiao  R  esta  esbogada  na  Figura  15.3.9.  Seguindo  os  do  is  passes  descrilos 
acima,  obiemos 

'Till 

sen  OdA  ~  J  /  (scf\Q)t  dr  dO 


R 


fheM=Pft 

-n 

-2I 


-I  2(I+C0fiifi  ) 


—r~  sen  9 
2 


d9 


[  ( I  +  cos  BY  sen  $  —  sen  $]d9 

!  jt/2 


2  [  —  -  ( 1  4-  cos  0)^  +  cos  0  j 

i -(-!)]-!  ‘ 


8 

3 


Exemplo  2  A  esfera  de  raio  a  com  ccniro  na  origem  6  expressa  em  coordenadas 
retangularos  comoj  +  y2  +  z2  -  a2  e,  port  an  to,  sua  equaqao  cm  coordenadas  ciJmdricas  c 
r~  +  z*  —  a  ,  Use  essa  cquagao  e  uma  integral  dupla  polar  para  calcular  o  volume  da  es¬ 
fera. 
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+  - 


A' 


X 


a 


r  =  a  S 


R 


Figura  15.3A0 


Sola  mo  JBeii  coordenadas  cilfndricas  o  hemisferto  superior  e  dado  pel  a  equag&o 

/  'j  Ft 
Z-=  yfci —  r- 

de  mode  que  o  volume  de  toda  a  esfera  e 


V  =  2 


//^ 


r-  JA 


A 


onde  /?  e  a  regiao  circular  mostrada  na  Fig ura  15.3. 10.  Assim, 


x 


j  it 

\ 

V 

\ 

V 

11 

h 

V  =  2  j  j  yf a2  —  r2  dA  =  j  j  yVr  —  r2(2r) dr 

R 

-C 


rift 


A1 

271  r  2 


,2  „2\3/2 


-3^r-^ 


r27T  2 

t/d  —  /  -xr  dO 

Jo  - 


2t 


0 


4  3 

—  —Jia  M 

3 


■  CALCULO  DE  AREAS  USANDO  IIMTEGRAIS  DURLAS  POLARES 

Lemhre-se  que,  pela  Formula  (?)  da  Segao  15,2,  a  ftrea  de  uma  regiao  R  do  piano  at  pode  ser 
expressa  como 


area  d  c  R  =  J  j  [dA  =  jj  dA 

R  *R 


m 


O  raciocinio  feiio  para  deduzir  esse  re&ukado  lam  hem  pode  ser  usado  para  mosirar  que  a  for¬ 
mula  aplica-se  as  integrals  duplas  polares  em  regioes  dadas em  coordenadas  polares. 


k-  Exempt  o  3  Use  uma  integral  dupla  polar  para  calcular  a  area  compreendida  pela  rosa¬ 
cea  de  ties  p&alas  /  =  sen  3  <9, 

Solucdo  A  rosacea  esta  es  hog  ad  a  na  Fig  ura  15.3. 1 1.  Usaremos  a  Formula  (8)  para  calcular 
a  area  da  petala  R  no  primdro  quadrante  e  multiplicarcmos  por  tres . 

‘  it/  3  i '  sen  3# 

r  dr  d& 


f  R  riTi  x  f 

A^frA^l  L 

R 

ptt/3  pn/3 

—  -  /  %crr3tid$  =  ~  /  (I  —  cos60)d0 
2  Jo  4  Jo 

1  jt/3 


3 

4 


9 


sen  60 


Jo 


I 


■  CONVERSAO  DE  1NTEGRAIS  DUPLAS  DE  COORDENADAS  RETANGULARES 
PARA  POLARES 

•u 

As  vczes,  uma  integral  dupla  diffeil  de  calcular  em  coordenadas  retail gu lares  pode  scr  calcu- 
lada  mais  facilmente  em  coordenadas  polares,  fa/.endo  a  suhslilmqao  x  =  r  cos  0%  y  =  r  sen  9 
e  expressando  a  regiao  de  integragao  cm  forma  polar;  islo  e,  reescrevendo  a  integral  dupla  em 
coordenadas  reianeu lares  como 


// fu-  >>m  -  // 

R  R 


f(r  cos6F  r  sen#) dA  ~ 


// 


/ (r  cos 0 ,  r  sen  0)r  dr  d9  (9) 


limilcs 

aproprindq& 
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►  Exemp!o4 


Use  coord  en  ad  as  polares  para  caleular 


(jr  +  /) 


.2x3/2 


d  v  dx 

■> 


-i 

Figura  15,3.12 


Soluqdo  Neste  problems,  comeqamos  com  Lima  integral  iterada  em  eoordenadas  retangu- 
lares  cm  vez  de  uma  integral  dupla,  portanto  antes  que  possainos  la/er  a  convorsao  para 
eoordenadas  polares  temos  que  identificar  a  regiSo  dc  integrate.  Para  is  so,  observamos  que, 
com  x  fixado,  os  li mites  de  integra^ao  de  y  sao  y  =  0  c  v  =  v''''  I  —  x1  que  nos  diz  que  o  limite 
inferior  da  regiaoesta  noeixo  dos,veo  limite  superior  €  um  semiefrculo  de  raio  1  com  eentro 
na  origem.  Pels  integrate  em  xt  vemos  que  x  varia  de  -]  a  t  e  conciuimos*  entao,  que  a  re¬ 
giao  de  integraeao  c  eorno  mostra  a  Flgura  15.3.12.  Bm  eoordenadas  polares,  cssa  e  a  regiao 
van  ida  quando  r  varia  outre  0  e  I  o  $  varia  entre  0  e  n.  Assim, 


a 


V  I  -  V 


(x2  +  y2)-V2  dy  dx  =  jfo 

R 


x2  -|-  ylf*2  dA 


t-R  S'  1  AT 

=  /  /  (r3)r  dr  dd  =  / 

Jo  Jo  Jo 


I  n 

—  d  9  —  — 
5  5 


A  convers&o  para  eoordenadas  polares  funcEonou  E3o  bem  nesse  exemplo  porque  a  subslilui^uo  x  =  r  cos  8, 
y  a  ;•  son  6  reduziu  a  soma  ,d  +  J  a  um  Onico  temno  r\  simplfticando,  pois,  o  integrando.  Sempra  quo  encontrarmos 
uma  express^o  envolventfo  x~  +  y3  no  integrands  devennos  considerar  a  possibilidade  do  convertor  para  coorde- 
rtadas  polares. 


EXERC1CIOS  DE  COMPREENSAO  1 5.3  (Verpagina  1 043  para  respostas.) 


1.  A  regi ao  polar  demo  do  cfrculo  r 
r  =  Id  uma  regiao  polar  simples 

e 


=  2  sen  0  e  fora  do  circulo 
dada  pel  as  desigualdades 


2 .  Seja  A1  a  reg ia o  do  pr  i  me  i  ro  q  u  adra  nt e  del  i  m  i  t ada  pe  \  os  c  i  rc u  I  os 
x2  +  y2  =  9  c  ,v2  H -  y2  =  1 00.  Free  no  ha  as  lac  Lin  as  com  os 
extremes  de  integragao  que  faltam. 

/ [  fir,  *>  &  =  £  £  f(t\  $)r  dr.  dO 

R 


X  Seja  V  o  volume  do  sdlido  limit  ado  aeima  pelo  hemislerio 
Z  —  V''  1  —  !'■  e  abaixo  pelo  disco  com  preen  dido  pelo  cfrculo 
r  =  sen  8.  Expressado  como  uma  integral  dupla  em  coordena- 
das  polares.  _ 

4,  Expresse  a  integral  itcrada  conio  uma  integral  dupla  em  coor- 
denadas  polares. 


f  r  /  >  w, 

JudiJjr^W  +  y2)  ' 


EXERCICIOS  15.3  [c]  CAS 


1-6  Calcule  a  integral  iterada. 


^.r/2 

1*  /  jf  rcos  $drd$ 

Jo  Jo 

pn r  j' t  -l-co:>  ft 

2.  /  /  rdrd8 

Jo  Jo 

r. t/2  fused# 

p/d  pcoi3f^ 

4.  /  /  rdrdO 

Jo  Jo 

3.  /  /  r2dt  dt) 

Jo  Jo 

5.  j  f  r2  co&8drd8 

Jo  Jo 

fxf2  fc$$r> 

(t.  I  j  r2  dr  d9 

Jo  Jo 

7-10  Use  uma  integral  dupla  em  eoordenadas  polares  para  calcu- 
Sar  a  area  da  regiao  descrita. 


7,  A  regiao  compreendida  pci  a  cardidide  r=  I  -  cos  8. 

8,  A  regiao  compreendida  pda  rosacea  r  =  sen  28. 

9,  A  regiao  do  primeiro  quadra  me  limitada  por  r-  I  o  j  =  sen 
com  xlA  <  8  <  nil 

10.  A  regiao  no  interior  do  circulo  xl  +  v"  —  4  e  a  direita  da  ieta 
A  -  I . 
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17.  Encontre  o  volume  do  soli  do  descrito  no  Exerdcio  1 3. 

IS.  Encontre  o  volume  do  sdlido  descrito  no  Exercicio  14. 

1?.  Encontre  o  volume  do  soli  do  descrito  no  Exercicio  I 5. 

20.  Encontre  o  volume  do  sdlido  descrito  no  Exercicio  ld- 

21.  Encontre  o  volume  do  sdlido  no  primeiro  ocumte  limit  ado  aci¬ 
ni  a  pda  supertide  z  =  t  sen  0 .  abaixo  pelo  piano  tv  c  lateral- 
menie  pelo  pianos  -Oca  superftcie  r  =  3  sen  0. 

22.  Encontre  o  volume  do  soli  do  cent  [do  na  supcrficic  rL  +  z~  =  4  c 
fora  da  superffeie  r  -  2  cos  (K 


e  'A  +'v_t  dA,  onde  R  e  -a  retdao  contida  no  circulo.r2+v2=1 


R 


24,  II  y/9  —  x2  —  v2 dA,  onde  R  e  a  regilo  do  primeiro  qua 


«  2  , 
drante  contida  no  circulo  x  +  G  »  9. 


25.  /  /  - -1 - r  dA,  onde  R  6  0  set  or  do  primeiro  quad  rattle 

J  J  I  4  -V2  +  V2 

ft  ^  2 

limitado  pot  y  =  0,  y  =  x  c  ,vr  +  y"  -  4. 

*7/  2yd A,  onde  R  6  a  regiao  do  primeiro  quadrante  I  i  mi  tad  a 


ft 


acima  pelo  cfrculo  (-r  -  1 )"  +  v  —  I  c  abaixo  pda  ret  a  y  —  r_ 


3  rJl-x2 


(x2  4  y2}  dy  dx 


it 

J  0  J  0 

>• 


27_  x  1  fv-2  _l  *2 

f0  70 
t  l  r  v/4  - 

28 


2  r  v'2? 


29-  // 

3.-/7 


•'  .1'  * 


yr.v2  4  V“  dy  dx 


3-v; 


cos(.v2  4*  y  )dx  dy 


31 


77 


/  F - "T 


dy  dx 

(I  +  X2  4  y2)5^2 


(a  >  0) 


32,  f  f  \fx2  +  y2dxdv 

Jy 

pd2  f  —  y  -  y 

33,  /  /  ,  d 

J0  Jy  \f  1  4  ,T  ~  4  y - 


x  dy 


* 11 


4 


dx  dx 


35.  Use  uma  integral  dupla  em  cooi denadas  polares  para  calcular  0 
volume  de  urn  cilindro  de  raio  a  e  altura  h. 

36.  (a)  Use  uma  integral  dupla  em  coordenadas  polares  para  eal- 

eular  0  volume  do  esferoide  oblato 

X1  2  ,2 

-4-4-7™!  <0  <  c  <  a) 

a 1  ci~  c~ 

(b)  Use  0  result  ado  da  pane  (a)  e  0  Sistema  Geoddsico  Mon¬ 
dial  de  i  984  (WGS-84)  di  scuts  do  no  Exercicio  50  da  Se^ao 
1 2.7  para  calcular  0  volume  da  Terra  em  metros  cdbicos- 

37.  Use  coordenadas  pot  arcs  para  calcular  0  volume  do  sdlido  ad- 
tiia  do  piano .vy,  no  interior  do  cilindro  .r  +  y"  -  ay  =  0  e  contido 
no  clipsdidc 

:L  +  i-  4,  L  =  1 

a1  a*  c* 

38.  Calculo  a  area  da  regiao  comprcendida  pc  la  lemniscata 
r  —  2 a~  cos  20 . 

39.  Catculc  a  area  do  primeiro  quadrante  contida  no  interior  do  ciV- 
cnio  r  -  4  sen  &  c  fora  da  lemniscata  r2  -  8  cos  20. 
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40*  Mosire  que  a  &rea  sombre  ad  a  da  figura  abaixo  6 

■"J  I  n 

cr<p  —  son  lip. 


des.  pode  ser  calctilada  usando-se  o  seguime  metodo.  Seja  /  o 
valor  da  integral.  Entao 

r+K  i  r+w  ,2 
/  =  /  e  x  dx  =  /  e"-  dy 

Jo  Jo 

uma  vez  que  a  letra  usada  para  a  varilvel  de  iniegra^ao  numa 
integral  defmida  naotem  impostancia. 

(a)  De  uni  argumento  razoavel  para  mostrar  quo 

J  0  JO 

(b)  Calcule  a  integral  iterada  da  pane  (a)  eonvertendo  para  co- 
ordenadas  po  lares. 

(c)  Use  o  resultado  da  parte  (b)  para  mostrar  que  /  =  ^/k/2, 
42*  Most  re  que 

r+*  |  jT 

-r-r  dx  ay  =  — 


o  Jo 


(I  4* x2  +  _V“): 

[.Swges/do:  ver  Exercicio  4 1  .  j 


@43,  (a)  Use  a  capaddade  dc  integragao  mnneriea  de  it  in  CAS  para 
fazer  uma  aproximagao  do  valor  da  integral  dupla 


a 


vw^ 


e  {x  +y  dvdx 


(b)  Compare  a  aproximagao  obtida  na  parte  (a)  com  a  aproxi- 
maefio  que  result  a  sc  a  integral  for  convent  da  antes  para 
coordenadas  polares* 

44.  Suponha  que  um  gelser*  com  centro  na  edge  in  de  um  si  sterna 
de  coordenadas  po lares,  esguiche  agtia  ein  um  padrao  circu¬ 
lar  de  tal  maneira  que  a  pro  fund  idade  D  da  agua  que  atinge 
uni  ponto  a  uma  distancia  de  r  pes  da  or i gem  em  uma  hora  6 
O  =  ke~’\  Calcule  o  volume  total  de  agua  que  o  geiser  esguicha 
nit  in  cfreulo  de  raio  R  com  centra  na  orieem. 


//* 


45*  Calcule  j  j  x*  dA  na  regiao  R  mostrada  na  ligura  abaixo. 

R 


Figtira  Ex-45 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  15-3 


fit/2  fiO 

1*  I  <  r  <  2  sen  0,  jr/6  <  0  5  5tt/6  2.  j  j  f(r^$)r  dr  d$  3 


JT 


// 


■ 

r  1  —  r1  dr  dO  4 


it/4  r  sec & 


fitf*  r 

Jo  J 1 


-  dr  dO 
r 


1 5.4  SUPERFICIES  PARAMETRICAS;  AREA  DE  SUPERF1CIE 


Em  seqdes  a/iteriores,  amsideramos  curvas  parametric  as  no  espago  hi  e  tridimensional. 
Nest  a  segao,  disc  at  item  os  superficies  paramenicas  no  espapo  tridimensional.  Como 
veremos ,  as  representag&es  paramitvicas  de  superficies  ueio  sdo  somente  import  antes  na 
coniputagdo  grdfica,  mas  tarn  hem  permitem-nos  estudav  tipos  de  superficies  nuns  gerais  do 
que  as  e  neon  trad  as  ate  agora.  Na  Segao  7,5  do  Volume  I ,  most  ram  os  coma  determinar  a 
area  de  uma  superffete  de  revolttgao,  Nosso  trabalho  com  as  supetfiaes  parametric##  vai  nos 
permitir  deduzir formulas  de  areas  para  tipos  de  superficies  mats  gerais. 


■  REPRESENTApAO  PARAMETRICA  DE  SUPERFICIES 

Vim  os  quo  curvas  no  Cspa^O  tridimensional  podem  ser  rcprcscnladas  por  [res  equagoes  envoi- 
vc ndo  um  parametio,  digamos 

x-x(t)<  v-y(0,  z-z(t) 


As  superficies  noespago  tridimensional  podem  ser  repiesenladas  parametric amente  por  tres 
equates  envoi  ven  do  do  is  parSmetros,  digamos 

x  =  x(u,  u)*  y  —  y(w,  v),  z  —  z(u ,  v)  ( I ) 
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Para  vizualizar  por  que  Lais  equals  represen  tam  uma  superffeie,  imagine  (k,  v)  eomo 
urn  ponio  quo  varia  em  alguma  regiao  de  um  piano  uv,  Se  u  lor  mantido  constants,  entao  u  e 
o  uni eo  paranictro  variavel  em  (l)cas  ires  equates  represen tam  uma  curva  do  espaqo  tridi¬ 
mensional.  Chamamos  essa  curva  de  curva  de  u  constante  (Figura  15.4.1).  Analogamente, 
se  t;  for  mantido  constants,  entao  u  6  a  unico  parametro  variavel  em  (1)  e5  de  novo,  essas  ires 
eq  undoes  represen  tam  uma  curva  do  espago  tridimensional.  Chamamos  cssa  curva  de  curva 
de  u  constante .  Variant!  o  as  const  antes  geramos  uma  famdia  de  curvas  de  u  e  uma  familia  de 
curvas  de  v  que,  juntas,  formam  uma  superffeie. 


►  Exemplo  1  Considere  o  paraholdide  z  =  4  -  x~  -  y~.  Uma  maneira  de  paranictri/.ar  essa 
superffeie  e  tomar  x  -  it  e  y  =  v  camo  os  paramelros,  caso  cm  que  a  superffeie  e  represemada 
pdas  equaqdes  paramdtricas 


A  Figura  I5.4.2t;  mostra  um  gratico  dessa  superffeie,  gerado  em  computador.  As  curvas 
de  it  constante  correspondem  a  valores  constantes  de  x  e,  porianlo,  aparecem  na  superffeie 
come  tracos  paralelos  ao  piano  vz.  Analogamente,  as  curvas  de  v  constante  correspondem 
a  valores  constantes  de  y  e,  portanto,  aparecem  na  superffeie  eomo  traqos  paralelos  ao 
piano xz.  < 


■1  ■>  . 

0£r<  2 

i)  £  r  £  2 

]  £  2 

it  +  u  <  4 

4^  0<2jt 

0  <  {>  £  2t i 

(a) 

(b) 

4 

(c) 

m 

Figura  1 5,4.2 


►  Exemplo  2  G  paraholoide  z  =  4  -  x"  -  y\  conslderado  no  Exemplo  1 ,  tambem  pode  ser 
paiameiri/ado  expressando,  antes,  a  equaqao  em  coordenadas  cilindiieas,  Para  is  so,  laze  m  os 
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DOJVUNIO  DATECNGLOGEA 

Se  o  leitor  disposer  de  urn  recurso 
gr£fico  que  possa  gerar  superficies 
para  metrical  !eia  a  documentagao 
pertinent©  e  rente  gerar  as  superficies 
da  Figura  1S.4.2. 


a  substituigao  x  =  r  cos  9,  y  —  r  sen  &  o  quo  da  z-  4-  r",  Assim,  o  paraboloide  pode  ser  re¬ 
present  ado  parametricamente  em  funqao  de  re  0  como 


.v  —  r  cos  0  s  y  —  r  sen  0,  z  —  4  —  r 


(3) 


A  Figura  15,4,2/;  moslra  um  grafico  dessa  super|Ydet  gerado  em  compuiador,  para  0  <  r  <  2 
q  0  <  0  <  2n ,  As  curvas  de  r  constante  cor  respoii  dem  a  valoies  constames  de  z  e,  entao,  apa- 
recem  na  superfieie  como  traces  paraldos  ao  piano  xy.  As  curvas  de  ^constants  aparecem  na 
superfieie  como  traces  de  pianos  verticals  que  passant  pela  origein,  com  angulos  varidveis  cm 
relaqfio  ao  eixo  dosx  As  partes  (c)  e  (d)  da  Figura  15,4.2  mostram  o  efeiio  de  res  trig  be, s  nos 
parametros  r  e  it  M 


►  Exemplo  3  Urna  das  maneiras  de  gerar  a  esfera  x*  +  y4  +  z“  =  1  com  um  recur  so  grafico 
e  tragar  os  hemisferios  superior  e  interior 


S  =  yfi  -  x1  -  j 


y 1  e  z  ™  — V  I  -  x2  -  y 


a 


na  mesma  tela,  Essa  pratica,  no  en  tan  tty  cria,  em  geral,  Lima  esfera  f  ragmen  tada  (Figura 
I  5.4.3a)  porquet  esporadicamento,  o  erro  de  arredondamento  produz  valores  negatives 
sob  o  radical  quando  I  -x2  -y2  esta  proximo  de  zero.  Pode  ser  gerado  um  grallco  melhor 
expressando  a  esfera,  primeiro,  em  coordenadas  eslerieas  como  p  =  I  e,  depots,  usando  as 
formulas  de  conversao  de  coordenadas  eslerieas  para  re  tan  gu  lares  da  Tabela  1 2,8, 1  para 
obter  as  equates  para  met  ricas 

x  =  sen  0  cos  $ .  y  =  sen  (p  sen  9t  z  =  cos  (p 

com  parametros  &  e  p.  A  Figura  15,4.3/;  moslra  o  grafico  dessa  superfieie  parametrica  para 
0  <  ^  <  2tz  e  0  <  <p  <  7i.  Na  Unguagem  dos  earldgmfos,  as  curvas  de  c)  constant  e  sao  as  tinhas 
de  latitude  e  as  curvas  de  0  constante  sao  as  linhas  de  longitude.  < 


Exe  m  p  1  o  4  Dctcrm  i  ne  c q  u  tig 5c s  parai  net  ricas  d  a  parte  d  o  ci  1  i  ndro  c  ire  u  I  ar  re  to 


x~  -f-  z~  =  9  para  o  qua!  0  <  v  <  5 

em  funcao  dos  parti  metros  it  e  v  mostrados  na  Figura  15,4.4a,  O  para  metro  u  e  a  ordenada  y 
de  um  ponio  P(x,  y,  z)  da  super II esc  e  v  e  o  fmgulo  mostrado  na  ligura. 

Soiuydo  O  raio  do  cilindro  c  3,  de  modo  que  c  evidentc  da  figura  que  y  -  it,  x  -  3  cos  v  e 
z  =  3  sen  v.  Bntao,  a  superfieie  pode  ser  representada  parametric  amen  te  como 

x  =  3  cos  v ,  y  —  it ,  z  —  3  sen  v 

Pam  obter  a  pane  da  supertYcio  de  y  =  0  a  y  =  5,  deixamos  o  parametro  it  variar  no  interva- 
lo  0  <  u  <  5  e,  para  garanlir  que  toda  a  superfieie  lateral  sejaeoherUq  fazemos  o  parametro 
v  variar  no  intervalo  0  <  v<  2tt.  A  Figura  1 5  A  Ah  mostra  um  grafico  da  superfieie  gerado 


Figura  15.4,4 
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em  computadoi;  no  qua!  u  e  v  variam  nesses  interval  os.  As  curvas  de  u  constants  aparecem 
coma  t  rag  os  circu  lares  paralelos  ao  piano  xz  e  as  curvas  de  v  constante  aparecem  como 
retas  para  lei  as  ao  eixo  >\  + 


■  REPRESENTA?AO  PARAMETR1CA  DAS  SUPERFICIES  OE  REVOLUGAO 

A  ideia  basiea  do  Exemplo  4  pode  ser  adaptada  para  obter  equagoes  para  me  tr  teas  das  super¬ 
ficies  de  revolugao.  S  upon  ha,  por  exemplo*  quequeiramos  deter minar  as  equ agues  param Ulri¬ 
cas  da  superfteie  gerada  pel  a  revolugao  da  eurva  plana  y  =  fix)  cm  tor  no  do  cixo  x.  A  Figura 
15.4,5  sugere  que  a  super  iTcie  possa  ser  representada  parametric ame me  como 


x  —  w.  v  =  f(u) cos i* 1,  z  =  /(a)  sen  v  (4) 

onde  v  e  o  Angulo  m  os  trade.  Nos  exerefcios,  diseudremos  formulas  ana  logos  para  superficies 
de  revolugao  cm  tomo  de  o wires  cixos. 


►  Exemplo  5  Determine  equagoes  param£trica$  para  a  superffeie  gerada  pela  revolugao 
da  eurva  v  =  1/jc  cm  torno  do  eixo  x> 


Solii^ao  Por  (4),  essa  super  fide  pode  ser  represen  lad  a  parametric  amen  le  como 

1  1 

x  —  u,  v  =  —  cos  u,  z  —  ~  sen  v 


m 


u 


A  Figura  15.4,6  mostra  urn  grafioo  da  superffeie,  gerado  cm  computudor,  para  0,7  <  u  <  5  c 
0  <  v  <  2ir.  Essa  superfieie  c  Lima  parte  da  corneta  de  Gabriel,  diseudda  no  Exercfcio  49  da 
Segno  8.8  do  Volume  3 .  < 


jXu)$Gn  v 


Figura  15,4,5 


COS  V 


x 

Figura  15,4.6 


■  FUNgOES  VETORIAIS  DE  DUAS  VARIAVE1S 

Lembre-se  que  as  equagfies  pnramelricas 

x  =  *(/),  v  —  y( /}t  z  -  z(r ) 
podem  ser  dad  as  sob  forma  vetorial  como 

r  -  x  (t  }i  +  y(t)  j  +  s(Dk 

onde  r  =  ,vi  +  jj  -f  zk  e  o  vetor  posigao  e  rfr)  =  x(f)\  +  v(i)j  +  z{f)k  e  uma  fungao  vetorial  de 
uma  variavel.  Aualogamente,  as  equagoes  parametricas 

x  =  .v (u ,  v),  y  —  y(u,  v),  z  =  t(u,  v) 

podem  ser  dad  as  sob  forma  vetorial  como 

r  =  x{u,  u)i  4-  y(it*  u)j  4-  z(m,  v)k 
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Figura  15,4.7 


Aqui,  a  fungao  r(w,  v)  —  x(u,  v)i  +  y()/,  v)j  +  z(itt  v)k  6  fungao  veto  rial  de  duas  iyi~ 
ridveis.  Dcfinimos  o  grdfico  dc  r (if,  u)  como  o  giaiico  corrcspondcnte  as  equagbes  para- 
mdtrieas.  Geometricamente,  podemos  interpretar  r  como  um  vet  or  da  origern  a  um  ponto 
(\,  y,  z)  que  sc  move  sobrc  a  super  iicie  r  =  r(«,  v)>  quando  u  e  v  variain  (Figura  15.4.7). 
Como  nus  fungoes  vcloriais  dc  uma  variavel,  dizemos  que  r(u>  u)  6  conlfnua  sc  eada  com- 
poncnte  for  conlfnua 


►  Example  6  O  paraboldide  do  Hxemplo  I  foi  dado  para  me  Idea  me  me  como 


x  =  a,  y  —  v,  z  ~  1  —  it2  —  v2 


E  ss  as  equagbes  pod  cm  ser  dad  as  sob  forma  vctorial  como 


r  —  ifi  -p  uj  4-  (4  —  it2  —  ir)k  < 


■  DERIVADAS  PARCIAIS  DE  FUNQOES  VETORIAIS 

As  derivadas  parciais  dc  fungoes  vcloriais  dc  duas  vuruveis  sao  oblidas  tomando-se  as  dcriva- 
das  parciais  dos  eomponemes.  Por  exemplo,  sc 


entao 


r{io  v)  =  a  (u .  t?)i  4-  3’(h,  iJ)j  4  z(u,  u)k 


dr 

i)tl 


<>x .  a>- . 

+  + 


dr 

Sv 


3-T  ■  ,  3V  '  , 
—  - — ”  i  +  4- 

8v  BvJ 


Essas  derivadas  podem  ser  esc  ri  las  como  r,  e  rt,  ou  r„(u,  v)  e  rt!(w,  v)  c  podeni  ser  obi  id  as 
como  os  limites 


dr  r(u  +  An,  v)  —  r (w*  i1)  r (ul  u)  —  r(w,  v) 

—  =  Inn  - - - — — — - — ~  =  lun  — — — 

itf — o  A  if  w  —  u 


dr  riii,  v  4-  Ay)  -  r(a,  v)  r (u,  w)  -  r (it,  v) 

—  =  Um  - - -  =  lim  - - -  (o) 

3 1:  Aii  — *  0  Ay  v*-*v  w  —  v 


►  Exemplo  7  Obtenha  as  derivadas  parciais  da  fungao  vctorial  r  do  Hxemplo  6, 

—  =  —[hi  4-  uj  -f  (4  -  u2  —  v2)k\  —  i  -  2ifk 
ait  8u 

~~  -  A|„j  +  uj  +  (4  -  u2  -  u-)k]  =  j  -  2wk  -4 

av  av 


■  PLANOSTANGENTES  A  SUPERFICIES  PARAMETRIC  AS 

Nosso  proximo  objetivo  6  mostrar  como  encomrar  pianos  langentes  a  superficies  parannS- 
tricas.  Seja  o  uma  super  fie  ie  para  metrics  no  espago  tridimensional  e  seja  Pi}  um  ponto  dc  a, 
Dizemos  tjuc  um  piano  e  tangente  a  a  em  PtJ  se,  dada  qualquer  reta  pelo  ponto  P0,  essa  rcta 
csla  no  piano  sc,  c  somente  sct  6  a  rcta  tangente  em  Pi}  a  alguma  curve  contida  em  o.  Na  Se- 
gao  14,7  mostramos  que  sc  z  =fix,  y),  entao  o  grdfico  de/tem  um  piano  tangenlc  mini  ponto 
sc  /for  diferendavel  nesse  ponto.  Esta  fora  do  objetivo  deste  livro  delerminar  as  condigoes 
prccisas  sob  as  quais  uma  superiTeie  paramctrica  possui  um  piano  tangente  num  ponto,  por- 
tatito  simplesmentc  passamos  a  admitiv  a  cxistcncia  do  pianos  tangentes  nos  pontos  que  nt>s 
interessam  e  nos  ocuparcnios  com  a  determinagao  de  suas  equagdes. 
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<)f  fikt  x  Ur  till* 


Figura  1 54,9 


SuponhamoK  quo  a  superffcic  parametrica  a  soja  o  grafico  da  fungao  vetorial  rffq  u)  c 
quo  cstejamos  intercssados  no  piano  tangenic  no  ponto  (jc0,  yc,  zi})  da  super ficic  quo  corres- 
pondc  aos  va lores  dos  paramo  tros  u  =  an  c  v  —  u(1;  isto  e 

r(«o?  t'u)  —  *oi  +  >'oj  +  Zok 

So  v-  va  for  mamido  fixado  c  u  puder  variar,  entao  r(w,  tq)  6  uma  fungao  veto  rial  dc  uma 
variaveff  eujo  grafico  J  a  cut  va  do  v  constante  quo  pass  a  polo  ponto  (w(],  u(1);  similarmen- 
te,  sc  U  =  for  m  anti  do  fixado  c  v  puder  variar,  entao  r(w(J,  v)  e  uma  fimqao  vetorial  do 
uma  varinveK  cujo  grafico  e  a  curva  do  it  constante  quo  passa  polo  ponto  {h0,  u(1).  A I  dm  do 
mais,  segue  da  inlerpreta^ao  geomdtriea  da  derivada,  desenvotvida  na  Se^ao  13.2,  quo  se 
Qrftht  ^  0  cm  (w(|J  u0),  entao  cssc  vetor  6  tangontc  a  curva  dc  v  cons  tame  no  porno 
(wlJt  u(>);  e  se  3r/3v  ^  0  cm  («(Jt  u0),  entao  esse  vetor  d  tangente  k  curva  de  u  constante  no 
ponio  (un,  u0)  (Figura  15.4.8).  Assim,  se  dr  Ida  x  3r/3i>  ^  0  em  (w01  %), entao  o  vetor 


d  r  3r 

—  X  —  = 
Bu  dv 


Sx 

By 

Bz 

du 

du 

du 

dy 

dz 

dv 

dv 

0  (m,„ 

f())  e. 

port 

( 1 ) 


lo  e  a  sapor  tic  ie  nesse  ponto  (Figura  15.4.8).  Em  vista  disso,  temos  a  defmi^ao  soguinle. 


15.4.1  definicao  Sc  uma  superffcie  parametric  a  a  for  o  grafico  de  r  "  r(w,  v)  e  sc 
dr  I  du  x  Brf&v  -  0  num  ponto  da  superffcie,  entao  o  vetor  normal  unitdrio  principal  a 
superffcie  naquele  ponto  e  denotado  por  n  ou  n(m  v)  e  e  delinido  por 


n  = 


3r  3r 

du  3  v 


3r  dr 
t-  x  T 

on  d  v 


(8) 


►  Exennplo  8  Enconire  uma  equagao  do  piano  tangontc  a  superffcie  parametrica 

Tv  =  uv,  y  = .  w,  z  =  v2 

no  ponto  em  que  it-  2  e  v-~\.  Essa  superffcie,  denominada  guatda-chuva  de  Whifney,  6  um 
exempt »  do  superffcie  parametrica  que  so  auto-mterseeta  (Figura  154.9). 

Solu^ao  Comec  am  os  esc  re  ve  ndo  as  eq  u  aqoes  sob  a  form  a  ve  t  ori  al 

r  =  a  vl  4-  uj  4- 

As  dciivadas  parciais  dc  r  sao 

dr 

— («t  v)  =  ui+j 
ou 

dr  f 

—  ( ti ,  i3 )  =  hi  +  2i?k 

dv 

e,  em  u  =  2  e  v  =  -J ,  essas  derivadas  parciais  sao 

3r 

— (2.-1  =-l+J 
du 

—  (2,-1)  =  2i  -2k 
3  v 
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Convenga-se  de  que  o  resultado  obti- 
do  no  Exomplo  9  d  consistent  com  a 
Fagura  15,4,9, 


Assim,  por  (7)  e  (8),  uma  normal  a  superlTde  nesse  ponto  e 


dr  dr 

— (2.-1)  x  —  (2.-1)  = 
ou  dv 


i 

1 

2 


J 


k 

I  0 

0  -2 


=  — 2i  =  2  j  -  2k 


Como  qualqucr  normal  c  sufieienle  para  detenu  mar  o  piano  tangente,  fa?,  sentido  multiplieur 
o  vetor  por  —  -  e  usar  a  normal  mais  simples  i  +  j  +  kr  Segue  das  equagoes  paramdtrieas  dadas 
que  o  ponto  da  superffeie  corrcspondente  a  u  =  2  e  v  =  -1  c  (-2,  2,  I ),  de  modo  que  o  piano 
tangeme  nesse  ponto  pode  ser  dado  sob  a  forma  pomo-normal  como 

(x  +  2)  +  ( v  -  2)  +  (z  -  1)  -  0  ou  x  4*  y  +  z  =  1  ^ 


►  Example  9  A  esfera  x“  +  y*  +  z“  =  a  pode  ser  deserita  cm  coordenadas  esfericas 
como  p  =  a  e  as  formulas  de  conversao  de  coordenadas  esfericas  para  retangulares  da 
label  a  12,8. 1  podemt  emao,  ser  usadas  para  descrever  a  esfera  como  o  grjlflco  da  fimgao 
veto  rial 

r(<p,  0)  —  a  sen  0  cos  #i  +  a  sen  0  sen  &  j  +  a  cos  0  k 

onde  0  <  o  <  n  e  0  <  0  <  2n  (verifique).  Use  essa  fungao  para  mostrar  que,  cm  cad  a  ponto  da 
eslera,  o  piano  tangeme  e  perpendicular  ao  vetor  posigao, 

Sohi^ao  Mosli memos  que  em  eada  ponto  da  esfera  o  vetor  normal  uniuirio  n  e  um  muUiplo 
escalar  de  r  (e  portanlo,  c  paralclo  a  r).  Tcmos 


dr  dr 

d0  X  W) 


J  J 

dx  dv 


k 

dz 


d(p  d4>  dtp 

dx  dy  dz 

m  do  m 


i  j 

a  cos  0  cos  0  a  cos  0  sen  6 
—a  seii  0  sen  $  a  sen  <f>  cos  B 


a  sen  0 
0 


—  a2  sen 20  cos  +  a1  s en20  sen  B  j  +  rrsen  0  cos  0k 


cT  portanto, 


dr  dr 

d0  x  W 


—  v/n4  sen4 0  cos2  P  +  a4  sen40  sen-0  +  c*4  sen-0  cos2  0 


=  yA?  sen40  -h  a4  sen"  0  cos2  0 

—  a2*/ scn20  —  arisen  0|  —  ersen  0 
Para  0^0  ou  tt,  segue  por  (8)  que 


I 


n  =  sen  0  cos  &[  +  sen  0  sen  0  j  +  cos  0k  =  -r 

a 

Alem  disso,  os  pianos  tangentes  para  o  =  0  ou  tt  sao  horizontals,  e  para  estest  r  -  ±^k  certa- 
niente  c  normal.  + 


m  AREA  DE  SUPERFICIE  DE  SUPERFfCIES  PARAMETRICAS 

Na  Segao  7.5  do  Volume  1  deduzimos  formulas  para  a  area  de  superffeie  de  uma  superlVcie  de 
rcvolugao  [ver  Formulas  (4)  e  (5)  e  o  Excrcfcio  36daqucla  segao] .  Vamos,  agora,  deduzir  uma 
formula  para  a  area  de  superffeie  .S'de  uma  superlTcie  parametrica  ac  desla  formula  deduzire- 
mos,  entao,  uma  formula  para  a  area  de  superficies  da  forma  z  =  f(x,  v), 

Seja  a  uma  superffeie  paramdtrica  euja  equagao  vetorial  e 

r  =  u)i  +  y(it,  u)]  4-  z(u,  u)k 
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Dire  i  nos  quo  o  c  uma  s  up  erf  (tie  parametrica  lisa  numa  regiao  R  do  piano  uv  sc  dr l  Bn  c  dr/3u 
forem  eonifnuas  cm  R  c  dr/du  x  dridv  ^  0  cm  R .  Geometric  am  ente,  isso  signifies  quo  (Ttcrn 
um  veior  normal  uni  lari  o  principal  (e,  poriamo,  um  piano  tangeme)  para  todo  (it,  v)  em  R  e 
n  —  n(«*  v)  e  uma  funqao  conimua  cm  R.  Assim,  numa  super  lie  ic  parametrica  lisa*  o  vetor 
normal  unitario  n  variacontinuamente  e  nao  apresenta  mudangas  de  diregSo  hr  use  as.  Deduzi- 
remos  uma  formula  da  area  de  supcrffcic  para  superficies  para  me  ideas  que  nao  ten  ham  auto 
imerseqoes  e  que  sejani  lisas  numa  regiao  R,  com  a  possfvd  exeeqao  de  que  Br/dit  x  Br/Bv 
possa  ser  igual  a  0  na  frontcira  de  R. 

Comeqamos  sulxiividmdo  R  em  regides  retangulares  por  meio  de  reias  paralelas  aos 
eixos  u  e  v  e  descartando  quaisquer  poryoes  nao- retangulares  que  contcnham  pontos  da  fron- 
leira.  Suponha  que  haja  n  retangulose  denote  olr-esimo  retangulo  por  R.,  Seja  (uk,  vL)  o  canto 
esquerdo  interior  de  R 'k  e  suponha  que  R.  tenha  area  A Ak  =  A tt(  A  vki  onde  A uk  e  A  vk  sao  as  di- 
mensoes  de  Rk  (Figura  15.4.1  Oa) .  A  imagem  de  Rk  sera  a  I  gum  a  porgao  curvilfnea  na  super- 
ffeie  <7  que  tern  um  canto  em  r(;qs  14);  denote  a  area  dessa  porqao  por  ASk  (Figura  1 5,4  A  Ob). 


UO 

Figura  15.4,10 


(b)  (c)  (d) 


Como  sugerido  pcla  Figura  15.4.10c,  as  duas  bordas  da  porqao  que  se  coriam  em 
r(iq5 14)  podem  scr  aproximadas  pclos  vetores  became’1 

r(Kjt  +  vk)  -  r (uk,  14) 
r («*,  Vi t  +  A  vt)  -  r(uk,  14) 


e,  portanto,  a  area  de  < 4  pode  ser  aproximada  pela  area  do  paraleiogramo  determinado  por  es¬ 
ses  vetores,  En  tret  an  to,  pdas  Formulas  (5)  e  (6)  segue-sc  que,  se  A  u,  e  At1*.  forem  pequenos, 
entao  esses  vetores  secantes  podem,  por  sua  vez,  ser  aproximados  pelos  vetores  tangentes 


tlr 


A  ttk 


■Avk 


du  dv 

onde  as  derivadas  pareiais  sao  ealeuladas  em  (u{;  14 ),  Assim,  a  area  da  porqao  ai:  pode  ser 
aproximada  pela  area  do  paralelogramo  determinado  por  esses  vetores  (Figura  1 5A1Gff); 
isto  6, 


A  Si. 


dr 

dr 

dr 

dr 

dr 

dr 

A uk  X 

x  Avk 

— 

—  x 

AitkAvk  = 

X  — 

da 

dv 

Bu 

dv 

d  it 

du 

A/1 


(9) 


Segue  que  a  area  de  super  lie  ie  S  da  superlTcie  inleira  a  pode  ser  aproximada  como 


5  ^ 


E 

k=[ 


dr  dr 

—  X  — 

Bu 


A  A, 


Assim,  supondo  que  os  erros  das  aprox imagoes  tendam  para  zero  quando  n  aumenta  de  tal 
mancira  quo  as  dimensdes  dos  rctSngulaos  tendam  para  zero,  entfio  c  plausivel  que  o  valor 
exato  de  S  seja 


n 


S-  Jim  Y' 

n  ->  +-c  Z — * 


k—  I 


dr  dr 

bit  X  dv 


A  A* 
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ou,  de  maneira  equivalents, 


*-// 

dr  dr 

du  X  di; 

dA 

R 

(10) 


►  Exempfo  1 0  Segue  de  (4)  que  as  equugoes  parametric  as 

x  —  it,  y  —  u  COS  t\  Z  —  U  sen  v 

represent  am  o  cone  que  re  suita  quando  a  reta  v  =  x  do  piano  xy  e  girada  cm  lorno  do  eixo  x. 
Use  a  Formula  ( 10)  para  determinar  a  area  de  superffeie  da  parte  do  cone  para  a  qual  0  <  u  <  2  e 
0<  v<2tt  (Figura  1 5,4, 1  I ), 

Sohtgao  A  superffeie  podc  scr  represen tada  cm  forma  vetoriai  como 

r  =  ai  +  u  cos  uj  -b  it  sen  uk  (0  <  u  <  2,  0  <  v  <  2k) 


Figura  15*4*11 


Assim, 

dr 

—  —  i  +  cos  vj  4-  sen  t*k 
dit 


—  =  —a  sen  i?j  4*  it  cos  vk 


dr  dr 
du  X  da 


■ 

i 

1 

0 


B- 

J 

COS  V 

—if  sen  v 


k 

sen  v 


=  ffi  -  it  cos  v]  -  u  sen  ik 


it  cos  v 


dr  dr 
d  u  Bv 


—  yf a2  4-  (—ii cos  v)2  +  (-a  sen  t>)2  —  \u \  —  u >/2 


Entao,  por  (10), 


dr  dr 
—  x  — 

du  d  V 


dA 


Jlu  du  d  L1  — 


dv  —  4jt  sfl 


■  AREA  DE  SUPERFICtE  DE  SUPERFICIES  DA  FORMA  y) 

No  caso  cm  que  a  for  uma  superffeie  da  forma  Z  -/(a;  y),  podenios  toniar  x  =  //  e  y  =  v  como 
parametros  e  expressar  a  superffeie  panimetricamente  como 

x=ut  y  =  v,  z  =  f(ut  v) 

ou  sob  a  forma  vetoriai  como 

r  =  ifi  +  uj  +  f(u ,  y)k 


Entao, 
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Na  Formula  (il).  a  reg&o  K  esta 
Contida  no  piano  xy  porque  os  para- 
metros  x  e  y.  Geairietricamente, 
es$a  regiao  e  a  proj^ao  no  piano  xy 
da  parte  da  superficie  z  =f(x.  y)  cuja 
area  e&ta  sendo  deierminada  pe!a 
formula  [Figura  15.4. 12). 


Rgura  15,4.14 


Ass  ini,  de  (10)  resuUa 


(11) 


►  Exemplo  11  Encomre  a  area  da  parte  da  superffeie  z  ~  74  —  x2  que  lien  acima  do 
rctangulo  R  do  piano  .xy  cujas  coordcnadas  satisfazem  0  <  x  <  l  c  0  <  v  <  4, 


•1  T- 


Soiuqao  Como  rnostrado  na  Figura  1 5.4.  1  3,  a  superffeie  e  Lima  parte  do  cilindro  x‘  +  z“  =  4. 
For  (II)  temos  que  a  area  de  superffeie  e 


s-jf 


<)z\2  ( ih w 


4 


dv 


4  1  dA 


-If 


75 


b) 


4  0  4  1  dA 


-ff 


- 


/? 


t  2 14  [”  ”  G1!  L  ‘ty  -2ffi dy 4  - 


Formula  2 1  da  Sl\llo  8.  E 
do  Volume  I 


►  Exemplo  1 2  Encomre  a  area  de  superffeie  da  portae  do  paraboldide  z  -  jc“  +  y  abaixo  do 
piano  z=  L 


Solugdo  A  superffeie  z  -  x“  +  y*  e  o  paraboloide  circular  rnostrado  na  Figura  15.4. 14.  O 
trago  do  paraboloide  no  piano  z  =  1  projeta-se  no  cfrculo  jC  +  y"  —  I  no  piano  xy,  e  a  por^ao 
do  paraboloide  que  fica  abaixo  do  piano  z  =  I  projeta-se  na  regiao  R  que  6  envoi ta  por  esse 
cfrculo.  Assini,  pela  Formula  (11)  segue  que  a  area  de  superffeie  6 


S  = 


If  ***? 


4  I  dA 


R 


A  expressao  4x  +  4 y'  +  I  -  4U  +  y  )  4  1  no  integrando  sugere  que  se  calcule  a  integral  ein 
coordcnadas  polares.  De  acordo  com  a  Formula  (9)  da  Segao  I5.3?  substituimos  x  =  /-cos  $ 
c  y  =  /■  sen  0  no  integrando,  dA  por  r  dr  d9  e  determinamos  os  limites  dc  imegra^ao  exp  re  s- 
sando  a  regiao  R  em  coordcnadas  polares,  Desse  modo,  ob temos 


s-riv, 

J  0  Jo 


r 1  4-  I  r  dr  dO  — 


ro  l/o 

f2*  I 
Jo 


p2x  r 

Jo 


1 


12 


(4r2  4  1  )m 


de 


Jr-0 


I 


— (5J5~\)d0  =  -tt(5n/5-  I)  ◄ 
1 2  6 


EXE  RC!  CIOS  DE  COMPREENSAO  15.4  { Verpagtna  1056  para  res  post  as.) 


1*  Con  side  re  a  superffeie  rcpieseuiada  para  met  rieamente  por 
a  =  I  —  u 

y  =  ( I  —  w)  cos  v  (0  <  u  <  1 . 0  <  u  <  2rr) 
z  —  (3  —  w)  sen  v 


(a)  Dcscreva  as  curvas  de  u  consulate. 

( b)  I  >esc  re va  a s  cu  rvas  de  v  cons  t  ante. 
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2.  Sc 

r(wh  y)  =:  (I  —  w)i  +  ((I  —  it)  cos  u]j  +  [(I  —  u)  sen  u]k 
enlao 

dr  _  dr 

dit  "  t  ttv  ~ 

3.  Se 

r(w,  v)  —  (1  —  «)i  +  [(1  —  u)  cos  y]j  +  [(1  —  u)  sen  u]k 

entao  o  vetor  normal  uuitario  principal  ao  grafico  de  r  no  porno 
cm  que  it  —  1/2  e  U  =  j/6  c  dado  por _ _  . 

4 .  Sej  a  a  a  & li  perlTcie  pa  ra  met  ri  c a  de  eq  u  agio  vet ori  al 

r (w,  v)  =  a(h,  v)i  +  y(u,  y)j  +  s(w.  u)k 


Se  a  nao  lent  autointerse0es  e  6  lisa  nurna  regiao  R  do  piano 
itv,  entao  a  area  de  superffeie  de  ere  dada  por 


s-If 


dA 


R 


5*  A  area  de  superfTcie  de  uma  snperficie  da  forma  z  -A-x\  y)  so- 
bre  a  regiao  R  do  piano  xy  6  dada  por 


-// 


dA 


R 


EXERCICIOS  15,4  S  Recurso  Grafico 


CAS 


1-2  Faqa  urn  esbogo  da  supeilicie  paramdtrica. 

1.  (a)  x  —  v  —  v,  z  —  %/tr  +  v2 

(b)  x  —  y  —  «Ju2  +  v2,  z  —  v 

(c)  x  =  \/h2  +  i?2,  v  =  u *  z  =  f 

2,  (a)  x  =  if 5  v  —  y,  s  =  ir2  +  y2 

(b)  a  =  u,  y  =  ir  +  u%  z  —  y 

(c)  a  —  u2  +  y2>  y  =  it,  z  =  v 


3-4  Determine  tima  re  present ay ao  parauidtrica  da  superffeie  cm 
term  os  dos  pargmetrOS  it  =  A  C  v  ~  y. 


3.  (a)  2z  -  3a  +  4y  =  5  (b)  z  -  a2 

4.  (a)  z  +  za2  ~  v  =  0  (b)  v'“3z  =  5 

5.  (a)  En  centre  equates  para  metric  as  para  a  parte  do  cilindro 

a”  +  y  —  5  eompreendida  entre  os  pianos  z  —  0  e  z  —  1 , 

(b)  Encontre  equaydes  paramelricas  para  a  parte  do  dlindro 
xm  4  zl  -  4  com  preen  did  a  e  til  re  os  pianos  _y  =  1  e  y  =  3. 

6.  (a)  Encontre  equayoes  pa  ram  citric  as  para  a  parte  do  piano 

a  +  v  =  1  compreendida  entre  os  pianos  z  =  -1  e  "  =  I , 

(b)  Encontre  equaqftes  parametric  as  para  a  parte  do  piano 
y  -  2z  =  5  compreendida  entre  os  pianos  x  =  0  e  x  =  3, 


7.  Encontre  equates  pam  in  Ulricas  para  a  super  fide  gerada  pda 
rcvolu^ao  da  curva  y  =  sen  x  cm  tor  no  do  eixo  x. 


8.  Encomre  eqna^oes  parametric  as  para  a  super  f'Teie  gerada  pda 
revel  u^ao  da  curva  y  -  e  =  0  em  torno  do  ei xo  a. 


9-14  Determine  uma  represen la^ao  parametrtca  da  superficie  ern 
I'unqao  dos  parSinetros  re  (X  onde  (r,  (K  z)  sao  as  coordenadas 
etlmdricas  de  am  ponto  na  superffete. 


1 

1  +  a2  4-  y2 


1  (K  z^e-{*2+ylj> 


I L  z  —  12*  z  ~  -  y2 

13*  A  parte  da  esfera  x  +  y  +  z  =  9  sobre  on  acima  do  piano 
z  -  2. 

14,  A  parte  do  cone  z  =  Jx2  +  yl  sobre  on  abaixo  do  piano 

15.  Determine  uma  rep  rose  ma^ao  parametriea  do  cone 

z  —  t/^x2  +  3y2 

ein  tbiKjao  dos  para  metros  p  e  0.  onde  {p,  6)  sao  as  coordena- 

das  cstciicas  de  urn  ponto  na  super  tide, 

16*  Descreva  o  cilindro  xl  +  y'  =  9  em  funqao  dos  para  metros 
8  e  o *  onde  (p,  8 ,  <p)  sao  as  coordenadas  es ['ericas  de  urn  pon¬ 
to  na  superffeie. 


ENFOCANDO  CONCE1TOS 


17-22  El  inline  os  ptuanietros  para  obter  uma  equaqao  em 
coordcnadas  retangulares  c  descrcva  a  supei  tTcic. 

E7*  x  =  2 it  +  y,  y  =  it  “  t\  z  =  3y  para  “txj  <  h  <  -3-oc  c 
-oo  <  v  <  +oo. 

18*  a  -  it  cos  y,  y  =  u\  z-u  son  v  para  0  <  u  <  2  e  0  <  v  <  2tt, 

19*  a  =  3  sen  m  y  -  2  cos  it,  z  —  2c  para  0  <  u  <  2n  e  1  <  v  <  2. 

20,  x  —  *Ju  cos  ix  y  =  ^Ju  sen  ix  z  =  it  para  0  <  u  <  4  e 
0  <  v  <  2  iz. 

21,  r(tir  v)  =  3«  cos  J.?i  +  Au  sen  rj  +  wk  para  0  <  «  <  E  c 
0  <  v  <  2tt, 

22,  r(y,  v)  -  sea  u  cos  ui  +  2  sett  u  sen  ij  +  3  cos  wk  para  0 <  it  <  n 
e  0  <  v  <  2tt. 

F-i  23.  A  figura  a  seguir  mostra  os  gralkos  de  duas  rcprescntaqocs 
paramctricas  do  cone  z  =  ^/x2  +  y2  para  0  <  z  £  2, 
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(a)  Encontre  equities  parametric  as  que  produ/am  dupli- 
catas  razoaveis  dessas  superficies, 

(b)  Use  u m  recur  so  gr^fico  para  vcrificar  sua  resposta  da 
parte  (a). 


4.  z 


1  11  Figure  Ex-23 

■  24.  A  figura  abaixo  mostra  os  graft  cos  de  duus  represemagtfes 
paramdtricas  do  paraboldide  z  -  jr  +  /  para  Q<  z<  2. 

(a)  Encontre  cquagoes  parametricas  que  produzam  dupli- 
catas  razoaveis  dessas  superficies, 

(b)  Use  uni  recurso  grafico  para  verificar  sua  resposta  da 
parte  (a). 


Figura  Ex-24 


0  25*  Em  cada  parte,  a  figura  abaixo  mostra  urn  a  poreao  da  super- 
tYcie  parametrica  a  =  3  cos  u,  y  =  m  z  =  3  sen  yr  E  neon  ire 
restrigoes  de  u  e  v  que  produzam  a  superlTcie  e  verilique  sua 
resposta  com  uin  rccurso  grdfico 


H  26*  Em  cada  parte,  a  tig ura  abaixo  mostra  mna  porcao  da  super- 
ftde  parametrica  x  =  3  cos  u,  y  =  3  sen  v.  z  =  w.  fine  on  Ire 
resiri^oes  de  it  e  v  que  produzam  a  superlicie  e  verifique  sua 
resposta  com  um  reeurso  grdfico. 


verifique  sua  resposta  com  uni  recur  so  graileo. 


0  28,  Km  cada  pane,  a  figura  abaixo  mostra  uma  pane  da  es  ferae - 
sen  4>  cos  0,  v  =  sen  6  sen  0,  z  =  cos  e>,  En centre  rest n goes 
de  c>e  0  que  produ/am  a  superlTcie  e  verifique  sua  resposta 
com  um  recur  so  grafico. 


29-34  Encontre  uma  equagao  para  0  piano  langente  da  superlYcie 
parametrica  no  ponto  dado. 

29*  a-  =  u,  y  =  v.  z  =  u"  +  v\  ( 1 , 2,  5) 

30*  aj  -  tt\  y  =  u“,  z  =  it  +  u;  (K  4,  3) 

31*  x  =  3 v  sen  tt.  v  =  2u  cos  u,  z  ~  (0.  2, 0} 

32*  r  =  ntti  +  (.»  -  u)j  +  (1/  +  u)k;  u—  1 , 11  —  2 
33*  r  =  tt  cos  ci  +  h  sen  rj  +  vk\  u  =  1/2.  v=  ji/4 
34*  r  =  um  +  we  j  +  vew k;  a  =  In  2,  v  =  0 

35-46  Encontre  a  area  da  super  fide  dad  a, 

35.  A  pane  do  eilindro  v2  +  z~  =  9  quo  c&tl  aeima  do  retungulo 
R  =  {(x,  y):  0  <  a  <  2,  -3  <  .y  <  3]  * 

36*  A  pane  do  piano  2x  +  2y  +  z  =  8  no  primeiro  octantc. 

37*  A  pane  do  cone  z"  =  4x  +  4v"  que  esta  aeima  da  regiao  do  pri- 
mciro  quadrantc  limitada  pela  ncta  v  =  x  c  a  parabola  y  =  x' , 

38*  A  parte  do  cone  z  ~  \fx2  +  y2  dentro  do  eilindro  *r+)T^2x„ 

■ji  ■> 

39*  A  parte  do  pamboldide  z  -  \  -  jf  -  y'  aeima  do  piano  xy, 

40.  A  parte  da  super tYcie  z  =  2x  -i-  y  aeima  da  regiao  triangular  de 
vertices  (0,  0)*  (0, 1 )  e  ( I ,  I }, 

41.  A  pane  do  pa rabol  61  de 

-  -l 

r(w,  u)  —  a  COS  ui  +  u  Sen  ij  4  ir"k 
para  a  qual  I  <  u  <  2, 0  <  v  £  2rc. 


27.  Em  cada  parte,  a  figura  a  seguir  mostra  um  hemisfdrio  que 
e  parte  da  cst’era  x  -  son  d  cos  0,  y  -  sen  0  sen  9.  z  =  cos  <p. 
Encontre  restri^oes  de  o  e  0  que  produzam  o  hemisferio  e 


42*  A  paste  do  cone 

r(&,  v)  -  it  cos  v\  +  u  sen  cj  + 
para  a  qual  0  <  u.  <  2t\  0  <  v  <  n/2. 
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43.  A  parte  da  superfTcic  z  =  xy  ad  ana  do  set  or  do  primeiro 
quadranle  limn  ado  pdas  retas  y  =  a/v^,  y  =  0  c  o  ciiculo 
x+y=9. 


44,  A  parte  do  paraboldide  2  z  -  x2  4  y1  no  interior  do  cilindro 

2  2  rt 

x  4  v  =  8. 

45,  A  parte  <ia  est’era  a2  +  y”  +  z3  =  16  compreendida  pel  os  pianos 

z~  I  c  £  =  2, 

46,  A  parte  da  ester  a  ,v'  +  y"  +  £2  =  8  que  esta  no  interior  do  cone 


— 


V* 


47..  Use  equagdes  paramdtiicas  para  deduzir  a  formula  da  area  da 
supcrffcic  de  uma  esfera  de  raio  a. 

48.  Use  equagoes  param&ricas  para  deduzir  a  formula  da  area  da  su¬ 
per  Ifde  lateral  de  um  cilindro  circular  re  to  de  raio  re  altura  h. 


49.  A  parte  da  super  fide 


Z  =  —  t/a2  +  V2  (aJi  >  0) 

£7 

entre  o  piano  xy  e  piano  z  =  h&  um  cone  circular  reto  do  ahura 
ft  c  raio  a.  Use  uma  integral  dupla  para  mostrar  que  a  area  da 
super  fide  lateral  desse  cone  6  S  —  mi-Ja2  +  h2. 

R  50.  A  figura  abaixo  inostra  o  torn  gerado  peia  revel ugao  do  eirculo 

(jt - of 4- z“  —  b~  (0 <  b<a) 
do  piano  Ac  em  tome  do  eixo  z. 

(a)  Mo  si  re  que  esse  tore  pode  ser  ex  pres  so  parameiricamerne 
como 

x  -  {a  +  h  cos  tf)  cos  if 
y  -  (a  4  b  cos  u)  sen  u 
z  =  b sou  v 


onde  u  c  v  sao  os  parameiros  mostrados  na  figura  e 
0  <  (f  <  2jt,  0  <  v  <  hr. 

(b)  Use  um  recurso  gr£ifico  para  gerai  um  tom. 


5L  Cateule  a  area  da  superfide  do  torn  do  Exercicio  50(a), 


52.  Use  urn  CA$  para  geiar  o  grdtieo  do  hellcat  de 


x  —  (i  cos  v,  y  =  it  sen  vt  z  —  v 

para  0  <  w  <  5  e  0  <  v  <  4jc  (vei  figura  abaixo)  e  depois  use  a 
operagao  de  in  leg  rag  So  dupla  mimdriea  do  CAS  para  aproximar 
a  area  da  super  tide. 


53,  Use  um  CAS  para  gerar  o  grutieo  da pseudo*esfetG 


x  =  cos  a  sen  v 


v  =  sen  it  sen  v 
z  —  cos  v  +  In  (tg  ^ 


para  0<M<2Tce0<u<7r  (ver  figura  abaixo)  e  depois  use  a 
operagao  de  imegragao  dupla  numerica  do  CAS  para  aproximar 
a  area  da  superfide  compreendida  polos  pianos  z  =  -1  e  z  =  I . 


jt 


Figura  Ex -52 


z 


Figura  Ex-53 


54,  A  figura  abaixo  mostra  o  gralico  de  uma  esfera  aslroldal 


m  .  m  .  m  2/3 
x  +  v  4  Z  —a 


(a)  Most  re  que  esse  superfide  pode  sea'  represent  ada  parame- 
tricameiue  como 


x  —  a  (sen  a  cos  v)3 

y  —  a  (sen  ft  son  u)3  (0  <  u  <  sr,  0  <  v  <  2tt) 

z  —  a  (cosh)3 

(b)  Use  um  CAS  para  aproximar  a  area  da  superfide  no  caso 
em  que  a-  1 . 


55*  (a) 


Descreva  a  superfide  representada  pdas  equagoes  para¬ 
metric  as 


x  —  a  sen  0  cos  9 

y  —  b  sen  0  sen  9  (0  <  0  <  jt,  0  <  $  <  2 jt) 

Z  ™  c  cos  (If 

onde  a  >  0,  h  >  0  e  c  >  0. 
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(b)  Use  um  CAS  para  aproximar  a  area  da  superlide  para 
a  —  2t  b  =  3,  c  =  4. 


0  56*  (a)  Ohlenha  equ agues  param^hicas  para  a  superfine  de  revo- 
lugfiG  gerada  pel  a  revel  ugao  da  curva  z  -  f(x)  do  piano  xz 
em  torno  do  eixo  z. 

(b)  Use  o  resultado  obtido  na  parte  (a)  para  deterniinar  cqua- 
gbes  para  metric  as  para  a  superffdc  de  rcvokigfio  gerada 
pel  a  revolugao  da  curva  z  -  Ux~  do  piano  xz  cm  torno  do 
eixo  z. 


Use  u m  reeurso  compuiacional  grafico  para  vcnTicar  sen 
trabalho  t  rag  an  do  o  grallco  da  superffeie  pardin&rica. 


57-59  As  equagbes  parametnens  nestes  exerefeios  representam 
uma  superlicie  quadratics  para  valores  posit ivos  tie  a.  h  e  c.  Idenli- 
fique  o  tipo  de  superficie  eliminando  os  parSmetros  u  e  i\  Yerifique 
sua  eoticlusaoescolhendo  valores  espeeffi cos  para  asconsiames  e 
gerando  a  superfTde  com  um  reeurso  gmfico. 


R-  57*  x  =  a  cos  cos  v,  y  =  b  sen  u  cos  v,  z,=  c  sen  v 
R  5H.  x  -  a  cos  u  cosh  v,  y  =  h  sen  u  cosh  v,  z  —  c  senh  u 
R|  59,  x  -  a  senh  v,  y  -  h  senh  a  cosh  u,  z  =  c  cosh  it  cosh  v 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERClCIOS  DE  COMPREENSAO  15.4 


1 .  (a)  As  curvas  de  it  eonstante  s3o  drcuJos  de  raio  I  -  if  centiados  em  (1  -  u,  0*  0)  e  para!  el  os  ao  piano  xy. 

dr 

(b)  As  curvas  do  v  consiamc  sao  segmeiuos  de  reta  ligando  os  pontos  (1  *  cos  v,  sen  v)  e  (0,  0,  0).  2.  —  =  —  i  —  (cos  if)j  —  (sen  u)k; 


bit 


=  ~[(|  -  «)sen u]j  +  l(i  -  m) cos e]k  5.  -^(-2i  +  +  k)  4. 

dv  V8 


<)r  dr 

iht  d  V 


'■  v,:  (fe)  +(l) 


+  I 


15.5  INTEGRAIS  TRIPLAS 


Nas  segdes  an  ten  ores,  definimos  e  discutimos  as  propriedades  das  integrals  d up  I  as  para 
fun  goes  de  ditas  vari&vcis .  Nest  a  segdo,  definireinos  as  integrals  trip!  as  para  f lingoes  de  ties 
va  nave  is. 


Volume  -  A V* 


l'igunj  15*5.1 


m  DEFINIQAQDE  UMA  INTEGRAL TRiPLA 

Lima  integral  simples  de  uma  f unguo  f(x)  d  definitla  num  inlervalo  lechado  f ini  to  do  eixo 
x  e  uma  integral  ditpla  de  uma  fungao  f(xt  y)  e  definida  numa  regiao  fechada  finita  R  do 
piano  .yv.  Nosso  priineiro  objeiivo,  nest  a  segao,  e  definir  qual  o  significado  da  integral 
tripla  de  /(a,  z)  numa  regiao  soli  da  I’eehada  G  de  um  sistema  de  eoordenadas  xyz*  Para 
assegurar  que  G  nao  sc  estenda  indefinidamente  eni  alguma  diregao,  vamos  supor  quo  da 
possa  ser  abarcada  per  uma  caixa  apropriadameme  grande,  eujos  lados  sejam  paralelos 
aas  pianos  coordenados  (Figura  15.5.  \ ).  Nesse  easo*  di/.emos  que  G  e  um  so  lido  finito. 

Para  definir  a  integral  tripla  de  f(x,  yt  z)  cm  G\  prime iro  dividimos  a  eaixa  cm  n  “subeai- 
xas':  por  meio  de  pianos  paralelos  aos  pianos  coordenados.  Depois,  descar  tamos  as  subeaixas 
que  contenham  quaisquer  pontos  fora  de  G  e  escolhemos  um  ponto  arbitrario  cm  cada  uma 
das  subcaixus  rcstantes.  Como  most  ratio  na  Figura  I5.5-U  denoiamos  o  volume  da  A-dsima 
subcaixa  rest  ante  por  AK  e  o  porno  seledonado  na  /.-esima  subcalxa  por  (x%,  Em 

seszuida,  l  ormamos  o  produto 

fi4-  yl  4)av* 

para  cada  subcaixa,  depois  so  main  os  os  prod  ul  os  para  tod  as  as  subcaixas  para  obler  a  soma 
de  Rkmann 


k=  I 
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Final  men  ic,  repe  times  esse  proeesso  com  cad  a  vex  mats  subdivisoc.%  de  tal  maneira  que  0 
comprimento,  a  largura  c  a  altura  de  cada  subcaixa  tend  am  para  zero  e  n  ten  da  para  +oo. 
O I  i  mite 

n 

fix,  y.  z) dV  =  lira  J'f<xl§,%)&Vt  (1) 

Jt->  +  Jf  * — J 

c/ 


d  denominado  integral  tripla  de  f(xy  v,  z)  na  regiao  C.  As  cpndiqbes  sob  as  quids  existe  a 
integral  tripla  sao  esiudadas  em  Ciileuto  avangado.  Enlretanto,  para  os  nossos  propdsilos,  € 
suEkicnLe  dizer  que  a  cxistencia  6  assegurada  quando/Tor  con  tin  ua  cm  G  e  a  regiao  G  nao  for 
muito  “eomplieadak 


Figura  1 5,5.2 


■  PROPRIEDADES  DAS  1NTEGRA1STRIPLAS 

As  integrals  tripias  gozam  de  nuiitas  das  propriedades  das  integrals  simples  e  duplas: 
Jjj  cf(x,  >%  z)  dV  —  c  jjj  f  (x  >  V,  Z)  dV  ( C  Lima  constantc) 

G  G 

Jj  j  [/(* >  z)  +  g(x,  v,  *)]  tiv  =  III  /(v,  y,  z)  dV  -1-  III  g( x,  y.  z)  dV 
a  g  a 

I  j  1 1  fix.  y.  z)  -  §(.v,  y ,  z)}  dV  -  Jjj  /(.v.  y.  z)dV  -  jjj  g(x,  y.  z)  dV 

G  G  G 

Alem  disso,  sea  regiao  G  for  subdividida cm  duas  sub-rcgioe.s  G,  e  G2  (Figura  15.5.2),  cniao 

jjj  /(A,  z)dv  =  Jjj  f(x ,  \\  z)  dV  +  JJJ  f  ix ,  y\  z)dV 


G 


G 


j  i 


Gi 


Omi times  as  proves. 


■  CALCULO  DE  1NTEGRAIS TRIPLAS  EM  CA1XAS  RETAKGULARES 

Assim  coma  as  iniegrais  duplas  podem  ser  calculadas  por  duas  integragQes  simples  suces- 
sivas,  as  integrals  tripias  podem  ser  calculadas  por  tres  integrates  sucessivas,  O  seguinte 
teorema,  que  emmeiamos  sem  demo  ns  Iran  e  o  aruilogo  doTeorema  15.  F  3, 


duas  ordens  de  integrate  pos- 
sfvers  para  as  integrals  iteradas  no 
Teoreina  15.1,3: 

dx  tty ,  dy  dx 

Para  as  integrals  iteradas  do  Teorema 
15,5.1  cxistem  sets  ordens  de  integra¬ 
ted  po&siVeis: 

d  x  dy  dz ,  dy  dz  dx  t  dz  dx  dy\ 
dx  dz  dy,  dz  dy  dx,  dy  dx  dz 


1 5 .5. 1  T  Ef  >ii  E  i\  i  \  Seja  G  a  ca  ixa  re  tang  u  I ai r  defen  i  da  pel  as  desiguatdades 


a  <  x  <  h, 

Se  f  for  contfnua  na  regiao  C5  emdo 


fix,  y.  z) dV 


c  <  y  <d,  £  <  z  <  / 


fix,  >\  z)  dz  dy  dx 


Alem  disso,  a  integral  it  e  rad  a  do  men  thro  dire  it  a  pode  ser  suhsututda  por  qualquer  tuna 
das  out  ms  einco  integrals  iteradas  result  antes  da  a!  te  ray  do  da  ordem  de  integraydo . 


►  Exemplo  1  Calcule  a  integral  tripla 

JJJ  1 2,vr r  dV 


a 


na  caixa  retangular  G  de  fluid  a  pelas  desigualdades  -1  <  x  <  2, 0  <  y  <  3,  0  <  z  <  2. 
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Calculo 


Soluqdo  Dentre  as  seis  possfveis  integrals  iteradas  que  podemos  usar,  escolhemos  a  que 
aparcce  em  (2).  Assim,  primeiro  integramos  cm  relagao  a  z,  mantendo  x  c  y  fixados,  dcpois 
cm  relate  a  y,  mantendo  x  fixado  e,  final  me  nlc>  cm  rela§&0  ax. 


2  3 

£ 


=  f  f  f  12  xy2z3cizdydx 

J-  i  Jo  J 0 

—  j  [l6xy'']r  0  dx  =  432x  dx 


48xy2  dy  dx 


=  2l6.r2]i3  =  648  < 


m  CALCULO  DE  1NTEGRAISTRIPLAS  EM  REGIOES  MAIS  GERAIS 

Consideramos  a  segui r  com 0  calcular  integrals  triplas  cm  sdlidos  que  nao  sac  caixas  re- 
langulares.  Por  enquanto,  vamos  limitar  nossa  discussao  aos  solidos  do  lipo  mostrado  na 
Figura  15.5.3.  Especificameme,  supomos  que  o  solido  G  seja  limitado  acima  por  uma  su- 
perfTcie  z  -  g2(xt  y)  e  abaixo  por  uma  superffeie  z  -  g  , (x,  y)  c  que  a  projegao  do  still  do  no 
piano xy  seja  uma  regiao  R  do  lipo  I  ou  do  lipo  II  (ver  Defini^ao  15.2. 1 ).  Adicionalmenle, 
vamos  super  que  g , (x,  y)  c  g2(xf  y)  sejam  com  Innas  em  R  e  que  gt(x,  y)  <  g7(x,  y)  em  R. 
Geometricameme,  isso  sign  idea  que  as  superficies  podem  se  focar  mas  nao  podem  se  in¬ 
tersect  a  r.  Chamamos  uni  sot i do  dessc  lipo  de  solido  simples  em  xy. 


O  segui ntc  teorema*  que  aprese  alamos  sem  prova,  permits- nos  calcular  integrals  triplas 
cm  sol  id  os  simples  cm  xy. 


15,5.2  Teokkma  Seja  G  um  solido  simples  em  xy  com  superffeie  superior  z  —  g2(x,  y) 
e  superffeie  inferior  z  —  g ,  (x,  y)  e  seja  R  a  pivjegdo  de  G  no  piano  xy.  Se  fix,  y,  z)for 
contfnua  em  G,  entdo 


fff  f{x,y,  z)dV 
a 


ref  rgitx-y) 

If  /  f(x,y\z)dz\dA 
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Em  (3),  a  primeira  iniegragao  6  em  relagao  a  z,  re&tando,  ass i in,  Lima  ftmgao  de  x  e  y. 
Ess  a  fungao  dc  x  c  y  c,  cnlao,  in  teg  rad  a  na  regia  a  R  do  piano  .na  Para  aplicar  (3),  c  util  come- 
gar  com  uni  esbogo  tridimensional  do  sdlido  G*  Os  limites  de  iniegragao  potlem  ser  obtidos  a 
partir  do  esbogo  eonio  segue: 


Determumgao  dos  Limites  de  Integragdo:  Sdlido  Simples  em  xy 

Passo  1  Encontrc  nrna  equagao  z  —  gqx,  v)  para  a  supcrffcie  superior  c  uma  equagao 
z  -  g  |U,  y)  para  a  supcrlTde  inferior  de  G.  As  fungoes  gx(x7  y)  e  g2(x,  y)  determi- 
nam  os  limites  de  integrate  inferior  e  superior  de  z. 

Passo  2  Faga  uni  esbpgo  hidimensional  da  projegao  R  do  sdlido  no  piano  xy,  Neste  esbo¬ 
go  determine  os  limites  de  integragao  para  a  integral  dupla  em  R  de  (3). 


Figiirit  15,5*4 


►  Exempio  2  Seja  G  a  cun  ha  no  primeho  octunte  seceionada  do  solido  cilfndrico  y"  +  z 
polos  pianos  y  =  x  e  x  =  0*  Caleule 


Solti  {'do  O  sdlido  G  e  sua  projegao  R  no  piano  xy  sao  mostrados  na  Figura  15.5.4,  A  super- 
lie i e  superior  do  sdlido  e  formada  pelo  cilindro  e  a  super  Foie  inferior  pelo  piano  at*  Como  a 
porgao  do  cilindro  y~  +  z  —  1  quo  fica  acima  do  piano  ty  tem  por  equagao  z  =  y/T  —  y2  e  a 
equagao  do  piano  xy  e  z  =  0,  segue  de  (3)  que 


quo  R  e  uma  regiao  tamo  do  tipo  1  como  do  iipo  11.  lntegremos,  primeiro,  em  relagao  a  x.  Com 
ossa  eseoiha*  segue  do  (4)  quo: 


DQA/UNIO  DATECNOLQG1A 


A  malaria  dos  sistomas  algebrioos 
compute  dona  is  passu  i  uma  capaci- 
dad&  integrada  para  ealcular  integrate 
tripias  itoradas.  So  o  Id  tor  dtepuser  de 
um  CAS,  ieia  a  clocumeniagao  pnrti- 
nente  e  use  o  CAS  para  eenterir  os 
Exempts  lea. 


1 

8 


* 


m  VOLUME  CALCULADO  COMO  UMA  INTEGRAL TRIPLA 


As  integrals  iriplas  torn  muitas  interprotagoos  fisicas.  algumas  das  quais  considerarenios  na 
oroxima  sccao.  Entretanto  tie  nafin  ftfinivial  pm  rmp  f ( v  v  ?  \  —  I  a  Fdrtnnln  M  ^  rFS 


n 

lim  y  AVi 

ft  H-ii  i- - H 

k-\ 
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A  ' 


x  +  z  =  5 


m 

,r  +  y* 

z -  L 

7  S 

V 

- > 

7T 


.v2  +  y2  =  9 


y  =  V9-.r2 


Figura  15.5.5 


que  a  Figura  13.5.1  sugere  ser  o  volume  de  G;  is  to  t£. 


volume  de  G 


►  Exemplo  3  Use  Lima  integral  trip] a  para  caleular  o  volume  do  solido  contido  no  cilindro 
x  +  y  =  9  e  eiitre  os  pianos  z  =  I  e x  +  z  =  5. 


So/wfa#  O  solido  G  e  sua  projegao  A’  no  piano  xy  sao  moslrados  na  Figura  15.5.5  A  super- 
iTeie  inferior  do  solido  e  o  piano  z  =  1  e  a  superfTcic  superior  e  o  piano x  +  z  =  5  ou,  de  modo 
equivalente,  z- 5-  x.  Assim,  de  (3)  e  (5) 


volume  de  G  =  jjj  dV  =  j  ^  G  rfzl  cM 


(6) 


O  tf 

Para  a  integral  dupla  em  R ,  integrarenios,  prirneiro,  em  relaeao  ay.  Assim,  segue  de  (6)  que 


/3  xc  r  5  —a  /o  j*vv-a 

/  _  /  dzdydx  —  I  I  _ 

■3  J-sfQ-x1  J i  7-3  7- V9-v 


3  /-v^Tv7 


volume 


-i  5— a 


t/y  f/.v 


^  1  -J 

2a  +  v"  = 


/ 


iy 


A1 


-I/V2 


y  =  yff-Zr2 


.r 

•> 


1A'2 
*- v  =  41/ !  -  2.r 


/3  />3  _ 

/  (4-x)dydx  =  I  (8  -  2x)^9-x2dx 

3  7-3 

=  8  j  s/9  -  x 2  dx  -  f  2,v  v'y  -  xld.\ 


Paxa  a  primeata  integral,  ve-r 
Rtanula  {3)  da  Seyfw>  8,4  do  Volume  l . 


=8G’)~/-.,W’ 


x1  dx 


A  nnda  integral  e  miln 
potxiue  o  uma  fmpar. 


=  8 


r)~ 


—  3  n  < 


►  Exemplo  4  Calcule  o  volume  do  solido  coin  preen  dido  entre  os  paraboloides 

Z  —  55  +  55  e  z  —  6  —  75  —  y2 


Stf/rtfrla  O  sdlido  G  e  sua  projegao  R  no  piano  xy  sao  most  rad  os  na  Figura  15.5.6.  A  pro¬ 
jegao  R  e  obiida  resol  vendo  as  equagoes  dadas  si  in  Lilian  earn  erne  para  deter  m  mar  onde  os 
paraboloides  se  intersectam*  Obtemos 

1  -Ti  “i 

55  +  5y~  =  6  -  75  -  y 

ou 

2x2  +  y7=\  (7) 

que  nos  diz  que  os  paraboloides  se  intersect  am  rnirna  curva  no  cilindro  elfptico  dado 
por  (7), 


Figura  15,5, 6 
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A  project)  tlcssa  imerseguo  no  piano  jrv  6  uma  elipsc  com  a  nicsrna  equucao.  Portanlo, 


volume  de  G 


=///'-//  c> 

G  R  L 

/l/VI  p6—7.\2—r1 

/  /  dzdydx 

■  ] } v2  c/ - 7 I -2.V JSx = -f 5 v5 


i/VI 


(6  -  1 2x 2  -  6y2 )  dy  dx 


-lx* 

fl/d2  r 

Wl- 

-2*3 

/  6(1 

-  2 x2)y  -  2>’? 

dx 

Jv=- 

-d\-2x2 

M/VI 

8  /  (1  - 

II  — 

W 

c-] 

r'-. 

("J 

II 

r7 r/2 

/  cos4  $  d9  — 

3  71 

J “ )  /VI 

V2 

J-x/2  | 

sfl 

Tome  x  -  —=  sen 

Use:  [i  Inrmuln  do  cosstmo  de  Wallis 

V5 

da  liliima  comm-capa. 

■  INTEGRAgAO  EM  OUTRAS  ORDENS 

Na  Formula  (3)  para  integragao  no  sol ido  simples  em  xy,  foi  efetuada,  pnmeiro,  a  integragao 
cm  z-  Enireianto,  ha  siluagOcs  em  que  6  prefcri'vcl  iniegrar  numa  ordem  diferenLe.  Por  exem- 
pk>t  a  Figura  15.5.7a  mostra  um  sdlido  simples  em  xz,  e  a  Fig  Lira  15.5.76  niosira  uni  solido 
simples  emyz ,  Para  um  solido  simples  em  r*£  gcralmente  e  melhor  integral’ em  relagao  ay  pri- 
meiroe  para  um  solido  simples  em  yz  geralmente  e  melhor  iniegrar  em  relagao  a  x  primeiro: 


G 

solido  simples  ctii  xz 


fix .  V,  Z)  (IV  = 


(.1 

solido  simples  eni yz 


If  /  f(x,y,z)dy  I 

R 


re  r  rSiiyD 

R 


fix ,  V.  z)itx 


dA 


Figura  15.5*7 


As  vczes,  um  solido  G  podc  ser  imerpretado  conic  um  .solido  simples  cm  xy,  xz  c  yz  e, 
nesse  caso,  podemos  escolher  a  ordem  de  integragao  de  modo  a  simplilicar  os  calculos. 
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Calculo 


Figura  15,5,8 


Exempto  5  No  Excmplo  2,  calculamos 


/// 


zdV 


G 


na  cunha  da  Figura  15.5,4  integrundo,  pmneira,  ein  rela^ao  a  r,  Calcule  essu  integral  Inte¬ 
gra  ndo,  primeiro,  cm  rclagao  a.v. 

Sohtqao  O  solido  c  limitado  alias  pelo  piano  x  =  0  e  na  frente  pdo  piano  .v  =  y,  portanto 


///-= //IT- 

G  it 


dA 


onde  R  e  a  prpjcgao  de  G  no  piano  yz  (Figura  15.5.8).  A  inicgragSo  cm  R  podc  scr  fcita+  pri- 
meiro,  em  relagaoa  z  e  depots  em  rclagao  a  v  ou  vice-versa.  Efemando,  primeiro,  a  integragao 
cm  z  da 


fffzd v=  f  r'  }  f  zdxdzdy  =  f  f 
JJJ  Jo  Jo  Jo  Jo  Jo 

G 


i  v 


I  -  V 


ZX 


dzdv 


J  rt  — 0 


3  /- V  l”>  “ 


f  f  mmm-  f  |A  f  § 

Jo  Jo  Jo  J-  Jz=o  Jo  £  » 


o  que  esta  de  acordo  com  o  result  ado  do  Exemplo  2,  < 


EXERCI'CIOS  DE  COMPREENSAO  15.5 


( 1/erpapiPa  1064  para  respostas.) 


1.  A  integral  iterada 


p  p  p  r  ^  r  ^ 

(a)  j  j  f  f(x,  y,z)dA  —  f  f(x,y,z)dzdxdy 

JJJ  Jn  Jn  J\+x 2 


fix.  \\  z)d.X  dzdv 


i  J2  J} 

Integra/ nacalxa  retangular  delinida  por 

_ <  x  < _ , _ 

_ 


<v< 


2.  Sej  a  G  o  sol  i  do  n  o  pri  i  nei  ro  octame  limit  ado  abai  no  pe  I  a  mi  per- 
ftcie  5  ~  v  4-  x 2  e  aeima  pelo  piano  z=  4.  Preeneha  as  lacunas 
com  os  extremes  de  mtetiragao  que  fait  am. 


p  □  p  □  p  4 

—  /  /  /  f(x,  >%  z)  dzdydx 

Jn  Jn  Jy+x2 

pn  /■  O  p  D 

=  /  /  /  f{x%y\z)dydzdx 

Jn  Jn  Jn 


(b)  JJJ  fix,  y%  z)dA 

G 

(c)  JJJ  fix,  )\z)dA 

G 

3.  O  volume  do  sdl  ido  G  do  Exercfeio  2  6 


EXERCI'CIOS  15.4  [cjCAS 


1~8  Calcule  a  integral  iterada. 

px  p  -  px 

5,  f  f  j  .v  v  dy  dx  dz 

1.  /  j  f  (x2  -j-  y2  +  z1)  dx  dy  dz 

J  -  i  Jq  Jo 

p  1  (2  jP.T  p  1 

2.  j  If  zx  sen  xy  dz  dy  dx 

J]/3  Jo  Jq 

JO  /()  J  o 

pZ  px~  pl!Z 

6.  /  /  /  X£}  dy  dz  dx 

J  t  Jx  Jo 

x  1  f  /  yzdxdzdy 

7.  /  /  /  x  dzdydx 

Jo  Jo  J-5+x2+y2 

p7ti  4-  p\  px1 

4.  /  /  v  cos  ydz  dx  dy 

Jo  Jo  Jo 

p2  p2  p-Jty  y 

8.  /  /  /  -  ■  ■  dxdydz 

X  h  Jo  x  - + e 
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9.  J I  a  v  sen  vz  tiV  onde  G  6  a  eaixa  retangular  definida  pdas 

desigualdades  0  <  x  <  zu  0  <  y  <  1,0  <  z  <  .t/6. 

10.  Ill  v  dV  onde  G  6  o  soli  do  compreendido  pelo  piano  z  -  y- 
o  piano  xy  e  o  dlindro  parabtilico  y  =  t 

11.  ///  xy~  <71/  onde  G  e  o  soli  do  do  primeiro  octanic  limit  ado 

G 

pelo  dlindro  parabdlico  z  =  2—x  e  os  pianos  z  =  0*  v  = x e  y  =  0. 

-///  co$(z/y)  JV  onde  G  e  o  solido  definido  pdas  desiguaL 
g' 

dados  it/6  <  y  <  tt/2*  y  <  a  <  jt/2.  0  <  z  <  ry. 

[cl  Li*  Use  a  operagaode  iniegragao  trip] a  mimdrica  dc  urn  CAS  para 

V*  +  z~ 


aproximar 


Iff 


dV 


y 


onde  G  6  a  caixa  re  [angular  de  fin  id  a  pel  as  design  a  I  dados 
0  5  x  £  3^  1  <  v  <  2+  —2  <  z  <  L 

[cl  14*  Use  a  operagao  de  integrag3o  tripla  numdrica  do  um  CAS  para 
aproximar 


/// 


e-X*-y*-fdy 


G 

^  “J 

onde  G  e  a  rcgiao  esferica  x"  +  y"  +  f  <  1 , 


15.  O  $61  Edo  do  primeiro  octanic  IE  mi  Lido  pel  os  pianos  coordena- 
dos  e  o  piano  3a-  +  6y  +  4 z=  1 2. 

16.  O  solido  limilado  pda  supedTcie  z  —  */y  c  os  pianos  a  +  y  -  I , 
x  =  0  e  z  -  0, 

17*  O  solido  limitado  pela  super  fide  v  =  X  e  os  pianos  v  +  z  =  4  c 
z-0. 

IS.  A  cunha  do  primeiro  octante  seccionada  do  cilindro  y2  +  zd  <  I 
pelos  pianos  v-aim  =  0. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


19*  Seja  G  o  $63  Edo  delimitado  pdas  superficies  da  ligura  a  se¬ 
en  ir.  Preencha  a,s  lacunas  coin  os  extremes  de  in  tee  rag  ao 
que  fa  I  lam* 


/// 


(a)  fix,  v,  z)dV 

G 


fO  pO 

=  /  /  /  f(x,  y,  z)dzdydx 

Jn  Jo  Jo 


(b)  JJJ  fix,  y,  z)dV 

G 


j™  o  p  d  p  n 

=  /  /  /  f(xy\\z)dzdxd 

Jn  Jo  Jo 


v 


20.  Seja  G  o  solido  delimitado  pel  as  superficies  da  ligura  a  se- 
guir  Preencha  as  lacunas  com  os  extremes  de  integragao 
que  fal  tarn. 


(a)  jj  I  /(.v*  j\  z)  dV 

G  i-D  /-□ 


s*  LJ  /■  U  p  U 

—  I  I  j  f(x.  yt  z)dzdydx 
Jo  Ju  Jo 


/(a.  y,  z)  dz  dx  dy 


t4 

II 

l-j 

i-j 

z  —  3a"  +  y~ 

z  -  4  -  3y 2 

z=  8  -  a2  -  y2 

Figu  ra  Ex- 1 9  Figu  ra  Ex-  20 


21-24  Monte  (mas  nao  calcule)  uni  a  integral  tripla  Etc  rad  a 
para  o  volume  do  sdlido  compreendido  pelas  superficies 
dadas, 

2  L  A  superffc  i  e  do  Rxerc Icio  1 9 . 

22*  A  superfine  do  Exerddo  20. 

23*  O  dlindro  elipiieo  a'  +  9\r  -  9  e  os  pianos  z  =  0  c  z  =  x  +  3. 

<5-  ■>  ^ 

24*  Os  dlindros  a”  +  >■"  =  I  e  x~  +  z~  =  I , 


25-26  Faga  um  esbogo  do  s6!ido  cujo  volume  e  dado  pel  a  in¬ 
tegral. 


25.  (a) 

UZf 

y+ 1 

dz  dy  dx 

(b) 

M)  pyfi  f  \f y 

Jo  Jo  Jo 

!_QV2 

dz  dx  d 

(C) 

fJi-x-  yf- 

Jo  Jq  Jo 

r/y  J  r, 

26*  (a) 

fin 

:/y  f/_\ 

(b) 

r2  2—y  >’2— j 

Jq  Jo  Jq 

dz  d.x  dy 

(c) 

p2  f"4-r  i’S 

J-2  Jo  Jo 

dx  d  z  dy 
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2^-30  O  valor  medio  de  uma  fungao  coritiiuia/U.  y.  z)  mim  so  li¬ 
do  G  6  definido  como 

^=vk////(w)dV 

o 

ondc  V(G)  i?  o  volume  do  sblEdo  (compare  com  a  definigao  an¬ 
terior  ao  Exerdcio  61  da  Segao  16,2),  Use  essa  deftnigao  nestes 
exerefeios, 


27.  Eli  con  Ere  o  valor  mddio  de/Oo  >\  z)  =  x  +  y  +  z  no  tetraedro 
mostrado  na  fitrura  abaixo. 


t! 

I  (0,  0,  I ) 


\ 

. 


y 

-*■ 


1/ 


(0,  1 . 0) 


(1.0,0) 


Figure  Ex-27 


28.  Calcule  o  valor  medio  de  /( x*  y,  z)  =  xyz  na  regiao  ex  1  erica 
x  +  v  +  z  —  1  ■ 

fcl  29.  Use  a  operagSo  de  iniegragSo  tripla  mimdriea  de  um  CAS  para 
aproximai'  a  distanda  media  da  origem  a  um  porno  do  sdlido  no 
Exempt  o  4. 

fc]30.  Seja  d{x*y<  z)  a  dis  Lancia  do  ponto  (z*  c.  z)  ao  ponto  (x\  _v,  0). 
Use  a  opemgao  de  integrayao  tripla  numdriea  de  um  CAS  para 
aproximar  o  valor  medio  dc  d  para  0  <  x  <  L  0  <  y  <  I  c 
0  <  z  <  I-  Redija  um  texto  euito  explicando  por  que  esse  va¬ 
lor  pode  ser  considerado  a  d  island  a  media  enlre  uni  ponto  da 
diagonal  de  (0, 0*  0)  a  (K  1 ,  i )  e  um  ponto  da  face  no  piano  xy 
do  cube  unitario  0  <  x  <  1.  0  <  y  <  1  e  0  <  z  <  1. 

31.  Seja  G  o  letraedra  do  primoiro  octant  c  limit  ado  polos  pianos 
coordcnados  c  o  piano 

—  +  ™  -f-  "  =  1  (a  >  O.h  >  0,  c  >  0) 
a  b  c 


(a)  Rekcione  seas  integrals  iteradas  diferentes  quo  represen- 
tcni  o  volume  de  G. 

(b)  Calcule  qualquer  uma  das  sets  para  mostrar  que  o  volume 
de  G  6  pihc~ 

32.  Use  uma  integral  tripla  para  dedu/.ir  a  formula  do  volume  do 
el  ipso  id  e 

7  7  2 

l,L  v*  7^ 

“  +  7T  +  —  1=1  ] 

az  bl  cL 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


33-34  Expresse  cada  integral  como  uma  integral  equivalente  em 
que  a  integragao  ein  z  d  a  primeira  a  set  feita.  a  em  y  6  a  segunda 
e  a  cm  \  6  a  ultima. 


z)  dy  dz  dx 


nS — v  f  y 

/  z)  dx  d z  dy 

Jo 


I  fix,  y,z)dx  dyd: 

Jo 

n2  rx/2 

I  fix t  )\z}dydzdx 
J  o 

n4”J  fjz 

/  fix,  y,  z)dxdzdy 
J  o 


£j  35.  (a)  Detenu ine  a  regiao  G  na  qual  a  integral  tripla 

,2  ..2  x 


jjjo  -x^-yt-z^dV 

G 


tern  sen  valor  maxi  mo, 

(b)  Use  a  operagao  integral  tripla  ninnerioa  de  um  CAS  para 
aproximar  o  valor  maxi  mo. 

(c )  Enco nt re  o  val or  m ax  i  m  o  ex ato . 

36,  Seja  G  a  caixa  retangular  definida  pelas  design aldades 
a  <x<  b,  c  <  y  <  </♦  k  <  z  £  /.  Mosire  que 


///  V 


)h(z)dV 


f’’  f(x)  dx^  y\(y)Jy  £ 


h(z)dz 


37.  Use  o  resnltado  do  Exercfcio  3ft  para  calcular 


« /// 


ii 

xy  sen  zdV  ondc  61  e  o  coil  junto  de  pontos  que 


satisfii/  -l  <  v  <  i,  0  <  v  <  1 , 0  <  z  <  tt/2. 


(b) 


/// 


e 


2th-  y-z 


dV  ottde  G  e  o  eoujtmto  de  pontos  que  sa- 


tisfaz  0  < x  <  1 . 0  <  v  <  In  3,  0  <  z  <,  In  2. 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICiOS  DE  COMPREENSAO  15.5 


4~_v  yiif  pi  >,4 — x"  p4 

f  f(x\  y,  4)  dz  dx  dy  (b)  /  /  /  fix,  \\z)dz  dydx 

Jyyx-  '  "  Jd  Jo  J y 

r2  r4  f'-*z  128 

(c)  /  /  /  fix,  }\z)dydzdx  3.  - 


v+.r- 


15 
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15.6  CENTROIDE,  CENTRO  DE  GR  AVIDADE,  TEOREM A  DE  PAPPUS 


S  upon  ha  que  um  corpo  fisico  rigido  sofra  a  a0o  de  um  campo  gravitational.  Como  o  corpo 
e  composto  de  muitas  partfculas,  coda  uma  del  as  sendo  afetada  pela  gravidadef  a  u^do  de  um 
campo  gravitational  constant e  no  corpo  const ste  man  grande  nurnero  de  formas  distribut'd  as 
portodo  o  corpo.  Pore  nr  essas  forpas  individuals  podem  ser  substituidas  par  uma  ihucaforpa 
at  it  an  do  nutn  pouf  a  chamado  centra  de  gravidade  do  corpo ,  Nesta  set,  do,  mm  os  most  ran 
coma  as  integrals  duplas  e  triplas  podem  ser  usadas  para  localizar  centres  de  gravidade. 


A  espessura  de  uma 
iSmma  £  efespreziueL 


Figura  *5,6.1 


y 


Figura  15,6.2 


■  DENSIDADE  DE  UMA  LAMINA 

Consideremos  um  objeto  achat  ado  idealizado  sufieientemente  lino  para  ser  irnaginado  conio 
sendo  uma  regiao  plana  bidimensiojial  (Figura  15,6,1).  Dizemos  que  um  tal  objeto  6  uma 
lamina.  Uma  lamina  e  dita  homogenea  se  sua  composigao  for  inlciramcnte  uniforme,  caso 
eontrario  6  dita  ttao-homogenea.  A  densidade  de  uma  lamina  homogenea  e  definida  conio 
sua  niassa  por  unidade  de  area.  Assim,  a  densidade  &  de  uma  lamina  homogenea  de  massa  M 
e  area  A  e  dada  por  S  =  Mi  A, 

Como  numa  lamina  nao-homogenea  a  composigao  pode  variar  de  ponto  para  ponto,  uma 
dehnieao  apropriada  de  “densidade*’  deve  reflet  ir  essa  condigao.  Para  estabeleeer  ta!  definigao, 
suponha  que  a  lamina  seja  eoiocada  num  piano xy.  A  densidade  no  ponto  (x,  y)  pode  ser  espeeifi- 
cada  por  uma  fungao  <5(a\  y),  chamada  funqao  densidade,  que  pode  ser  interpretada  como  segue. 
Con  st  ru  a  um  pequeno  retdngulo  cenliacio  em  (x,  y)  e  sejam  AM  e  A  A  a  massa  e  a  area  da  porgao 
da  lamina  com  preend  ida  pelo  retangulo  (Figura  15.6,2),  Se  a  rclagao  AM  /  A  A  tender  para  um 
valor  limits  a  medida  que  asdimensoes  do  relangulo  (e,  por  tan  to,  a  Urea)  tendem  para  zero,  entao 
esse  limite  sera  considerado  como  sendo  a  densidade  da  lamina  no  ponto  (x,  y),  Simbolicamente, 

AM 

S(x%y)  =  Win  -p-p  (1) 


A/l 


Dessa  rclagao,  obtemos  a  aproximagao 


AM  *S(x,  y)AA  (2) 

que  relaciona  a  massa  com  a  area  de  uma  pequena  porgao  retangular  da  lamina  cemrada  no 
ponto  (xr  y),  Supoe-se  que  quaado  as  dimensoes  do  retangulo  tendem  para  zero,  o  erro  de 
aproximagao  lambem  tende  para  zero. 


■  MASSAGE  UMA  LAMINA 


densidade. 


Figura  15,6.3 


15,6,1  massa  de  uma  lamina  Se  uma  lamina  com  fungao  densidade  eontfruia  Six,  y) 
ocupa  uma  regiao  A*  do  piano  xyf  entao  sua  massa  total  M  6  dada  por 


M  = 


S{x.  y)dA 


Fssa  formula  pode  scr  motivada  por  um  processo  de  limite  conhecido  que  pode  Ser  resumido 
como  segue.  Imagine  que  a  lamina  seja  subdividida  em  porgdes  retaiigu  lares,  usando  linhas  pa- 
rale  I  as  aos  eixos  coot  den  ados  e  exchhndo  de  consideraguo  quaisquer  porgoes  nao-retangu  lares 
que  toquem  a  franteim  (Figura  15.6.3).  Suponha  que  haja  n  lais  porgoes  retangularese  suponha 
que  o  A-Csimo  retangulo  ten  ha  irea  AAk,  Se  den o Lar m os  o  eentro  do  A-dsirno  retangulo  por 
(jgf ,  y*),  entao  pel  a  Formula  (2),  a  massa  AM.  desse  retangulo  pode  ser  apmxiniada  por 

AM,  *  Hxl^\AAk 


(4) 
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e,  porianto,  a  massa  M  da  lamina  inictra  podc  ser  aproximada  por 


M  ^J]8(xly*t)&Ak 

Agora,  se  aumcntarmos  n  de  tal  modo  que  as  dimensdes  dos  retftngulos  tendain  para  zero, 
cntao  e  plau  sivel  quo  os  erros  de  nossas  aprox  imagoes  tend  am  para  zero,  portanto 


-  // 

R 


&  (x ,  y)  dA 


Figura  1 


►  Exempt o  1  Lima  lamina  triangular  de  vertices  (0, 0),  (0,  I )  e  ( 1 , 0)  lent  funqao  densida- 
de S(x,  y)  =  xy.  Calcnle  sua  massa  total. 


Solugao  Referindo  a  (3)  e  a  Figura  1 5.6.4,  a  massa  M  da  lamina  e 
M  —  I  j  S(x,  y)  dA  =  jj  xydA  =  j  J  xydydx 


R 


R 


rlri  r]  r  j  i  i  i 

m  f  -xy2  ;  dx  =  /  -xJ  —  x2  +  -x  i/x  =  —  (unidade  de  massa) 
h  U  '  Jv-o  Jo  12  2  J  24 


■  CENTRO  DE  GRAVIDADE  DE  UMA  LAMINA 

Suponha  que  a  acdcraqao  devida  a  forga  da  gravidade  seja  constants  agimio  para  baixo,  e 
suponha  que  uma  lamina  ocupc  uma  regiao  R  num  piano  at  horizontals  Podc  ser  mostrado 
quo  exLste  um  pun  to  (x,  y)  ilnico  (que  podc  ou  nao  per  fencer  a  R)  tal  que  o  efeito  da  gravi¬ 
dade  sabre  a  lamina  e  4‘equivalcnlc“  ao  dc  uma  so  forga  agindo  no  ponlo  ( v,  y).  Esse  ponlo 
e  denorm  nado  centra  de  gravidade  da  lamina  e,  se  cstiver  cm  R,  cntao  a  lamina  estara  hori¬ 
zon  talmen  to  cquilibrada  num  ponlo  de  apoio  co  toe  ado  cm  (x .  y).  For  exempli),  o  centre)  de 
gravidade  de  um  disco  dc  densidade  uni  forme  esta  no  centre  do  disco  e  o  centra  dc  gravidade 
de  uma  reglao  retang  ular  de  densidade  uni  forme  esta  no  centro  do  re  tang  u  to.  Para  localizar  o 
centre  de  gravidade  de  uma  lamina  de  formate  irregular  ou  uma  em  que  a  densidade  varia  de 
panto  para  ponto,  preeisamos  do  Calculo. 


15.6.2  FkGULEMA  Suponha  que  uma  lamina  com  fungao  densidade  continua  5(xy  y) 
ocupc  uma  regiao  R  num  piano  horizontal  xy.  Determine  as  coordcnadas  (a.  y)  do  centro 
dc  gravidade. 


x  =  x 


w 


/  V  -  r 

y  =  y  y  -  d 

/ 

/  7\ 

/  /  * 

Z  f  / 

'  f  t  J 

w__/ 

(.x-  y)/^  J 

z\  z 

4|  /  ? 

?. 

Agio  da  forga  de  gravidade  no 
centro  de  gravidade  da  lamina 


Figura  15*6.5 


v 

-> 


Pain  motivar  a  soluguo,  considers  o  que  acontoce  so  tcntarmos  cquilibrar  a  lamina  no 
ho  dc  uma  faca  paralelo  ao  cixo  x.  Suponha  que  a  lamina  da  Figura  15.6.5  seja  colocada  no 
ho  do  uma  faca  ao  longo  da  rota  y  —  c  quo  ndo  passa  polo  centro  do  gravidade.  Ja  que  a  la¬ 
mina  compoi  la-sc  como  se  loda  a  sua  massa  estivesse  concentrada  no  centro  de  gravidade 
(a*  j),  a  lamina  esta  rot  ac  ion  a  3  men  to  in  si  aval  e  a  forga  de  gravidade  causara  uma  rolagfio 
em  tomo  de  y  =  e.  De  maneira  similar,  a  lamina  sol  re  uma  roiagao  se  for  colocada  no  ho 
da  faca  ao  longo  de  y  =  d.  No  entanto,  se  o  fio  da  faca  cstiver  ao  longo  da  reta  y  =  y  que 
passa  pelo  centro  de  gravidade,  a  lamina  ficara  perfeilamente  balanceada.  Similannente,  a 
lamina  ficara  perfeitamente  balanceada  no  fio  de  faca,  ao  longo  da  reta  x  -  x  que  passa  pelo 
centro  de  gravidade.  Is  to  sugere  que  o  centro  de  gravidade  da  lamina  possa  ser  determine- 
do  como  a  intersegao  dc  duas  retas  de  equilibrio,  uma  paralela  ao  eixo  x  e  a  outra  paralela 
ao  eixo  y,  A  fim  de  determinar  essas  retas  de  equilibrio,  preeisamos  de  algumas  nogoes 
dome  n  tare  s  s obre  ro tag  oes  * 
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jc  ’  a 


M  omen  to  posit  ivo 
em  torno  de  tt 
Crotagao  no  sentido 
horario) 


Momento  negative 
em  torno  de  q 
(rotagao  no  sentidoanti- 
hor^fio) 

Figure  15*6-6 


Numa  gangorra,  as  eriangas  aprendem  por  experi£ncia  propria  que  uma  erianga  mais 
Ievc  podc  equilibrar  outra  mai.s  pesada  ,sentando-$c  mais  afastada  do  fulcro,  on  porno  de  apoio 
da  gangorra.  Is  to  ocorre  porque  a  tendeneia  de  urn  objeto  prtxJuzir  roiagao  <5  proporcional  nao 
somentc  a  sua  massa  mas  tambem  a  distant;  ia  entre  o  objeto  e  o  fulcra  Para  tornaressa  nogao 
mais  precis  a,  eoiisidere  um  eixo  a,  que  imaginamos  eomo  uma  viga  sent  peso.  Sc  uma  massa 
pontuai  m  estiver  local izada  no  ponto  a  do  eixo,  eniao  a  tendeneia  da  massa  produzir  roiagao 
da  viga  em  torno  do  ponto  a  do  eixo  6  medida  peia  seguinte  quantidadc,  chamada  momenta 
de  in  em  torno  de  x  =  ti: 


moment o  de  m 
cm  torno  de  a 


—  m(x  —  a) 


O  numero  x  -ac  c  ham  ado  hraco  de  atavanca .  Dependendo  da  localizagao  da  massa  a  direita 
ou  a  esquerda  de  a,  o  brago  de  alavanca  £  ou  a  distancia  emre  a  e  a  ou  o  valor  negalivo  dessa 
distancia  (Figura  15.6,6).  Os  braqos  de  alavanca  positives  resultant  cm  moment  os  positives  e 
route  des  no  sent  id  o  horario,  enquanio  os  bragos  de  alavanca  negativos  result  am  em  momen- 
tos  negativos  e  rotagoes  no  sent i do  anti -horario. 

$ upon ha  que  as  massas  m]t  nt2t...f  mn  estejam  localizadas  nos  pomos  a,,  a2.,  xK  de  um 
eixode  coordenadas  e  urn  fulcro esteja  localizado no  ponton  (Figura  15,6.7).  Dependendo  de 
a  soma  dos  mementos  em  torno  de  a 


it 

y  (a,  -  a)  —  m  \{.\\  -  a)  4-  m2 a)  H - h  mlt (xn  -  a) 

k=] 


ser  positiva,  negativa  ou  nuia,  uma  viga  sem  peso  ao  longo  do  eixo  gira  em  torno  de  a  no  sen- 
ddo  horario,  ou  no  sen  tide  an  to  horario,  ou  fica  perfeitamente  balanccada.  Nesse  ultimo  ease, 
diz-se  que  o  sistema  de  massas  esla  em  equilibria. 


Figura  15.6,7 


▲ 

a 

Fulcro 


Figura  15,6,8 


E.ssas  id  bias  pod  cm  ser  estendidas  para  massas  distnbuidas  noespago  bidimensionaL  Sc 
imaginarmos  o  piano  xv  como  uma  chapa  sem  peso  suportando  uma  massa  pontuai  in  local  i- 
zada  num  porno  (a,  y),  entao  a  tendeneia  da  massa  produzir  uma  roiagao  da  chapa  em  torno 
da  ret  a  x  =  a  e  m(x  -  a),  chain  ado  momenta  tie  m  em  torno  de  x  —  a  e  a  tendeneia  da  massa 
produzir  uma  rotagao  em  torno  da  reta  y  =  c  e  m(y  -  c),  charnado  momenta  de  m  em  torno  de 
y  -c  (Figura  15,6.8).  Em  resume, 


moment  o  de  m 
em  torno  da 
reta  x  =  a 


=  m{x—a)  e 


momenta  de  m 
em  torno  da 
reta  v  =  c 


=  m  (y  —  c) 


(5-6) 


Se  uma  eerta  quanlidade  de  massas  estiver  distribuida  pelo  piano  av,  eniao  o  piano  (conside- 
rado  como  uma  chapa  sem  peso)  fica  cm  equilibrio  num  ho  de  faca  ao  longo  da  reta  a  -  a  sc  a 
soma  dos  momentos  em  torno  da  reta  for  nula,  De  maneira  similar  para  a  reta  v  =  c. 

Agora  esiamos  promos  para  resolver  o  Problems  15.6.2.  Ittiaginemos  a  lamina, subdivi- 
dida em  fragmentos  retangulares  por  metode  retas  parelelas  aos  eixos coordenados,  excluim 
dose  de  eonsideragao  qua  isq  uer  fragmentos  que  toquem  a  fronteira  (Figura  15.6.3),  Vain  os 
supor  que  haja  n  tais  fragmentos  retangulares  e  que  o  A-esimo  fragmento  tenha  area  A  A,  e 
massa  A Mk,  Designemos  por  (x|t  y%)  a  centro  do  ft-esimo  fragmento  c  vamos  supor  que  toda 
a  massa  do  i-esimo  fragmento  esteja  eoncentrada  no  seu  centro.  Por  (4),  a  massa  do  £-esimo 
fragmento  podc  ser  aproximada  por 

AM,  ^  &{X*,  y*)A Ak 
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Como  a  lamina  csta  cm  equilfbrio  nas  relas  x '  —  x  cv  =  ys  a  somados  mementos  dos  fragmen¬ 
ts  rctangu  lares  em  torno  dessas  retas  dcve  estar  proxima  tie  zero;  isto  e 

rt  m 

X>;  -  x)&Mt  =  E(At  -  *)$<■**•  y'D&At  *  o 


k- 1 

H 


k=l 

u 


Y,(y‘k  -  y)AW,  -  EOi*  -  ?)«(*;,  jJJaa*  -  0 


k—  I 


Jt-1 


Se,  agora,  aumentarmos  rt  de  lal  maneira  que  as  dimensoes  dos  retangulos  tend  am  para 
zero,  e  plausfvci  supor  que  os  erros  de  nossas  aprox imagoes  tendam  para  zero,  de  niodo  que 


n 


n  E{  v*  _  =  0 


*»i 

H 


das  quais  obtemos 


Mm  -  s)«c*;.  v-;>a^  =  o 

If  — *  +5C  -  -  ‘ 

Jfc=I 

jj  (A-  -  a)5(a,  y)dA  =  0 
/? 


If* 


y)S(x.  v)(M  -  0 


Como  a  e  y  sao  constantes,  essas  equagoes  podem  ser  reesc  ritas  como 

jj  xS  (a  ,  y)  dA  =  x  JJ  6  (x  ,  y)  cl  A 

R  R 

jf  yS( x,  y)dA  =  y  jj  &  (a,  v)  dA 

R  R 

das  quais  obtemos  as  seguintes  formulas  para  o  centre  de  gravidade  da  lamina; 

Centro  de  Gravidade  (a\  y)  de  uma  Lamina 
j I  xS  (x .  y)  dA  J j  yS  (x,  v)  dA 


x  = 


R 


IIHx'y 


V  - 


R 


)  dA 


R 


jj  S(x,  y)dA 

R 


(7-8) 


Observe  que  cm  ambas  as  formulas  o  denominador  6  a  massa  M  da  lamina  [ver  (3)  |.  O 
numerador  da  formula  para  x  6  denotado  por  Mv  e  e  ehamado  de  primeiro  momenta  da 
lamina  em  torno  do  eixo  y;  o  numerador  da  formula  de  y  c  denotado  por  Mx  c  e  ehamado 
de  primeiro  momenta  da  lamina  em  torno  do  eixo  a\  Assim,  as  formulas  (7)  e  (8)  podem 
ser  expressas  como 

A  =  ^  = - f  f  xSix,  y)dA  m 

M  massa  de  A  J  J 

R 


1 

massa  de  R 


yS(x ,  y)  dA 


(10) 
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►  Exemplo  2  Calcule  o  centro  de  gravidade  da  lamina  triangular  dc  vertices  (0t  0),  (0,  1 ) 
e  { 1  *  0)  e  fungao  densidade  8{x,  y)  =  xy\ 


Solugdo  A  lamina  e  mostrada  na  Figura  15.6.4.  No  Exempt  o  J,  calculamos  que  a  massa 
da  lamina  e 


<5  (x ,  j)  if  A  — 


I 

24 


(>  momenta  da  lamina  em  torno  doeixo  v  6 


My  =  jj  x8(x,  y)dA  =  jj  x2ydA  =  jf  jf 
R  R 


3  e-x+l 


v  ’  v  r/  v  J.v 


-J. 


n-A  +  l 


r  ■> 
— JC"V" 

2 


J  v=0 


-Ac 


—x*  -  x*  +  -A  dx  =  - 
2  /  60 


c  o  morn eu to  da  lamina  cm  torno  do  eixo  x  c 


Mx  —  J  J  yS  (x .  y)  dA  —  jj  xy2  <IA  —  j  J  xy2  dydx 


R 


R 


=i;m: 


For  (9)  e  (10), 


x-  = 


M 


dx  =  f  ( 

+  .V 

■  ---  x2  Hh  -A-)  a 

lx  = 

Jf} 

3  } 

I /60  2 

_  Mr 

1  /60  2 

1/24  “  5’ 

^  F 

“  1/24  —  5 

1 

60 


port  an  to  o  centre  de  gravidade  6  |).  < 


Wt  CENTROIDES 

No  case  especial  dc  uma  klmina  homogenea,  o  centro  de  gravidade  e  chamado  de  centroide 
da  lamina  ou,  algumas  vezes,  centroide  da  regido  R.  Como  a  fungao  densidade  8  6  const  ante 
para  uma  lamina  homogenea,  o  fat  or  8  pode  scr  movido  para  fora  dos  sinais  dc  integragao  dc 
(7)  e  (8)  e  cancel  ado,  Assim,  o  centroide  (Jc,  y)  e  uma  propriedade  geomdirica  da  regiao  R  e  € 
expresso  pc  l  as  segui  rites  formulas: 


Centroide  de  uma  Regido  R 


R 


(11) 


(12) 
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►  Exemplo  3  Caleule  o  centroide  da  rcgiao  semicircular  da  Figura  1 5.6,9, 

Salu^ao  Por  simetria,  x  =  0,  visto  que  o  eixo  das  v  e,  obviamcnie,  uma  icta  de  equilihrio. 
For  (12), 

?  -  ^  ft  ..<« .  a  ff 

area  de  R  JJ  ±mi2  J  J 


R 

n  pa 


K 


Jo  Jo 


(r  sen  0)r  dr  dO 


CjlCUklKlO  r-Jl  t 
cuOrtfcnydas  iwlar&j 


] 


i™2 


r*  r  i  tt 

/  —r^  sen  &  dS 

J o  J  r=o 


= &  (?’)  r  s“ 1 ^  “  :dt  G"1) = s 


4ii 

de  mode que  o  centroide  e  (  0,  —  ).  -4 


A  £ 


ft 


E  =  A 


u 


V 


£T 


Figura  1 5.6. 1 1 


■  CENTRO  DE  GRAVIDADE  E  CENTROIDE  DE  UM  SOLIDO 

Para  urn  sdlido  tridimensional  G,  as  formulas  dos  momenlos,  do  centra  de  gravidade  e  do  een- 
tmide  suo  semelhaiucs  aos  das  iam  in  as.  Sc  G  for  homogeneo,  eniao  sua  demldade  6  dclmida 
eomo  sendo  sua  mass  a  por  unidade  de  volume.  Dessa  forma,  se  G  for  um  solido  homogeneo 
de  massa  M  c  volume  V ,  entao  sua  densidade  e  dada  por  S  =  MIV,  Sc  G  for  nao- homogeneo 
e  estiver  cm  um  sistema  dc  coord  enadasxvz,  entao  sua  den  s  Id  ad  c  no  ponto  generic  o  (x,  v,  z) 
d  especificada  pela  funqao  densidade  5(x,  v,  z)t  cujo  valor  num  porno  pode  ser  considerado 
eomo  um  limite: 

p  AM 

8{x,  y,  z)  =  Inn  — — 

A  i  -+  0  AV 

onde  AM  c  A  V rep resen tarn  a  massa  e  o  volume  dc  um  paraleiepfpcdo  rctangular,  corn  ccmro 
Cm  (x,  y,  zX  cujas  dimensoes  lend  cm  para  zero  (Figura  ]  5.6.  IQ). 

Usando  a  discussao  sobre  ISminas  eomo  modelo,  o  leilor  deveria  ser  eapaz  de  mostrar 
que  a  massa  M  dc  um  solido  com  fungao  densidade  continua  S(xtyf  z)  e 


M  —  massa  de  G  — 


-ffhit-r. 


z)dV 


(13) 


a 


As  formulas  para  o  centro  de  gravidade  e  o  centroide  sao 


Centro  de  Gravidade  (if  z)  de  um  Solido  G 

Centroide  (1%  y^l)  de  um  Solido  G 

G 

r. 

G 

PS 

ii 

188  —  zS(x,y\z)dV 

s=?///!4v 

G 

a 

(1415) 


►  Exemplo  4  Caleule  a  massa  e  o  centro  de  gravidade  de  um  solido  eiimdrico  de  altura  h 
e  raio  a  (Figura  15.6.1 1),  supondo  que  a  densidade  em  cada  ponto  seja  proporcional  a  distan¬ 
ce  cm  re  o  ponto  e  a  base  do  solido. 
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Solugao  Como  a  densidade  c  proportional  a  distancia  z  da  base,  a  funcao  densidade  tem  a 
forma  8(x,  y,  z)  =  k  z,  onde  k  6  alguma  constants  do  proportion  alidade  positiva  (deseonheci- 
da).  Per  (13),  a  massa  do  sdlido  <5 

r  f  p  fit  fVtr—X1  fh 

M=  /  /  /  H-x,  y,  z)dv  =  /  /  /  kzdzdydx 

J  J  J  J-ci  Jo 

a 


/d  /i  yd"  - r  I 

/  _  -Irdydx 

-tl  J  —  —  A’ :  4 

=  fc/r2  f  \f a2  “  aj2  J* 

tj 


interprets  u  etimrt 

a  aren  tit?  mil  semiclxcijto- 


Sem  informagoes  adicionais,  a  constante  k  nao  pode  ser  deierminada.  Entretatito,  como  vere- 
mos  agora,  o  valor  do  /:  nao  afeta  o  cenlro  de  gravidade. 

For  (14), 

;  -  s  ///  *  I,"v  -  ittb  /// :Sb:'  * I,JV 


G 


|  />(J  a  ,/fp  —  jc-  fh 

—  T7T> — ~  I  /  /  ~(kz)dzdydx 

^kfl“7T(t“  J —a  J  —  tW-  —  ■ JO 


it: 


^/t27T« 
1 1  i,  3 


/a  r  >/az  “  j-  t 

/  _ ^  V/yJx 

'if  J-\Aj2-.V2  3 


r  y-r - - 

—  —J. -  j  2\i a2  —  x2  dx 

{kh2na2  J-a 


jklvTia2  2 
^kh-7ra2  3 

i 

Cdleulos  semelhantes,  usando  a  expressSo  { 1 4),  durao  x  =  y  =  0.  No  entanto,  isso  d  evi¬ 
dent  por  inspegao,  visto  que  decorre  da  simeiria  do  sdlido  e  da  forma  de  sua  fungao  densida- 
de  que  o  cenlro  de  gravidade  esia  no  eixo  z.  Assirn*  o  cenlro  de  gravidade  e  (0,  0,  ^/i).  < 


■  TEOREMA  DE  PAPPUS 


O  seguinte  teorema,  dev  id  o  ao  matcmatico  grego  Pappus,  da  uma  relagao  imponante  enlre 
o  ccntro  idc  uma  regiao  plana  R  e  o  volume  do  sdlido  gerado  pela  revolucao  dessa  regiao  cm 
torno  de  uma  rcta. 


Pappus  de  Alexandria  (secuEo  IV  d«C.)  Matenaitieo  gre¬ 
go.  Pappus  vi  veu  no  inf  cio  da  era  crisis  q  nan  do  a  aiivldade 
male  malic  a  e  siava  mi  in  periodo  de  decKnio.  Suas  principals 
con iri bui goes  aparcccram  mima  $6rie  dc  oiio  livros  chamados 
A  Colegao  (esc rites  cerca  de  340  d.C.).  Esse  trabalho.  que 
snhieviven  s  6  partial  mentb,  con  Lin  ha  a  1  guns  result  ados  ori¬ 
gins  is  m as  era  mais  dedieado  a  dedugoes,  aperfeigoamentos 


e  demonstragocs  de  resulmdos  de  matcm&ticos  anteriores.  Q 
teorema  de  Pappus,  sem  demonstragSo  no  Uvro  V  l  E  de  A  Co ■ 
le$uo*  provavelmente  era  conhecido  e  foi  demonsirado  ante- 
rionnente.  Esse  resuliado  c  chamado,  ve/es ,  de  Teorema 
de  Guldin.  como  recon heci memo  ao  malenufbco  sufgo  Paul 
Guidin  ( 1 577  -  1643),  que  o  redescobriu  independenlemenle. 
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0  centrGkfe  percarre 
uina  dist&ncia  lira. 


15,6,3  teorema  Se  R  e  uma  regiao  plana  limltada  e  L  e  ama  reia  pertencente  ao  pia¬ 
no  de  R,  mas  tctl  que  R  estd  inteiramente  de  itm  huh  de  L,  entdo  o  volume  do  soli  do  gerado 
pela  revohi^do  de  R  em  torno  de  L  e  dado  pot 


volume  =  (area  de  R)  ■ 


( 


distaneia  pe  rear  rich' 
pelo  centra ide 


!  jemonstracao  ] ntroduza  um  sistema  de  coordenadas  em  q ue  L  esteja  ao  longo  do  eixo  v  e 
a  regiao  R  csteja  no  primeiro  quadrante  (Figura  1 5 A 1 2)*  Divida  R cm  sub-regioes  da  maneira 
usual  e  considere  um  ret  Angulo  tfpico  Ri  no  interior  de  R.  Sc  (xj!\  j|)  for  o  centre  de  Rk  e  se 
a  area  de  Rk  for  A Ak  =  AxkAy^  entao,  pela  Formula  ( I )  da  Sc^ao  73  do  Volume  1,0  volume 
gerado  por  R;  quando  gira  em  torno  de  L  e 

2  jtx-1  A  Ay^  —  Ijrx^AAk 

Porta n to  o  volume  total  do  sol  id o  6  aproximadamente 


n 

V  2itx*  A  Ai 

k=  t 

do  que  segue  que  o  volume  exato  e 


Assim,  segue  de  (I  I)  que 


2jT xdA  =2  7i 


R 


R 


x  dA 


V  =  2jt  >  x  - 1  area  de  R  ] 


Isso  completa  a  demonstrate,  uma  vex  que  2nx  €  a  dist&neia  pereorrida  pelocenlrdide  quan- 
do  R  gira  em  torno  do  eixo  y,  ■ 


Raio 
f  im^dio  =  xt 


Volume  =  2tt  -  rase  m£d:o  *  espe5sura  *  altura 

si  2-7Tr\JA\,l,;A_V||. 


►  Exemplo  5  Use  o  Teorema  dc  Pappus  para  calcular  o  volume  V  do  tore  gerado  pela 
revoiueao  de  uma  regiao  circular  de  raio  Ik  em  torno  de  uma  reta  a  uma  distaneia  a  (maior  do 
que  b)  do  centro  do  circulo  (Figura  1 5.6. 1 3), 


Solugdo  Por  simetria,  o  centre ide  dc  uma  regiao  circular  c  scu  centro.  Entao,  a  distaneia 
percorrida  pelo  centroide  e  lira.  Como  a  area  de  um  circulo  de  raio  b  6  nb\  segue  do  Teorema 
dc  Pappus  que  o  volume  do  toro  e 

V  —  (2jza ){jib2 )  =  lira!?2  < 


Figura  15,6.13 
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EXERCICIOS  DE  CQMPREENSAQ  15.6  [VerpdginB  1075  para  respostas.) 


h  A  mass  a  total  da  lamina  de  fimgao  dendtlade  contfnua 
&  (x ,  y)  que  ocupa  a  regiao  A5  do  piano  ay  6  dad  a  por  M  = 


2.  Con  side  re  a  lamina  de  massa  M  e  fun^ao  densidade  continua 
<5  (a,  y)  que  ocupa  a  regiao  R  do  piano  at.  A  coordenada  a  do 
ccnti'O  de  gravidade  da  lamina  e  My  /M\  onde  My  e  chain  ado 
_ e  6  dado  pda  integral  dupla  _ _ . 


3.  Seja  R  a  regiao  com  preend  Ida  pelos  grdlieos  de  y  =  a"  e 
v  =  2  —  x>  para  0  <  a  <  1 .  A  area  de  A' e |  e  o  centrdide  de  R  £ 


4«  Se  a  regiao  R  do  Excrete io  3  for  usada  para  gerar  tim  sol  ido  G 
pel  a  rotaeao  de  R  em  tor  no  de  uma  ret  a  horizontal  a  6  unidades 
acima  dc  seu  centroide.  emao  o  volume  de  G  e  _ _ _ ♦ 


EXERCICIOS  15.6  Q  Recurso  Grafico  [c]CAS 


EMFOCANDO  CONCEITOS 


1*  Conforme  in  die, a  a  figma  abaixo,  as  inassas  /jr ,  -  5,  /«,  -  10 
e  «i:i  =  20  cstao  posidonadas  nittna  certa  viga  setn  peso. 

(a)  Suponha  que  o  fnlcro  esteja  posicionado  em  x  =  5.  Sem 
ealcular  a  soma  dos  moinentos  em  relacao  a  5.  determi¬ 
ne  se  essa  soma  6  posit  Eva,  zero  ou  negativa,  Explique. 

(b )  Onde  dove  se  colocado  o  fulcra  para  quo  a  viga  fique 
equilibrada? 


m  |  uh  in% 


_ l _ l _ i _ t_ 

0  5  x  1 0 

Figura  Ex-1 


2.  Conforme  indiea  a  ftgura  abaixo,  as  mass  as  mi  =  10. 
m2  =  3,  =  4  cm  cstao  posidonadas  nurna  certa  viga 

sem  peso  com  am  fulcro  colocado  no  porno  4. 

(a)  Suponha  que  tn  —  14.  Sem  calcular  a  soma  dos  uiornen- 
ios  em  relaeiio  a  4.  determine  se  essa  soma  e  positiva. 
zero  ou  negative,  Explique. 

(b )  Fara  qua  I  va  1  o r  tie  m  a  viga  fiq  tie  eq it  i  I  ib rada  ? 


m . 


0 

Figura  Ex-2 


3-4  Faqa  uma  conjectura  sobre  as  eoordenadas  do  centidide  da 
regiao  c  confirine-a  por  imegra^ao. 


5-10  Encontre  o  centroide  da  regiao. 


9.  A  regiao  acima  do  eixo  A'  das  abcissas  e  enlre  os  eirculos 

1  ,  2  3,2,  >  ,2/  _  m 

.v  +  y  -  a  e  x  +  y  =  b  {a  <  b). 


10.  A  regiao  coinprecndida  enlre  o  dxo  y  e  a  meiade  direita  do 
drculo  x~  +  f  =  a2. 
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11-12  Fuc a  uma  conjecmra  sobre  as  coordenada  s  do  cemro  de 
gravidade  e  conlirme  sua  conjeclura  por  integrant). 

11.  A  lamina  do  Exercido  3  com  fuiigao  densidade 
S(a\  V)  =  \jc  +  y  ^  ll 

12,  A  la m  l n a  d  o  E  x ere  fc  i o  4  com  f  u n  ca o  de n sidad e 
5(jr,  v)  =  I  4-  x-  +  y2. 


13-16  En comic  a  massa  e  o  centra  dc  gravidade  da  lamina. 


13.  Uma  1  £m i  n  a  co m  dens  i  dadc  a  ,  v)  =  a  -j-  y\  \  l  mi  tacla  pc  I  o  ei  xo  x 
das  abcissas.  a  ret  a  x  =  lea  curva  y  = 

14.  Uma  lamina  com  densidade  5{x,  v)  =  y,  li  mi  tad  a  por  v  =  sen  .v, 
y  =  a  x  =  0  e  x  =  it. 


15.  Uma  lamina  com  densidade  Six,  y)  =  xy,  locuiizada  no  primeiro 

-J  ■*li 

quadrante  e  limitada  polo  ctrculo  x~  +  y  —  a  e  os  eixos  de  coor- 
denadas. 


16.  U  m  a  1  a  mi  n  a  com  de  n  si  dadc  <5  {x.  y )  -  x~  +  y\  Jimi  rada  pc  1  o  ei  xo 

■1  !J 

x  e  a  include  superior  do  circulo  x  +  y*  =  \ , 


2  5 '28  Encontre  a  massa  e  o  centra  de  gravidade  do  so  lido. 


25.  O  eubo  com  densidade  5(a*  y\  z)  =  a  —  a\  defmido  pelas  desi- 
gualdades  0  <  x  <  a,  0  <  y  <  a  e  0  <  z  ^  a. 


26.  O  soli  do  eilindrieo  com  densidade  £(_v,  y.  z)  =  h  -  z,  envoi  vido 
por  a'  +  y~  =  a1,  z  =  0  c  z  =  h. 

27 ♦  O  sditdo  com  densidade  <5(.\\  y,  z  )  =  yz.  envoi  vido  por  z  =  I  -  y“ 
( para  y  > 0),  z  - 0> x  =  ~\  e x  =  l , 

28.  O  sdlido  com  densidade  Six,  yt  z )  =  xz>  envoi  vido  por  y  =  9-  .r 
(para  a  >  0),  x  =  0,  y  -  0,  z  ~  0  e  z  =  1  h 

29.  Encontre  o  centra  de  gravidade  da  Ifimina  quad  rada  com  verti¬ 
ces  (0.  0),  ( 1 . 0).  (0,  1 }  e  (1,  1)  se  a  densidade  for  pioporcional 

(a)  ao  quadmdo  da  distancia  a  origem; 

( b)  a  d E  stan ci  a  ao  ei  xo  y , 


30.  Encontre  o  centra  de  gravidade  do  cubo  deterniinado  pdas 
desigualdades  0  <  x  <  L  0  <  v  <  L0<^  <  1  se  a  densidade  for 
proportional 

(a)  ao  quad  rado  da  d  i  start  ci  a  a  ori  ge  m : 


a  soma  das  distances  as  faces  do  cuboque  estao  nos  pia¬ 
nos  coordenados. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


17-18  Fa^a  uma  conjee lura  sobre  as  coordenadas  do  centroide  e 
confirme-a  por  integraeao. 


031.  Use  a  capacidade  de  integrate  trip  la  numdrica  de  urn  CAS 
para  aproximar  a  locali/aeao  do  centroide  do  so  lido  qnc  6  limi¬ 
tado  acima  pel  a  superffeie  z  -  1/(1  +  x2  +  y~).  abaixo  polo  piano 
av  e  lateral  men  te  pelo  piano  y  =  0  e  a  superffeie  y  =  sen  ,v  para 
0  <  a  <  Jr  ( ver  figura  abaixo). 

^ 32,  A  figura  abaixo  moslra  o  solido  limitado  acima  pela  superffeie 
z  =  I/(jC  4-  y  +1),  abaixo  pelo  piano  xy  e  lateral  merit  e  pel  a 
sup erllde  x 2  +  yT  =  cf. 

(a)  Por  simelria,  o  centrdidc  do  so  lido  liea  no  cixo  dos  Z-  Fag  a 
inn  a  conjectuia  sobre  o  com  porta  memo  da  coordenada  z 
do  centrdide  quando  a  -o  0”  e  quando  a  ->  -rao. 

(b)  Caleule  a  coordenada  z  do  centroide  e  verilique  sua  eon- 
jeetura  calculando  os  li  miles  adequados. 


19-24  Encontre  o  centroide  do  solido. 


19.  O  tetraed  i  o  do  pri  me i  ro  oetame  co  inpreend i  do  pelos  pi  anos  co- 
ordenados  e  o  piano  x  +  y  +  z  =  i . 

20.  O  solido  I  i  mitado  pelo  ci  I  i  ndro  parabdlico  z  =  1  -  y'  e  os  pianos 
x  +  Z  =  U  x  =  0  e-  z  =  0+ 

21.  CJ  solido  limitado  pel  a  superlTcie  z  ~  y~  e  os  pianos  a  =  0,  x  =  i 
e  z,  —  1  - 

22.  O  solido  no  primeiro  octante  limitado  pela  superffeie  z  =  xy  e 
os  pianos  z  —  0.  x  -  2  e  y  -  2. 

23.  O  solido  no  primeiro  octante  limitado  pela  esfera  x~  +  vv  +  z'  =  a 
e  os  pianos  coordenados 


24,  O  s61  i  do  e  n  vol  v i  do  pe  lo  pi  a  no  a  v  e  o  he  m  i  s  fd  r  i  o 

Z  = 


(e)  Use  um  recur  so  gralieo  para  fazer  um  gralieo  da  coorde¬ 
nada  z  do  centrdidc  versus  a  e  use  o  grafieo  para  estimar 
o  valor  de  a  para .o  qua  I  o  centroide  6  (0;  0;  0,25), 


Figura  Ex-32 
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33.  Mas  ire  quo.  cm  coordenadas  palaces,  as  Idrmulas  para  o  cen- 
trdide  {Jt,  y)  de  uma  regia  a  R  sao 


.v 


V 


I 


area  de  R 


\ 


drea  de  R 


If 

ft 

// 


/? 


r  :  cos  0  dr  d& 
r1  sen  0  Jr 


34.  Use  o  resiiliado  da  Exercicio  33  para  calcular  o  ccnirtiide  (Jc „  y ) 
da  regiao  envoi  vi da  pel  a  cardidide  t  =  a\  \  +  sen  0). 


35.  U se  o  resuhado  da  Exercicio  33  para  calcu lar  o  oonirokle  (.x\  y  } 
da  p^Uila  da  rosacea  /■=  sen  2#  do  primeiro  quadra  nte. 


3fi,  Seja  R  u  retangulo  I imilado  pelas  retas a  =  0*  a-  —  3.  rv  —  0  e  v -  2. 
Por  impede,  enc  outre  o  centroide  de  A^  e  use-o  para  calcular 


37,  Use  o  Teorema  de  Pappus  e  o  fate  de  que  o  volume  de  uma 
csfera  dc  raio  a  d  V  =  para  mostrar  quo  o  centroide  da 
lamina  limitada  pelo  eixo  x  c  o  semichculo  y  =  Vtf2  —  x 2 
c  (0,  4a/(3jr»,  (Esse  problems  foi  resolvido  diretamente  no 
Exemplo  3.) 


38.  Use  o  Teorema  de  Pappus  e  o  resultado  do  Exercicio  37  para 
calcular  o  volume  do  soli  do  gerado  quando  a  regiao  limltada 
pdo  eixo  x  e  o  semiurculo  y  —  Vo2  —  x-  gira  cm  lorno  da 

(a)  reta  y  --a  (b)  ret  a  y  -  x  -  a 


39.  Use  0  Teorema  dc  Pappus  C  0  1’alo  dc  que  a  area  de  uma  cl  ipse 
com  semi-eixos  a  e  b  e  nab  para  calcular  o  volume  do  loro 
el  f  pi  i  co  gerado  pda  rcvolu^ao  da  el  ipse 


(x  -  kf  y2  T 

- - -  +  rr  “  1 

Cr  b~ 


cm  torno  do  eixo  y.  $ upon ha  que  k  >  a. 


ve/es  a  di  stand  a  pe  scorn  da  pelo  seu  cenirdide.  Use  esse  re¬ 
sultado  para  calcular  o  volume  do  4*tubo+i  da  tlgura  abaixo 
que  €  varrido  por  um  circulo  de  raio  k  que  desliza  ao  longo 
da  hdliee 

x  —  cos  f.  y  —  sen  t,  z  —  “  (0  <  t  <  An) 

4 

de  tal  maneira  que  o  cfretilo  esLa  sempre  eenlrado  na  htSlice  c 
fica  no  piano  perpendicular  a  he! ice. 


43-44  A  lendencia  de  uma  lamina  dc  resist [r  a  uma  mudaiiQa  no 
movimento  roiatdrio  cm  lorno  dc  um  eixo  6  medida  pdo  sou  mo¬ 
menta  de  inertia  cm  lorno  daqucle  eixo.  Se  a  lamina  ocupar  uma 
regiao  R  do  piano  xy  c  se  a  iun^ao  densidadc  5(.v,  y)  for  contmua 
cm  R ,  entao  os  mementos  de  i  nerd  a  em  torno  dos  cixos  a,  y  e  z 
sao  denotados  por  /,  c  res  peel  ivumeme,  c  sao  deli  ni  dos  por 


A 

L 


y2<Hx,  y)  dA .  A  = 
(x2  +  y2)  8(x«  y)  dA 


x  2  8  (x,  y)  dA, 


Essas  defmifdes  serao  usadas  nos  Exerdcios  43  e  44, 


40.  Use  o  Teorema  de  Pappus  para  calcular  o  volume  do  solido 
gerado  quando  a  regiao  envoi  vida  por  y  =  e  y  =  8  -  j?  6  girada 
cm  lorno  do  eixo  x< 


43,  Considers  a  lamina  retangular  que  ocupa  a  regiao  descrila  pelus 
desigualdades  0  <x<a  e  0  <  y  <  b.  Supondo  que  a  13  mi  tie  ten  ha 
densidadc  constanle  8,  most  re  que 


41.  Use  o  Teorema  de  Pappus  para  calcular  o  cenirdide  da  regiao 
triangular  com  vertices  (0, 0)t  (a,  0)  e  (0,  A),  onde  a>0  c  b>  0. 
[SugesrSo:  giro  a  regiao  em  lorno  do  eixo  dos  .v  para  obter  y  e 
em  torno  do  eixo  dos  y  para  ohicr  .v.  ] 

42.  Pode  ser  provado  que  se  uma  regiao  plana  limitada  desli/ar 
ao  longo  de  uma  hdlice  de  tal  modo  que  d  sempre  ortogonal  a 
he  lice  (ou  seja,  ortogonal  ao  vet  or  tangente  uni  lari  o  a  hdliee). 
entao  o  volume  varrido  pel  a  regiao  c  igual  a  area  da  regiao 


h 


Sab*  .  Sa}b  .  Sab{a 2  +  b1) 


44.  Con  side  re  a  lamina  circular  que  ocupa  a  regiao  descrila  pelas 
design  a  I  dados  0  <  x 1  +  y2  <  a",  Supondo  que  a  lamina  ten  ha 
densidadc  constant^  most  re  que 


hna* 


tot4 

~Y~ 


V'  RESPOSTAS  DOS  EXERCfCIOS  DE  COIWPREENSAO  15.6 


.  ffs(x,  3 


y)  dA  2 .  pii  me  i  ro  m  omen  to  e  m  torn  o  do  el  x  o 


ixov;//- 


x 8  (a,  y)  dA 


,|1H 

'*  1  143  35 
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1 5.7  IfSlTEGRAIS  TRIPLAS  EM  COORDENADAS  CILI NDRICAS  E  E5FERICAS 


Vimos r  cmteriormettte,  que  tdgumas  integrals  duplas  mo  mats  facets  de  cakidarem  coordenadas 
polares  do  que  em  coordenadas  retangidaresi  Analogamente,  algumas  integrals  {rip his  sdo 
mats  facets  de  calcular  em  coordenadas  ciffndricas  on  esfifriccts  do  que  em  coordenadas 
retangutares.  Nest  a  se{do,  esiudaremos  as  integrals  triplets  nesses  sis  tenuis  de  coordenadas. 


Figura  15,7,2 


m  JNTEGRA1S  TRIPLAS  EM  COORDENADAS  CILINDRECAS 

Lembre-se  que  em  coordenadas  retangu Lares,  a  integral  iripla  de  uma  fungloeontinua  /  numa 
regiao  sdlida  G  c  dclinida  como 

j ff  fix,  y,  z)  dv  = '  nni  jd  f(x*k ,  >>;,  zpAv* 


G 

onde  A  \o  denota  o  volume  de  urn  paralelepfpedo  retangular  no  interior  de  G  e  {x'jl .  yf.  zf)  6  um 
ponto  desse  paralelepfpedo  (ver  Figura  15,5,1 ).  As  integrals  triplas  em  coordenadas  ci  I  mdricas 
c  esfericas  sao  definidas  de  rnaneira  similar,  exceto  que  a  regiao  G  e  dividida  nao em  paralelepi- 
pedos  retangu  lares,  mas  em  regioes  mais  apropriadas  a  esses  sistemas  de  coordenadas. 

Em  coordenadas  cilindricas,  as  equates  mais  simples  sao  da  forma 

r  —  constame,  $  =  constame*  z  —  constante 

A  primeira  equagao  representa  um  cilindro  circular  re  to  cent  rad  o  no  eixo  z ,  a  segunda,  um 
semipiano  vertical  arLieulado  no  eixo  z  c  a  tcreeira,  um  piano  horizon  tab  (Ver  Figura  12.83.) 
Essns  superficies  podem  sei  combi nadas  para  determinar  sdlidos  cluirnados  cunhas  cilindri¬ 
cas  ou  elementos  cilfndricos  de  volume.  Para  semios  pnccisos,  lima  cunlia  cilindrica  e  um 
so  lido  compreendido  enlrc  seis  superficies  da  SCguinie  forma: 

dois  cilindros  /L  =  rlN  r  —  r2  (r\  <  r2) 

do  is  semi  plan  os  0—02  (0i  <  62) 

dois  pianos  Z~Z\,  z  =  z 2  (zi  <  Z2) 

(Figura  15.7.1).  As  dimensocs  &2  -  0L,  r2-  r]  e  z.-?  —  Z\  sao  chamadas  dnguio  central,  espes- 
sura  e  altura  da  cunha, 

Para  definir  a  integral  tripla  em  G  de  uma  fungao/fo  (K  z)  em  coordenadas  cilmdricas, 
procedemos  da  seguinte  rnaneira: 

*  Subdivida  G  em  pedagos  com  um  reticulado  tridimensional  eonsistindo  de  cilindros 
circn lares  concemricos  cemrados  no  eixo  z,  semipianos  articulados  no  eixo  z  e  pianos 
horizontals.  Exduada  considerate  to  das  as  partes  que  contenham  qualquer  ponto  fora 
de  G,  deixando,  desse  modo,  somente  cunhas  cilfndricas  que  sejam  subconjtimos  de  G. 

*  Suponha  que  haja  n  tais  cunhas  cilfndricas  e  denote  o  volume  da  £-dsima  cunha  cilfn- 
dries  por  AVk.  Como  indicado  na  Figura  15,7.2,  seja  0?,  sp  um  ponto  qualquer 
da  t-dsima  cunha  eilfndriea. 

*  Repit  a  esse  processo  para  cada  vez  mais  subdivides  de  modo  quo,  a  medida  que  n 
ere  see  3;  a  a  I  turn,  a  espessura  e  0  Angulo  central  das  cunhas  cilfndricas  aproximem-se 
dc  zero.  Dcfina 


j  f  I  f(r,  0,  z)dV  =  V  f(r*,  &*,  z*k)AVk 

'  l  '  *1=1 


(1) 


Para  fins  eomputacionais,  c  convenicnte  expressar  ( I )  como  uma  integral  itcrada.  Para 
is  so,  note  que  o  volume  Al^.da  A:-esima  cunha  cilmdrica  pode  serexpresso  como 

A 14  =  [Area  da  base]  ■  [alturaj  (2) 


Capftulo  15  /  Integrals  Multiplas  1077 


A  l 


AV^  =  Ar^A^j. 


Figuni  1 5*7.3 


Observe  o  fator  extra  de  r  que  apa- 
race  no  integrando  na  conversao  da 
integraf  tripla  para  a  integral  rterada 
em  coordenadas  cilindricas. 


+  z 


t  -  £a(r.  0  ) 


Figura  15,7.4 


Sc  denotarmos  a  cspessura,  o  ungulo  centra!  e  a  altura  dcssa  eunha  por  A rk,  A 0k  c  Az^  c  sc  es- 
eolhermos  o  ponlo  arbitrario  (rj!t  Of  zf  para  Jkar  acini  a  do  “centro**  da  base  (Figuras  15,3.5 
c  1 5,7.3),  segue- sc,  entao,  dc  (5)  da  Segao  \  5,3,  que  a  base  tern  area  A —  rk;  Ar^AO^-  Entao 
(2)  podc  ser  eserita  como 

A Vk  =  rlArkABkAZk  =.  r%AZkArkA$k 
Substiluindo essa expressao  cm  (I)  da 

fff  fir,  o,  l)  t IV  =  J2  f(>i .  e*k.  zt)r{.  Alt  An  A  ek 


G 


que  sugere  que  a  integral  tripla  em  coordenadas  eilindricas  possa  ser  caleulada  como  uma 
integral  iterada  da  forma 


I  j  j  fir,  e,  z)dV  -  j  jj  fir,  0,  z)r  dzdr  de 


(3) 


Unites 

flpropriswto& 


Ness  a  formula,  a  in  teg  rugae  em  relagao  a  z  e  feita  primeiro,  depois  em  relagao  are,  por  tim, 
em  relagao  a  0y  porem  qualquer  ordem  de  integrate  e  permissfveh 

()  seguinte  teorema,  que  cmindamos  sem  provar,  torna  as  ideias  preeedentes  mais 
precisas. 


15,7,1  tkorema  Seja  G  um  solido,  cuja  superftde  superior  tern  equable  z  =  #2(/\  0) 
e  cuja  sit  per  fide  inferior  tan  equaqdo  z  -  g,(.r,  0)  em  coordenadas  cilfndiicas,  Se  Rfor  a 
projeqdo  do  soli  do  no  piano  xy  e  sef{r,  0,  z)for  can  turn  a  em  G,  entao 


fj. f  [fil 

G  R 


fir,  th  z)  dz 


gi  WO 


dA 


em  que  a  integral  dupla  em  R  e  caleulada  em  coordenadas  polares,  Em  particular,  se  a 
projegdo  de  Rfor  coma  mostrado  na  Figttra  15.7  A  y  entao  (4)  pode  ser  eserita  como 


r  r  f  f  SidA) 

f(r,0,z)dV  =  /  /  fir,  0,z)>  dzdr  dO  (5) 

JJJ  Jit  |  Jri(fi)  J]H(r,&) 


<)  lipo  de  sdlido  ao  qual  se  aplica  a  Formula  (5)  e  ilustrado  na  Figura  15.7.4.  Para  apli- 
ear  (4)  e  (5)  e  melhoreomegarcom  um  esbogo  tridimensional  do  soli  do  G,  do  qua!  podem  ser 
oblidos  os  limites  de  integragao  eoino  segue: 


Determinacdo  dos  Limites  de  Integrando:  Coordenadas  Cihndricas 

Passo  1  Identiftque  as  superficies  superior  z  -  £>(r,  0)  e  inferior  z  -  g{(r}  0}  do  sdlido. 
As  fungoes  gA(r,  0)  e  gfr,  0)  determinam  os  limites  de  integragao  em  z.  (Se  as 
superficies  superior  e  inferior  forem  dadas  em  coordenadas  retangu lares,  con¬ 
vert  a- as  para  coordenadas  cilfndricas,) 

Passo  2  Faga  um  esbogo  bidimensional  da  projegao  AJ  do  solido  no  piano  xy ♦  Os  limites 
de  integragao  ret?  podem  ser  obtidos  desse  esbogo  exataniente  como  no  caso 
das  integrals  duplas  em  coordenadas  polares. 
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Z  =  -  X~-  V" 


u=V 25^) 


►  Exemplo  1  Use  integrate tripla  ern  eoordenadas cilindricas  para calcular  o  volume  e  o 
eemidide  do  sol ido  G  quc  e  limitado  acima  polo  hemisferio  z  =  \/'25  —  ,v2  —  v2,  abaixo  polo 
piano  -xv  e  lateralmente  pelo  cilindro  x~  +  y~  =  9. 

Solugao  O  soli  do  G  e  sua  projeqao  R  no  piano  xy  sao  mostrados  na  Figura  1 5.7,5.  Hm  co¬ 
ol  denadas  eilmdrieas,  a  superlTeie  superior  de  Geo  hemisferio  z  —  \/'2 5  —  e  a  superficie 
inferior  6  o  piano  z  =  0.  Assim,  por  (4),  o  volume  de  G  e 


-///-//[£ 


a 


■v'''2W? 


dz 


R  ■” 


dA 


Para  a  integral  dupla  em  Rf  itsamos  eoordenadas  po lares: 


‘3  r  -/25~ 


/  /  /  >dzdrd0=  /  [rz£ 

Jo  Jo  Jo  Jo  Jo 


r 

Jo  Jo 


•  lx 


dlfTP 
=0 

..2,3/2 


dr  de 

3 


j2jr6: 

Jo  “ 


I  122 

tJG  =  —  7T 

3 


j  Jo  1 

1 

I 

pr- 

1 

jf  =  2S  -  r- 

tiu  -2rdr 

Ji'=0 


Desse  resultado  e  de  ( J  5)  da  Seqao  1 5,6, 

3 


-m 


zdV  - 


d 


z  dV  = 


3 


\22jtJJJ  122tt 

O’  G 

^  /v2rt  /*3  /*  J25— r-  ^ 

— = 

]  2  2jt  Jo  Jo  Jo 


// 1 


tM 


= jl  r  f: 

244tt  ,/c  Jo 


<25  r-r')drde  = 

<o  244 jr 


3  r*  ( 
]  22,t  Jo  Jo 

-f 

I4t  J0 


dr  d$ 


Jz-0 


369  1107 

—  de  =  — — 

4  488 


Por  siinetria,  o  cenlioide  (iT  yT  z)  de  G  fica  no  eixo  tie  z,  de  modo  que  x  =  y  -  0.  Entao, 
o  ccntr6ide  esta  no  porno  (0,  0,  1 107/488).  < 


A  ordem  de  integracao  no  I  ado  direito 
de  (6)  pode  ser  alterada,  ttesde  que 
os  li  mites  de  integrate  sejam  conve- 
nientemente  a}uatado$. 


M  CONVERSAO  DE  INTEGRAIS TRIPLAS  DE  COORDENADAS 
RETANGU  LARES  PARA  CILINDRICAS 

As  vexes,  Lima  iniegral  tripla  difieil  de  integral'  em  eoordenadas  retangu lares  pode  ser  ealcu- 
lada  mais  faeilmente  fazendo-se  a  substitui^ao  x  =  r  cos  &,  y  =  r  sen  (K  z  =  z  para  convert^-!  a 
nutria  integral  em  eoordenadas  cilindricas.  Com  essa  substiniiqao,  tuna  integral  tripla  retangu- 
lar  pode  ser  expressa  como  uma  integral  ilerada  em  eoordenadas  cilindricas  por 


j  jj  fix,  y,z)  dV  |  jjj  f(r  cos  e.  r  sen  6L  z)r  dz  dr  dO 

G 


(6) 


limiter 

tipropri^Ltlof, 


►  Exemplo  2  Use  eoordenadas  cilindricas  para  calcular 


dz  dy  dx 
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y . 


-  9  -  jc3  -  y  “ 


/? 


Figura  15.7/6 


v 

+■ 


V  i  L  ■-> 

^  y-  +  y-  - 


Solu0o  Em  problem  as  desse  lipo,  c  conveniente  esbogar  a  regiao  do  integrate  C  e  sua 
projegao  R  no  piano  .vy.  Pelos  lirnites  de  integragao  em  z,  a  superffeie  superior  de  G  6  a  pa- 

■3  -■> 

raboloidc  z  =  9  -  a"  -  y~  c  a  supcrffcic  inferior  6  o  piano  xy.  de  cquagao  z  =  0.  Pci  os  I  i  mites 
de  integragao  em  x  e  \\  a  projegao  R  e  a  regiao  do  piano  a  v  delimkada  pelo  efrculo  a"  +  y  =  9 
(Figura  15.7.6).  Assirn. 


3  /‘^9-.v=  fV-x'-y1 


/.I  /'  vY^A  ^ 

■3  J-dQ-.r2  JO 


dz  rfy  dx  =  j  /  /  jrJV 

G 


///- 


//rr- 


cos2#  <7z 


R  ■- 


- 


ill 


( r 2  c  os2  0 )  r  r /  z  i/r  d  0 


2tj  rX  r9-r 


- j  rf 


i  2 

r  cos 


f 2*  ^3  _2 

6^£3f^(j?r  —  /  /  [zr5  cos2  #]'_  *  dr  dO 

Jo  Jo 


=  jf  jf  (9r3  -  r5)  cos2  0  dr  dO  =  jf 


ftv  -i  3 

'■  *  2 

.  cos  0 

6 


dO 


Jr=0 


243 


r 

Jo 


COST#  <7#  — 


243 


I 


2^ 


1 


243 Jr 


■{1  +  cos20)d0  = 

4  2  4 


0J - r 


XiVi 


Figura  15.7.7 


(pj,  r/^) 


Vo  I  usne  AfV 


Figura  i5.7.tt 


■  INTEGRAISTRIPLAS  EM  COORDENADAS  ESFERICAS 

Em  coordenadas  esfdrieas,  as  equagbes  mais  simples  sao  da  forma 

p  —  constants.  $  —  cons  tame.  <p  =  constants 

Como  indicado  na  Figura  12.8.4,  a  primeira  equagao  representa  utna  esfera  centrada  na  ori¬ 
gan,  a  segunda,  tun  semipiano  artieulado  no  eixo  z  c  a  lerceira,  uma  folha  dc  urn  cone  cir¬ 
cular  re lo  com  sou  vei  lice  na  origem  c  sua  reta  de  simeiria  ao  longo  do  eixo  z  para  o  5*  tt/2  e 
0  piano  av  para  0  -  nil.  Designa-se  pore  unha  esfirka  ou  elemento  esferko  de  volume  um 
solido  com  preend  ido  entre  sc  is  superficies  da  seguinte  forma: 

duasesferas  p  =  p\,  p  =  p 2  (.Pi  <  P2) 

dais  semipianos  0  =  #t,  0  =  #?  (#1  <  $2) 

duas  folhas  de  dois  cones  cireulares  relos  <j>  —  <j> j,  $  =  $2  (4>\  <  <f> 2 ) 

(Figura  1 5.7.7).  Vamos  referir-nos  aos  ndmeros  p2  -  pls  02  -  0{  e  <p2  -  d,  como  as  dtmensoes 

de  uma  cunhaesferica. 

Se  G  for  uma  regiao  sotida  no  espago  tridimensional,  entao  a  integral  iripla  em  G  de 
uma  fungao  contJiiua  }{p,  9.  o)  cm  coordenadas  ester icas  e  detinida  similarnicnrc  n  integral 
tripla  em  coordenadas  ciifndrieas,  cxccto  quo  0  solido  G  c  dividido  cm  eunhas  es f ericas  per 
um  reticulado  tridimensional  eonsistindo  de  esferas  com  centre  na  origem,  semipianos  arti- 
culados  no  eixo  z  e  folhas  de  cones  cireulares  rctos  com  vertices  na  origem  e  reias  de  simetria 
ao  longo  do  eixo  z  (Figura  15.7.8). 

A  cquagao  que  define  uma  integral  tripla  cm  coordenadas  csfcncas  c 


ff  j  HP,  0 ,  <p)dV  =  r.Pl 


(7) 


onde  AVk  6  o  volume  da  7-esima  cun  ha  esf^rica  que  esta  no  interior  de  6\  (p;*,  4%)  e  um 

porno  arbitral io  dessa  cunha  e  ft  oresce  de  tal  maneira  que  as  dimensoes  dc  cada  cunha  csfe- 
rica  interna  tendam  para  zero. 


1080 


Calculo 


Observe  o  iator  adicional  de  p"  sen  <p 
que  aparece  no  integrando  quando 
conveitemos  uma  integral  tripla  para 
uma  integral  tf  ipla  iterada  em  coorde- 
nadas  esfcricas.  Isso  6  an^iogo  ao  fa- 
lor  acficionaf  de  ;■  que  aparece  na  inte¬ 
gral  tripla  em  coordenadas  cili'ndricas. 


E  preferivel  ^xpressiir  a  integral  de  (7)  como  uma  integral  iterada, para  finalidades  com- 
putaeionais.  Nos  exercicios,  orienlamos  o  lei  tor  a  mostrar  que  sc  o  ponto  f/7 ,  0£t  <f>t)  for 
escolhido  adequadameme,  entao  o  volume  A  V;  em  (7)  pode  ser  escrito  como 


A  Vi  =  pf  sen  <$.  Apk  A  <pk  A  0k 


(8) 


onde  Ap0  Ao,.  e  A  8i:  sao  as  di  men  sues  da  cun  ha  (Excrete  io  42).  Suhstituindo  isso  em  (7), 
oblernos 

n 

f{p.  0.  <t>)  (IV  -  lim  y~]  /</£,  SCiufil  Apt  A<j>k  AHk 

it 


/// 


c 


Jt=l 


o  que  sugere  que  uma  integral  Irspla  em  coordenadas  esfdrieas  pode  ser  calculada  como  uma 
integral  itcrada  da  forma 


1 1 1  f(p,8,(j>)dV  —  Ijl  f(pr6,<j>)p2&tn<pdpd<pd8 

G 


m 


linutes 

E^propriEKlas 


O  anti  logo  do  Teorcma  15.7.1  para  integrals  uiplas  cm  coordenadas  esfcricas  c  do 
emmdado  cansativo,  porumlo  em  vez  disso  vamos  dar  alguns  exemplos  que  ilustram  as 
tec  n  leas  para  obter  os  li  mites  de  integragtkx  Em  tod  os  os  nossos  exemplos,  usaremos  a 
mesma  ordem  de  integragao  -  primeiro  em  relaqao  a  pt  depois  6  e,  por  lim,  Uma  vez  que 
as  idcias  hasicas  tenham  sido  dominadas,  nao  devc  haver  qualquer  problems  para  sc  usar 
outras  Qtdens  dc  integragao. 

Suponha  que  queiramos  integral  f(p,  S.  $■)  no  solido csferieo  G  contido  na  esfera p  =  piy 
A  ideia  basica  e  escolher  os  I i mites  de  Integracao  dc  tal  modo  que  cada  ponto  do  solido  seja 
inelufdo  no  processo  dc  integragao.  A  Flgura  15.7.9  ilustra  uma  das  manciras  de  fazer  isso. 
Mantendo  0  e  4  fixados  na  primeira  integrate,  deixamos  p  variar  entre  0  e  pn,  o  que  cohre 
uma  reta  radial  da  origem  &  supcrITde  da  esfera.  A  seguir,  mantendo  0  lixado,  deixamos  p 
variar  de  0  a  tt  de  modo  que  a  reta  radial  varra  uma  reglao  em  forma  de  leque.  Final  men  le, 
deixamos  0  variar  dc  0  a  2jt  dc  modo  que  a  regiao  cm  forma  dc  leque  faga  uma  fevoluguo 
con  i  pic  la,  varrercdo,  port  ante,  a  esfera  imeira,  Assim,  a  integral  tripla  de  /(pt  o)  no  solido 
es  fer  ico  G  pode  ser  cal  cu  lad  a  csercvcndo 

fff  f(P ,  $,  &  dv = r  r  r  ^  *  dP  ^  d$ 

J  J  J  J o  7o  Jo 

G 


Ftgura  15,7.9 


p  varia  de  Oa  p(}  com 

$  varia  de  0  a-xr  com 

0  varia  de  0  a  2  it. 

9  e  <f?  fixados, 

0  fixado. 

A  Tabcla  15.7.1  sugcrc  como  os  limites  dc  imegragao  cm  coordenadas  esfcricas  podem 
scr  ob tides  para  a  1  guns  outros  solidos  comuns. 


Capitulo  15  /  Integrals  Multiples  10S1 


T;i  beta  15.7,1 


DliH-RMlNACAO  IX)$  1.1  MITTS 


INTEGRAL 


0,  <f>)p~  sen  d>  £ Ip  d<fj  dB 


p  varia  de  0  a 
coin  0  8  <t>  fixados, 

tb  varia  de  03  ir/2 
com  £>  fixado- 

0  varia  de  0  a  77/2. 

p  varia  deOapr) 

tb  varia  deO 

0  varia  de  0  a  2tt. 

com  0  a  f b  fixados. 

com  0  fixaao. 

p  varia  deOa  p0 

tb  varia  de  <b\  a 

0  varia  deOa  2tt. 

come  e  <6  fiKarios. 

come  fixado. 

1082  Calculo 


lit  be  I  a  15.7J  {continuaqao) 


DKTHRMINACAO  IXJS  UMITES  INTEGRAL 


a  see  tb 

/(p.  (h  4})p2  sen<£  tip  d<i>  clO 


p  varia  de  0  a 

4>  varia  deO  a  f/>n 

0  vana  de  0a  2- 

a  sec( f>  com  0  e 

4>  fixacfos. 

com  0  fixado. 

p  vana  dep|  a  p: 

4>  varia  de  Q  a  tt 

a  vana  deOa  2tt . 

com  e  0  fixaefos. 

comp  fixado. 

z  - 

(+-!) 


►  Exemplo  3  Use  coordenadas  esfericas  para  calc tilar  o  volume  e  o  centrokle  do  sdl ido  G 

■ji  ■■.  "i  (i -  ™ 

Imiilado  adma  pda esfera x  +  y"  +  z“  -  16  e  abaixo  pelo  cone  z  =  y/x2  +  y2. 


Sohtmo  O  esbogo  do  sol  id  o  G  6  mostrado  na  Figura  15.7. 10. 

Em  coordenadas  esl  ericas,  a  eq  uacao  da  esfera  x 2  +  y2  +  z2  -  1 6  c  p  =  4  e  a  equaqao  do 
cone  z  -  \/x2  +  y 2  € 


quo  simplifies  para 


p  cos  <p  =  yf p2  sen2  $cos2  $  +  p1  sen2  $>son?  0 


p  eos  <p  —  p  sen  <p 


ou>  dividindo  am  bos  os  membros  por  p  cos  <py 


Figura  15.7.10 


tg <p=l 
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Assim,  <p  -  ji/4  c  usando  a  segunda  entrada  na  Tabela  1 5.7,  \  t  o  volume  de  G  e 


v-ffhv. 


/*  /’jr/4  /■  4 

/  /  /  /r  sen  <f>  dp  d<p  dO 

Jo  Jo  Jo 


G 


r  r  r^-senJ 

Jo  Jo  L  J  J  fl={\ 

/  /  “  sen  <ftdtftdd 

Jo  Jo  3 


r£'l 

■  2s 


64  /"3:!  i  j  1^/4  64  r2*/ 

=  t i  H<^W*  =  Tjo  l!“ 


V2 

2 


64tt 

"T 


(2-V2) 


For  simetria,  o  eentroide  (.v,  v,  z)  esta  no  el  mo  z,  de  modo  que  x  -  v  -  0.  Usando  (15)  da  Se- 
^ao  15.6  e  o  volume caleulado  aeima. 


I 

V 


Xf4  ,r>4 


i  rrr  )  czn  r  , 

Z  =  —  ill  zdV  =  — ■  J  I  j  (p  COS  (ft) p~  sen  <ft  dp  d<ft  d  9 


\  f2*  Vp*  "P 

=  *—  /  /  —  cos  (ft  sen  <ft  d<p  dO 

V  Jo  Jo  L  ^  J/^o 

64  f1*  f”/4  ,  64  f 

—  —  jf  /  sen  (f>cos*pdtpd0  =■ —  j 

V  Jo  Jo  E  Jo 


2ti 


1 

-  seird? 
2 


.t/4 


dO 


4>-~- o 


16  f2n 

=  ”1  rf*  = 


32,t 


2(2  -  J5 ) 


Com  o  auxilio  de  unia  calculation*,  z  ^  2,56  (ate  duas  casas  decimals),  de  modo  que  a  local i 
zagao  aproximada  do  eentroide  no  si  sterna  de  eoordenadas  xyz  e  (0;  0;  2,56).  < 


m  CONVERSAO  DE  INTEGRAIS TR1PLAS  DE  COORDENADAS 
RETANGULARES  PARA  ESFEFUCAS 

Utilizando  a  Tabela  12.8.1,  podemos  converter  as  integrals  triplas  de  eoordenadas  retangula- 
res  para  eoordenadas  esf ericas  substiiuindo  x  -  p  sen  <p  cos  0,  y  =  p  sen  <ft  sen  B,  z  =  p  cos  p. 
As  duas  integrals  sao  relaekmadas  pela  cquagao 


j  J  j  /(**  T  z)  dV  —  J  j  j  f(p  sen  (ft  cos  9 ,  p  sen  (ft  sen  9 .  p  cos  (ft)pscn  (ft  dp  d(ft  dQ  ( 1 0) 


limited 

npropriados 


►  Exempt©  4  Use  eoordenadas  eslericas  para  ealcular 


/2  f- d 4— t-  /'  yj 4— A'  —y-  _ 

/  /  z1  dx2  +  v2  +  z2  dz  dy  dx 

n  J  ~  ^/4~xz  J  a 


Soluqdo  Em  problemas  dcsse  tipo,  c  conveniente  comegar  (quando  possivel)  com  uni  es 
boQO  da  regiao  de  integragao  G,  De  acordo  com  os  li mites  de  imegragao  em  z ,  a  superffeie 
superior  tie  G  e  o  heniisferio  z  —  \/4  —  x2  —  y2  easuperffeie  inferior  e  o  piano  jcvde  equagao 
z  =  0.  Pelos  limites  dc  inlegra^ao  em  x  c  v,  a  projeg&o  do  so  lido  G  no  piano  xy  e  a  regiao  de- 


10&4  Calculo 


*  2 


Fi^ura  1 5.7,1 1 


limilada  pclo  cfrculo  .v"  +  v"  —  4.  Com  cssas  informa^ocs,  oblemos  o  esbogo  dc  G  da  Figura 
15.7,11.  EnlSo, 


/2  r  v'4  — x '  r  \J 4— .t  j—  _t= 

/  /  v  \/r  -F  v2  H-  z2  d z  dy  dx 

■ 2  Jo 


- iff w 


+  >'3  +  dV 


p2ff  pff/2  f-2 

=  /  /  /  f/  cos2  4}  sen  $  dp  d  tp  do 

Jo  Jo  Jo 


p2ff  pff/2  y2 

—  /  /  “  cos2  <p  sen  <p  dtp  dO 

Jo  Jo  3 

32  r7jI  r  \  ,  Y/2  32  72t 

=~i  hcoH^=W0 
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EXERClCIOS  DE  COMPREENSAO  15.7  {Verpagina  1086 para  respostas.) 


I,  (a)  A  cunha  cilindrica  I  <  r  <  3,  jt/6  <  0  <  it! 2, 
0  <  z  S  5  lero  volume  V  = . _ 

(b)  A  cunha  esftfrica  1  <  p  <  3,  tz/6  <  9  <  a-/ 2, 
0  <  ^  <  ?r/3  lem  volume  V'  = _ _ _ . 


2.  Seja  G  a  regiao  soli  da  dentro  da  esfera  do  raio  2  cent  rad  a  na 
origem  e  ad  mu  do  piano  z  =  1 .  Em  cada  part  e,  preencha  as  la¬ 
cunas  com  o  ifUegrando  e  os  extremes  de  integra^ao  que  faltam 
nas  integrals  itefadas  cm  coordenadns  cilfndricas. 

(a)  0  volume  de  6?  d 


dz  dr  dO 


dzdr  dO 


3.  Seja  G  a  regiao  sdlida  deseriia  no  Exercteio  2.  Em  cada  par¬ 
te,  preencha  as  lacunas  com  o  in  Leg  ran  do  e  os  extremes  do 
integragao  que  faltam  nas  integrals  ire  rad  as  cm  coordenadas 
csf<5ricas. 

(a)  O  volume  dc  G  e 


dp  d<pdO 


dp  dip  dO 


EXERC1CIOS  15,7  c  CAS 


riff  rffi- 1  pti  see  $ 

4*  f  j  f  /r  sen  <p  dp  d<pd$  (a  >  0) 

Jo  Jo  Jo 


■  rn 


E  r  •J\—  r* 


1-1  I  /  zr  dz  dr  dO 

'ffil  r'CO&jy  f*r2 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


p  T,1  L  r'COS *f  J*r_ 

2.  /  /  r 

Jo  Jo  Jo 


sen  6  d  z  dr  dO 


'0  JO  JO 

fff/2  pff/2  p\ 

1 

JO  JO  JO 


p*  sen  (p  cos  <p  dp  dp  dO 


5,  Esboce  a  regiao  G  e  identifique  a  funcao / tal  que 

fff/r.s.w 


o 


corresponda  a  integral  itcradado  Excrcicio  [ 
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6.  Esboce  a  regiao  £7  e  idenulique  a  fungiio/ial  qua 

fir,  9,  z)  dV 


f 


corresponds  &  integral  iteradado  Exercfcio  2, 

7 .  Esboce  a  regiao  £7  e  idc  antique  a  fungao / Lai  que 


Iff 


f(p*  9,  <j>)dV 


G 


corresponds  &  integral  iterada  do  Exercfcio  3. 

K.  Esboce  a  regime  6’  e  idem  itlq  tie  a  fungao/ lal  que 


.Iff 


corresponds  a  integral  iterada  do  Exercfcio  4. 


9-12  Use  coord  e  ei  ad  as  cilindricas  para  encontrar  o  volume  do 

soli  do. 


9.  O  so  tide  com  preend  i  d  o  pc  3  o  parabol  6  i  de  ^  =  n "  +  y  e  o  pi  an  o 


10.  0  sdlido  limiiado  acima  e  abaixo  pda  esfera  .v  +  /'  +  z~  .=  9  e 
dentro  do  cilindro  .v"  +■  /  =  4. 


11.  0  soli  do  que  esta  dent  no  da  supcrffcic  r  +  z '  -  20  c  abaixo  da 
super  fide  z  — 

12.  O  sdlido  c  omp  reend  i  do  cut  re  o  cone  z  -  {hr)Ia  c  o  piano  z  =  h< 


13 -16  Use  coordcnadas  cs! ericas  para  encontrar  o  volume  do 
sdlido. 


13.  Q  sdlido  limiiado  acini  a  pels  esfera  p  =  4 e  abaixo  pelo  cone 
o  =  tt/3. 

14.  O  sdlido  no  interior  do  cone  &=  ni 4  e  entrc  as  esferas  p  =  1  c 
P  -  2. 

15.  D  sdlido  delimitado  pela  esfera  x2  +  y:  +  z2  =  e  os  pianos 

z  -  0e  z  =  a. 

16.  O  sdlido  dentro  da  esfera  x2  +  U  +  z2  =  9,  fora  do  cone 
z  =  V'-v-  +  v2  e  acima  do  piano  .vv, 


17-20  Use  coordcnadas  cilindricas  ou  esfericas  para  calcular  a 
integral 


!  1  5  .2  2  2 

fa  —ji  “V 

.  /  /  /  x2dzdydx  (a  >  0) 

Jo  Jo  Jo 


17 


t  f  V I  —.'C’  f  \/  t  —  ii  - — } 


i8.  f  r-r— 

Jq  Jq 


dzdvdx 


21 .  ( a)  U sc  u in  CAS  para  ca lcul ar 


■  2  p4  iVr/3  „  *„3 


/  If 


r  tg  ■  0 


r/0  i/r  r/ 


’2  J]  J;r/6  vTTF 

(b)  Enccmtre  uma  fungao/(A\  y,  z )  e  esboce  uma  rcgiao  G  do 
CSpago  tridimensional  la  is  quo  a  integral  tripla  cm  coordc¬ 
nadas  ret  an  gu  t  arcs 


Ijj  fix,  y,  z)  dV 


G 


lenha  o  mesmo  valor  que  a  integral  em  coordcnadas  ei I fn- 
dricas  de  (a). 


cj  22.  Use  urn  CAS  para  calcular 

it/2  r  _t/4  .■=  cos  0 


jf1,  jTi  xli  y®  -Tji  4  y3  v 

Jo  Jo  Jo 


p 1 11  cos  tp  cos1 11 ' 6?  dp  df  d0 
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23.  Enco litre  o  volu me  dentro  de  x2  +  yz  +  ^'  =  a1  usando  coord e- 
nadas 

(a)  cilindricas; 

(b)  esfericas. 


24.  Seja  G  o  sdlido  no  primeiro  octante  limiiado  pela  esfera 
x2  +  y”  +  z2  -  4  e  os  pianos  coordenados.  Calcule 


xyz  dV 


(a)  usando  coordcnadas  rctangularcs; 

( b)  tisa  n  d  o  coordcn  adas  e  i  1 1  ndri  cas; 
fc)  usando  coordcnadas  csldricas. 


25-26  U  se  coo  rdc  n  ada  seal  fnd  ri  ca s. 


25.  Calcule  a  massa  do  sdlido  com  densidadc  y,  z)  —  3  ™  zt 
comprccndido  pelo  cone  z  =  -Jx^  -1-  y2  e  o  piano  z  =  3. 

26.  Calcule  a  massa  de  um  cilindro  circular  re  to  tie  raid  a  e  aliura 
h  se  a  densidade  for  proporcional  a  disianda  a  base  (icmando  A' 
co  mo  a  cons  tame  de  proporcional  idade). 

27-28  Use  coordcnadas  esMricas. 


27.  Calcule  a  massa  da  esfera  soli  da  tic  raio  a  com  dens  idade  pro¬ 
porcional  a  distancia  ao  centre  ('Ionian do  A  como  a  constante  dc 
propoi'cional  idade). 

2^.  Calcule  a  massa  do  sdlido  com  preend  id  o  cm  re  as  esferas 
x 2  +  y2  +  zl  ™  ]  c  x2  +  y2  +  z2  =  4  com  dens  idade  Six,  y.  z)  - 
(j^  +  r  +  r)"1* 


29-30  Use  coordcnadas  cilindricas  pa 

ra  encontrar  o  ccnirdidc  do 

sdlido. 

29.  O  sol  i  do  1  i  m  i  lad o  ad  ma  pe  1  a  es  fern 

2  2  2  * 
x  +  y  +  Z  =2 

-1  ^ 

e  abaixo  pelo  paraboloide  z  =x~  +  y\ 

30.  O  sdlido  limiiado  pelo  cone  z  =  <Jx^  T  y2  e  o  piano  z 


31-32  Use  coordcnadas  esfdricas  paia  encontrar  o  cemmide  do 
sdlido. 
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31*  O  sdlido  no  prime  iro  octame  limitado  pdos  pianos  coordena- 
dos  e  a  esferu  r  +  y2  4-  z  =  & 

32,  O  s6l  ido  I  j m itado  ad ma  pda  esfera  p  =  4  e  abai xo  pdo  cone 
(p  ~  jr/3  * 


33-34  Use  as  formulas  de  Wallis  da  tiltima  eontra-eapa. 


33 .  E  neon  t  re  o  cen  troi  de  do  sd  I  i do  H  mi  lado  ad  ma  pe  1  o  paraho  1 6i  de 
’  “vc2  +  v\  abaixo  pelo  piano  z  —  0  e  lateral  meme  polo  eilindro 

(x-  j  f + y  - 1. 

34.  Calc  n  le  a  massa  do  soli  do  no  primed  a  octante  limit  ado  aclma 
pelo  paraboloidc  z  =  4  —  ,v~  - y abaixo  pdo  piano  z  =  0  e  late¬ 
ral  me  me  pdo  eilindro  .C  +  y2  =  lx  e  o  piano  y  =  0,  supondo  que 
a  densidade  seja  S(x,  \\  z)  =  Z- 


35-40  Resolva  o  problemii  usando  eoordenadas  cilmdricas  ou  es- 
fericas  (as  que  forem  maisapropriadas). 


(a)  Use  uni  a  integral  tripla  em  eoordenadas  cilmdricas  para 
mostrar  que  o  volume  do  sdlido  limitado  acini  a  por  lima 
esfera  p  =  pa.  abaixo  por  um  cone  <P  =  <p0  e  dos  I  ad  os  por 
0  =  Gl<zO  =  &10]  <82)6 

v  =  ±^(1  ~co$<frm~8,) 

[Sugestao:  cm  coordenadas  cilmdricas.  a  esfera  tern  equa- 
gao  r2  +  z2  —  p#  c  o  cone  Lem  equagao  z  =  rcotg  pir  Para 
simpliftcar,  con  side  re  somento  o  case  0  <  q(1  <  tt/2.] 

(b)  St]  bt  mi  a  os  volumes  a  prop  dados  e  use  o  result  ado  da  parte 
(a)  para  deduzir  que  o  volume  AV  da  cun  ha  es  fieri  ca  e 

p}  —  p. 

AV  =  f 1  n  (cos^t  -CQ$4>iWh-®\) 

(c)  Aplique  o  Teorema  do  Valor  Mddio  us  fungoes  cose?  e  p 
para  conduir  que  a  formula  da  parte  (b)  pode  ser  escrita 
co  mo 

AV  =  p*2  sen  0  Ap  A$  A8 


35*  Calculo  o  volume  do  sdlido  no  prime! ro  octante  lim trade 
pel  a  esfera  p  =  2*  os  pianos  coordenados  e  os  cones  o  -  jt/6  e 
<p  —  t/3  . 

36 .  Ca  I  cu  le  a  massa  do  so  It  do  del  imil  ado  pel  a  es  fera  x2  +  y2  +  zz=  I 
e  que  fica  dentro  do  cone  “  ~  ^fx2  4-  _v2,  se  a  den  si  dade  for 
3{x,  >%  Z )  -  /v2  +  y2  + 

37 .  Encon t  re  o  cc  n  ( ro  de  grav  \ dade  do  s 61  ido  I  i  m  i tado  pel  o  pa rabo- 
Ibidc  z  -  I  "  x  -  y2  e  o  piano  .t  v,  supondo  que  a  densidade  sofa 
S(x\  y*  z)  -/+y2  +  z2* 

3H.  Encontre  o  centre  de  gray i dade  do  sdlido  limitado  pelo  eilindro 
x2  +  yu  =l,o  cone  z  =  tJx2  +  y2  c  o  piano  xy  sc  a  densidade  for 
a(jr,  y,  Z)-Z‘ 

3f>.  En  com  re  o  centre  de  grav  i  dade  d o  he  m  i  s  for  i  o  sol  i  do  limit  ado 
por  z  -  i/rt2  —  -V  2  —  y2  e  z  -  0  sc  a  densidade  for  proportional 
lid  1st  and  a  da  or  i  gem. 

40.  Encontre  o  ccnlrdkle  do  soli  do  cnvolvido  pel  os  hemisferios 

y  -  —  x2  —  z'\  y  V 4  —  .v2  —  e  o  piano  y  =  0. 

41.  S  upon  ha  que  a  densidade  num  ponto  de  uma  estrela  esfdriea 
gasosa  seja  model ada  pda  formula 

<S  =  60^ 

onde  e  uma  const  ante  posit  iva.  R  c  o  raio  da  estrela  epea  dis- 
taneia  do  ponto  ao  centro  da  estrela.  Calcule  a  massa  da  estrela, 

42.  Neste  exercicio,  vamos  deduzk  uma  formula  para  o  volume  da 
eunha  esferica  da  Figura  15.7.7. 


onde  p*  esta  entre  p\  e  pi,  esta  entre  4>\  e  4>i  o 
Ap  —  p2  ~~  Pi t  A$  =  4>2  —  4}] :  A$  —  82  —  8y 


43-46  A  tcndencia  dc  um  sdlido  para  rcsistir  a  uma  mudanga  no 
movimenio  rotatdrio  em  tomo  de  um  eixo  *S  medida  por  seu  m<*- 
mento  de  inercia  em  tomo  deque  I  e  eixo.  Sc  um  sdlido  ocupa  uina 
regiao  O  num  si  sterna  de  coordenadas  xyz  e  sc  sua  iiingao  densida¬ 
de  £u\  y.  z)  for  contmua  em  G,  entao  os  momentos  de  indreia  etn 
torno  dos  eixos  x,  y  c  z  sao  denotados,  respeai  vumeiue,  por  /T,  /  e 
/,  e  sao  defmidos  por 


h 

h 

1. 

*T- 


r)8(x,y,  z)<lV 


4-  z2)S{x,  v\  z)dV 
-ty2)S (x.  y,  z)dV 


(compare  com  a  discuss  So  que  precede  os  Exerdeios  40  e  41  da 
Segio  7. 6k  Nos  Exercfcios  39  a  42,  determine  0  momento  de  in^r- 
da  do  sdlido  indicado*  supondo  que  lenha  densidade  5  constanle. 


«■>  >  ^ 

43.  /.  para  o  ci li ndro  sdlido  xT  +  y"  <  amr  0  <z£h. 

■T«  7  -1 

44*  I,  para  o  eilindro  sol  ido  a“  -1-  y  <  a".  0  <  z  <  ft. 

45.  I  par  a  a  eilindro  oeo  a\  <  x~  +  y~  <  a\,  0  <  z  <  h. 

46.  L  para  a  eslera  solid  a  x2  +/'  +  z  <  a'- 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  15/ 


20  13  flT  f 

1.  (a)y«  (b)~JT  M-)/  /  j 


2 it  r  sfl  r  ^/4-r2 


>2tt  ri r/3  r2 


rdzdrdO  (b) 

2jt  cl 


r71  r  J  r 

Jo  Jo  J  [ 


rz 


r1  +  r 


—  dzdr  d8 


3.  (a )  /  /  /  sen  <j>  dpd(f)  d9  (b)  /  /  /  p  cos  <f>  sen  <j> dp  d<pd8 

Jo  Jo  Jmi>  Jo  Jo  Jsccti* 
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1 5.8  MUDANCA  DE  VARIAVEIS  EM  INTEGRAIS  MULTIPLAS;  JACOBIANOS 

Nest  a  si'gfiOi  disctitirernos  nm  me  to  do  genii  pant  calc  alar  integrals  d  it  pi  as  e  triplets  por 
suhstinttedo.  A  malaria  dos  res  id  rad  os  desta  se$do  e  de  demonsnagdo  d if  fed  par  tamo  a 
nossa  ah  a  rd a  gem  sera  informal  e  motivational*  A fosso  ohjetivo  e  aferecer  um  entendimento 
geomeuico  dos  principles  bdsicos  e  nma  exposigdo  as  f caucus  computadonais. 


■  MUDANQA  DE  VARIAVEL  NUMA  INTEGRAL  SIMPLES 

Para  moiivar  as  leenieas  de  ea  leu  far  integrals  duplas  e  triplas  por  substituigfio,  sera  tilil  consi- 
derar  o  e  lei  to  de  ttma  subsiiluigao  _v  =  g{fi)  numa  integral  simples  no  inlervalo  [a,  b\.  Se  g  for 
difeicnciavd  e  crescents  on  decrcseente,  enlao  g  e  injetora  e 


fb  rft^tb) 

/  f(x)dx-f  f(g(u))gf(tt)du 

Ness  a  relagao,/(.v)  edx  sao  dadas  eni  fungao  de  it  e  os  limites  de  integragao  de  it  resultant  da 
re s  ol  ug  no  d  as  e  q  a  ago e  s 

a-g(u)  e  h-g(u) 

No  caso  de  g  ser  deereseenle  temos  g~  1  (b)  <  g'ia),  que  C  contrario  a  nossa  eonvengao  usual 
de  eserever  as  integrals  definidas  com  lirciitede  inregragao  superior  maior,  Podemos  eontor- 
nar  a  situagao  invertendo  os  limites  de  inlegragao  e  escrevendo 

pb  o 

/  f(x)dx  =  -  j  f(g(u))g'\tt)du  —  /  figiuyftgXu^dti 

onde  o  valor  absolute  results  do  lato  de  g'(u )  ser  negaiiva.  Assim,  independents  de  ser  g  cres¬ 
eente  ou  deerescente,  podemos  escrever 

•b  pfl 

(i) 


f  fix)  dx  =  f  '  flgUOfglu)]  da 
Jti  Jix 


onde  a  e  fl  sao  os  limites  de  integmgao  de  u  e  a  <  ft. 

A  expressao  g(it)  que  apareee  cm  (I  )  e  denom i nstkijacobiano  da  mudanga  de  variavel 
x  =  glu}1  eni  hoinenugem  a  C.  G.  J.  Jacobi,  que  fez  o  prime irn  estudo  serio  sobre  a  mudanga 
de  variaveis  das  integrals  multiplas  eni  mcados  do  seeulo  XIX.  A  Formula  ( I )  revela  ires  con¬ 
sequences  da  mudanga  de  variavel  x  = 

*  O  novo  integrando  toma-se  f(g(u))  vezes  o  valor  absolute  do  jaeobiano. 

•  dx  torna-se  dtt. 

■  ( >  inlervalo  de  inlegragao  de  x  transforma-se  num  inlervalo  de  inlegragao  de  u. 

Nosso  ohjetivo,  nesta  segao,  e  mostrar  que  resuliados  analogos  valem  na  mudanga  de  varia¬ 
veis  cm  integrals  duplas  e  triplas. 


■  TRANSFORMAQOES  DO  PLANO 

Em  segoes  anteriores,  consideramos  equagoes  pa  mine  trie  as  de  ires  cspecies: 
x  -  x(t).  v  =  y{l) 


Umacurva  ]io  piano 


x=x(t)>  y  =  y(t),  z  =  z(t) 
x  =  x(u,  v),  v  =  y(u>  v),  z  =  zUu  v J 


U niJi  cufvrt  iit>  esprtijo  [nJirncnsional 


Uma  iLtj^rtrde  no  es-pa?o  iridimeri^innal 


C  on  side  rare  mo  s,  agora,  equagoes  parametrtcas  da  forma 

*=■£(«,  if),  y  =  y(u,  v) 


(2) 
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As  equates  parametric  as  dcssc  lipo  assoc  Jam  pontos  do  piano  xy  coni  pontos  do  piano  tty. 
Ess&s  oquaqdes  podem  $er  cscritas  cm  forma  vciorial  como 

r  —  r(H.  v)  —  x(uy  y)i  +  y(it,  y)j 

onde  r  =  x\  +  yj  ^  uni  voter  posiqao  no  piano  xy  er(u,  v)  e  uma  fungao  vetorial  das  varia- 
vcis  a  c  v. 

Tambem  sera  convenienle,  nesta  segao,  imaginar  as  equaqdcs  parametrieas  em  (2)  cm 
termos  do  cnlradas  e  said  as.  Se  i  mag  i  narm  os  o  par  do  numcros  (ut  i?)  como  uma  entradin 
entao  as  duas  equ  agues,  cm  con  junto,  produ/em  uma  ilnica  said  a  (v,  y)  c,  portanto,  del  in  cm 
uma  fungfio  Tq ue  assoc i a  pontos  do  piano  xy  com  pontos  do  piano  uv.  Essa  fungao  6  descrita 
pc  I  a  formula 

T(ii ,  v)  =  (*(«,  v),y(u,  v)) 


Di/emos  que  T  e  uma  transformagao  do  piano  uv  para  o  piano  xy  c  (x,  v)  e  a  imagem  de 
(«t  v )  pela  trail  sformagao  7',  Dizemos,  tam  berry  que  T leva,  ou  aplica  (rc  v)  em  (jc,  y).  O  con- 
junto  R  dc  todas  as  imagens  no  piano  xy  dc  urn  con  junto  S  no  piano  in?  e  chamado  imagem 
de  S  par  T  So  pontos  distinlos  do  piano  uv  lem  imagons  distinlas  no  piano  xy,  onlao  di/.-se 
que  T c  injetora.  Nesse  caso,  as  equagoes  (2)  definem  u  e  v  como  fungoes  de  x  e  y,  ou  seja 


h=h(jc,3?X  i?  =  iJ(xTy) 

Essas  equagdes,  que,  rnuitas  vezes,  podem  ser  obtidas  resol  vendo  (2)  para  it  c  v  em  fungao 
de  a  c  v,  definem  uma  transformagao  do  piano  xy  no  piano  uv  que  leva  a  imagem  de  (u,  v) 
por  T  de  volt  a  para  (it,  v).  Ess  a  transfer  mag  no  e  denoiada  por  T  e  6  denominada  inversa  de 
T  (Figura  15.8.1), 


Figura  15,8,1 


A l' 


+  >' 


u 

>■ 


x 


Carl  Gustav  Jacob  Jacobi  (1804-1851)  Matemdtieo 
ale  mao.  Jacobi,  filho  de  uni  banqueiro,  foi  or  i  ado  num 
ambieme  de  riqueza  e  cultura  e  mostrou  brilhantismo 
na  Matematica  desde  ccdo.  Resist! u  ao  estudo  da  Ma- 
tematica  mecanicamente,  pie  fc  Hu  do,  em  vex  disso, 
aprender  os  prinefpios  gem  is  dos  trabalhos  dos  mestres, 
e  Lagrange.  Enirou  na  Universidade  de  Herlim  aos  16 
an  os  como  estudante  de  Matemdlica  e  dos  classicos.  Entremn- 
to,  compreendeu  cedo  qua  nao  podia  estudar  am  bos  e  dedicou¬ 
se  inteiramente  a  Maternities.  com  iniensidade  ardorosa  quo 
mantcria  durante  toda  a  sua  vidaS  Recebcu  o  diploma  de  Ph.D. 
em  1 825  e  foi  capaz  de  assegurar  uma  posigao  de  professor  na 
Universidadede  Berlim.  desmmdo  do  judafsmoe  tornando-se 
eristiio.  No  entamo.  suas  oportunidades  de  promogao  perma- 
nccerani  limltadas  e  clc  mudou  para  a  Universidade  de  Koni- 
gsberg.  Jacob!  nasccu  para  leeionar^  tin  ha  usna  personalidade 
dinamica  e  dava  suns  aulas  com  uma  clareza  e  entusiasmo  que 
freqilentemenle  deixava  sua  plateia  fasdnada.  Apcsar  dos  ex- 
tensos  com  prom  is  sos  Ictivos,  foi  capaz  de  publicar  obras  nevo* 
!ueion(irias  de  pesquisa  matem&tica que  aeabaram  tornando-o 
o  ifder  matemidco  europeu  depois  de  Gauss,  Seu  campo  de 


pesquisa  principal  foi  na  area  das  fungoes  elfplieas,  urn  ramo 
da  MatenuUiea  com  apUcagSes  irn  por  [antes  em  Astmnomia  e 
cm  Ffsica,  bem  como  em  omros  campos  da  Matematica.  De¬ 
vi  do  a  riqueza  de  sua  familia,  Jacobi  nao  depen deu  do  seu  sa- 
lano  de  professor  nos  primeiros  anos.  Entrctanto,  sen  mundo 
eonlortivel  acabou  entrando  em  colapso.  Em  1840.  sua  familia 
faliu  e  ole,  pessoalmente.  perdeu  titdo,  linaneeiramente,  Em 
1 842,  teve  um  colap  so  nervoso  devido  ao  excesso  de  (rabalho, 
Em  1843,  ficou  seriamente  doente  de  diabetes  e  mudou-se  para 
Berlim  com  a  ajuda  de  urn  a  subvengao  govern  a  mental  para 
custcar  suas  despesas  mddicas.  Em  1848.  clc  fez  um  comen- 
tario  politico  estupido  que  fez  o  governo  retlraT  a  subvengao, 
res  ul  tan  do  na  perda  de  sua  residencia.  Sua  sadde  conti  nuou  u 
pjorar  e  em  1851.  finalmente,  sucumbiti  a  suces si vos  ataques 
dc  gripe  c  variola.  Apcsar  dc  tod  os  problem  as,  Jacobi  foi  um 
Erabalhador  incansavel  ate  o  fim.  Quando  um  amigo  demons- 
trou  preocupagao  com  o  efeito  do  excesso  de  t rabalho  em  sua 
saiidc,  Jacobi  rcplicou:  4*Ceriamente>  tenho  arriscado  minha 
saude  aigumas  vezes  pelo  excesso  de  t rabalho.  mas  e  daf?  So- 
Eiiente  os  repolhos  nao  lem  nerves,  neiri  preocupagoes.  E  o  que 
conseguem  com  seu  bem-estar  per  lei  to?'1 1 


Eu  ler 
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Urna  maneira  de  visual i/ar  o  cTciLO  geometrico  tie  uma  transformagao  T e  delerniinar  as 
imagens  no  piano  at  de  ret  as  verticals  e  horizontals  do  piano  uv.  Os  conjuntos  de  ponlos  do 
piano  at  que  sao  imagens  de  retas  horizontals  (v  constante)  sao  chain  ados  curvas  de  u  cons - 
tante ,  c  os  conjuntos  dc  ponlos  que  sao  imagens  de  ret  as  verticals  {w  constants)  sao  chain  ados 
curvas  de  u  constante  (Fig nra  1 5-8.2). 


►  Exemplo  1  Seja  T a  transfomiagao  do  piano  uv  para  o  piano  at  definida  pelas  equagoes 

x  —  +  u),  y  =  j(u-v)  (3) 

(a)  Determine  T(  1 , 3). 

(b)  Esboce  as  curvas  de  v  constante  correspondences  a  v  =  -2,  -1 , G,  1 T  2. 

(c)  Esboce  as  curvas  de  u  constante  correspon dentes  a  it  ~  —2,  - 1 , 0,  1,2. 

(d)  Esboce  a  imagem  por  T  da  regiao  quadrada  do  piano  uv  limitada  pelas  re  las  it  —  —2, 
u  -  2t  v  =  -2ev  =  2. 

Sotuqdo  (a)  Substituindo  u  =  I  e  u  =  3  em  (3)  da  7(  I ,  3)  =  ( 1 ,  -1 ). 

Solitudes  (b)  e  (c)  Nessas  partes,  sera  con ven  seme  expressar  as  equagdes  da  iransfomiagao 
com  u  e  t-1  como  f undoes  de  a  c  v.  Dei  x  am  os  a  cargo  do  lei  tor  demonstrar  que 

u  =  2x  +  v,  v  =  2x  —  v 

Assim,  as  curvas  de  v  constante  correspondentes  a  v  =  —2,  -  1 , 0,  1  e  2  sao 

2x  —  y  —  — 2 *  2a  -  v  =  —  I ,  2a  -  v  —  0t  2a  —  y  —  1 ,  2a  —  y  —  2 

c  as  curvas  dc  it  constante  correspondentes  a  u  =  -2,  -1,0,  I  e  2  sao 

2a  -F  y  =  —2,  2a'  +  v  =  —  U  2a  +  y  =  0,  2a  4-  y  =  1 ,  2a  +  y  =  2 

Na  Figura  15.8,3,  as  curvas  dc  v  constante  sao  inostradas  em  azui  claro  e  as  curvas  de  u  cons¬ 
tante,  em  azul  escuro. 


Figura  15.8*3 
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i 

4 

i  V 

1  1 

* 

L 

—4 

4 

-4 

Solugdo  (d)  A  imagem  de  Lima  regiao  pode,  mu  has  vezes,  ser  obtida  determinando-se  a 
imagem  cfc  sua  fronteira,  Neste  case,  as  imagens  das  retas  dc  fronteira  u  =  -2yu  =  2,  v  =  -2  e 
v  =  2  envoi  vem  a  regiao  cm  forma  de  losango  no  piano  xy,  mosrrada  na  Fig  era  1 5.8.4.  ◄ 


■  JACOBIANOS  EM  DUAS  VARIAVEIS 

Para  deduzir  a  formula  da  mudanga  de  variaveJ  cm  integrals  duplas,  preclsaremos  entender  a 
relaqao  eniru  a  area  de  uma  regiao  retangular  pcquena  no  piano  uv  e  a  area  de  saa  imagem  no 
piano  xy  pc  I  a  t  ran  s  form  agao  T  dad  a  pel  as  cquaedes 

x  =  x(u,  v)t  y  =  y(u,  v) 

Para  issoT  suponhaque  An  e  Ausejam  positives  eeo  ns  idere  uma  regiao  retangularS  no  piano 
uv  envoi v  i  da  pel  as  re  Las 

u  —  uq,  u  =  r#o  +  Ah,  v  —  Uq,  v  =  Vq  -+*  At1 

So  as  f un goes  jr(if,  u)  e  y{u,  u)  forem  continuas  e  se  Att  e  Av  nao  forem  muito  grandes,  entao 
a  imagem  de  5  no  piano  xy  sera  uma  regiao  R  que  parece  um  paralelogramo  ligeiramente 
distorddo  (Figura  15.8.5).  Os  lados  de  R  sao  as  eurvas  de  u  constants  e  de  v  constanle  que 
eonespondem  aos  lados  de  5. 


Se  eonsiderarmos 


r  =  r (h,  v)  -  x(u*  v)i  -F  y(u<  u)j 


eomo  o  valor  posigao  do  ponlo  do  piano  xy  correspondent  ao  ponto  («,  u)  do  piano  uv,  entao 
a  curva  dc  v  cons  tan  te,  correspondento  a  v  =  tv,  c  tie  it  constants  correspondente  a  u  =  w0,  po¬ 
de  m  ser  representadas  cm  forma  ve tonal  eomo 


r(u,  t'o)  =  x(u>  t0)£  +  v(u>  t0)j 
r0fO,  v)  =  x(u0.  u)i  4-  >’{hq,  t>)j 


Curva  Ji;  v  cohsmhLc 


Curva  eonsiaiiu- 


Como  cstamos  s  upon  do  que  Au  e  Au  sejant  pequenos*  a  regiao  R  pode  ser  aproximada  por 
um  paralelogramo  determ  inado  polos  “veto res  secartte” 


a  —  r(wo  +  Au,  ucj)  -  r(u0,  %) 
b  =  rUfiu  v{)  +  Av)  -  r(u(>.  u0) 


(4) 

(5) 


mosirados  na  Figura  15.8.6.  Lima  aproximagao  niais  eonvenientede  R  pode  ser  obtida  usando 
as  Formulas  (5)  e  (6)  da  Segao  15.4  para  aproximar  esses  vet  ores  seen  tries  por  ve  tores  tangen- 


Figurn  Ix8.fi 
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/ 


Flgura  15.8.7 


les,  come  settle: 


r(w0  +  Aw,  u0)  -  Kmo,  ^o)  A 
a  =  -  - Aw 

Aw 

Or  (dx ,  OvA 
^  — Aw  =  f  —  i  +  —  j  Aw 


Ov 


Bit  du 


r(wo,  Wo  +  Aw)  -  r(w0.  Vo) 

b  =  — - -An 

Av 


Or  (dx.  By  A 

—Aw  =  — i  +  —  j  Aw 

0i>  V 0 v  Bv  / 


onde  us  derivadas  pareiais  suo  ealeuladas  em  (wr„  vj  (Figuia  13.8,7),  Porta  nio*  segue  que  a 
area  da  regiao  R,  que  denotaremos  per  A/L  podc  scr  aproximada  pda  area  do  paraJelogranio 
determinado  por  esses  vetorcs.  Ass i in,  pela  Formula  (8)  da  Secao  12.4,  temos 


A,4 


Or 

Or 

Or 

Or 

—  Aw  X 
Ov 

—  Ar 
Ov 

— 

Ov 

x  — 

On 

Aw  At-1 


nu  qual  as  derivadas  sao  ealeuladas  cm  (v^  v0)*  Calculando  o  produto  vetorial*  obtemos 


Or  Or 

Ow  ^  Ov 


i  J 

Ox  Oy 


Ow  Bit 
Av  Oy 
Ov  Ov 


k 

0 

0 


Bx 

Ov 

dx 

dx 

0  it 

Bn 

k  = 

Bit 

Bv 

dx 

By 

Ov 

By 

dv 

dv 

Ow 

Bv 

(7) 


O  determinante  dc  (7)  e  suficicntcmcnte  important  para  ler  sua  propria  rerminologia  e 
notagao. 


15.8,1  DEFiMgAo  Se  T  for  a  transformagao  do  piano  wu  no  piano  at  defmida  pdas 
equagdes  x  —  x(w,  v),  y  =  y(v,  v),  entao  o  jacobiano  de  T  e  denotado  por  J( w,  v)  ou 

3(x,  y)/3(w,  v)  e  e  deli n id o  por 

0  (x ,  y) 

0(w,  v) 

Ow  Ov 

By  By 

dit  Ov 

Ox  By  Oy  Ox 

Ov  dv  Ov  Ov 

Usando  essa  notagao  decorre  de  (6)  c  (7)  que 


d(x,  y) 
0(w,  V) 


Aw  Av 


ou,  Lima  vez  que  k  6  urn  vetor  unilario, 


A  A 


B(x,  y) 
0{vt  v) 


Aw  A  v 


No  porno  (wlt,  vu),  essa  formula  importante  relaciona  as  areas  das  regioes  R  e  5  da  Figura 
15,8.5:  el  a  nos  diz  que  para  vaiores  pequenos  dc  Aw  c  Av,  a  area  dc  R  e.  apwximadamente 
a  valor  absolute)  do  jacobiano  cozes  a  area  de  S.  A I  cm  disso,  prova-se  nos  cursos  de  Cdlculo 
avangado  que  o  erro  relative  na  aproxirnagao  tende  para  zero  quando  Aw  — »  0  e  Av  0, 
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■  MUDANQA  DE  VARIAVEIS  EM  INTEGRAIS  DUPLAS 


Nosso  proximo  obiclivo  e  fomeeer 


Urn  enujiciado  precise  das  condigoes 
sob  as  quais  a  Formula  (9)  §  verda- 
deira  nos  levaria  alem  do  escopo 
deste  curso.  E  suficienie  dizer  que  a 
fdrmula  vale  se  T for  uma  transforms- 
gao  injetora,  f{x.  y)  for  contmua  em 
R>  as  derivadas  pare  ia  is  de  x(ut  a)  e 
v(w,  u)  exisiirem  e  forem  contf rmas 
em  Se  as  regioes  S  e  R  nao  forem 
muito  complicacies. 


15,8.2  FORMULA  DA  MUDAN^A  UK  VARIAVEIS  PARA  INTEGRA  IS  DUPLAS  Se  a  transfoi- 
magao  x  —  x(u,  t0T  y  =  >•(«,  v)  levar  a  regiao  S  do  piano  uv  na  regiao  R  do  piano  jty  e  se  o 
jaeobiano  <J(a,  y)/B(ut  u)  for  nao-nulo  e  nao  mudar  de  sinal  em  5,  enlao,  com  restrigoes 
apropriadas  na  t  ran  s  form  aeao  e  nas  regioes,  vale 


1 1  fix,  v)  dAJS  =  1 1  f( X(u,  v),  y(u,  u)) 

'Kx,  V) 

d{u ,  v) 

dAlt[> 

R  $ 

onde  acrescemamos  indices  aos  dA  para  ajudar  a  idenlifkar  as  varia veis  associadas. 


Para  motivar  a  Formula  (9)  procedemos  como  segue: 

*  Subdivida  a  regiao  S  do  piano  uv  em  retangulos  por  meio  de  ret  as  paralelas  aos  eixos 
coordenados  e  exelua  das  consideragOcs  quaisquer  retangulos  que  conEenham  pontos 
fora  de  S.  Isso  deixa  sonicate  regioes  re l an gu lares  que  sao  subcon  juntos  de  S,  Supo- 
nha  que  haja  n  lais  regioes  c  denote  a  /r-esima  regiao  por  5^  Suponba  que  Sk  tenha 
dim  ensues  A  uk  por  A 14  e,  como  mostrado  na  Fig  Lira  15.8.8a,  eon  side  re  que  (up  up 
seja  sen  ‘‘canto  esquerdo  inferior”, 

*  Como  mostrado  na  Figura  15. 8. 8/4  a  transformagao  T  dcfmida  pekts  equagbes 
x  —  x(uy  v X  y  =  y(u ,  u)  leva  Sf  no  paraldogramo  curvilmeo  Rk  do  piano  xy  e  aplica 
o  ponto  (u  1 ,  up  no  ponto  (xp  yp  =  {x(hJ,  up,  y{nj,  up)  de  R Denote  a  area  de 
R}  por  A Ak. 

*  Em  coordenndas  refungu  lares.  a  integral  dupla  dc/(x>  y)  na  regiao  R  e  dcfinida  como 
um  limite  de  somas  de  Riemunn  nos  quais  R  d  subdividida  em  sub- regioes  retangu- 
lares.  Nos  cursos  de  Caleulo  avnngado,  demonstrate  que  sob  condigbes  apropriadas 
podem  ser  us  ad  as  subdivisoes  cm  paralelogramos  eurvilmeos,  Ace  i  tan  do  isso  como 
verdadeiro,  podemos  apmximar  a  integral  dupla  de/fv,  y)  em  R  como 


J I  fix.  V)  dAXy  ss  X  fixl  yf)  A/ly. 


R 


k—  I 
pp 


X  ftxfat’  y<4-  «a> 


k=l 


y) 

3(«,  v) 


A  A  Vk 


onde  0  jaeobiano  e  calculado  cm  (u*k,  up.  Mas  a  ultima  expressao  e  uma  soma  de 
Riemann  para  a  integral 


f(x(u,  v),  yUu  v}) 
s 

port  an  to,  segue  a  Formula  (9)  supondo  que  os  erros  de  aproximagao  ten  dam  para  zero 
quando  n  — >  +oy. 


aCiyy) 

a  (a  .  v) 


dA 


►  Exemplo  2  Cnleule 


x  -r  v 

R 

onde  R  d  a  regiao  eompreendida  pelas  retas  x  -  y  =  0,  x  —  y=  It  x  +  y=  1  e  x +y  =  3  (Figura 
15,8,9a), 
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(£>) 


Figura  15,8.9 


Solugao  Seria  eansativo  calcular  d  ire  t  amen  te  essu  integral  porque  a  regiao  R  e  orien- 
lada  tie  la!  maneira  que  leriamos  de  subdividida  e  integrar  cada  pane  se  pa  rad  a  me  me. 
Enlreianto,  a  oeorrbncia  das  ex  press  be  s  x  -  y  c  x  +  y  nas  equagoes  da  fronieira  sugerc  que 
a  transformagao 

it  =  .*  +  yt  v  =  x  —  y  (10) 

poderia  ser  dti  I,  vis  to  que  com  essa  irons  form  ague  as  1  in  has  de  Iron  id  ra 

x  +  y  =  U  x  -F  y  =  3,  x  —  y  —  0t  x  ~  y  =  I 
sao  curvas  tic  u  constants  e  v  constame  correspon denies  as  retas 

u  —  1T  u  =  3,  v  =  0,  v  =  1 

no  piano  uv.  Essas  retas  envoi vcm  a  regiao  retang ular  S  mostrada  na  Figura  15.8.9/7.  Para 
deicrminar  o  jacohiano  fl(.r,  y)/d(itt  v)  dessa  transfer  in  agao,  primeiro  resolvemos  (10)  para  x 
e  y  em  fungao  de  it  e  y,  Isso  da 


das  quais  obtemos 


fl(*-  y) 

d(u,  v) 


X  = 

-F 

3x 

■j,. 

■I,. 

ay 

Sit 

oy 

dv 

-  v) 


t 

4 


[ 

4 


As  si  m,  pel  a  Formula  (9),  mas  com  a  noiagao  dA  em  ve/  de 

nt  •<*.» 

I  x  a-  y  J  J  u 

r  s 


II 


=!tt 

■in 


dut ,  v) 


dAit  Li 


-I  dA 


a  i; 


S 

1 
2 


-  1  ['  r  v 

2  Jo  J  i  " 


dit  dv 


f  «ln lull 

J 0  J«=l 


=  —  In  3  f 
2  Jo 


dv 


i 


vdv  =  —  In  3  4 
4 


A  ideia  subjaccntc  ilusirada  no  Exemplo  2  e  eneontrar  Lima  irons  lb  rmagao  injetora  que 
leve  urn  reiangulo  S  no  piano  uv  na  regiao  de  integrogao  R  c  depois  usar  essa  iransformagao 
como  uma  substituigao  na  integral  para  produzir  uma  imegral  equivalents  em  5. 
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i 

L  V 

s 

v  —2 

v  =  I 

ti 

1  f 

a  =  -  it  =  1 

(b) 

Figura  15*8,10 


►  Exemplo  3  Calcule 


//•" 


dA 


R 


onde  R  e  a  regiao  compreendida  pel  as  re  las  y  =  e  v  =  x  e  as  parabolas  v  —  1  lx  e  y  —  2!x 
(Figura  15.8.10a). 

Solitgdo  Como  no  exemplo  anterior,  procuramos  uma  t  ran  storm  aqao  na  qua  I  as  curvas  de 
fronieira  no  piano  xy  tornam-se  curvas  de  v  constants  e  de  u  constants*  Para  isso,  reescreve- 
mos  as  quatro  curvas  de  fronted  a  como 

v  1  3' 

-  —  —  —  1,  x  y  —  1,  xx  —  2 

x  2  x 


que  sugere  a  li  anslorniaqao 


v 

it  =  —'  v  =  xy 

■f 

x 


(11) 


Com  essa  transformagao,  as  curvas  de  frontdra  no  piano  xy  sao  curvas  tie  u  const  ante  e  de  v 
constants  correspondendo  as  ret  as 

u  =  u  =  1*  v  =  L  v  “  2 

u 

no  piano  uv.  Ess  as  retas  envoi  vein  a  regiao  relanguiar  5  mostrada  na  Figura  15*8*106,  Para 
delerminar  o  jacobiano  fl(xT  y)  /  fl(w,  v)  dessa  transform at^ao,  primeiro  resolve mos  (II)  para  a" 
e  y  cm  fungao  de  it  e  vy  o  quo  da 


x  =  \fvjiu  v  =  Juv 


das  quais  obtemos 


fl(-c  y) 
d(tt,  v) 


dx 

dx 

1 

fl 

1 

du 

fly 

hi  1 

/  it 

fly 

!)y 

1 

m 

1  /“ 

fltf 

fly 

21 

/  u 

2V'  v 

j  i 

4  u  4u 


1 

2  u 


Ass  ini,  pc  la  Formula  (9),  mas  com  a  noiagao  dA  cm  \c/.  de  dAxv> 

I 


2  u 


R 


dA  ^  [j  —  2  J  J  ^  *-  dAlie 

I;  f  e1’ In  1h 
2 


S  5 

■  2  r  1 

'■e*dudv  = 

3  dl/2^ 


n3  I 

/2  « 

i  r2  i 

=  -  In 2  /  =  -(*r  -t>)ln2  * 

2  Ji  2 


dv 


-  a=]/2 


■  MUDANQA  DE  VARfAVEIS  EM  1NTEGRAIS  TRIPLAS 

Equagdes  da  forma 

x  =  x (u ,  y,  it?),  y  —  y(«,  IK  w ),  z  —  z(it,  ik  w) 


(12) 


define m  uma  iransjormaqao  T  do  cspago  uvw  no  cspago  vyz.  Da  inesnia  maneira  que  uma 
transformagao  x  —  x(tt,  u),  y  -  y(r r ,  u)  etn  duas  variaveis  leva  retfmgulos  pequenos  do  piano 
uv  cm  paralelogramos  curvilmeos  no  piano  xy,  tambem  ( 1 2)  leva  pequenos  paraielepfpedos 
retangu lares  do  cspago  uvw  em  paralelepipedos  curvilmeos  do  cspago  xyz  (Figura  15.8. 11). 
A  definigao  do  jacobiano  dc  (1 2)  e  semelhante  a  Definigao  1 5,8. 1 . 
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15X3  defink; Ao  Se  T  for  a  iransformagao  do  espago  uvw  para  o  espago  xyz  definida 
pclas  equagdes  x  —  x(uy  v,  a/),  v  =  _v(a,  i?,  lo)t  z  —  z(ig  v,  w),  entao  o  jacobiano  de  T  6  deno~ 

tado  por  J(tu  v,  w)  ou  t)(x,  yt  zd'diii,  u,  te)  e  e  defmido  por 

Bx  dx 

dx 

du  dv 

dw 

„  ,  3(*v.  y,  z) 

J(a,v.w)=  = 

d  Ut  t  v ,  w ) 

By  By 

Bit  Bv 

By 

dw 

dz  Bz 

dz 

Bit  Bv 

d  w 

Para  valores pequenos de  A u.  Aye  Auj,  o volume  AVdo paralelepfpedo curvilfneo d.a 
Figura  15.8.1 1  esta  rclacionado  ao  volume  An  Ay  A  w  do  paralelcpipcdo  retangular  por 


AF  ** 


B(x,  y,  z) 

V,  w) 


Ait  A v  A w 


que  e  o  analogo  da  Formula  (8).  Usando  essa  relagao  e  uni  argumento  semelhaiUc  ao  que 
levou  a  Formula  (9),  obtemos  o  resuliado  seguinte. 


15.8.4  FORMULA  DA  MUDAN^A  DE  VARL4YEIS  PARA  INTEGRALS  TRIPLA  5  Se  a  UanS- 
formagaox  -  x(a,  i\  w),  y  -  vriq  v,  ui)t  z  —  z{u,  i\  w)  levar  a  regiao  S  do  espago  uvw  na 
regiao  R  do  espago  xyz  e  se  o  jaeobiano  d(jc?  y,  z)/3(w,  uj)  for  nfm-nulo  e  nao  mudarde 
sinal  em  S,  entao,  com  rcsirigocs  apropriadas  na  Iran  s  for  magao  e  nas  regioes,  vale 

/  /  /  f(x,y,  z)dV„r  -  f(x(u,  v.  w).  y(u,  v ,  m).  z(x.  v,  w)) 

<)<*,  v.  Z) 

dVtivw 

JJJ  JJJ 

ft  s 

0  (u ,  u,  w) 

(14) 

►-  Exemplo  4  Caleule  o  volume  da  regiao  G  envoi v Ida  pelo  elipsdide 


r 


Solticdo  O  volume  V  c  dado  pela  integral  tripla 

v  -  m jy 

G 

Para  e  ale  ular  essa  integral,  fazemos  a  mudanga  de  van  a  ve  is 

x  =  q  u .  y  —  bvs  z  —  cw  (15) 

que  leva  a  regiao  5  do  espago  uvw  envoi  vida  pela  esfera  de  raio  I  na  regiao  G  do  espago  xyz. 
Isso  pode  ser  visio  em  (15),  noiando  que 

2  ■>  T 

x  y  z  ^ 

— 7  +  tt  +  — r  =  1  torna-se  tr  +  ir  +  i ir  =  1 
a-  b2  c1 
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Caleulo 


O  jacobiano  de  ( 15)  6 


y»  z) 
S(it.  v,  w) 


dx 

'dx 

dx 

du 

dv 

dw 

3y 

we 

By 

dv 

r- 

du 

3v 

dw 

o- 

dz 

dz 

du 

dv 

dw 

a  0  0 
0  b  0 
0  0  c 


—  ci  be 


Assim,  pela  Formula  ( 1 4),  mas  com  a  noiagao  dV  em  vez  do  dVyv, , 


'-HI" -IJI 


)_ 

w) 


rfVi 


it  in;  1 


=*/// 


dV, 


U  IJM> 


g  s  a 

A  ultima  integral  €  o  volume  envoi vido  pela  esfcra  cie  raio  3 ,  que  subemos  ser  ~jrt  Assim,  o 
volume  envoi vido  pclo  el ipsoidc  e  V  —  \jzabc.  < 


Os  jacobiauos  tambem  aparecem  na  eonversao  tie  integrals  iriplas  em  coordenadas  re- 
tangulares  para  integrate  itcradas  em  coordenadas  cilmdricas  e  esfericas,  Como  exemplo,  no 
Exercfcio  47  pedimos  ao  letter  para  mostrar  que  o  jacobiano  da  transformagao 

x  —  r  cos  6.  y  =  r  sen  8.  z  =  Z 

jf 

e 

djx,  y,  z)  = 
d(r,  0.  z) 

e  o  jacobiano  da  iransformagao 

x  =  p  sen  tp  cos  8 ,  v  =  p  sen  tj>  sen  6 ,  z  ~  f>  cos  <p 
e 

d(x,y\z)  2 
T — =  p  sen  4> 
dip,  4>>  0) 

Assim,  as  Formulas  (6)  e  (10)  da  Segao  15,7  podcin  ser  expresses  em  termos  de  jacobiauos 
como 


1 1  j fix.  v,  z)  dV  =  III  f(r  cos0t  r  sen  8 ,  z)  1  r/z  r/r 


3(C  0. z) 


(16) 


G 


limitei 


Os  sinais  dos  vaEores  absoEulos  s^o 

omitidos  nessas  lermalas  porqve  os 
jacobianos  sao  nao-negattvos  (ver  as 
restricoes  na  Tabela  12.8.1), 

III  I (.v,  a) cIV  -  III  j{p  sen  /> sen <j>  sen  9 ,  p cos ^  dp d$ d9 

G  limit  os 

apropriados 

(17) 


EXERC1CIQS  DE  CGH/IPREENSAQ  15.8  ( Ver pagina  1099  para  respostas.) 


1 ,  Seja  T  a  transForrnagao  do  plant)  uv  no  piano  xy  defimda  pdas 
eqmtgoes 

x  =  m  “  2u,  v  =  3w  +  v 

(a)  Esboce  a  i  mil  gem  per  T  do  retangulo  1  <  u  <  3.  0  <  v  £  2, 

(b )  Re  sol  va  para  it  e  v  em  le  i  m os  de  x  e  y: 

w  =  i  u  — 


2.  Emmcie  a  re  I  agio  enire  R  e  5  na  formula  do  imidanga  de  va- 
riaveis 


f(.\.  y)  dAxy 


fix  {it .  u),  y(«,  u» 


3  (x ,  y) 
d(u,  u) 


3.  Seja  7"  a  trans  Format;  ao  do  Exerctcio  t > 
(a)  0  j  aeobi  a  no  <J  (x ,  y)  /  0  (w .  u )  de  T  6 
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(b)  Seja  R  a  regiao  do  Exerdcio  1  (a).  Preencha  as  lacunas  com 
o  imegrando  e  os  ex  item  os  de  integrate  quo  fall  am  na 
mudanga  de  varidveis  dada  por  I\ 


du  dv 


4*  O  jacobiano  da  transformagao 


e 


x  =  uv,  y  =  z  —  Sm 

B(u,v,  w)  . 


EXERCfCIOS  15.8 


1-4  Eneontre  o  jacobiano  3(x,  v)/9(us  u). 

1.  x  =  tt  +  4v,  y  =  2u-5v 

2.  rv  =  a  +  2v\  y  =  2u~  -  v 

3.  x  —  sen  a  4  cos  l\  y  =  -  cos  u  4  sen  v 

2  u  2v 

4.  x=-r - v  P'TT? 

fd  +  t.J2  '  ff2  +  tr 

5-3  Resol va  para  x  e  y  em  fun^So  de  u  e  v  e  depois  calcule  o  jaco¬ 
biano  3(xt  y)/S(u,  u). 


5.  n  =  2 x  —  5y,  u  =  x  4  2y 

6.  (f  =  e\  v  =  yc  1 

7 .  a  —  x2  -  y\  t?  =  x2  +  y2  (x  >  0,  y  >  0) 

8.  u  =  xy\  v  =  xy  (x >  0,  y  >  0) 

9-12  Eneontre  o  jacobiano  rJ(x.  \\  z)RH.n.  lv  u>), 

9.  x  =  3w  +  u.  y  =  tt -2w.  z^v  +  w 
10,  x-  u  -  uv.  y  =  uv  -  uv  it\  z  =  uvw 
IE  it  =  x>\  v  —  y,  w  —  X 4  z 

12.  if  —  x  +  y  4  z,  v  —  x  4  v  -  Zi  w  =  x  -  y  4  z 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


13-16  Esbocc  a  image m  do  conjimto  S  no  piano  xy  sob  a  transfor- 
maeao  dad  a. 


i 

L  1? 

>n.  i) 

5 

x  =  ir  -  i r 
y  =  2fO< 


X  =  111 

X  =  if  COS  tf 

rX 

91 

>i, 

y  =  u  sene 

17*  Use  a  transform  agao  it  =  x  -  2y»  v  -  2x  4  v  para  encontrar 


If 


x  "2 y 

- - -  dA 

2x  +  v 


ft 


onde  R  6  a  regiao  reiangular  deli  mi  tad  a  pel  as  rclas  x  -  2 y  =  I . 
x  -  2 v  =  4.  2x  4  y  -  1 .  2x  +  y  =  3. 

18,  Use  a  transform  actio  u  -  x  4  \\  v  =  x  -  y  para  cncontrar 

(x  -  y)ex'~yt  dA 


If 


ft 


onde  R  6  a  regiao  reiangular  delimitada  pdas  ret  as  x  4  y  -  0, 
x  +  y  =  U  x  —  y  -  1 .  x  -  y  =  4* 

19.  Use  a  transformagao  it  -  ^  (x  4-  y),  l?  =  -(x  —  y)  para  ertcontmr 


If 


sen  ^  (x  +  y)  cos  i(x  —  y)  dA 


onde  R  6  regiao  triangular  de  vdtices  (0*  0),  (2, 0)+  (K  1). 
20.  Use  a  transforma^ao  u  =  y/x>  v  =  xy  para  encontrar 

xv*  d A 


if 


onde  A’  6  regiao  no  primeiro  quadrante  delimitada  por  y  =  x, 
y  -  3x,  xy  =  I ,  xy  =  4. 

21-24  A  Iran  si  ormagao  x  =  an.  y  =  bo  (a  >  0,  h  >  0)  podc  scr 
reescriia  como  xla  ~  u,  yfh  -  v  e,  portanto.  transforma  a  regiao 
circular 

ir  +  v 2  <  I 


na  regiao  el i plica 


I  2 

X*  V 

- — y  —  <  i 

a  *  h* 


Neslcs  excrctcios,  efetue  a  integrate  transformando  a  regiao  de 
inlegracao  elf  plica  cm  uma  regiao  de  integragao  circular  c,  depois, 
calcuSe  a  integral  transformada  em  coordcnadas  pal  ares. 


21.  j I  \/!6.C  +  9  v2  dA,  onde  R  &  a  regiao  envolvida  pefa  elipsc 


R 


+  (v'V  1 6)  =  1. 

22.  j  j  e~lx"’’Ay'>  dA,  onde  R  6  a  regiao  envolvida  peia  elipse 


R 


(x/4>  +  y"  =  l. 
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23.  j  j  en  (4, 


T* 

cn  (4x"  -r  9  v")  dA,  ii  e  R  c  a  regia 


ft 

le  en 


i  a  e  a  e  i  e  4x2  +  9y  =  3  e  ci 


24. 


tie  uc  a  area  aei  e 


x  +  r  =  1 
a2  r  £2 


e  TTtj/? 


rimeir  ua  ran 

c  r  ena 


25-26  Sea,  fr,  cc  rem  e  n  tante  ui  a  h  enta  a  tran  rma 
ga  a  =  tin ,  y  =  fiv,  z  =  etc  e  or  rae  erila  e  m  xAv  =  e,  y//>  =  l\ 
z/r  =  MJe,  nant  .Iran 

na  regia  e  i  i  a 


etc  o  ciad  e  due  a  integrals  tran  rman  a  regia  e 
integrals  ei  i  a  rum  a  regia  e  integral  e  erica  e,  e  i, 
ca  eu  e  a  integra  tran  rma  a  cm  e  r  ena  a  e  erica 


rma  a  regia  e  erica 


u1  +  +  w*  <  1 


2 


?  T  2 

a  y*  z 

- —  4 - <  1 

a*  (?* 


1 


“■  III ‘ 


x~  dV ,  n  e  G  e  a  regia  en  i  a  c  e  i  oi  e 


9r  +  4.V  +  z"  =  3 

26.  kuc  m  merit  e  inercia  cm  t  m 
e  i  i  a  imitii  r 

.2 

a 


et 


/  - 

o  i 


i-  i,2 

A  y  <. 

•■>  4"  ,  ^  +  n  ' 

rr  d 


a  ben  ue  &  x,  y,  z  ~  I  [  er  a  efiniga  ue  antcce  e 
E  ercici  43  a  Sega  13  7] 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


27-30  Enc  litre  uma  tran  rmaga 

11  =  f{x,  >'),  v  =  v) 

uc,  a  ica  ana  regia  R  an  xv  Lcnha  r  image  m  a  regia 

S  an  uv 


31-34 

rid  ei 

a  eu  e  a  integra  azen  uma  tr  ca  a  c  ua  a  t 

;  a 

31. 


y  —  4x 


/  /  - - dA,  n  e  R  e  a  regia  e  imita  a  ea  reta 

JJ  y  +  4a 


R 


y  -  4a.  y  -  4a  4-  2.  y  =  2  -  4a.  v  -  3  -  4a 


// 


32.  //  (a“  —  y2)dA*  n  e  ft  6  a  regia  retangu  ar  e  imita  a  e 


33. 


a  reta  y  =  -a;  y  =  1  -  a,  y  =  a,  y  =  a  +  2 
sen  (a  -  y) 


// 


cos  (a  +  y) 


tM.  n  e  ft  £  a  regia  triangu  ar  e  imita  a 


fl 


34. 


e  a  reta  v  =  0,  y  =  _v.  x  +  y  =  zti 4 

j  j  eO-»Hy**  M,  ne^ea  regia  n  rimeir  ua  rante 
e  imita  a  e  tra  £zi  e  cilice  0.  1  ,  1,0,  0.4  ,  4.0 


35.  e  uma  rmi  anga  c  arid  ei  a  e  ua  a  ara  ca  cu  ar  a  drea 

a  regia  n  rimeir  ua  rante  cn  i  a  ea  cur  a  y  =  x, 

y  =  2x,  a  =  y\  x  =  4y' 

36.  e  uma  mu  anga  e  arid  ei  a  e  ua  a  aracacuar  u 
me  6  i  imita  acima  c  an  a +  .y  +  z  =  9,  abai 

e  an  av  c  atera  incntc  c  ci  in  r  c  i  tic  4a'  +  9v"  =  3 

ISugest&o:  e  ro  e  ume  c  m  uma  integra  u  a  cm 

c  r  ena  a  av  e  e  i  nee  r  ena  a  are  ara  ea  cu 

ara  Integra  tran  rma  a] 

37.  e  a  tran  rmagii  tt  -  a,  l1  =  z  -  y,  ui  —  xy  ara  ca  cu  ar 


(z  —  y)2xydV 


o 


n  e  G  e  a  regia  e  imita  a  e  a  u  er  fete  a  =  1,  a  =  3. 
z  =  y.  z  -  v  +  K  .nf  -  2.  Ay  =  4 

38.  e  a  tran  rmaga  it  =  av,  v  =  yz,  u?  =  ax  ara  ca  cu  ar 
ume  a  regiS  n  rimeir  ctante  c  m  reen  i  a  e 
ci  in  iL  lii  erb6  ic  Ay  -  1,  xy  —  2,  yz  -  I ,  yz  —  3,  xz  —  ! . 
A z  =  4 
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ma  e  era  a  tr  i  a  tem  e  uaga  xlfi  +  y2/*  4-  x2^  =  a?:} 
erE  erefei  54  na  S-ega  15  4  Erie  ntre  nine  6  i 
c  m  reen  i  rumae  era  a  tr  i  a  li  an  uma  integra  tri 
a  e  a  tran  rmagS 

,r  =  /)  (sen  0cos0)‘* 
v  =  /i  (sen  0  sen  0)y 
z  —  p(CQ$tf>)} 

am  a  ua  0  < p  <  a ,  0  <  (j>  <  Jr,  0  <  0  <  2jr 
a  erifi  tie  ue 


<ll  l>  1 

«2  b2 

Hh 

t2\f>2  +  ^1^2 

Cl  cl\ 

t'2  Ch 

C]a2  +  diC2 

C]  f?2  +  ^1^2 

b  Se  a  =  .v  w,  a  *  v  =  y  it,  v  r  uma  tran  rmaga  in  et  ra, 
ema  k=.h a,  y ,  v  =  it  a, y  Su  n  a  i  enendabi  i  a  e 
a  ungae  *u  e  re  u  ta  a  arte  a  earegra  aea  eia 
ara  in  trar  tie 

3(jf,  y)  d(u>  v)  _  i 

d(uy  v)  d(x,  y) 

41.  nfirme*  em  ca  a  arte,  ue  a  ormu  a  bti  a  na  arte  b 
E  erefei  40  6  a  i  a  ara  a  tran  rmagoe  a  a 

a  x  =  is  —  uv,  y  —  m? 

b  x  —  uv,  y  —  tr  (v  >  0) 

c  x  —  i(ir  +  v2"),  y  —  \(tr  —  tr  )  (w  >  0,  v  >  0) 

*m  ~  mr 

42-44  6miu  a  bti  a  na  arte  b  E  erefei  40  6  iUi  n 
r  b  cm  a  e  in  teg  rag  a  em  ue  d  inc  n  eniente  u  im  f  e 

re  er  a  e  uagoe  e  tran  rmaga  u=f  x.  y  T  v  =  g  xy  y  e 
id  tame  me  ara  a  e  y  em  unga  eiieu  etc  e  erefei  ue 
a  re  agu 

3(e  y)  _ _ 1 _ 

3(if,  v)  3{u,  v)fd{x,  y) 
ara  e  Star  a  re  uga  e  x  e  y  em  ungS  e  it  e  v 


42.  e  a  Iran  rmaga  w = xy\  v  -  ax'  aracacuar 

sen  (a  y)  dA 

R 

n  e  R  6  a  regia  e  imita  a  e  a  eur  a  xy  —  xy  =  2jt. 

4  1  J  .-L 

xy  —  I  h  xy  =  2 


39. 


40. 


43-  e  a  tran  rmaga  m  -  x  -  y\  v  -  x  +  y'  ara  ca  eu  ar 

xydA 


If 


R 

n  e  R  €  a  reaiii  rimeir  ua  rante  e  imita  a  e  a  hi  erb 
o  x2  -  y2  =  I .  .r  -  y2  =  4  c  efreu  x2  +  y"  =  9.  x~  +  y~  =  I 

"T 

44,  e  a  tran  rmaga  u  ~  xy*  v  -  y"  ara  ca  eu  ar 


If 


(.v4  -  yV”  dA 


4-l  .. 'i  v 


R 


45. 


n  da  regia  n  rimeir  ua  rante  e  imita  aea  hi  i^r 

b  e  xy  =  1 1  =  3 ,  a”  -  y™  -  3 ?  x~  -  y"  =  4 

ana  g  ara  tre  aria  ei  a  6mui  a  e  u^i  a  na  arte  b 

E  erefei  40  e 


3(jc,  >\z)  30f.  v,  w) 

d{uyv,ur)  &(x,y,z) 


=  \ 


e  e  e  re  u  [a  ara  m  trar  ue  uine  V  ara  e  e  f  e 

b  i  u  imita  e  an  x  +  y  +  2  z=  ±3.  x  -  2 y  +  z~  ±2, 

4.r  +  y  +  z  -  ±  e  E  =  1 

46,  a  tie  uc  e  R  r  a  regia  triangu  ar  e  eniee  0.  0  , 
E  0  e  0,  1  ,  cniii 

j j  f(x  A-  y )  ^  jT  m/(«)  c/« 

b  e  re  u  ta  a  arte  a  araca  cu  araintegra 

e*+y  dA 


// 


47.  a 


R 

n  i  ere  a  tran  rmaga 

x  —  r  ees  & ,  v  —  r  sen  (3 ,  z  =  z 

e  c  r  ena  a  ei  fn  rica  em  retangu  are  .  n  e  r  >  0 

tre  ue 


d(\y  y.  z) 


&{r,e*z) 

n  i  ere  a  tran  rmaga 

x  —  p  sen  4>  c:os  0 ,  y  —  p  sen  ^  sen  9 ,  z  =  p  cos  <■> 
e  c  r  ena  a  e  drica  em  relansm  are  ,  n  e  0  <  o  <  n 


ire  ue 


<H.v,y,z)  2 


<Hp.4k9) 


—  p  sen  <p 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCl'CtOS  DE  COMPREENSAO  15.8 

1*  a  tmagem  6  a  regia  an  ay  eng  ba  a  e  ara  e  gram  e  dnice  !,3  ,  -3,5,  -ltll  e  3,9 

b  it  —  i(x  +  2y);  v  =  i(v  -  3.v)  2.  Sc  utnarccia  an  uuettda  imagern  e  S  n  an  .vv  c  a  trail  rmaga  x  =  x  uy  v ■,  y -y  u.  v 
— II  le^dudv  4.  2vw 
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EXERCICIOS  DE  REVISAO  DO  CAPITULO 


1.  Integra  u  anuntaregiS  R  an  xy€  efini  ac  m 

»  *arr  ■?  ' 

f f  H»  )•)  £  /<*»  ■  >•?)  AA<: 


Do  ere  a  i  ce  iment  n  ua  eba  ea  ae  a  efini^a 

2.  Integra  tri  a  mini  6  i  G  num  i  lema  ec  r  eno  a  ,n-£ 
eEini  ac  an 


// f  ^x' -v' ;U/l/  =  „!i+,  /(•**■ ?*.«*> 


De  ere  a  r  ee  iment  n  ua  £  ba  ea  a  e  a  etkii^a 

3.  a  E  re  e  a  area  e  urna  regia  AJ  an  xy  c  in  oma 

mtegra  u  a 

b  E  re  e  umc  c  uma  regia  G  num  i  tenia  ee  i 
ena  a  xyze  m  uma  Integra  tri  a 

e  E  re  e  a  drea  a  arte  a  u  er  fei e  z  =  f  x+  y  ue 

flea  acima  a  regia  R  an  xy  e  m  uma  Integra 

n  a 

4.  a  E  ere  a  e  uagoe  am  metric  a  e  uma  e  era  e  mi  a  e 

centr  na  rigem 

h  E  ere  ae  ua^5e  aramiSirica  d  m  r  circu  arret  e 

mi  ncamra/i  ue  tem  ceiur  n  ei  ■.  ba  e  n  an  xy 

e  e  r  nga  na  irega  z  iti 

5.  a  Em  term  f  ic  ,  ue  i guinea  centr  e  gra  i  a  e  e 

uma  am ina 

b  ue  cental  e  r  centroi  e  e  uma  aniina 

c  E  ere  a  6rmu  a  ara  a  c  r  ena  a  centr  e  gra  i 
a  e  c  uma  ami  nan  an  xy 

E  ere  a  orrmi  a  ara  a  c  r  ena  a  eentroi  e  euma 
ami  nan  an  xy 

6.  Qucrem  trail  rmar  uma  Integra  u  a  cm  uma  regia  R 

an  xy  numa  Integra  u  ac  ui  a  elite  numa  regia 
S  an  uv  He  ere  a  urn  r  ee  iment  Lie  eria  er 
mi  \zsl 


7.  Se  a  R  a  regia  a  ligura  a  eguir  Preencha 
graga  ue  a  tarn  na  Integra  itera  a 


imue  e  into 


/*  n  n 

J  □  Ja 


fix,  y)  dx  dy 


cm  R 


8,  Sc  a  R  a  regia  m  tra  a  na  ligura  a  eguir  Free nc ha  imtte 

e  integrant  ue  a  lam  na  ma  a  imegrai  itcra  a 

>2  >□  >3 

j  j  fix ,  y)  dy  dx  -f  /  /  fix,  yjdydx 

JQ  JO  '  J 2  Jo 


9.  a  One  litre  a  e  n  tame  a,  h ,  <■  e  d  tai  ue  a  tran  rina^'a 
x  =  au  +  bv,  v  =  cu  -f  du  trail  rme  a  regia  5  a  figura 
abai  na  regia  /f 

b  Enc  ntie  a  area  ara  e  gram  R  imegran  na  regia  S 
e  erili  ue  ware  tauan  uma  urmu  a  a  e  metria 


it).  Deuinae  icagfi  ge  mdrica  aram  trar  Lie 

{*71  r  7T 

0  <  /  /  sen  yfxydydx  <  tt 

Jo  Jo 


tl-12 

a  cue  a  Integra  itera  a 

/'l  flv  , 

f2 

r  ~y  , 

11. 

(  /  Costa--)  d  v  dx 

12. 

f  i 

.ver 

dx  d  y 

j 

1/2  Jo 

Jo  J 

— y 

1 3-1 4 

E  re  e  a  Integra  itera  a 

c  m 

u  ma 

intcera 

u 

itera  a  e  ui 

aentce  ma  r  cm  c  imegra^a 

Ell 

eni  a 

pi  px!2 

/*"  sen  i 

13. 

/  /  e  vey  dy  dx 

14. 

/  1 

•>V  1  1  .1 

dx  dy 

J 

o  Jo 

Jo  J 

>  v 

15-16 

E  b  ce  a  regia  cu  a  area 

e  ta 

re  re 

enta  a 

e  a  Integra 

itera 

(i 

/■  ?rf  2 

15. 

1  j  dvdx 

J 

0  JtpC.v/2j 

f  t/C  i*srn+co!t^'j 

“•j 

f  /  rJr  (rt  > 

.t/6  J a 

0) 

17-18 

a  cu  e  a  integral  u  a 

17* 

1  I  x2  sen  _r  rM ;  R  e  regia 

imila  a 

ry  sjc3,: 

\?  =  -x*  ey  =  8 

J 

J 

K 

eni  R 
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18.  j  j  (4  —  x 2  —  y~) dA :  R£ o  setor do  prime!  ro quadrante ] i mi¬ 
ff 

tado  pdo  circulo  x2  +  y2  -4c  pelos  cixos  de  coordonadas, 

19.  Convert  a  para  coordenadas  retangulares  e  catcule: 

'Zjl  ."2d  sen  i1  j 


/  7 


rstn  20  drdB 


20.  Convert  a  para  c oordenadas  po  \  ares  e  c  al  c  u  I  e: 

,  J2  f  v4— A"- 

4,r  y  d  v  dx 


n 


21.  A  regiao  1 1  mi  tad  a  pory  =  2x\  2a  +  y  =  4  e  o  etxo  x. 

22.  A  regiao  envoi vida  pela  rosScea  i-  =  cos  3 6, 

23 .  Convert  a  para  c  oorde  n  ad  as  cil  fnd  ricas  e  ca  I  cute : 

*  U* + y '  v: 


/2  p«f4-s-  p  16 

x2dzdydx 

■2  J-v 4-x;  Jixl+vb* 


24 .  Con  vert  a  para  e  oorden  ad  as  cs  I’dricas  c  cal  c  ll  I  e: 

io  1  1 


1  4  A'2  4  v2  4  z 2 


-  dzdy  dx 


25.  Seja  G  a  regiao  limitada  acima  pela  esfera  p  -  a  e  abaixo  pel  a 
cone  6  =  jt/3  .  Expresse 


29*  C al  culc  a  area  d e  su  perl  tc  i  e  da  pa  r! e  do  parabo  1 61  dc  h  i  pcrbdl  i  co 

r(n,  u)  =  (w  +  i?)i  ■+■  («  -  i')j  +  imk 

■j  ■1' 

para  a  qua!  u  h-  v'  <4. 

30*  Caiculc  a  area  dc  super  (Tde  da  parte  da  ram  pa  cm  c  spiral 

r(jr,  v)  -  u  cos  i'i  +  it  sen  irj  4  rk 
para  a  quat  0  <  it  <  2*  0  <  v  <  7>u, 

31-32  Determine  a  equagilo  do  piano  tangent c  a  superffeie  no 
ponto  espedftcado. 

31.  r  =  ul  +  uj  +  (if  +  u2)k;  it  =  1 ,  v  =  2 

32.  x  —  it  Cosh  ih  y  =  it  senh  v,  z- a":  (—3,  0,  9) 

33-34  Encont.ro  o  centrdidc  da  regiao. 

■j  y 

33*  A  regiao  1  inti  Lada  por  y"  =  4,v  c  y"  -  8(.v  -  2). 

34,  A  metade  superior  da  el  ipse  {xJa'y  +  (y /by  =  I. 

3 5-36  E neon  Ire  o  een  troi  dc  do  sol  \  do. 

35,  O  cone  $61  ido  com  vdrlice  (0*  0,  h)  e  base  xT  +  y"  <  cC  no  pia¬ 
no  xy\ 

36,  O  sdl  ido  I  imiiado  por  y  =  a3,  z  =  0  e  y  +  z  -  4. 

37,  Ca  leu  le  a  di  sta  nei  a  mdd  i  a  de  u  in  pent  o  no  i  me  ri  or  dc  uma  esfe  - 
ra  de  raio  a  ao  ceni.ro.  |  Ver  a  definigao  que  precede  o  Exercfcio 
27  da  Seglo  1 5*5.  j 


4  y2)dV 


coinouma  integral  ueradaetn  coordenadas 
(a)  esfcricas  (b)  eilfndric&s 

(c)  ret  an  gu  tares 

26.  Seja  G  -  (U,  y\  z):  x~  4  v:  <  z  <  4v}*  Exprcsse  o  volume  dc  6T 
eomouma  integral  derada  cm  ciwrdenadas 

(a)  ret  an  gut  ares  (b)  ciStndncas 


38.  Use  a  transform agdo  it  =  a  -  3v*  v  =  3a  4-  y  para  obter 


x  “  3_y 
(3a  4  y)2 


dA 


ondc  R  6  a  regiao  retang u I ar  englobada  pdas  retas  x  -  3 y  -  0. 
x  -  3_y  =  4.  3.a  4-  y  =  1  c  3.r  +  y  =  ,3. 


39.  Sej a  G  0  sd  I  ido  do  c  spago  tii  d  i  men  s  i  on  a  1  dc  f  i  ni  do  pe  I  as  des  i  - 
guaidades 

!  —  e *  <  y  <  3  —  ex  *  1  —  y  <  2z  £  2  —  y*  y  <  ex  <  y  4  4 


£7-28  Calcule  o  volume  do  so  lido  us  an  do  uma  integral  tiipla. 


27.  O  sol  ido  3  imitado  abai  xo  pdo  cone  &  =  tz/6  e  aci  ma  pelo  piano 
z  =  it. 

28,  O  sdlido  com  preend  ido  entre  as  superficies  x  -  y"  +  z"  e 
x  =  !  -  v-* 


(a )  U  sa  ndo  at  ra  n  sfo  rmag  ao  de  coordenad  as 

tt  =  e*  4  y>  v  =  y  4  2 z,  w  =  e*  -  y 

cal  cute  o  jacob  in  no  3  (a,  y.  z)fd{u*  v,  w ).  Ex  pres  sc  sua 
resposta  cm  termos  dc  it,  v  c  w. 

(b)  Usando  uma  integral  iripla  e  a  miidanga  de  vari  tiveis  dad  a 
eni  (a),  encontre  o  volume  de  G. 


c  a  p  f  *  u  I  o 


z  e  s  s  e  i  s 


Eu  mi  miii  10  horn  em  ralrith 
dife  re  filial  e  integral,  eu  co- 
nkego  os  names  ciendficos  de- 
seres  animdlcuhs;  em  suma, 
em  assumes  vegetais,  animals 
r  mineral#  tit  sou  a  propria 
modelo  de  ttm  general  maim: 

lw-  S.  Gilbert 

Ubmista  da  ope  rent 
O  Micado 


TOPICOS  DO  CALCULO 


VETORIAL 


tema  principal  deste  capitulo  e  □  conceit®  deiJfluxo’\  O  ram®  da  Matematica  que  es- 
tudaremos  aqui  preocupa-se  com  a  an£lise  de  v£rios  tiposde  fluxes:  por  exempt®,  o 
fluxo  de  um  fluido,  ou  o  fluxo  da  eletricidade.  Na  verdade.  os  prime! res  textos  de  Cal- 
ciilo  de  Isaac  Newton  estao  re  plot  os  de  termos  coma  £iluxeoH  effluents”,  que  tern  como  raiz  o 
ter  mo  latsm  fluere{fluir).  Comegaremos  o  capitulo  introduzindo  o  conceUo  de  camp®  vetorlal* 
que  e  a  descrigao  maiematica  de  um  fluxo,  Em  segdes  sub  sequent  es,  introduziremos  dels  no- 
vos  tipos  de  integrals,  que  sao  usadas  numa  ample  variedade  de  apticagoes  para  analisar  as 
propria  dades  de  campos  vetoriaia  e  de  f  luxos.  Ftnalmente,  condutremos  com  tree  teoremas 
basicos:  oTeorema  de  Green.  oTeorema  da  Divergencia  e  oleorema  de  Stokes,  Esses  teore- 
mas  proporcionam  uma  visa®  profunda  da  natureza  dos  fiuxos  e  constituem  a  base  de  muitos 
dos  principles  mars  importanfes  da  Fisica  e  da  Engenharia. 


Tutor  Os  resuUados  deste  capitulo  fonweemferrammtas  para  anaUsar  e  entender  o  compartamento  defimicoes  e  outros 
fluxos  fltudos. 

16. t  CAMPOS  VETORIAIS 


Nest  a  settao,  considerate  nws  fun  goes  que  assoc  iam  veto  res  com  pout  os  no  espago  hi  ou 
tridimensional,  Veremos  que  tais  f anodes  desempenham  um  pap  el  import  ante  no  estudo  de 
fluxos  fiuidos,  compos  de  formas  gravitacionais,  compos  de  formas  eletromagneficas  e  uma 
am  pi  a  variedade  de  outros  pro  hie  nuts  aplicados. 


.  1  T  r 

v  v '  *  1 1 


/y  * 

> 


■  CAMPOS  VETORIAIS 

Para  niotivar  as  ideias  matcmalicas  dcsta  segao,  considere  um  ponto  do  massa  unitdria  lo¬ 
cal  izado  em  qualquer  ponto  do  Uni  verso,  De  acordo  com  a  Lei  da  Gravitagao  Universal  de 
Newton,  a  Terra  cxerce  uma  forga  atrativa  .sohre  a  massa  Eta  diregao  do  Centro  da  Terra  e  dc 
grande/a  inversamente  proportional  ao  quadratic  da  di  stand  a  da  massa  ao  centre  da  Terra 
(Figura  16.1.1).  Essa  associagao  de  ve Lores  de  torga  com  pontes  no  espago  e  chain  ada  cam¬ 
po  gravitational  da  Terra.  Uma  iddia  similar  surge  no  fluxo  fluido.  Imagine  uma  corrente 
em  que  a  agua  flui  horizontal  niente  em  qualquer  nfvel  e  considere  a  eamada  de  agua  numa 
profundidade  espedfica.  Em  cada  ponto  da  eamada,  a  agua  tcin  uma  certa  vdocidade,  que 
podemos  representar  por  um  vetor  naquele  panto  (Figura  16, 1 ,2).  Essa  assoriagao  de  vet  ores 
vdocidade  com  pontos  numa  eamada  bid  i  mens  ion  al  e  denominada  campo  de  velocidades 
nessa  eamada.  Essas  iddias  sao  encampadas  na  defmigao  seguinte. 
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Figura  16.1.2 


16,1.1  DEFiNigAO  Uin  campo  vetorial  num  piano  e  uma  iungao  que  associa  a  cada 
ponto  P  do  piano  uni  unico  vctor  F(  P)  para  Ido  ao  piano.  Anal  ogam  onto,  urn  campo  veto- 
rial  no  espago  tridimensional  £  uma  fungao  que  associa  a  cada  porno  P  do  espago  tridimen¬ 
sional  utn  unico  vet  or  F(P)  do  e  space. 


Observe  que  nessa  delinicao  nilo  ha  referenda  a  uni  si  sterna  do  coordenadas.  Biuretanto, 
para  fins  de  calculod,  u&ualmente,  desejavel  inlroduzir  um  si  stem  a  de  coordenadas,  de  mode  que 
sc  possa  designarcoinponentes  para  os  veto  res.  Espedficamentc,  se  F(jP)  for  um  campo  vetorial 
num  sistema  de  coordenadas  ay,  entao  o  ponto  P  tera  coordenadas  (,vt  y)  e  o  vetor  assoeiado  leva 
com  pone  rites  que  sao  funcoes  dc  x  c  y.  Assim,  o  campo  vetorial  F(P)  pode  scr  expresso  como 


F(x,  y)  =  f{x ,  y)i  4-  g(x,  y)j 

De  mode  analogo,  no  espago  tridimensional  com  um  sistema  de  coordenadas  a  vz,  um  campo 
vetorial  F(P)  pode  ser  express o  como 

F(,v,  3%  z)  =  fix ,  y\  z) i  -h  £(a:,  yt  z) j  +  b(x,  >%  z) k 


DGMINtO  DA TECNOLOGtA 

Se  o  lei  tor  dlspu^er  de  um  recurso 
grafico  que  possa  gerar  campos  veto¬ 
riais,  tera  a  documantacao  pariinente 
e  rente  fazer  duplicates  razo^veis  das 
partes  (a)  e  (b)  da  Figura  16.1.3. 


■  REPRESENTAQOES  GRAFIQAS  DE  CAMPOS  VETORIAIS 

Um  campo  vetorial  no  espago  bidimensional  pode  ser  vis  to  geomctricamente  desenhando-se  ve- 
lores  represent  at  i  vos  F(jt,  y)  em  alguns  pontos  bem  seledonados  do  piano  xy.  Pore  in  t  a&sim  como 
normalmente  nao  e  possfvel  descrever  comp  let  amen  te  uma  curva  plana  loeaiizando  um  mlniero 
finito  de  pantos,  tambem  nao  6  normal mente  possfvel  descrever  um  campo  vetorial  loeaiizando 
um  numero  linito  de  vet  ores.  Todavia,  tais  representagoes  gridicas  podem  fomecer  in  forma  coos 
uleis  accrca  do  coniportamemo  gcral  do  campo  se  os  vetorcs  forem  escolhidos  adequadamentc. 
Emretanto,  representagoes  gralicas  dc  campos  vetoriais  requerem  um  volume  substancial  decal- 
culos,  de  modo  que  sao  geralmcnlc  eriados  coin  o  uso  de  computations.  A  Figura  1 6. 1 .3  mostra 
quatro  campos  vetoriais  gerados  em  computador.  O  campo  vetorial  na  parte  (tf)  poderia  des¬ 
crever  a  velocidade  da  corrente  num  edrrego  em  v arias  profundidades.  No  f'undo  do  cerrego,  a 
ve  loci  dado  6  zero,  mas  a  velocidade  da  corrente  an  men  la  a  medida  que  a  prolundidade  di  minim 
Pontos  k  mesma  profund idade  tern  a  mesma  velocidade.  O  campo  vetorial  da  parte  (b)  poderia 
descrever  a  velocidade  de  pontos  de  uma  roda  cm  mo  vi  men  to.  No  centre  da  rod  a  a  velocidade  e 
nula,  mas  a  velocidade  aumenta  com  a  dislSncia  do  centra.  Pontos  k  mesma  distancia  do  centra 
torn  a  mesma  velocidade.  O  campo  vetorial  da  parte  (c)  poderia  descrever  a  lorga  do  repulsao  de 
uma  corrente  el  Ulrica  —  quanto  mais  peitoda  earga,  maiore  a  forga  tepulsora.  A  parte  id)  mos¬ 
tra  um  campo  vetorial  no  espago  tridimensional.  Tais  figures  tendem  a  scr  confusas  e  porta  mo 
de  menor  valor  que  rapresentagoes  grufieus  de  campos  vetoriais  no  espago  bidimensional.  Note 
tambem  que  os  vetorcs  nas  partes  (b)  c  (c)  eslao  fora  de  escala  —  seus  coinprimentos  forum 
eompi  iiuidos  para  maior  claveza.  Esse  rectirso  sera  adotado  cm  todo  cste  capftulo. 


Vcjyw.t  xcm  escala 


0 


U  v.  y)  -  l  fy  i 


Fir,  y)  -  -  yi  + 


0L 


■  UMA  NOTApAO  COMPACTA  PARA  CAMPOS  VETO R I AIS 

% 

As  vezes,  6  util  tie  notar  us  campos  vetoriais  F(,v,  y)  e  F(x%  y,  z)  eompletamenle  em  notaguo 
vctorial  idcntifieando  (x,  y)  com  o  vctor  posigao  r  =  xj  +  vj  c  (xT  v,  z)  com  o  vetor  posigao 
r  =  xi  +  vj  +  zk.  Com  essa  notagao,  o  campo  vetorial  tamo  no  espago  hi  quanto  tricii mensi o ual 
pode  sereserito  como  F(r),  Quando  nao  hoiivcr  possibilidade deconfusao,  oniitiremos,  algu- 
mas  vezes,  att£  ore  denotaremos  o  campo  vetorial  como  F. 


■  CAMPOS  DE  QUADRADO  INVERSO 

De  acordo  com  a  Lei  da  Gravitagao  Universal  de  Newton,  panfculas  de  niassas  m  e  M  airaem 
uma  a  outra  com  uma  lorga  F  de  grande /a 

GmM 


Fll  = 


(1) 


ondc  r6  a  distSneia  cnirc  as  partfculas  e  C  <5  uma  consiamc.  Supondo  que  o  objeto  de  massa 
M  esteja  localizado  na  origem  de  urn  sistema  de  eoordenadas  xyz  e  que  r  seja  o  vetor  posigao 
do  objeto  de  massa  in,  entao  r=  ||r[j  c  a  Ibrga  F(r)  exerdda  pda  purlieu  I  a  de  massa  M  sobre  a 
partial  la  de  massa  m  tern  a  dircgSo  e  o  send  do  do  vetor  uni  Carlo  — r/||  r  |j,  Assirn,  por  ( 1 ) 


F(r)  - 


GmM  r 


GmM 


IMI 


3 


(2) 


Sc  m  c  M  forem  con  statues  e  sc  tom  arm  os  c  =  -GmM,  entao  ess  a  formula  podc  scr  dad  a  por 


F(r>  = 


c 


Campos  vetoriais  dessa  forma  aparecem  cm  problemas  clctromagnelicos  c  gravilacionais- 
Tais  eampos  sao  tao  impof  (antes  que  tern  sua  termmologm  propria. 


16,1.2  defimcao  Se  r  for  um  vetor  posigao  do  espago  hi  ou  tridimensional  e  c  uma 
constants  entao  um  campo  vetorial  da  forma 


F(r) 


6  denominado  urn  campo  de  quadrado  inversol 


Observe  que  se  c  >  0  cm  (3),  entao  F(r)  tem  a  mesma  diregao  dc  r,  dc  mode  que  coda 
vetor  do  campo  e  direcionado  para  longe  da  origem;  e  se  c  <  0,  entao  F(r)  tem  sentido  oposto 
ao  de  r,  de  modo  que  eada  vetor  do  campo  e  direcionado  para  a  origem,  Em  ambos  casos,  a 
grandeza  de  F(r)  6  in  versatile  nte  prop  ore  ion  a  1  ao  quadrado  da  distil  neia  entre  o  ponto  final  de 
re  a  origeni,  pots 


Deixamos  para  o  lei  tor  demonstrar  que,  no  espago  bidimensional,  a  Formula  (3)  pode  ser 
escrita  sob  a  forma  de  eomponentes  como 


FO,  J-)  = 


(X2  +  ,.3)3/2 


(-vi  +  >’j) 


e  no,  espago  tridimensional,  como 


F(.v,  y\  z)  - 


c 


(x2  H-  v2  4-  V 


(xi  +  yj+zk) 


(4) 

(5) 


[  ver  partes  (c)  c  (d)  da  Figura  1 6. 1 ,3]. 
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►  Exemplo  1  A  Lei  de  Coulomb  afirma  que  a  fot\a  eletrastatica  exercida  pot  tuna  par- 
ticuta  car  re  gad  a  sobre  outra  e  diretamente  proporcional  ao  prod  at o  das  cargos  e  inver- 
same  fire  proporcional  ao  quadrado  da  dis  fancies  eat  re  cl  as,  Essa  lei  tern  a  inesma  forma 
da  Lei  da  Gravitagao  Universal  de  Newton,  de  modo  que  o  eampo  da  forga  eletrostatiea 
exercida  por  uma  partfeulacarregada  e  urn campo  de  quadrado  inverso.  Especificamente,  se 
Lima  panfcula  de  carga  Q  estiver  na  origem  de  um  si  sterna  tie  coordenadas  e  se  r  for  o  vet  or 
posigao  de  uma  paitfeula  de  carga  q,  entao  a  forga  F(r)  que  a  partfcula  de  carga  Q  exerec 
sobre  a  partfcula  de  carga  q  e  da  forma 

qQ 


F(r)  = 


4tt^oII  **ll 


onde  c  uma  con sian to  posit  iva  (chamada  constitute  de  permissividade).  Essa  formula  6  da 
forma  (3)  com  c  =  qQf 4tt€q,  *4 


M  CAMPOS  GRADIENTE 

Uma  classe  importante  de  campos  vetoriais  surge  do  processo  de  calcular  gradientes,  Lem- 
bre-se  que  se  q  lor  uma  fungfk)  de  ires  vuiiaveis,  entao  o  gradiente  de  o€  del  ini  do  como 


Essa  formula  define  urn  campo  vetorial  do  espago  tridimensional  c  ham  ado  campo  gradiente 
de  0 .  Analogamente,  o  gradiente  de  uma  fungao  de  duns  variaveis  define  urn  campo  gradiente 
no  espago  hi  dimensional  Em  cad  a  ponto  de  um  campo  gradiente  cm  que  o  gradiente  nao  for 
nulo,  o  vetor  aponta  na  diregaoem  que  e  maxima  a  taxa  de  aumento  de  <f>. 


►  Exemplo  2  Esboce  o  campo  gradiente  de  4>  (x ,  v)  =  x  +  v. 


Solugdo  O  gradiente  dc  0  e 


64> .  ,  d<!>  . 
V<t>  =  —  ■  +  — j 

dx  dy 


■*  ,  * 

1  +  j 


que  e  igual  cm  cada  ponto,  Uma  porgao  desse  campo  vetorial  esta  esbogada  na  Figura  J  6, 1 .4, 
junto  corn  algumas  curvas  de  nfvel  de  tfn  Observe  que,  em  cada  ponto,  V<6  e  normal  a  curva 
de  nfvel  de  &  que  passa  pelo  ponto  (Tcorcma  J4A6)*  ^i 


■  CAMPOS  CONSERVAT1VOS  E  FUNQOES  POTENCIES 

Se  F(r)  for  um  campo  vetorial  arbitrario  do  espago  hi  ou  tridimensional,  podemos  per- 
gun  tar  se  e  um  campo  gradiente  de  algurna  fungao  <j>  e,  caso  afumativo,  como  determinar 
Esse  e  um  problem  a  importante  cm  divers  as  aplieagdes  e  vamos  esuidado  com  mais 
detalhe  mats  adiante.  Ha,  poretn,  certa  terminologia  para  esses  campos,  que  imroduzimos 
agora. 


16.1  3  DKllM^AO  Dizemos  que  um  campo  vetorial  F  do  espago  hi  ou  tridimensional 
€  conservativo  numa  regiao  se  for  o  campo  gradiente  de  algurna  fungao  <p  naquela  regiao 
ou  seja,  se 

F  =  V0 

A  fungao  od  denominada  uma  fungao  potencial  de  F  11a  regiao. 
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►  Exemplo  3  Campos  de  quadrado  inverse  sao  conservatives  em  qualquer  regiao  que  nao 
conienha  a  origem.  Por  exemplo,  no  caso  bidimensional,  a  iimgao 


<P(x*  >’)  = 


c 


(x2  +  y2)^2 


(6) 


c  unia  lun^ao  potential  de  (4)  cm  qualquer  regiao  quo  nao  conienha  a  or i gem,  pels 


V0(A\  V)  = 


$4>.  , 

— i  4 — -j 
Sx  By J 

cx 


i  + 


cy 


(x2  +  J2)3/2  (jc2  +  J2)3/2 
C 


(x2  4-  y2)*2 
=  F(t,  v) 


(xi  +  v  j) 


Numa  seyao  mais  ad i ante  discut  nemos  met  ados  para  encontrar  i  Lingoes  potencial  de  campos 
vet  or  i  a  i  s  co  n  ser  vat  i  vos<  < 


M  DIVERGENCE  E  RQTACIONAL 

Vamos,  agora,  definir  duas  operagoes  importantes  sobre  campos  vetoriais  do  espaqo  tridi¬ 
mensional  -  a  divergencia  e  o  rotational  do  campo.  Esses  nomes  originaram-se  no  estudo  do 
fluxo  tluido,  caso  em  que  divergencia  refere-se  a  maneira  como  o  lluido  flu  i  para  on  a  fast  a- 
sc  de  um  ponto,  e  rotaciona]  refere-se  as  propriedades  de  rotaqao  do  fluido  nmn  ponto.  As 
inierprotagSes  ITsicas  dessas  operagoes  serao  investigadas  detalhadamente  mais  ad i ante,  por 
cnquanlo  vamos  focalizar  sornente  see  c&lculo. 


1 6, 1 ,4  OK finicao  Sc  F(.v,  y,  z )  =  f(x,  y,  z)i  +  g(x,  y,  z)j  +  h(xt  y,  z)k,  dc fi n  i  mos  a  diver¬ 
gencia  de  F,  de  not  ad  a  div  F,  como  a  funqaodada  por 


df  dg  dh 

div  F  =  —  +  —  H - 

Bx  By  Bz 


1 6,  L5  OFF]  NIC  AO  Sc  F(x,  v,  z )  -fix,  >%  z}\  +  g(x,  y,  z) j  +  h(x,  y,  z)k,  deli  n  i  mos  o  rota¬ 
tional  de  F,  denotado  rot  F,  como  o  campo  vetorial  dado  por 


Note  que  div  F  e  rot  F  depended  do  porno  emque  esiaosendocalculados  e,  pertanto.  eSo  escritos  unaisapropria- 
damente  como  div  F(,v,  y\  z)  e  rot  F(x,  y\  z)-  Entreianto,  mesmo  quo  es$a$  lun^Ees  sejam  expresses  em  termos 
de  .v,  y  e  z,  pode  ser  provado  que  seus  valorem  num  ponio  flxado  depend  em  do  porno  mas  nao  do  eietema  de 
coordenadas  selectonado.  l$so  d  impartanie  nas  aplicadoes,  uma  vezque  permits  a  fisioos  e  engenheiros  calcular 
rotaciorcal  e  divergencia  em  qualquer  sistema  de  coordenadas  conveniente. 
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Antes  de  prosseguirmos  com  alguns  exemplos,  observamos  quo  div  F  tern  va lores  esca- 
Iares,  enquanto  que  rol  F  tem  valores  velorials  (isto  e,  rol  F  e  ele  prtiprio  um  campo  vetorial). 
Alern  disso,  para  fins  eomputacionais  e  convenient^  notar  que  a  formula  do  rotacional  pode 
ser  expressa  sob  a  forma  de  determinanie 


(9) 


O  leitordeveria  verifkar  que  resulta  a  Formula  (8)  se  o  determiname  for  calc ulado  inteipretati- 
do-se  um  “produto”  do  tipo  (£/<k)(g)  como  sigmficando  dgldx.  Ten  ha  cm  me  me,  no  entente,  que 
(9)  6  apenas  um  arlilTcio  nineniunico  c  nao  um  deLerminante  verdadeiny  uma  ve/  que  os  lermos 
de  um  determinante  devem  ser  ntimeros,  nao  vet  ores  nem  sfmbolos  de  derivadas  parciais. 


Exemplo  4  Calc u le  a  divergeneia  e  o  rotacional  do  campo  vetorial 


F (a  ,  y.  z)  =  x2yi  +  2y3zj  -f  3z k 


Solugdo  Por (7) 


e  por (9) 


3  3  3 

div  F  =  — (.t\v)  +  —  (2y?z)  +  ^-(3z) 

ox  ay  oz 

=  2xy  -b  6y2z  +  3 


DOM  IN  10  DATECNOLOGEA 


A  maioria  doS  sisterflas  alpebrrcos 
eomputacionais  pode  calcular  campos 
pradisntes,  dlvergSncFa  e  rotacional 
So  o  leitor  disposer  de  am  CAS  com 
essas .capaciefades.  leia  as  Instructs 
parti nontes  e  use  o  CAS  para  voriftcar 
os  c5iculo$dos  Exemplos  2  e  4. 


rot  F  — 


i 

d 

Bx 

x2y 


J 

A 

By 
2  yh 


k 

3 

Yz 

3z 


&  &  ,  ’ 

-Oz)  -  — (2y*i) 
o  v  Bz. 


i  + 


3 

Yz 


(Yy) 


Sx 


Qz) 


j+[^ 


ay1*) 


3 

By 


Cry) 


* 


►  ExempJo  5 


Most  re  que  a  divergcncia  do  campo  de  quadrado  inverse 

c 


F(jr,  y,  z)  = 


(.v2  +  y2  +  j2)-'-/2 


(.vi  +  yj  4-  zk) 


e  mi  la. 


Soiug&o  Os  calculus  podem  ser  simpiificados  fazendo-se  r  -  (x1  +  y  ~  +  z~Y>  caso  cm  que 
F  pode  ser  expresso  eomo 

cxi  q-  cyy  +  czk  cx .  cy  cz, 

1{X,\\Z)=-  “  -  =  — r  1  d - r  j  +  “  k 

jT  A  jr*  p  ■  ■ 


Deixamos  a  cargo  do  lei  tor  mostrar  que 
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Ass  ini, 


Mas 


div  F  =  c 

±  pil  +  ±  (r 

VrV  $y  VrA 

)  +  ^fe) 

r3  -  .c(3i-2)(.v/V) 

1  3jc- 

sx  hm 

(r3)2 

™  T3  7^ 

8  (y\ 

3  3  v2 

By  \r3/ 

~  ~~  ~ 

1(1) 

«  I 
t )  i 

r,  1 

1 

-1 

tl 

dz  VrO 

'  r3  r5 

Substituindo  essas  cxprcssoes  cm  ( 10),  obtcmos 

div  F  —  t 


[3 

3x2  +  3y2  4-  3z2  * 

—  £’ 

‘  3 

3r2 

j-3 

'■5 

r 5  J 

=  0  4 


(10) 


M  O  OPERADOR  V 

Ai 6  aqui,  nao  foi  dado  urn  significado  proprio  ao  sfmbolo  V  quo  aparcce  na  expressSo  do 
gradiente  En  tic  tan  to,  6  convcn  rente  considcrar  V  como  urn  operador 

v  =  —  i+—  j  +  —  k  (n> 

%x  By  9z 

que,  quando  aplieado  a  <p(x,  vt  zh  produce  o  gradiente 

v<p  =  — i  -\ - j  q - k 

Bx  ByJ  Bz 

Cham  at  n  os  (11)  de  operador  del.  EIc  c  analogo  ao  operador  dc  dertvada  dldx  quo,  quando 
aplicado  a  f(x\  produz  a  derivadu  f(x). 

O  operador  del  perm  ite- nos  expressar  a  diverged  a  dc  um  campo  veto  rial 

F  =  f(x,  y,t  z) i  +  g{x ,  y,  z)i  +  h (x,  vT  z)k 

cm  notagao  dc  produto  escalar  como 


div  F  =  V-  F=  ’~  +  + 

dx  By  dz 

c  o  rotac  tonal  dessc  campo  cm  notaqao  dc  produto  veto  rial  como 


(12) 


ro  t  F  =  V  x  F  - 


(13) 


■  O  LAPLACIANO  V2 

O  operador  que  resulta  aplicando-sc  o  operador  del  a  si  incsmo  e  denotado  por  V"  e  e  chania- 
do  operador  taplaciano.  Esse  operador  tem  a  forma 


V2  ^  V  -  V  = 


d 2 


H- 


d2 


+ 


3- 


dx2  By2  Bz2 


(14) 
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Quando  aplicado  a  o(.v,  y,  z),  o  opcrador  lapladano  produz  a  lungao 


Note  que  V  <p  lambent  pode  ser  expresso  como  div  (V0).  A  equagao  V  g>  -  0  ou  sua  equivalente 


d2tp 

Jx* 


c  eonheckia  como  equaqao  de  iMplace.  Hssa  equagao  diferencial  partial  desempenha  urn  papel 
import  ante  numa  grande  variedade  de  aplicagoes,  result  ante  do  fato  dc  scr  salisf'eita  pda  fungao 
poteneial  do  campode  quudrado  in  verso. 


%/  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAG  16.1  (Verpagina  1111  para  respostas.) 


1.  A  fungao  tp(x.  y,  z)  —  xy  +  yz  +  xz  d  um  poiencial  para  o 
cainpo  vetorial  F  = _ _ . 

2*  O  cainpo  vetorial  F(v.  y\  z)  = _ ,  definido  para 

(x,  y,  z)  #  {0,  0,  0).  csta  sempre  apomando  para  a  origem  c 
tern  magnitude  Sgual  a  distincia  de  (a\  \\  z )  para  a  origem. 


3,  Um  cainpo  de  quadratic)  in  verso  6  um  quo  pode  ser  escrito  na 

forma  F(r)  - _ . 

4.  O  campo  vetorial 

F{a\  %  z)  =  yzi  +  xy2}  +  yz2k 
tern  tliverg£ncia _ e  rotacional _ . 


t 

«* 


Pierre  Simon  de  Laplace  (1749-1827)  MatemMco  e 
fisico  trances,  Laplace  e  referido  as  vezes.  como  o  Isaac 
Newton  francos  por  causa  de  scu  trabalho  cm  Medimea 
Celeste.  Lm  seu  t  rat  ado  cm  cinco  volumes,  intiiulatfo  Trap 
ic  de  Mecamqiie  Celeste,  cle  rcsolvcu  problemas  extrema- 
me  me  diffeeis  envoi  vendo  interagGes  gravitational  enire 
os  pi  an  el  as.  Em  particular  for  capaz  de  demonstrar  que  nos  so  s  is¬ 
le  in  a  solar  e  estiivcl  e  nao  csta  sujeito  a  colap  so  caus.stroilco  como 
resit  Itado  dessas  imeragoes.  Na  epoca,  este  era  um  problems  muilo 
preocu  panic  porque  uorbiia  de  Jupi  ter  pared  a  estar  encolhendoe  a 
de  Satumo  expandindo;  Laplace  demonstrou  que  ess  as  eram  ano- 
malias  periodic  as  esperadas.  Alem  dc  seu  trabalho  cm  Mecantca 
Celeste,  elc  fundou  a  teoria  da  probabilidade  modern  a.  mostrou 
junto  com  Lavoisier  que  a  respitacao  e  uma  forma  de  combuslao 
e  desenvolvcu  mdtodos  que  desbravaiam  muitos  ramos  da  Mate- 
man  ca  pura. 

Laplace  nasceu  numa  famflia  de  dasse  mddia  na  Norman  - 
dia;  soil  pai  era  fazendeiro  e  eomerdanio  dc  cidra.  Matrieulou-se 
no  curso  dc  Teologia  da  Universidadc  dc  Caen  aos  16  atios*  mas 
aos  3  8  foi  para  Paris  com  uma  carta  de  apresentagao  para  o  in- 
flueme  inatemiitico  d'  Alembert,  que  acabou  ajudando-o  a  inidar 
a  carre ira  de  maternal ico.  Laplace  era  um  escritor  prolftero  e  apos 
sua  eleigao  para  a  Academia  de  CiSncias,  em  1773.  o  score tario 
cscreveu  que  a  Academia  nunca  bavia  rccebido  tantos  trabalhos 


importantes  dc  pesquisa  de  uma  pessoa  tao  jovcm  cm  tao  pouco 
tempo.  Laplace  tin  ha  pouco  interesse  na  Matematica  pura  —  cle 
considerava  a  MatcmfUica  mcramente  como  uma  ferramenta  para 
resolver  problemas  aplicados.  Na  sua  impacicrtcia  com  o  detalhe 
maternal  ice,  freqliemememe  omilia  rac.iocfnios  complicados  com 
a  frase  lad!  mostrar que.,Js  Ele  admiliu,  no  enlanto,  que.  corn  o 
passardo  tempo,  frcqOciiteincntede  mesmo  tsnhadificuldade  para 
reconstruir  os  dctallics  oanitidosl 

Com  o  peso  de  sua  fama,  Laplace  serviu  em  muilos  comites 
do  govemo  e  ocupou  os  poslos  tie  Ministro  do  Interior  e  chance ler 
do  Senado.  Por  pouco,  conseguiu  o  sea  par  da  prisao  e  da  execugao 
durante  o  perfodo  da  Revolugao,  provavelmente  por  causa  dc  sua 
habilidade  cm  con  veneer  cada  pan  id  o  oponente  que  dc  os  apoia- 
va.  Napoleao  o  descreveu  como  um  grande  mate  mat  ieo,  mas  um 
ad  mini  si  rad  or  mediocre  que  “proeurava  s  util  c/as  cm  tudo,  tinha 
somentc  id&as  ambtguas  c...  camegou  o  espirito  do  inlinitamcnte 
pequeno  para  dentro  da  adminisiragao”,  Apesar  dc  ser  um  genio, 
Laplace  era  egoista  e  inseguro,  ten  tan  do  garandr  seu  lugar  na  his- 
Ldria.  convementemente  deixando  dc  darerddito  aos  matcrmSticos 
citjo  trabalho  de  usava  —  uma  mesqiiinhezdesnecessaria,  uma  vez 
tpje  seu  prdprio  trabalho  era  tao  brilhante.  Pordm,  no  I  ado  posit  ivo, 
apoiava  os  matemdticos  jovens,  gem  I  men  te  tratando-os  como  sens 
proprios  II I  ho  s.  Laplace  e  classtflcado  como  um  dos  matematicos 
mais  influentes  da  histdna. 
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EXERCICIOS  16,1  0  Recurso  Grafico  [c]  CAS 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


1-2  Reladone  o  campo  velorial  F(a\  v)  com  Lima  das  represents 
y5es  graficas  c  explique  sou  raciocmio. 


1*  (a)  F(a,  y)  ~jc\ 

2 .  (a)  F(a,  y)  =  i  4  j 
(b)  F(a\  r)  = 


(h)  F(.r,  y)  =  sen  ai  +  j 


y? + >' 


i  + 


v 


v/x2  +  y2  “ 

j 

l  y 

\  \  \  \  \ 
w  \  \  \ 

\N  \  \  ^ 

^  ^  “N  N  X 
x,  \ 

1  /  /  /  / 

/  /  X  /  / 

t  f  /  s  *x 

/  /  S  s' 

X 

r - —  -  - 

"  '■  ^  / 

X  ^  ' 

^  /  / 

\  \ 

SS  /  /  } 

\  \  Y  V  y. 

S  X  /  l  i 

\  \  \  Y  Y 

//it  i 

\  \  \  \  \ 

I! 

*  v 


//1\\Y\  V 
/  (  \ \Y\ \  \ 
//l\VY\  \ 
/  /  1 \\\ \  \ 
/M  \W\  \ 
/  f  \ \YY  Y  \ 
/M\\Y\  \ 
/.M\\Y\  \ 
•/■HWVW 
/  /  1 \\\\  \ 
/  M  WY  \  \ 
/  /  1  \  \  Y  \  \ 
//nw\  v 
/M\\\\  \ 
\ 

n\  v\\.\  \ 
/nvw\  \ 


t  ////  \  w 
?  x//n  w 
}  / ///  i  w 
/  ////  i  V\ 
f  X///i  \\ 
/  X/X/IW 

'  '//A !  ?\ 

/  x/xt\\\ 
f  xx/n  w 
f  x//n\\ 
}  x/x/iw 
t  x/xnw 
f  x/xnw 
t  X/S/IW 


X 

-fr¬ 


ill 


JV 


3-4  Determine  se  a  afirmayao  sobre  o  campo  F(a,  v)  c  verdadeiia 
ou  falsa,  Se  falsa,  cxpliquc  per  que, 

3,  F(a,  y)~xH  -yj, 

(a)  [|F(a ,  y)\\  -4  0  quando  (x ,  y)  -*  (0. 0) , 

(b)  Se  (a,  y)  es  liver  no  eixo  y  positive,  o  vetor  a  pom  a  na 
diregao  e  sentido  do  eixo  y  negative 

(c)  Se  (a;  y)  estiver  no  primeiro  quadrantc,  entao  o  vetor 
aponta  para  baixo  c  para  a  dirdta, 

x  y 

4.  F(,vs  y)  = 


/t2  +  v2  1  /v2  +  V2  J' 


( a )  A  med  i  da  q  tie  ( a,  y  )  sc  af  ast a  d a  orige m ,  os  com  p ri  men- 
tos  dos  vetores  decresccm. 

(b)  Se  (a,  y)  for  u in  ponto  no  eixo  a  positive,  entao  o  vetor 
aponta  para  dm  a. 

(c)  Se  (a,  y)  for  um  ponto  no  eixo y  positivo,  o  vetor  aponta 
para  a  d  licit  a. 


5-8  Esbocc  o  campo  veto  rial  desenhando  a  I  guns  vc  tores  repre¬ 
sentatives  quo  nao  sc  imerscetcm.  Os  ve  tores  nao  precisam  esuir 
em  eseala,  masdeveriam  estar  cm  proporyao  razoavdmente  cor¬ 
net  a  enlre  si. 


5,  F(a,  v)  =  2t- j 


6,  F(x.  y)  =  ij.  y>0 


7.  F(.v,  y)  =  yi  --  \j .  |  Nodi',  cads  vetor  do  campo  c  perpendicular  au 
vetor  posiyao  r  -  at  +yj.] 

xi  +  yi 

8.  F(a,  X-)  -  — - -  -- ,  \Nota:  cad  a  vetor  do  campo  c  um  vetor 

Jx*  +  V2 

unitdrio  e  de  mesnia  direyao  e  sentido  quo  o  vetor  posiyao 

r  =  A'i  -i-  vj.] 

9-10  i J  sc  u m  rec  u  rso  grd  1 1  c o  para  ge  rnr  u  ma  represen  lay  ao  g ra t\ a \ 
do  campo  vetorial 


9*  F(a,  _v)  =  i  +  cos  yj 


10.  F(a,  y)  =  yi  —  jJ 


11-12  Confirms  que  o  d  uma  funyao  potendal  dc  F(r)  cm  a  1  gum  a 
regiao  e  determine  a  regiao. 


1 1 ,  (a)  c<a,  y)  ~  arc  tg  xy 

F(a,  y)  =  + 


x 


r.t 


I  +  x2yl  1  \+x2y2' 

4>( a.  y,  z)  =  a’  -  3yr  +  4 z~ 

F(a.  v,  z)  -  2vi  “  6yj  +  Sik 

12,  (a)  <p(x,  y)  =  2yJ  +  3a2)1  -  ay 

F(a,  y)  =  (Cuy  -  /)i  +  (4y  4-  3a2  -  3xy2)j 

(b)  a(a, y\  z)  =  x sen  z+y  sen  x  +  z  sen y 

F(a,  y,  z)  =  (sen  z  +  y  cos  jc)1  +  (sen  a  4  z  cos  y)j 

4  (sen  y  4  x  cos  .:)k 


1 3-1 8  Calcule  div  F  c  rot  F. 


13, 

F(a, 

>’■ 

z)  = 

2* 

X  1  - 

2j  4  yzk 

14, 

F(.t, 

y. 

z)  = 

3  * 

xz  I  - 

t-  2yVj  4  5z2yk 

15. 

F(.r. 

}■ 

z>- 

i  -  &tVj  -  -iAiJk 

Ifi, 

F(.v, 

z)  = 

i\+ 

e  i  - 

cos  yj  4  seifs  k 

17, 

F(.v, 

y- 

z)  = 

j 

,  ,  (xt  +  yj 

+  y2  +  z 2 

18, 

F(x. 

y. 

z)  = 

In  a! 

4  ey'j  4 arc  tg{-/A)k 

19-20  Calcule  V  ■  (F  xG). 


( 9,  F(a\  y,  z)  =  2\i  +  .j  4  4yk 
G(a'.  y.  z)  =  x\  4  yj  -  zk 

20,  F(a,  y.  z )  =  yzi  +  xzi  +  yvk 
G(a,  y,  z  )  =  Ayj  4  Avzk 
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21-22  Calcule  V-(V  xF). 

I 

2 1 .  F(.r.  y,z)  =  sc ei  xi  +  cos(x  -  y)j  +  z k 

22.  F(xt  y,  z)  =  e:l  +  3jff  j  -  e  rk 

23-24  Calcule  V  x  (V  xFj. 

23.  F(v.  y,  z)  =  xyj  +  vv-k 

24.  F(x,  y,  z)  -  yUi  -  3yd  4  xyk 

[cl  25,  Use  uni  CAS  para  eonferiv  os  cdlculos  nos  Exercfcios  19.  2 1 
e  23. 

[cl  26.  Lise  um  CAS  para  conferir  os  cAleulos  nos  Exercfcios  20,  22 
c  24, 

27-34  Sejam  A-  uni  a  constants  e  F  =  F(x.  y,  z),  G  =  G(x,  y.  z)  c 

4>  -  of  a,  y.  z).  Prove  as  segufmes  identidades,  supondo  que  to 

das  its  dcrivadas  envoi vidas  existam  e  sejum  contmuas. 

27.  div  (AF)  =  k  div  F  28.  rot  (AF)  =  k  rot  F 

29.  div  (F  +  G)=div  F-f-div  G 

30.  rot  (F  +  G)  =  rot  F  4  rot  G 

31.  div  (<#F)  =  e>div  F  4  Vo  -  F 

32*  rot  (oF)  =  d>rot  F  +  V^xF 

33,  div  (rot  F)  =  0  34.  rot(V <£)  =  0 

35.  Reescreva  as  utemidades  dos  Exerdcios  27,  29,  31  e  33  cm 
forma  equivalent  usando  a  noiagao  V  *  para  divergente  e  V  x 
para  o  rotational. 

36.  Reesereva  as  identidades  dos  Exercfcios  28,  30,  32  e  34  em 
forma  equivalente.  usando  a  notacao  V  ■  para  divergente  c  V  x 
para  o  rotaeionaU 


37-3B  Verifique  quo  0  vetor  posigao  r  =  xi  +  yj  +  tern  a  proprie- 
dade  enunciada. 


39.  (a)  Use  a  regra  da  eadeia  e  o  Exercfeio  37(b)  para  mostrar  que 


v  m 


f(r) 


r 


(b)  Use  o  result  ado  da  parte  (a)  e  os  Exercfcios  3 1  e  38(a)  para 
mostrar  que  div  F  -  3/{r)  4  rf'(r) 


40.  (a)  Use  a  parte  (a)  do  Exercfeio  39,  o  Exercfeio  32  e  o  Exerd- 
cio  37(a)  para  mostrar  que  rot  F  =  0 

(b)  Use  o  result  ado  da  parte  (a)  do  Exercfeio  39  e  os  ExercU 
cios  31  e  38(a)  para  mostrar  que 

V2/(r)  =  2^-  +  /» 
r 


41.  Use  o  resulfado  do  Exercfeio  39(b)  para  mostrar  quo  a  diver¬ 
ge  tie  i  a  do  campo  de  quadrado  in  verso  F=  r/||r|j'  6  nut  a. 

42.  Use  o  resultado  do  Exercfeio  39(b)  para  mostrar  que  se  F  for 
um  campo  vetorial  da  forma  F  =  /(||r||j  r  e  sc  div  F  =  0,  en- 
tao  F  e  utn  campo  de  quadrado  inverse.  {Sn^e^do:  eonsidere 
r  -  |[  r  |[  e  multipliquc  3  f(r)  +  rfir)  —  0  per  r\  Escreva. 
entao.  o  rcsultado  como  a  detivadade  um  produto.} 

43.  Uni  a  curva  C  6  chatnada  dc  1  infra  de  fluxo  de  utn  campo  veto- 
rial  F  se  F  for  um  vetor  tangente  a  (..’em  cada  ponto  ao  longo  dc 
C  (ver  figura  abaixo). 

(a)  Se  jam  C  u  in  a  linha  de  fluxo  dc  F(.v.  y)  =  -vl  +  yj  e  (a.  y)  uni 
ponto  em  C  para  o  qua  I  y  £  0,  Mostre  que  as  linhas  de  fluxo 
satisfazem  aequagao  dilerencial 

dy  x 

dx  y 

(b)  Resol  va  a  equa^ao  diferencial  da  pane  (a)  por  separagao 
de  vaiidveis  e  m  os  ire  que  as  I  in  has  de  fluxo  sSo  cfrculos 
eonc6nirieos  ecu  trades  na  origem. 


Linhas  de  fluxo  de 
um  campo  vetor! at 


Figura  Ex43 


.17.  (a)roir  =  ()  (b)  V|r|  =  ™ 

Ikii 

!  r 

38.  (a)divr  =  3  (b)  V - =  —  ■ — — 

Ikll  II  r  ||- 


39-40  Scjimi  r  =  .ti  +  yj  +  jfc,  r-  ||  r||.  f  lima  lun^no  diforcnciSvel 
de  tuna  vaiidvel  e  F(r)  =  f(r) r. 


44-46  Erie  on  t  re  uma  equagao  difercncial  que  seja  saiisleita  pelas 
linhas  de  fluxo  de  F  (ver  Exercfeio  43)  e  resolva-a  para  encomrar 
equagoes  das  linhas  de  fluxo  de  F.  Esboee  algunias  linhas  de  fluxo 
e  vetores  langente  tfpicos. 

44.  F(a\  y)  -  i  +  „\j  45.  Fix,  y)  =  ,ii  +  j,  ,v  >  0 

46.  F(.v,  y)  =  xi  -  yj ,  >  C  e  y  >  0 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  16.1 


L  (_y  +  z)i  4  {x  4  zjj  4  (jr  4  y)k  2.  -x  =  -  xi  -  yj  -  :k 


4,  2 xv  +  2y-;  z*i  +  yj  +  (>>’  - 


Ilia  Calculo 


1 6.2  INTEGRAIS  DE  LINHA 


Em  capita  f  os  ante  notes,  consideramos  iris  iipos  de  integrals  cm  coordenadas  rc  km  gala  res: 
integrals  simples  em  in  ten  alas,  integrals  dupkts  cm  regides  hidimensionais  e  integrals  triplets 
em  regides  trid'unensionois.  Nest  a  seedo,  discutirenios  integrals  no  Ion  go  de  cum  as  nos 
e spaces  hi  e  tridimen&ionais. 


P 

Figura  16.2.1 


■  INTEGRAIS  DE  LINHA 

O  primeiro  objelivo  desta  segao  e  definir  o  quo  significa  integrar  uma  I’ungao  ao  Iongo  de 
uma  curva.  Para  rnotivar  a  definigao,  consideramos  o  problems  de  cncontrar  a  massa  de 
um  arame  muito  fino  cuju  fungao  densidade  linear  (mass  a  por  uni  (lade  de  comp  rt  memo) 
seja  conhecida*  Vamos  supor  que  possamos  modelar  o  arame  com  uma  curva  lisa  C  entre 
dois  pontos  P  e  Q  do  espago  tridimensional.  Dado  um  ponto  y,  z)  em  C,  denotamos 
por_/(x,  y\  z)  o  valor  correspondent?  da  fungao  densidade.  Para  calcular  a  massa  do  arame, 
procc  demos  eomo  segue: 

*  Divida  C  em  n  segoes  muilo  pequenas  us  an  do  uma  sueessao  de  pontos  de  partigao 
distintos 

P  =  Pq,  P\,  —  P(i-n  =  Q 


eomo  ilustrado  no  lado  esq net  do  da  Figura  16.2.2.  Seja  A Mk  a  massa  da  A-esima 
segao  e  seja  As\  0  eomprimento  de  arco  entre  Pk_\  e  Pk. 


Figura  16.2.2 


P  =  P0 


Q  =  P„ 


Escolha  um  ponto  amostrul  P^(x^.  y%,  z\)  arbitrddo  na  A-esima  segao,  eomo  ilustra¬ 
do  110  lado  dire  1  to  da  Figura  16.2.2.  Se  A  for  muilo  pequeno,  o  valor  dc/  nao  van  a 
muito  ao  Iongo  da  A-dsima  segao  e  podemos  aproximar/ao  Iongo  dessa  segao  pelo 
valor  f{x{ .  yl ,  sjf)-  Segue  que  a  massa  da  A-esima  segao  pode  ser  aproximada  por 


A Mk  *  f(xl  y*,  ;*)  A sk 


*  A  massa  M  do  arame  todo  pode,  eniao,  ser  aproximada  por 

a  ti 

M  =  Y  Y  f(x0  yC  Ck)Ask 


(i) 


k=l 


,(=( 


Udlizaremos  a  expressao  max  A 0  para  indicar  o  processo  de  aumentar  n  de  tal 
modo  que  os  compriniemos  dc  todas  as  segdes  tendam  a  0,  B  plausfvcl  que  o  erro  cm 
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Embora  o  termo  "integral  curvilinea* 
seja  mais  descFitivo,  as  integrals  na 
Definite  16.2.  f  sao  chamadas,  por  ra- 
zoes  historical,  de  "integrals  de  linha". 


+  z 


Figiira  1 6.2.3 


{ l )  lenda  a  0  quando  max  que  o  valor  exato  de  M  seja  dado  por 


a 


I  mi 

t!1;k  A.ti  - 


gral  de  uma  fungSo  rum  intervalo  (Defmigao  6.5.1,  no  Volume  I).  Pc  ns  an  do  nessa  semelhan- 
ga>  estabeleeemos  a  definigao  seguime. 


1 6*2*  1  dehnicaO  Sc  C  for  uma  curva  lisa  no  espago  bi  ou  tridimensional,  entao  a  in¬ 
tegral  de  linha  de  fern  reiaqda  a  $  ao  tonga  de  C  6 


fix .  y)  ds 


jJ 


lim 

\m%  A. Vi.  •*  a 


bi  dimensional 


OU 


L 


n 


fix.  y,  z)ds  =  lim 

max  A  yi  ■ 


Jt— I 


r*  V* 

1  k  * 


zk 


daj* 


tridunen&innal 


(4) 


desde  que  esse  I  unite  exista  e  tiao  dependa  da  escolha  de  partigao  ou  da  escolha  dos  pontos 
amostrais. 


Em  genii,  e  impraticavel  calcular  integrals  de  linha  diretamente  da  Definigao  16.2.1 , 
Contudo,  a  definigao  e  importance  na  aplicagao  c  i nterp retag ao  de  integrals  dc  linha.  Por 
exemplo: 

*  Se  C  for  uma  curva  no  espago  tridimensional  que  modela  um  arame  fi  no  e  so  f(x,  v,  z) 
for  a  fungao  densidade  linear  do  amine,  segue  de  (2)  e  da  Definigao  !  6.2. 1  que  a  niassa 
M  do  aramc  6  dada  por 

M  —  J  f(x,y,  z)ds  (5) 


Port  an  to,  paraobier  a  massa  de  um  arame  lino,  in  teg  ram  os  a  lungao  densidade  linear 
ao  longo  da  curva  lisa  que  modela  esse  arame, 

»  Se  C  for  uma  curva  lisa  do  eomprimento  de  arco  L  e  sc  /  for  kienticamente  1,  entao 
segue  imediatamerue  da  Definigao  16,2,1  que 


/  ds  —  lim 

J  f  max  Aft  - 


■0 


£  = 


A— I 


lim 

max  Axt  ■ 


L  —  L 


o 


Se  C  for  uma  curva  no  piano  xy  e  se/for  uma  lungao  conlfnua  nao-negaliva  definida 
cm  C  eniao  fc  fix .  v)  ds  pode  set  tnierprctada  corno  a  area  A  da  "coni n a”  que  6 


i  rag  ad  a  por  um  segmeiuo  dc  ret  a  vertical  que  se  estende  desde  o  porno  (x,  y)  para  cima 
ate  uma  a Itura f(x,  v)  e  se  move  ao  longo  de  C  desde  uma  extremidade  de  C  at 6  a  oulra 
(Figura  16.23),  Para  ver  isso,  utilize  a  Fig  urn  16.2.4  para  observar  a  aproximagao 

A/4  ^  f(xf  yf)Ask 


n  n 

A  =  £  A  A*  ~  £  /(Jt;.  y*k)Ask 

*=l 


Segue  que 
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Entao  c  plausfvcl  quc 


A=  lim  /  f(x,y)ds 

*  Jr 

Jt— i  - 


Figura  16,2.4 


Como  a  Dcfmlgao  16.2. 1  6  tao  parecida  com  a  Dcfinigao  6.5, 1 ,  nao  deveria  constituir 
uma  surpresa  que  as  integrals  de  linha  com  pan  i]  hem  muitas  das  propriedades  comuns  de 
integrals  deli n Idas  ordinarias.  For  exemplo,  teinos 


x i  y)  +  g(x,y)]ds 


v)  ds  + 


g(x,  V)  ds 


desde  qua  existam  ainbas  integrals  de  I  inha  do  lado  direito  dessa  equagao.  Analogameme, 
pode  scr  mostrado  quo  so  /Tor  eontfnua  cm  C,  entao  cxiste  a  integral  de  linha  de/e m  relaqSo 
a  s  ao  longo  de  C, 


■  CALCULO  DE  1NTEGRAIS  DE  UN  HA 

Excelo  em  eases  mime  simples,  nao  £  fa c Live]  calcular  uma  integral  de  linha  direiamente  de 
(3)  ou  (4).  Contudo,  mostrarcmos  agora  quc  c  possivel  ex  press  ar  uma  integral  de  linha  eomo 
Lima  integral  dctinida  ordinaria.  de  modo  quc  nao  scrao  nccessarios  metodos  especiais  para 
caleular  as  integrals  de  linha.  For  exemplo,  suponha  que  C  seja  uma  eurva  no  piano  xy,  dada 
per  uma  parametrizagao  lisa 


r  (f)  -  x(t)  i  +  v(r)j  (a  <t  <b) 

Alem  disso,  suponha  que  a  cada  ponto  P%  tie  uma  partigao  de  C  correspond#  urn  valor  do  para- 
metro  f)-  em  [a,  h\.  O  eomprimenio  de  arco  de  C  entre  os  pontos  Pi--]  e  Pk  e,  entao,  dado  por 


l|r;(f)||  di 


(Teorema  13,3,1).  Se  denotarmos  Atk  —  ik  -  tk_h  entao  segue  de  (8)  e  do  Teorema  do 
Valor  Medio  para  Integrals  (Teorema  6.6.2,  no  Volume  1),  que  existe  tun  ponto  em 
f/jt-i .  #jt J  l ‘il  que 


A sk=  f  II r’ (Oil  dt  =  ||r'(f*)||Ar* 

hi  i 


Den  ot  a  in  os  por  Pk{xkf  y/)  =  P^(x(fj: ),  y(C))  o  ponto  correspondente  ao  valor  rk  do  para- 
metro  (Figura  16.2,5), 

Como  a  parametrizagao  de  C  6  lisa,  pode  ser  mostrado  que  max  A sk  — >  0  se,  e  somente 
se,  max  Aik—*Q  (Exercfcio  49),  Alem  disso,  a  composta/(jc(r),  y(f))  6  uma  fungao  real  clefini- 
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Explique  como  as  Formulas  (9)  e  (10) 
confirmam  a  Formula  (6)  do  compri- 
menlo  de  arco. 


. ..  ,v 


(« 

Figura 


an  inter  a  [a,  b)  c  tem 


f  n 

/  /(.v,  >')  ds  =  im  )  /{a*,  >’*) 

ma  A.?t  ->  0  *■ — 


Defini£&o  I  2  3 


Jt=] 

;i 


-  ira  £  fix(tt),  v{4*))l|r  (;;)|| A(* 

ma  A.vt  — +  0  * — * 


Suhsiitui^o 


k=] 

n 


=  im  V/(A-(r;),y(rt*))||r'(r*)||Ar* 

ma  Aft-  -*■  0  *—* 

k=  I 


=  f  y(f))|r'(f)M* 

J 1 i 


Dufiiii^ao  6-5. 1.  VoEu  me  1 


P  itunt  y  eCeumacur  a  a  a  r  uma  afametrizaga  \  a 

r(r)  =  x(t) \  +  y{t )j  (a  <  I  <  b) 


enta 


j  fix,  >•)  ds  =  j  fix (t),  y(0)!|r'(0ll  dt 


zaga 

entu 


na  garnenie,  eCeumacur  an  e  a^  iri  i men  i  na,  a  a 
i  a 

r (r)  =  x(t)i  +  y(r)j  +  z(t)k  (a  <  t  <  b) 


I  f(x t  >\  s)  “  /  f(x (t),  y(t ),  z(t )) || r' (0 1|  dt 
Jc  Jn 


r  uma  arametri 


10 


►  Exemplo  1  an  a  ammelrizaga  a  a,  ca  cu  e  a  Integra  e  inha  fc0  +  xv2)  ds. 

(a)  C  ;  r(f)  —  ri  -J-  2rj  (0  <  t  <  i )  (ver  Figura  1 6/2. 6a) 

(b)  C  :  r(/)  =  ( I  —  f )i  -F  (2  —  2f)j  (0  <  t  <  I)  (ver  I;igiira  16.2.6 h) 

Solugdo  (<i)  ni  r  (r)  —  i  +  2j,  feni  |r'(/)|[ .  ™  \/5  e  a  Formu  a  9  ec  rrc  ue 

f  (I  +xy2)ds  =  f  [1  +t(2tf\j5dt 
Jc  Jo 

=  f  (I  +  4r3)V5rff 

Jo 

=  v/5[r  +  r4]„  =  275 

Solu^do  (b)  tii  i  —  2j,  tem  !|r'(/)||  =  75  e  a  Formu  a  9  ec  ire 

j  (I  +xy 2)ds  =  J  [1  +  (1  -  f)(2  “  20-jVSi* 

=  f  [1  +4(1  -  O'1]  Jldt 
Jo 

41] 


ue 


=  75[,-(l-,)4]0  =  27s  « 


b  er  c  ue  a  inlegrai  na  arie  a  e  b  E  cm  1  a  iguai  ,  emb  ra  a  arame 
triza^oe  e  rre  n  ente  eC  ten  ham  rienta^de  ta  iu  Ira  re  u  ta  im  rtante 
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cic  que  unia  integral  tie  linha  tie /cm  relagao  a  s  ao  longo  tie  C  nao  depend e  da  orientagao 
escolhida  de  C.  (Isso  6  assim  porque  e  sempre  positive;  port  an  to,  nao  import  a  o  senikh 
ern  quc  se jam  lisiados  os  pen l os  do  parligao  da  eurva  na  Dctinigao  \  6  2. 1 ,)  Adiante  ncsta  segao 
disctitiremos  integrals  de  iiriha  que  soniente  sac  clefi nidas  paracurvas  orientadas, 

A  Formula  (9)  tem  uma  expressao  alternativa  para  uma  eurva  C  no  piano  xy  dada  por 
eq  uagoes  p  a ra  met  ri  ea  s 

x  —  x(t),  y  —  y(t)  (a  <  t  <  b) 

Nesse  ease,  escrevemos  (9)  na  forma  expandida 


J(^)  +  (£)  II 


(M) 


Analogamenie,  se  C  for  uma  eurva  no  espago  tridimensional  que  e  pararnetrtzada  por 

*  =  a  (0,  y  =  y(f)t  z  =  z(r)  (a  <  t  <  b) 
entao  escrevemos  ( 1 Q)  na  forma 


(12) 


►  Exemplo  2  Caleule  a  integral  de  linha  fc(xy  +  z*)  ds  de  ( 1 , 0,  0)  a  (-1 1 0,  tt)  ao  longo 
da  hdliee  C  que  6  represen  tada  pelas  equates  paramo  Incas 

x  —  cost,  3'  =  sen  f,  z  =  t  (0  <  t  <  71) 

(Figura  16.2.7), 


Soiu^ao  Pe  I  a  F6rn  in  la  ( 1 2) 


(xy  +  z'')ds 


(cos  f  sen  i  4-  r^)\/(  —  sen  t)2  +  (cosf)3  +  1  dt 

Jftt 

'  (cos  /  sen  t  +  f*)  dt 
o 


Se  S{x,  y)  for  a  fungao  densidade  de  mass  a  tie  uni  uranic  modelado  por  uma  eurva  lisa 
C  do  piano  xy,  entao  uni  argumemo  parecido  com  o  tla  dedugao  da  Formula  (5)  moslra  que  a 
nmssa  do  arame  e  dada  por  jc  Six +  y)  ds. 


►  Bxempio  3  Suponha  que  uni  arame  semicircular  ten  ha  a  equagao  y  —  >/25  —  x2  c  que 
suadensidade  tie  massa  seja  5(.v,  y)  -  15  -y  (Figura  16.2.8).  Pi  sic  amen  to,  isso  signifiea  que  o 
arame  tem  uma  densidade  maxima  de  1 5  unidades  na  base  (y  -  0)  e  que  a  densidade  do  arame 
tiecresee  1  men  mien  to  em  relagao  a  y  para  urn  valor  de  1 0  unidades  no  topo  (y  -  5)+  Caleule  a 


massa  tie  arame, 
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Solugao 


A  massa  M  do  arame  pode  ser  expressa  como  a  integral  de  linha 


^  y)  dx  — 


(15-  y)  dx 


ao  longo  do  semicfrculo  C.  Para  ealeular  essa  integral,  ex  press  am  os  C  parametricameme 
como 

x  =  5  cos  f,  y  =  5  sen  t  (0  <  t  <  tt) 


Assini*  segue  de  ( 1 1 )  que 


f  (IS -3 
Jr 


y)  ds  = 


5  sen  r) 


f  (15  —  5 sen /) y/(-5seiw)-+  (5 cos/)2 dr 
Jo 


-5I 


(15  —  5  sen /)  dr 


=  5  [15/  H-  5  cosf]^ 

—  75.t  -  50  ^  185,6  unidadcs  de  massa  < 


No  caso  especial  cm  que  t  e  urn  parametro  de  comprimento  de  area,  digam  os  t  =  st  se¬ 
gue  das  Formulas  (20)  e  (21 )  das  Segues  13.3 que  os  radicals  cm  (I  I }  e  (12)  sc  redu/em  a  I  c 
as  e  q  u  ag oes  si  m  pi  i  Ik  am  para 


/(-V.  v)  </.v  =  I  f(x(s).  y(s))ds 


(13) 


/(.v, rf.v  - 


f(x(s),  y(s),  z(x))ds 


(14) 


respect  ivamerHc, 


►  Exemplo  4  Calcule  a  area  da  superffeie  que  se  estende  verticalmente  desde  o  circulo 


x2  +  .y2  =  1  no  piano  xy  ate  o  cilindro  parabolico  z  =  I  -  x*  (Figura  16.2.9). 


Solugao  Segue  de  (7)  que  a  area  A  da  superlYcie  pode  ser  expressa  como  a  integral  de 
linha 


-L 


A  =  f  ( 1  -*")* 


05) 


onde  C  6  o  circulo  JT  +  v  -  I .  Hsse  circulo  pode  ser  parameirizado  em  fungao  do  coinpriinen- 
to  de  arco  como 

x  —  eos  s*  )■  —  sens  (0  <  s  <  2tt) 


Assim,  segue  de  ( 1 3)  e  ( 1 5)  que 


=  L: 


A  =  I  (1  —  xi)ds 

<■ 2ji 
'0 


/■2?r 

/  (1— cos  ls)ds 

Jo 


f  ,  i  rjT 

=  /  sen"  s  ds  —  -  f  ( 1  —  cos  2s)  ds 

Jo  ^  J  o 


=  JT  ^ 
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■  INTEGRAIS  DE  LINHA  EM  RELAp AO  A  x,  y  E  z 

Descreveremos,  agora,  uni  segundo  lipo  de  integral  de  linha  em  que  troeatnos  o dx da  integral 
por  dx*  dy  ou  dz-  For  exempk),  suponha  quc/seja  uma  fungao  dcfinida  numa  curva  lisa  C do 
piano  at  e  que  tenhamos  etiquetado  pontos  de  uma  purticao  de  Cpor  Pk  (xk ,  yk).  Tomando 


A  A :k  =  xt  -  X*  _|  e  Ayk  =  yk  -  v(  _i 


Explique  por  que  a  Formula  £16)  Im¬ 
plies  que  fc  d.x  —  .vi  ~  jq,  onde  .vi 
e  xn  sao  as  coordenadas  x  respecti- 
vas  dos  pontos  inicial  e  linai  de  C.  E  o 
que  vale  para  fc  dy? 


gostanamos  de  deflnir 


f  A 

/  f(x ,  y)  dx  —  I  till  Axk 

j  r  max  A  j*  — >  0 j£ — * 


t=l 

u 


f  fix,  r) dy  =  lim  T  /T*-  y**) 

41  k=  1 


(16) 


(17) 


Con  l  Li  do,  diierente  do  quo  oeorre  com  Axk,  os  valorem  dc  Ax*  e  Ay*  £  roc  am  de  sinal  se  a 
ordem  dos  pontos  da  pail tig  ao  ao  Ion  go  de  C  for  inverikla.  Port  an  lo,  para  poder  definir  as  inte¬ 
grals  de  linha  usando  as  Formulas  (16)  c  (17),  devemos  nos  restringir  a  eurvas  onentadas  C  e 
a  partigoes  de  C  em  que  os  pontos  da  partigao  cstejam  ordcnados  no  scntido  da  orientagao  da 
curva.  Com  essa  restrigao,  se  existir  o  limite  em  (16)  e  nao  depender  da  eseolha  da  partigao 
nem  da  eseolha  dos  pontos  amostrais,  entao  di/emos  que  (16)  e  a  integral  de  linha  de  Jem 
refaqdo  a  x  ao  tango  de  C.  Ana  I  ogam  erne,  ( 1 7)  define  a  integral  de  linha  de  Jem  relagao  a 
y  ao  tango  de  C  Se  C  for  uma  curva  lisa  no  espaqo  tridimensional,  podemos  ter  integrals  de 
linha  de /  em  rekiydo  a  x>y  ez  ao  tonga  de  C.  Por  exetnplo. 


/  f(x ,  y ,  z)  dx  =  lim  V  f(xk ,  yk ,  z*k )  Ax* 

max  A-'i  — *  0  * — ' 


Explique  por  que  a  Formula  £16) 
implica  que  jr  fix,  y)dx  —  0  em 
qualquer  segmento  de  reta  orientado 
paralelo  ao  eixo  y.  G  que  pode  ser 
dito  sobre  fc  f(x<  y)  dy  em  qualquer 
segmenio  de  rera  orientado  paralelo 
ao  eixo  Jt? 


e  ass i m  por  diante.  Como  oeorre  no  easo  de  integrals  de  [inha  em  relagao  a  s,  as  integrals  de 


linha  de/em  relagao  a  \\y  e  z  exislem  sc/lor  conlfnna  em  C. 

O  procedi  men  to  basieo  para  calcular  essas  integrals  dc  linha  c  cncontrar  equagocs  pa¬ 
ramo  tr  teas  de  CT  digamos 


x  —  x(t),  y  ~  y( Oi  z  -  z( 0  (a  <  /  <  /j) 

cm  que  a  orientagao  de  C  seja  dada  no  scntido  de  pcrcurso  de  /  crescenie,  e  enlao  expressar  o 
integrandoem  lermos  de  t.  For e\emploT 


fix ,  }\  z)  dz  = 


f(x(t),y(t),z(t))z(t)dt 
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[  ma  6rmu  a  e  a  e  aci  e  er  embra  a:  ha  la  ub  liluirjc*  y  e  z  ea  e  uagOe  arame 
trica  c  embrar  uv  dz  ~  z!(t)dr  ] 


►  Exam  pi  o  5  acu  e  jr  3xydx,  n  c  Cc  egment  c  rcla  igan  0T0  a  1,2  c  m 
a  dental  a  a 

a  rienta  a  c  0,0  ara  1,2  ,  e  m  naFigural  2  a 
b  rienta  a  e  L2  ara  0,0  >c  im  naFigural  2  h 


Solugao  (a)  an  a  arametri/aga 


btem 


a:  =  r,  v  =  It  (0  <t<  1) 


3(/)(2r){2)  dt 


Solugao  (b)  an  a  arameinzaga 


x  —  I  —  f,  v  -  2~2r  (0  <  /  <  1) 


btem 


/  3jc  ydy=  f  3.(1  -  0(2  -  2t)(-2)dl  -  [  -12(1  -  tfdt  -  4(1  -  f)3]’  =  -4  < 
Jc  Jo  Jo 


Ftgura  16.2.10 


b  er  e,  n  E  em  5,  uein  erten  a  rienlaga  a  cur  a  mu  u  ina  a  Integra 
e  i  ii  ha  c  rre  r  uein  erten  a  rientaga  eumaeur  art  cam  ina  e  a  a 

diniga  I  im,  i  erente  tie  c  rre  c  m  integral  e  inha  e  ungde  em  re  agS  a 
ya  ng  cCatrca  c  rientaga  cCtrca  ina  e uma intcgra  c  inhaem  re  aga  a 
xty&z  Se  C  r  uma  cur  a  i  a  rienta  a,  en  tarn  r-Cacur  a  rienta  a  ue  e  n  i  te 

n  me  m  nt 


e  C  ma  c  ma  rienlaga  la  Figura  1  2  10  Etna  tem 


f  f(x,  y)dx  -  -  f  f(x,  y)dx  e  /  g(xy  y)dy  -  -  /  g(x ,  v)  f/y 

V  — ’C"  h/'C’’  */ — (  t't 


18  19 


eii  iiaul 


L 


/{A-.  y)  rfj  = 


y)  r/y 


20 


e  ana  gamenie  ara  integral  e  inha  n  e  ag  tri  imen  i  na  men  e  menga  e 
icitaeme  ntrari  ,  am  u  r  ue  cur  a  arametriea  e  te  am  rienta  a  n  ctiti 
aramclr  ere  cente 

uita  eze,a  integral  e  inhaem  re  aga  a  x  e  v  c  rreme  mbina  a,ca  em  ue 


mitmi  um 


i nai  e  Integra  ee  ere  cm 


l  y 


)dx  +g  (x.  y)dy 


-L 


f(x,  y  )dx  +  /  g(x,  y)dy 


L 


21 


mac  n  enga  ana  ga  era  u  a  a  arae  mbinagoe  e  integral  e  inhaem  re  aga  a.v,j 
e  z  a  ng  e  cur  a  n  e  ag  tri  imen  i  na 


1120  Calculo 


v  =  cos  j,  v  =  sen  r  (0  <  r<  tt/2) 


Figura  *6*2.11 


►  Exempto  6  Caleuie 


L 


2  xy  dx  +  (,t:  +  y1)  dy 


ao  fonga  do  area  circular  C  dado  por  x  =  cos  t,y  =  sen  t  (0  <  t  <  jt/2)  (Figura  36,2. 3  i ). 
Solu^ao  Temos 

'  d 


f  2 xy  dx  =  f 
Jc  Jo 


nil 


L 


(x2  +  y2)  dy  = 


-»/ 

rn/2 

t  =  ' 
Jo 


(2  cos  t  sen  /) 

n/2 


di 


(cos/)  at 


] 


W2 


sen2  f  cos  f  df  =  —  sen*  f 

3 


o 


2 

3 


(cos2 1  +  sen2*) 


<7 

“(senO 

at 


dt 


rJi/Z 

=  /  C 
Jo 


-I  ,*/2 


cos  /  =  sen  * 


=  I 


Jo 


Assim,  por  (21) 


J  2 xydx  +  (x2  +  y2)dy  =  j  2 xydx  +  J (x2  +  v2)  dy 


2  1 

=  “3  +  1  =  3  * 


Pocic  ser  most  rad  o  que,  sc  /  c  g  forem  f undoes  contmuas  cm  C  entao  podemos  expressar 
COmbi nagoes  de  inlcgrais  de  3 in  ha  cm  reagao  axe  y  cm  Icrmos  de  um  limitc  c  podemos  cal- 
cularcssas  integrals  num  unico  passo,  Por  cxemplo,  temos 

f  " 

/  f(x .  y)  dx  +  g(x,  V)  dy  -  Um  V|/(jf|,  ypA xt  +  g(x*.  v*)  Ay*  J  (22) 

mas.  A.v*.  0  j£— * 


C 


f  f(x .  y)  rf.v  +  ?(.r.  y)  dy  =  j  y(i))x'(t )  +  g(Jf (f),  >’(0)/(01  *  (23) 

Resuhados  analogos  valem  para  integrals  de  I  inha  no  espago  tridimensional.  O  calculo  de 
Lima  Integral  de  linha  pode,  hs  vezes,  ser  simplificado  usando  a  Formula  (23). 


►  Exemplo  7  CaJcule 


L 


(3,v2  +  y2)  dx  T  2xy  dy 


m  longo  do  arco  circular  C  dado  por  x  =  cos  /,  y  -  sen  t  (0  <  t  <  tt/2)  (Figura  16.2. 1 1 ). 
Soluqdo  Por  (23),  temos 


stt/i 

4-  v")  dx  4-  2xy  dy  =  /  [(3  cos'  t  +  senz r)(—  sen  /  )  +  2(cos  0(sen  /)(eos  01  dt 

Jo 

rTtfl 

I  ^ 

=  /  (—3  cos"  t  sen  /  —  sen  r  +  2  cos"  t  sen  /)  dt 

Jo 

pTt/2  ^  pjr/2 

—  I  (  —  cos2  t  —  sen2/) (sen  t)  dt  —  j 

Jo  Jo 


Compare  as  comas  no  Exempto  7  com 
aquelas  envolvidas  no  calculo  de 

I  Ox1  +  y2)it.x  +  j  2 xydy 


—  sen t  dt 


tut/2 

=  cosfJ0  =-‘  + 
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Segue  de  (1 8)  e  (1 9)  que 


fix,  v)  dx  ±g(x,  y)dy  =  - 


fix,  y)dx+g(xfy)dy 


(24) 


de  modo  que,  invertendo  a  orientagao  de  C  troca  o  sinal  da  integral  de  Iinha  cm  que  x  e  y 
oc  orre  m  c  om  bi  n  ad  os.  Anal  ogam  ente, 


I  f(x*  y»  z)  dx  +  g(x f  y\  z)  dy  +  h  ( x ,  y,  z)  dz 

-  -  j  fix,  y\  z) dx  +  g ( x *  y,  z )  dy  +  y>  z) 4e 


(25) 


■  INTEGRAgAO  DE  UM  CAMPO  VETORIAL  AO  LONGG  DE  UMA  CURVA 

Ex  isle  Lina  noiagao  akemativa  para  integrals  de  Iinha  cm  relagao  a.v,  y  c  z  que  d  particular- 
menle  apmpriada  para  tratar  com  problemas  que  envoi  vam  campus  de  vet  ores.  Interpret  am  os 
dr  como 

dr  —  dxi  dy  j  ou  dr  —  dxi  -j-  dy  j  -f-  dzk 


dependendo  de  C  ser  uma  curva  no  espago  bi  ou  tridimensional,  Para  uma  curva  C  orientada 
no  espago  biditnensional  e  urn  campo  vetorial 


F (x ,  y)  -  fix*  y) i  +  six,  y)j 

escrevemos 


JcT'dr  =  Ic 


(fix,  v)i  +  g(x,  y)j)  •  (d ,v  i  +  dy j) 


•L 


f  (x\  y)  dx  +  g  ( x ,  y)  dy  (26) 


Analogamente,  para  uma  curva  C  no  espago  tridimensional  e  um  campo  vetorial 

F(.v ,  y,  z)  =  /(x,  y,  z)i  +  g(x,  y,  ™)j  +  h  (x ,  y,  z)k 


escrevemos 


Com  essas  convengoes,  somos  i evades  a  definigao  seguinte. 


(27) 


16.2*2  okfim^ao  Se  F  for  um  campo  vetorial  eoniinuo  e  C  uma  curva  lisa  orientada, 
entao  a  integral  de  iinha  de  F  an  long o  de  C  c 


F  ■  dr 


(28) 


A  notagao  na  Definigao  16,2.2  torna  facil  lembrar  u  formula  para  ealculai  a  integral  de 
Iinha  de  F  ao  longo  de  C.  Por  exemplo,  suponha  que  Cseja  uma  curva  orientada  no  piano 
dad  a  cm  forma  vetorial  por 


r  =  r (0  “  x(t)i  +  y(r)j  (a  <  i  <  h) 


112a  Calculo 


Se  escrevermos 

entao 


F(r(f))  =  f(x(r),  y(/))i  +  g(x(t)<  j(r))j 


F  -  dr  = 


F(r(/))  *  r '(f)  dt 


A  Formula  (29)  tamhern  vale  para  curvas  orientadas  no  espago  tridimensional. 


(29) 


Vetorex  xem  esaikt 

a  y 


(a) 


Figura  16,2.12 


►  Exempts  8  Calcule  fc  F  -  dr,  onde  F(v\  v)  —  cos  xi  +  sen  rj  e  onde  C 6 a curva  oricn- 
tada  dadu. 


(a)  C:  r(f)  =  ~i  +  fj  (1  <  t  <  2) 
(h)  C:  r{r)  =•  ri  +  rj  {- 1  <  /  <  2) 

Solu^ao  (ft)  Usando  (27),  temos 


(ver  Figura  1 6.2. 1 2a) 
(ver  Figura  16.2.12&) 


fF'dr  =  j  F(r<f))  *  r'(t)dt  =  J  <-j)  •  jdt  =  j  (-l)rfr  =  - 


Solu0o  (b )  Us  a ndo  (27),  te m os 

/  F  ■  dr  —  f  F(r(f))  *  r'(f)  dt  —  f  (cosri  +  sen  fj)  *  (i  -J-  2tj)di 

Jc  J-\  J—i 

—  J  (cos  t  +  2 1  sen  t)  dt  —  —It  cos  t  4-  3  sen  t  ]  ”  f 

=  —2 cos  1  —  4  cos  2  -p  3 (sen  1  +  sen  2)  m  5.83629  < 

Dcnotando  por  r  uni  para  metro  de  comprimcnto  de  arco,  digamos,  t  -  s ,  com  vet  or  tan- 
gcnlc  uni  lari o  T  =  r'(Y)  ao  longo  dc  C,  cnlao 

j  F  *  dr  =  I  F(r(.v))  *  r  (s)ds  =  f  F(r(^)}  *  Tds  =  f  F  *  T  ds 
J  C  J  a  J a  &  C 


o  que  mostra  que 


J  F  •  dr  =  j  F  •  Tds 


(30) 


Em  palavras,  a  integral  de  urn  campo  veto  rial  ao  longo  de  uma  curva  tern  o  mesnto  valor  que 
a  integral  do  components  tangeneial  do  campo  vetorial  ao  longo  da  curva. 

Podemos  usar  (30)  para  interpretar  Jr  F  -  dr  geometrieaniente.  Se  06  o  angulo  entre  F 
e  T  mini  ponto  de  C,  entao  nesse  ponto 


Assim, 


FT-  ||F|![|T|| cos# 
-  ||F||cosi9 

”I|F||  <  F  *  T  <  || F|I 


Formula  (4)  na  Sc\;’io  12.3 


PoiA  IIT1I  =  I 


e,  se  F  ^  0,  entao  o  sinal  de  F  -  I  dependent  do  Sngulo  entre  a  diregao  dc  F  c  a  direguo  dc 


C  (Figura  16,2,13).  Por  tan  to,  F  *  T  sen!  positive  xempre  que  Fc  C  liverem  mais  ou  menos  a 
mesma  diregao,  serd  0  se  F  for  normal  a  C  e  sera  negative  sc  F  c  C  tiverem  direedes  mais  ou 
menos  opostas.  A  integral  de  1  inha  de  F  ao  longo  de  C  pode  ser  inierpretada  como  o  efeito 
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acumulado  da  magnitude  de  F  ao  longo  de  C,  como  o  quanto  F  e  C  tern  a  mesma  diregao,  e 
conic  o  com  prim  onto  de  area  de  C. 


Welfares  srm  cttxtfo 


Figure  16.2+L3 


F  *  T  >  0 

F  *  T  <  0 

F  *  T  =  0 

T 


►  Exemplo  9  Use  (30)  para  calcular  jc  F  *  dr,  onde  F(a,  y)  -  -yi  +  vj  e  onde  C  e  a  curva 
orientada  dad  a, 

(a)  C :  x1  +  y"  —  3  (0  <  a,  y;  orientada  como  na  Figura  !  6.2, 1 4a) 

(b)  C  :  r(r)  =  ri  +  2fj  (0  <  t  <  t ;  vei  Figura  16.2.14/?) 

Soiif^do  (a )  Em  cada  ponto  de  C,  a  diregao  de  F  e  a  diregao  de  C  sao  iguais  (por  quo?). 
A I  cm  <lissoT  cm  cada  ponto  de  C, 


Figura  14.2.14 


[|F||  =  V(-;y)2  +  Jr2  =  V*2  +  v2  =  V3 
Pott  an  to  F  *  T  —  ||F||  eos(0)  =  ||F||  =  V3  e 


F  *  T  ds 


3/r 

Y 


(6)  O  campo  vetorial  F  e  normal  a  C  em  cada  ponto  (por  que?).  Port  an  to. 


F-,/r=  fe-T„, 


< 


Observe  a  Figure  16.5J2  e  explique 
geomeirieamenie  ostnat  de  cada  uma 
das  integrals  de  linha  no  Exemplo  8. 
Os  Exercicios  5  e  6  teuam  adtante 
essa  an^tise  geometric*. 


Tendo  em  vista  (20)  e  (30),  podermmos  esperar  que  a  inversao  da  orientagao  de  C  em 
fc  F  *  dr  nao  tivesse  eleito  no  valor  da  integral  de  linha.  Coniudo,  Invertendo  a  orientagao 
de  C  inverLemos  a  orientagao  de  T  no  integrandoe,  porlanto,  inveitemos  o  sinal  da  integral, 
ou  seja. 


L 


F  *  T  ds  - 


-L 


F  *  T  ds 


(31) 


e 


F  *  dr  =  — 


F  *  dr 


(32) 


■  TRABALHO  COMO  INTEGRAL  DE  LINHA 

Uma  aplicagao  miportante  das  integrals  de  linha  em  relagao  a  a,  y  e  z  c  o  problema  de  detinir 
o  trabalho  e  let  uado  poiL  uma  lorga  variavel  movendo  uma  particula  ao  longo  de  uma  caminho 
eurvilineo.  Na  Seqao  7.7  (ver  Volume  I)  definimos  o  trabalho  W  cfciuado  por  uma  lorga  de 
magnitude  con&tantc  agin  do  sohre  um  objeto  na  diregao  do  movimenio  ( Deli  ni  quo  7.7, 1)  e, 
depots,  naquela  mesma  segao,  csleiidemos  a  definigao  para  perm  El  ir  a  agao  de  uma  forga  de 
magnitude  variavel  agin  do  na  diregao  do  movimen  to  (Definigao  7.7,3).  Na  Segao  12,3  leva- 


1124  Calculo 


0 


ni os  o  conceito  de  Irabalho  um  passo  adiante,  dcfinindo  o  Irabalho  IF  efetuado  por  uma  forga 
eonstante  F  movendo  uma  pa  rue  ul  a  nurna  rota  de  P  a  Q.  Dcfinimos  o  irabalho  por 


IV  =  F  *  PQ 


(33) 


[Formula  (14)  na  Segao  12.3).  Nosso  proximo  objetivoe  definir  um  coneeiio  maisgeral  de 
Irabalho,  a  saber,  o  irabalho  efetuado  por  uma  forga  vaiiavel  agindo  nurna  panic ula  quo  sc 
move  ao  longo  de  urn  caminho curvilfneo  no  espago  bi  ou  tridimensional. 

Em  m  iii  las  aplicagdes,  as  forgas  variaveis  surge  ni  de  campos  de  forgas  (lais  eomo  cam- 
pos  gravitaeionais  ou  eletromagncticosb  portanto  considcraremos  o  problema  do  irabalho 
nesse  con  t  ex  Ur  Para  motivar  uma  delinigao  apropriada  do  irabalho  efetuado  por  um  campo  de 
forgas,  utilizarcmos  um  processo  de  limiie  e,  eomo  o  proeediinemo  6  igual  nos  cs pages  bi  ou 
tridimensionais,  vamos  disculir  ocaso  bi  dimensional  cm  detalhe*  A  idem  e  a  seguinte; 

*  Suponha  quo  um  campo  de  forgas  F  =  F(a\  y)  mova  uma  part  feu  I  a  uo  longo  de  uma 
curva  lisa  C  de  urn  porno  P  ate  um  pen  to  Q.  Divida  C  cm  //  arcos  usando  os  pontos 
de  pariigao 

P  -  Pq(jcq,  yo),  P i  (jfi ,  .y i }.*  Pii^yi), - P„-t(xa-i ,  y„-i),  Pn(x„,yn)  =  Q 

orientados  ao  longo  de  C  de  P  para  Q  e  denote  o  compriniento  do  A-esinio  arco  por 
A s^.  Seja  (x|.  _v| )  um  ponto  qualquer  do  A>£simo  arco  e  seja 

n  =  Fee,  rD  =  /(*;.  >p  i + g(xi  ,v;).i 

o  vet  or  da  forga  nesse  ponto  (Fig  lira  1 6.2  J  5). 

*  St  o  £-esimo  arco  for  pequeno,  enlao  a  forga  nao  varia  niuito,  portanto,  podemos 
aproximara  forga  pelo  valor  eonstante  F£  nesse  arco.  Alem  disso,  a  diregao  do  inovj- 
mento  nao  varia  muito  ao  longo  dcsse  pequeno  arcot  portanto,  podemos  aproximar  o 
movimento  da  partfcula  pelo  vetor  deslocamento 


fit-i  flt  =  (Axk)l  -h  (Ayjj 
onde  Axk  =  xk  -  Xjt_3  e  A yk  -  yk  -  v*— i- 

♦  Como  o  irabalho  efetuado  por  uma  forga  eonstante  FJ  movendo  uma  partfcula  ao 
longo  de  uma  reia  de  para  Pk  d 


FJ  -  ft-i  ft  =  </(*?,  ypi  +  gu;,  y£) j)  *  ((Ajf*)l  +  (A yk)i) 

—  f(x{,  y%)Axt  +  g(x%,  y*)Ayt 

[Formula  (33)],  o  irabalho  A  Wk  efetuado  pelo  campo  de  forgas  ao  longo  do  Ar-csimo 
arco  de  C  pode  ser  aproximado  por 

A  Wk  ^  /(a;,  yl)  Axt  +  g(4,  jJ)  A  yt 

O  trahalho  total  W  realizado  pela  forga  movendo  a  partfcula  ao  longo  de  toda  a  curva 
Cpode,  enlao,  ser  aproximado  eomo 

n  n 

W  =  y]  A  lVt  £lM‘.  yt)Axt  +  g  (,v* ,  y(*)AV(] 


k=\ 


k  =  \ 


Quando  max  A sk  —*  0,  £  plans fvel  quo  o  erro  nessa  aproximagao  tenda  a  0  e  o  traba¬ 
lho  exato  realizado  pelo  campo  de  forgas  se  ja 


n 


w 


=  Hni  „ yV>&xk  +  s(-xi-  yt>A>'ti 

mrtx  A.w  — *  0 

k^\ 


—  j  fix,  y) dx  +  g(x,  y) dy 


'tfniHLlq  (22) 


=  j  F  -dr 


l;rtrivjuLa  (26> 


Assim,  somos  lev  ad  os  a  definigao  seguinte. 
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Observe  na  Formula  (30)  que  o  traba- 
Iho  realizado  porum  campo  de  forgas 
numa  particula  em  movimento  ao  [on- 
go  de  uma  curva  lisa  C  £  oblido  pela 
integragao  do  components  langencial 
da  forga  ao  longo  de  C,  Isso  impFica 
quo  o  componente  da  torga  que  6  or- 
togonal  a  direcao  do  movimento  da 
particula  nao  tem  efeito  algum  sobre 
o  trabalho  realizado. 


16.2.3  »k*ini(;ao  Suponha  que  uma  partfcula  se  mova  ao  longo  de  uma  curva  lisa  C 
sob  ocfciLo  de  uni  Campo  de  forgas  contfnuo  F  e  que  C  esteja  orientado  no  sen  lido  do  mo- 
vimenio  da  pari  feu  la.  Entao  o  trabalho  realizado  pelo  campo  de  f organ  na  pari  feu  la  e 


L 


F  *  dr 


(34) 


Pot  exemplo,  suponha  que  a  forca  seja  medida  cm  libras  e  a  distaneia  cm  pcs.  Segue 
da  pane  (a)  do  Exemplo  9  que  o  trabalho  realizado  por  uma  forga  F{x,  v)  =  —  vi  4-  xj 
aluando  numa  parlfeula  que  se  move  ao  longo  do  cfrculo  x1  +  y 2  =  3  de  (\/3, 0)  a  (0,  \/3) 
e  de  3tt/2  pes-libra. 


Ftgura  16,2.16 


■  INTEGRAIS  DE  LINHA  AO  LONGO  DE  CURVAS  LISAS  POR  PARTES 

Ate  agora,  so  consider  am  os  imegrais  de  I i Elba  ao  longo  de  curvas  lisas.  Emretanto,  a  nogao 
de  integral  de  I  inha  pode  ser  esiendida  para  curvas  formadas  por  urn  ntimero  finite  de  curvas 
lisas  CL,  C,T . , Cn  unidas  extremidade  a  extremidade,  Uma  tal  curva  c  chamada  itsa  por  par¬ 
tes  (Figura  16.2, 36).  Defimmos  uma  integral  de  I  in  ha  ao  longo  de  uma  curva  C  lisa  por  panes 
como  sendo  a  soma  das  integrals  ao  longo  das  segocs: 

L=L+L+"+ 


►  Exemplo  10  Calcule  ^ 

/  .v "  v  dx  4-  a  d  v 

Jc 


no  sentido  anti-horario  ao  longo  do  trajeto  triangular  m  os  trade  na  Figura  1 6.2. 17. 


Soluqao  Vamos  integral  ao  longo  de  C1+  C2  e  C\  scparadaincnte  e  somar  os  rcsullados. 
Para  cada  uma  das  ires  integrals,  devemos  determinar  equ agues  parametiicas  que  si  gam 
o  trajeto  de  mtegragao  no  sentido  c  one  to.  Para  isso,  lembramos  que,  pela  Formula  (7)  da 
Seg&o  13.1,  o  grdlico  da  lung  So  vetorial 


r(r)  =  (I  —  r)ro  +  tr\  (0  <t<  I) 

e  o  segmemo  de  ret  a  que  tine  r:,  e  rs,  orientado  no  sen  lido  de  r„  para  r,,  Assim,  os  segmetuos 
de  ret  a  C]t  C2  e  C  podem  ser  represent  ados  em  notagao  vetorial  como 

C] :  r(>)  =  {1-0(0,  0}  +  f{l,  0)  =  {/,  0) 

C3:r(0  =  0  -0(1,0)  +  f(L2)  =  (1,2 f) 

C3:r(0  =  (!  —  0(1,  2)  -1-/(0, 0)  =  {1  -t>2-2t) 


onde  t  varia  de  0  a  I  em  cada  caso.  Dessas  equagoes,  obtemos 


f  x2ydx  ^  [ 
Jc  j  Jo 


dr 


^  x~y  dx  H-  x  dy  —  /  x2yd 

f  x2ydx+xdy  =  f  xdy =  f  (\)d-{2t]dt  =  2 
Jo  Jr,  Jo  dt 


/  ^ 

Jc'i 


E  d  f] 

xiydx+xdy  =  j  (1  -r)2(2-20^7[l  -  t\dt  +  j  (I 


=  2  f  (t-lfdt  +  2  f 
Jo  J  ft 


t)  —  [2  —  2t  |  dt 
dt 


-  \ydt  +  2  /  (t  ~  l)  dt  -  -i  -  l  = 
0 


f  xlydx  +  ^ dy  =  0  +  2  +  (-|)  =  t 


Assim, 
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EXERCidOS  DE  COMPREENSAO  16.2  (Verpdgina  1 128 para  respostas.) 


1.  A  drca  da  supcrffde  que  sc  cstcndc  vertical  memo  desde  o 
segmento  de  reta  v  =  x  (0  <  x  <  I )  do  piano  xy  aid  o  piano 
Z  =  2jc  4-  Id  _ _ 


2.  Supontia  que  inn  amine  ten  ha  a  equagao  y  =  l  -  x  (0  <  x  <  1 ) 
e  que  sua  densidade  dc  inassa  seja  y)  =  2  -  a  .  A  mass  a  do 
arame  6 _ . 


3.  Sc  C  c  a  curva  representfida  pci  as  equagocs 

x  =  sen  /,  y  =  cos  /,  z-L  (0  <  r  <  2jt) 
entao  Jc  y  dx  —  x  dy  4-  dz  = _ 

4*  Sc  C  c  o  cfrculo  unitilrio  x~  4-  y4  —  3  orientado  no  sent i do 
ami  ~h  Grain  o  e  F(a.  y)  -  xi  +  yj,  on  Lao 


F  -  dr  = 


EXERCICIOS  16.2  0  Recurso  Grdfico  [c]  CAS 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


L  Seja  C  o  segmento  de  rcta  de  (0,  0)  ate  (0,  I ).  Determine, 
cm  cada  parte,  a  integral  de  I  in  ha  no  longo  de  C  por  irispc- 
gao  e  cxplique  sen  meioefnio. 


(a) 


L 


ds 


L 


(b>  /  sen  xy  dy 


2,  Seja  C  o  segmento  de  reta  de  (0,  2)  atd  (0,  4).  Determine, 
em  cada  parte,  a  integral  de  linha  ao  longo  de  C  por  inspe- 
gao  e  cxplique  sen  raciocinio. 


( 


a)  j"  ds 


L 


(b)  /  exydx 


3-4  Determine  fc  F  m  dr  por  inspegao  para  o  campo  de  forgas 
F(X,  y)  =  i  +  .j  e  a  curva  C  moslrada  na  figuru,  Explique  seu  ra- 
ciocmio.  [Para  dare/, a.  os  vet ores  do  campo  de  Ibrgas  sao  mosira- 
dos  em  escala  men  or  do  que  a  verdaddra.  | 


i 

4 

,.v 

/  /  /  / 

/  /  /  / 

/  /  /  / 

/  /  / / 

/  /  /  / 

J 

-»/  /  /  / 

/  /  /  / 

4 

/  /  /  / 

s/s  / 

/  /  /  / 

//  /  / 
-4 

/  /  / 

4, 


k  V 


4 

... 

Xy  /  / 

/  /  /  / 

/  Xy  / 

/  /  /  / 

/  /  Xy 

/  /  /  / 
^ l™4 

-*///'/ 

X<  y  y  4 

/  /  /  / 

y  Xy  / 

/  /  /  y 

/  /\ 

/  /  /  / 

///A 

-4 

Jt 

-> 


5.  Use  (30)  para  exp  hear  por  que  a  integral  do  linha  na  pane 

(a)  do  Exemplo  S  pode  ser  encontrada  muUiplieamio  o  com- 
prime  mo  do  segmento  C  por  -  \ . 

06*  (a)  Use  (30)  para  explicar  por  que  a  integral  de  linha  na 
parte  (b)  do  Exemplo  8  deveria  ter  um  valor  proximo, 
mas  ti m  pouco  inferior,  ao  do  com pri memo  da  curva 
parabdliea  C. 

(b)  Verifique  a  conclusao  do  (a)  calculando  o  compri monto 
de  C  e  comparando-o  com  o  valor  da  integral  de  linha. 


7,  Seja  C  a  curva  repiesemada  peias  equates 

x  =  2 1,  y  —  3f2  (0</<1) 

Calculc,  cm  cada  parte,  a  integral  de  linha  ao  longo  dc  C. 

(a)  /  (a  ™  y )  ds  (b) 


(c) 


/c(*  -  ' 

b  - 


j  (x  -  v)  dx 


8,  Sej  a  C  a  c  u  r va  represent ada  pe  I  as  eq u  agdes 

x  =  f,  y  =  3 r,  z  =  6r'  (0  <  t  <  !) 

Caicule,  cm  cada  parte,  a  integral  de  linha  ao  longo  de  C. 

(a)  J  xvz*ds 


;a)  £  xyz1 

(c)  J  xyz?  dy  (d) 

9,  E m  c  ada  pane ,  ea  I  cul e  a  i  nteg ra  l 

(3 A’  +  2y)  dx  4-  (2aj  -  y)  dy 


(b)  J^dx 

y  -vyi2  dz 


L 


ao  longo  da  curva  in  di  cad  a, 

(a)  O  segmento  dc  ijeta  de  (0,  0)  aid  ( J ,  I ), 

(b)  O arco parabdlico y = x  de  (0, 0)  ate ( I,  l ), 
(e)  A  curva  y  =  sen  {nxl 2)  de  (0,  0)  ate  { L  I ). 
(d)  A  curva  v  - x'  de  (0,  0)  ate  (l,  I). 


!0,  Em  cada  parte,  calculc  a  integral 

J  y  dx  +  5  dy  -  x  dz 

ao  longo  da  curva  in  die  ad  a, 

(a)  O  segmento  dc  reEa  de  (0.  0.  0)  ate  (I,  L  1), 

(b)  A  edbica  lore i da x  -  r,  y  -  t  ,  z  —  b  de  (0,  0,  0)  ate  (I,  I ,  l ). 

(c)  A  hdlice  x  -  cos  at,  y  -  sen  .rr/,  z  =  t  dc  (lT  0,  0)  ate 
(-1.0,  I  ). 


11-14  Caicule  a  integral  de  linha  em  relagao  a 

$  ao  longo  da 

curva  C. 
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.  f  dx 

Jr  I  +  A 


C  :  r(r)  —  t\  +  |/  v2j  (0  <  f  <  3) 


l2-  /  ■— 

Jc  I  +  > 


ds 


C  :  x  =  I  4-  2t t  y  =  /  (0  <  r  <  J ) 


13.  J  3x2yzds 


C:  a  =  f,  >■  =  /*,  ^  {()<  f  <  1) 


/  e~z 
14  /  — , 

Jc  A"  +  y2 


ds 


C  i  r(0  =  2  cos  1 1  +  2  sen  r j  +  rk  (0  <  /  <  2jt) 


15.  j  (a  4-  2 y)  t/..v  +  (a  y)  r/y 

C:  a  —  2  cos/,  y  —  4 sen/  (0  <  f  <  jt/4) 

16.  /  (a2  -  v2)dx  +  xdy 
Jc 

C:  x  =  t2/-\  y  =  t  (-1  <  t  <  l) 

17.  J  —  y  dx  +  x  dy 

C:  y2  =  3a  de  (3, 3)  ate  (0, 0) 


‘•/o 


IS.  j  (y  —  x  )  dx  +  A  y  dy 

C:  y2  =  *3  de  (l,  —  I )  (1 , 1 ) 

19.  f  (a2  -f  y2)  dx  -  x  dy 

C:  x2  +  y2  —  I  *  no  sentido  ami-homrio  de  (l,  0)  me  (0.  1) 


'■  lx 


m  i  (y  —  x)d  x  +  a  ydy 

C\  o  segmenlo  de  ret  a  de  {3,  4)  ate  (2,  1 ) 


"•  Jc’ 


dx  —  x z  d\  4-  xv dz 


C:  x  —  e\  y  =  z  =  (0  <  /  <  I J 

22.  ^  x2  dx  +  a,v  r/y  +  z2  dz 

C\  x  =  sen  /,  y  =  cos/,  £  =  r  (0  <  /  <  jt/2) 

23-24  Use  mn  CAS  para  ealcuiar  a  integral  de  linha  ao  longo  da 
curva  dada. 


0  23.  (a)  J  {x>  +y*)ds 


C  :  r(f)  =  e’i  +  c'-'j  (0  <  t  <  in  2) 

(b)  j  xez  dx  +  (A-  -  ;)  dy  +  (X2  +  r  +  z2)  dz 
C  :  a  =  sen  r,  y  =  cos/,  z  =  t  (0  <  t  <  jt/2) 
024.  (a)  j  x1y‘>,dx 

C:x  —  cos3  r,  v  —  sen3  i  (0  <  /  <  jt/2) 


Sc 


(b)  f  x?z  dx  +  7y  dy  +  y  z  dz 

C  :  r(0  =  /i  4-  /2j  +  In  fk  ( 1  <  t  <  e) 


<b)  ±y 


(b) 


27-28  Calcule  fcx2zdx  —  yx2dy  4-  3  dz  ao  Ion  go  da  curva  C 
mosirada  na  lieura. 


C:  r </)  =  2cos/i  4-  2 sen/ j  (0  <  /  <  n) 

30,  F(a,  y)  =  x2yi  +  4j 

C :  r(/)  —  4-  e~\\  (0  <  t  <  I ) 

31,  F{.v,  y)  -  {.v2  +  y2)-y2(.ci  +  yj) 

C:  r(t)  —  ef  sen  /i  4-  e1  cos  /  j  (0  <  /  <  I ) 

32,  F(vt  v.  -)  =  +  jc  j  +  yk 

C:  r (/)  =  sen /i  -y  3  sen  /  j  +  sen2  / k  (0  <  /  <  k/2) 

33,  Calcule  a  massa  de  urn  arame  lino  com  o  form  a  to  do  arco 
circular  y  =  V9  —  x2  (0  <  x  <  3).  sc  a  fun^aode  den  si  dado 
tor  <5(.v.  v)  —  x  *Jy. 

34*  Calcule  a  mass  a  de  tim  a  tame  lino  com  o  formato  da  curva 
x  —  e  cos  t,  y  —  e  sen  i  (0  <  r  <  1)  se  a  fun^ao  de  densidade  5 
for  pro  pore  a  on  at  idistSneia  da  origem. 

35,  Calcule  a  massa  de  u?n  arame  fino  com  o  formato  da  h^lice  x  - 
3  cos  f,  y  =  3  sen  /,  z  =  4?  (0  ^  r  <  tt/2)  se  a  fun^ao  de  densidade 
for  &  =  kxf(  1  +f)  (k  >  0). 
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36.  Calcule  a  mass  a  de  um  arame  lino  com  o  formato  da  curva 
a  —  2 rT  y  =  Inf*  z  =  4>/7  (1  <  /  <  4)  se  a  fungao  de  den- 
sidade  for  propore tonal  h  distinct  a  acini  a  do  piano  xy. 

37-40  Calculc  o  trabalho  realizado  polo  campo  dc  formas  ¥  a  a 
particula  quo  sc  move  ao  ion  go  da  curva  C. 


37. 

F(x.  y) 

— 

-  .  2  ’ 

AVI  +  X*t\ 

C:  x  = 

f 

de  (0,0)  ate  ( l ,  1) 

38. 

F(x,  y) 

its 

(A-+.vv)i  +  (.v-A2y)j 

C:  a  = 

/. 

y  —  1  ft  (!  <  t  <  3) 

39. 

F(a.  y> 

z) 

=  Ayi  +  yzj  +  xzk 

C:  r(t ) 

— 

VI 

VE 

n*% 

+ 

iN 

+ 

40. 

F(a.  y. 

z) 

=  (x  +  y)i  q-  xyj  —  z2^ 

C:  ao  Ion  go  do  segmentos  do  neta  de  (0,  0,  0)  atcS  (1  *  3*  1 ) 
ale  (2,  —1,4) 


41-42  Calculc  o  trabalho  realizado  pelo  campo  de  formas 


F(j:,  y)  = 


1  + 


x2-\-y2  x2  +  y- 


numa  particula  que  sc  move  ao  longo  da  curva  C  mostrada  na 
lig  ura. 


43-44  Use  Lima  integral  de  linha  para  calcuiar  a  area  da  super  lie  ie. 


1 

43.  A  $u peritc  i e  que  se  est  ende  para  c  i  m  a  da  parabola  y = x~  (0  <  x  <  2) 
do  piano  xy  ao  piano  z  =  3a. 


44.  A  super  fide  que  so  esiende  para  cima  desde  o  semicfrctilo 
v  —  \ZT-  x~  no  piano  xy  ate  a  superffeie  z  =  x  \\ 

45*  Como  i  lustra  do  na  figura  a  seguir.  foi  lei  to  um  corfe  sen  of  - 
dal  no  topo  dc  unia  lata  cilmdrica.  Suponha  quo  a  base  seja 
modelada  pdas  equaqdes  paramdirieas  x  =  cos  ft  y  =  sen  t. 


z  —  0  (0  <i  t  <t  2jt)  e  a  allura  do  cone  como  uma  lunqao  de  / 
seja  z  =  2  +  0.5  sen  3/. 

(a)  Use  um  argumemo  geom&rico  para  determ mar  a  area  da 
super  fide  lateral  da  lata  eortada. 

(b)  Esc  leva  uma  integral  de  linha  para  a  area  de  superffeie. 

(c)  Use  a  Integra]  dc  linha  para  calcuiar  a  area  da  superffeie. 


>'  Figura  Ex-45 


/x  d  v  —  v  dx 

— - — “ — „  onde  C  e  o  cfrculo 

■c  * ■  +  y2 

x"  4-  y’  =  a  pereorrido  no  sen  tide  antohordrio. 


47.  Suponha  que  Lima  partreu la  se  mo va  atravds  do  campo  do  forgas 
F(x,  y)  =  xv i  +  (x  -  y)j  do  poiUo  (0.  0)  para  o  ponto  ( J ,  0),  ao 
longo  da  curva x  =  L  y  =  kt(  I  ~  ().  Para  qual  valor  dc  k  o  traba¬ 
lho  realizado  pelo  campo  dc  for  gas  sera  igual  a  I  ? 

48.  Um  fazendeiro  quo  pesa  150  libras  carrega  um  saco  de  graos 

pesando  20  libras,  para  cima  numa  escada  hclicoidal  circular 

\ 

dc  raio  igual  a  25  [ids  em  to  mo  dc  um  silo.  A  inedida  que  o 
fiizendeiro  sobe.  os  graos  vazam  do  saco  it  razlo  de  l  libra  poi 
10  pds  de  s  a  bid  a,  Qual  o  trabalho  exeeutado  pelo  fazendeiro 
subindo  uma  distSneia  vertical  de  60  pcs  em  exatamente  quatro 
revoluqoes?  [Sitgestfio:  cncontrc  tim  campo  v'otorki!  que  repre¬ 
sents  a  forga  cxercida  pelo  fazendeiro  para  I  e  van  tar  scu  proprio 
peso  nuiis  o  peso  do  saco  para  cima  em  cada  ponto  do  trajeto,] 

49.  Suponha  que  a  curva  C  no  piano  xv  seja  dada  pel  a  par&metriza- 
gao  lisa 

r(f)  =  jr(/)i  +  >(r)j  (a  <  t  <  b) 

Em  cada  parte,  utilize  a  notagao  usada  na  deducao  da  F6r mu- 

la  (9). 

(a)  Seja  m  m  e  M  os  valores  mini  mo  e  m&ximo  de  ||r  (r)||  em 
[a,  b],  respect ivamente.  Prove  que 

O  <  m  (max  A 4)  <  max  A.v*  <  M (max  A^) 

(b)  Use  (a)  para  provar  que  max  A j*  0  sc.  e  someute  se. 

max  A  fk  0, 


RESPOSTAS  DOS  EXERCfCIOS  DE  COMPREENSAO  16.2 


1.  2-Jl 


2 


3.  4jT  4.  0 
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1 6.3  INDEPENDENCIA  DO  CAM1NHO;  CAMPOS  VETORIAIS  CONSERVATIVOS 


Nest  a  segdo,  ntosiraremos  que,  para  cert  os  tip  os  tie  campus  veto  rials,  a  integral  de  l  in  ha  de 
F  ao  longo  de  uma  cun' a  depende  somente  dos  pantos  extremes  da  cuna  e  ndo  da  propria 
citrva.  Tais  compos  sdo  de  especial  import  art  via  na  Fisted  e  tier  Etigenharitc 


■  INTEGRAIS  DETRABALHO 

Vimos,  na  seqao  anterior,  que  sc  F  lor  urn  eampo  vetorial  no  espaqo  hi  ou  tridimensional,  o 
trabalho  realizado  pelo  eampo  numa  particula  que  se  move  ao  longo  de  uni  a  cur  va  parametri- 
zada  Ct  de  uni  ponto  inicial  Pate  um  ponto  final  Q ,  e  dado  pela  integral 

J  ¥■*  dr  ou,  equivalenlemente,  j  F  *  T  ds 

Conseq uentemente,  chamamos  uma  integral  de  linha  desse  tipo  tambem  de  integral  de  trabalho . 
Lemhre  que  uma  integral  de  trabalho  tambem  pode  serexpressaem  forma  e scalar  en mo 


/  F  >dr  =  /  f(x,  y)  dx  4-  g(x,  y)  d y 
Jc  Jc 

L 


bklimcnsionaE 


F  *dr  —  /(a,  v,  z)  dx  4-  g  (x ,  yf  z)dy  4-  h(x,  y,  z)dz 

onde  j\  g  e  h  sao  as  fungoes  componentes  de  F. 


Hs  cri  uli  mensiQn;il 


CD 


(2) 


■  INDEPENDENCIA  DO  C  AMIN  HO 

A  ciirva  parametriea  C  numa  integral  de  trabalho  e  chamada  de  caminho  de  inlegragao: 
Um  dos  problemas  importanies  nas  aplicagdes  e  determinar  como  o  caminho  de  integrate 
aleia  o  trabalho  realizado  por  um  eampo  vetorial  numa  panfeula  que  se  move  de  um  ponto 
fix  ado  P  para  outre  ponto  fixado  Q.  Mostraremos,  cm  breve,  que  se  o  eampo  vetorial  F  for 
conservativo  (ou  seja,  e  o  g rad i elite  de  alguma  fungao  potential  £>),  enlao  o  trabalho  que  esse 
eampo  realiza  na  panfeula  que  se  move  de  P  para  (?  nao  depende  do  particular  caminho  C  que 
a  parti cu! a  segue,  Ilustramos  isso  no  seguinle  exemplo. 


Ve tores  sem  escala 


0 

t) 

Figure  16,3.1 


►  Exemplo  1  O  eampo  vetorial  F(x,  y)  =yi + xj  6  conservativo,  visto  que  e  o  gradiente  de 
ip(x,  v)  —  xy  (verifique).  Assim,  a  diseussao  precedent  sugere  que  o  trabalho  realizado  pelo 
eampo  na  partial  la  que  so  move  do  ponto  (0, 0)  para  o  ponto  ( 1 ,  1 )  deve  ser  o  mesmo  ao  longo 
de  diferentes  eaniinhos.  Confirme  que  o  valor  da  integral  de  trabalho 


L 


F  *  dr 


e  o  mesmo  ao  longo  dos  s  eg  ui  rites  cam  mhos  (Figura  16.3.1): 

(a)  O  segmento  de  reta  y  =  x  de  (0, 0)  ate  ( 1 ,  1), 

(b)  A  parabola  y  =  x2  de  (0,  0)  ate  (1 ,  1 ). 

(c)  A  ciibica  y  =  a3  de  (0,  0)  atd  ( 1 ,  1 ), 

Sohtgao  (a )  Com  x  =  r  como  pavameim,  o  cam i n ho  de  i ntegraqao  e  dado  por 

x  -  f,  y  -  f  (0  <  ;  <  I) 


j  F  *  dr  =  jf  (yi  4-  x j)  *  (dx i  4-  dy  j)  =  j  y  dx  4-  x  dy 


4 


2 t  th  =  ] 


Assim, 


1130 


Calculo 


Sohicao  (b  ) 

Assim, 


Com  a  “  t  como  parSmetro,  o  cam  mho  de  integragao  e  dado  por 


v  =  1 ,  y  =  / 


(0  <  /  <  1) 


L 


F  *  dr 


~-L 


y  dx  +  v  dy  —  /  3  r  di  —  I 


Sohicao  (<?)  Com  x  =  /  como  para  metro,  o  cam  i  a  ho  de  i  n  legruqao  e  dado  por 


Assim  ? 


x  =  A  y  =  t3  (0  <  r  <  1) 


F  -  dr  = 


J  y  dx  +  a  dy  — 


\ 

4  tydi  = 


E  < 


M  TEOREWfA  FUNDAMENTAL  DAS  fNTEGRAlS  DE  LtNHA 

Lcnihrc-sc  que,  pclo  Teorcma  Fundamental  do  Calculo  (Teorcma  6,6. 1  do  Volume  1 ),  se  F  for 
uma  anlidenvada  de/;  emao 

b 

f(x)dx  —  F(b)  -  F(a) 


O  seguinte  resultado  c  a  analogo  daquele  teorcma  para  as  integrals  de  linha  no  espa^o  bidi¬ 


mens  tonal; 


O  valor  de 

/  F  ■  <lr  —  J  F  •  Tils 

depends  da  magnitude  de  F  ao  Ion* 
go  de  C,  do  afinhamento  de  F  com 
a  direg^o  de  C  eni  cada  ponto  e  do 
com  pr  im  enio  de  C,  Se  K  for  conser¬ 
vative,  esses  varies  fatores  ssmpro  se 
equilibram  do  la!  rnodo  qua  o  valor  do 
fc  F  v/r  depends  somente  dos  pon¬ 
tes  initial  e  final  de  C, 


16.3*1  l  'KOREMA  (O  Teorcma  Fundamental  das  Integrals  de  Linha)  S upon  ha  que 

F (.v ,  y)  -  f(x,  y)i  4-  g(x ,  y)j 


i'e/fl  h/h  campo  veto  rial  cause  nativo  cm  algnma  region  abort  a  D  con  ten  do  os  pantos 
(a(JS  y0)  e  (A]>  V|)  e  que  fix,  y)  e  g(y,  y)  sejant  cant  fan  as  nessa  regiao.  Se 

F{*>  V  )  =  V^(  xh  y) 

e  se  Cfor  uma  curva  parametric  a  lisa  par  panes  qualquer,  que  comega  em  yrJ)t  re  nut¬ 

ria  etn  Cv, ,  v, )  e  esteja  toda  cant  Ida  na  regiao  D,  entao 


F(.\\  y)  -  dr  -  4>(xuyi)  ~  />(*Cb  Jo) 


on,  de  forma  equivalents. 


V0  ■■  dr  =  tp(X\ ,  }S| )  -  <j> (xa ,  yo) 


demonstraqAo  Daremos  a  prova  para  uma  curva  C  lisa.  A  prova  para  uma  curva  lisa  por 
partes,  que  €  deixada  como  exerefeio*  pode  ser  feita  aplicando  o  teorcma  para  cada  parte  lisa 
individual  e  somando  os  resultados.  Suponha  que  C  seja  dada  parameiricameme  por  x  =  x{t), 
y  =  y(0  (a  <t<  b),  de  rnodo  que  os  pontos  ini el a I  e  final  da  curva  sejam 

$Ms  W  =  t* («).  y(«))  e  (xi,  yO  j=  ( x(b ),  y(b)) 

Como  F(a\  y )  =  V6,  segue  que 
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e  entao 


j  F{x,  y  )  *  dr 


r  d<l>  dx  dy 


Bx  di 


d 


=  j  —  [*(*«),  >{/)}] dt  =  4>(x(t).  >■(/)) 

=  0  (*(£),  y(W)  -  (,v  (a ) ,  y(a )) 

=  0(  vs  h  \'i )  -  0Uq,  >o) 


dy  e// 

b 


dt 


Enunciado  in  formal  me ntc,  esse  teorema  mostra  que  o  valor  de  uma  integral  de  Unha 
ao  hm  go  de  am  caminho  l  iso  par  partes  num  campo  vetorial  consenritivo  e  independente  do 
caminho;  islo  6,  o  valor  da  integral  depende  dos  pontos  extremes  e  nao  do  caminho  Cque  os 
liga.  Consequentememe,  para  as  integrals  de  linha  ao  Ion  go  do  eaminhosem  campos  vetoriais 
conservatives,  €  comum  expressar  (3)  e  (4)  como 

j)  rUioO 

I  F  •  dr  -  f  V<p  ■  dr  =  <f>(xi ,  yt )  -  tj>(x0.  yo)  (5) 


Se  F  for  conservative,  ent5o  ternos 
uma  escolha  de  metodos  para  cal- 
cular  fc  F  -  Jr.  Podemos  trabalhar 
diretaiuente  com  C.\  podemos  trocar 
C  por  alguma  outra  curva  com  as 
mesmas  extremidades  de  C.  ou  po¬ 
demos  aplicar  (3), 


►  Exemplo  2 


(a) 

(b) 


Confirms  que  o  campo  vetorial  F(.rt  y)  =  yi  +  yj  do  Exemplo  I  e  conservative  most  rand  o 
que  F(*T  y)  6  o  gradients  de  6{,v,  y)  =  xy\ 


M\l) 

Use  o  Teorema  Fundamental  das  Integrals  de  Linha  paraealcular  /  F  ■  dr * 

J{ 0.0) 


Sokiqcto  (a ) 


Soluydo  (h)  De  (5)  obtemos 

hi  i) 

/  F  *  dr  —  (p(  \ ,  1)  -0(OtO)  =1-0—1 
d(0,0> 

que  esla  de  acordo  com  os  resultados  oblklos  no  Exemplo  1  integrando  entre  (0,  0}  e  (1  ?  I )  ao 
Ion  go  de  cam  inti  os  especilicos,  < 


■  INTEGRAJS  DE  LINHA  AO  LONGO  DE  CAMINHOS  FECHADOS 

As  eurvas  parametrieas  que  comeqam  e  term  mam  no  mesmo  ponto  desempenham  ym  papel 
importante  no  estudo  dos  campos  vetoriais,  portanto  ha  alguma  tenninologia  especial  asso- 
ciada  a  el  as.  Diz-se  efue  uma  curva  para  metric  a  C  que  c  rep  resent  ad  a  pel  a  l'ungao  vetorial 
r(f)  para  a  <  t  <  h  e  fechada  se  o  ponto  iniclal  r(a)  e  o  ponto  final  r (b)  coincident;  isto  e, 
r(c)  =  r(b)  (Figura  16.3.2); 

Segue  de  (5)  que  a  integral  de  linha  de  urn  campo  vetorial  conservativo  ao  Ion  go  de 
urn  caminho  tech  ado  C  que  comeqa  c  tormina  cm  (yp  yD)  e  zero.  Is  so  acontcce  porque  c> 
ponto  (.Vj ,  V[)  cm  (5)  e  o  mesmo  que  (x{)}  yu)  e>  portanto, 


F  ■  dr  =  yt)  -  ye)  =  0 


Nosso  proximo  objeti vo  e  mostrar  que  a  recfproca  desse  resultado  tatnbem  e  verdadeira. 
Ou  seja,  queremos  mostrar  que,  sob  eondiq5es  apropriadas,  urn  campo  vetorial  no  qua!  e  nula 
a  integral  de  linha  ao  longo  de  todos  caminhos  fechados  dove  scr  conservativo,  Para  que  isso 


132  Calculo 


Figura  10.3 


seja  verdadeiro*  precisamos  exigir  quc  o  doniinio  D  do  campo  velorial  seja  conexo,  o  que 
signifiea  quc  quaisquer  dois  pout  os  cm  D  podcm  sei  unidos  por  a  [gum  a  curva  lisa  por  partes 
que  csteja  inLeiramenle  cm  D,  Enuneiado  informahneiite,  O  £  conexo  sc  nao  consists  de  duas 
ou  mais  partes  separadas  (Figura  163.3), 


16.3.2  1'EOREMA  Sc  f{x ,  y)  e  g(jq  y)  fore m  amt  (turns  em  a  [gum  a  regido  D  aberta  e  co¬ 
ne  xa,  entao  as  seguintes  afirma^oes  sdo  equivalentes  (tod as  verdadenas  oti  tadas  falsas): 

(a)  F(.r,  y)  —  /( x,  y}i  +  g{x*  y).j  e  um  campo  veto  rial  conservative  na  regido  D. 

(b)  j  F  *  dr  —  0  para  cad  a  curva  fechada  C  lisa  por  panes  em  D. 

Jc 

(c)  L  F  4  dr  e  independente  do  caminho  de  qua  fq iter  panto  P  em  D  para  qualqucr  ponto 
Q  em  D  para  cad  a  curva  C  lisa,  por  partes  em  D. 


Esse  Lcoremapode  ser  es  Labeled  do  provando-se  ires  implicates:  (a)  =£  (h),  (b)  ->  (c)  c 
(e)  =>  (a).  Como  mos  tramos  acini  a  que  (//)  =>  (/?),  preeisamos  provar  somente  as  duas  ultimas 
implicagdcs.  Vamos  provar  (c)  =>  (a)  C  deixar  a  outra  i  mp3  i  cacao  come  um  exereicio. 


Dkmonstracao  (c)  (a)  Estamos  supondo  que  fc  F  o/r  e  independente  do  caminho 

para  cada  curva  lisa  por  partes  a  a  regiao,  c  queremos  mostrar  que  ha  Lima  fungao  (p  =  tp(a+  y) 
lal  que  Vo  =  F(a\  y)  cm  cada  ponto  da  regiao;  islo  c, 


d(p  d(p 

—  =  fa,  v)  e  —  =  i*a-.  >■) 
ox  ay 

t* 

Agora,  escolba  um  ponto  fix  ado  (a,  h)  cm  D ,  seja  (x,  y)  um  ponto  qualqucr  cm  D  e  defina 

■  (my) 


(6) 


m-v.y.J 

(p(x,  y)  =  j  F  * 
J{aM) 


dr 


(7) 


Ossa  C  Lima  defmigao  quc  nao  c  ambigua  porque  eslamos  supondo  quc  a  integral  c  indepen- 
dente  do  caminho.  Mostrarcmos  quc  V<p  =  F,  Como  D  c  aberta,  podemos  cncontrar  um  disco 
circular  cemrado  em  (x,  y\  cujos  pontos  fiquem  inteiramente  cm  D,  Como  mostra  a  Figura 
16,3.4,  escolha  qualqucr  ponto  (x]  t  y)  tiessc  disco  que  lique  na  nicsma  rota  horizontal  quc  (,v, 
j),  mas  que  seja  diferente  de  (x,  y).  Como  a  integral  de  (7)  e  independente  do  caminho,  pode¬ 
mos  calcula-la  integmndo,  prime!  ft),  de  (a,  b)  para  (v,,  y)  ao  longo  de  unia  curva  C,  lisa  por 
partes  em  D  e,  depots,  conti nuar  ao  longo  do  segmento  de  reta  horizontal  C2  de  (jc,,  y)  para 
(ry,  y).  Isso  da 

f  f  f(xtx)  r 

fp  (x  i  y )  —  j  F  4  dr  +  /  F  4  dr  —  f  F  *  dr  +  /  F  4  dr 

JCi  Jci  J(aM)  Jc2 

Como  0  primeiro  memhro  nao  depende  de  x,  sua  derived  a  parcial  cm  relagfio  a  a  c  nula  c, 
cnlao, 

— ■  =  f  /  p  •  f/r  =  /  f(x,  y)  dx  +  g(x,  v)  dy 

OX  OX  Jc J  OX  Jc* 

Entietanto,  a  integral  de  linlia  em  relagao  a  y  c  nula  ao  longo  do  segmento  de  reta  horizontal 
C,*  dc  modo  que  cssa  equagao  simplifica  para 

&(p 

I. 

Para  calcular  a  integral  nessa  expressao,  con  side  ramos  y  como  uma  const  ante  e  expressamos 
a  reta  C2  parametricamente  como 

a  =  C  >’  =  V  (  V|  <  t  <  x ) 


M  -  JL  / 

dx  ~  dx  J& 


fix ,  y)  dx 


(8) 
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iron  ri  c  e  c  n  un  is  eit  r,  ma  arac  ilarc  m  tear  a  n 
aria  c  c  en  catena  c  uagce  arametriea  ec  m  ut  c  treni 
m  a  u  lima  inter  retain  ex,  egue  uc  8  e  ere  re  ac  m 


,  u  am  jc  C  m 
egment  e  ret  a 


o±  =  jl  [x 

ax  &x  L 


f(t,y)dt 


icam  t  ag  ra,  a  Parte  2  e  rema  Pun  amenta 
1  ,  tratan  y  c  m  umac  n  iantct  ue  a 

d<t> 

Tx  =  ^  y) 

e  r  a  a  rimeira  arte  e 
dni  gaunin  xty  a  um  nt 


a  cu 


e  rema 


Lime 


i  a  e  u Qd$ffty  =  gx,y  c  er  bti  a  e  maneira 

.r,}’,  rum  egment  e  re  la  ertica  E  erefei  35  ■ 


■  UM  TESTE  PARA  CAMPOS  VETORIAIS  CONSERVATIVOS 

e  ar  e  rema  l  3  2  er  uniacaraclenzaga  im  name  cam  et  riai  C  n  er  a 
li  ,  na  e  uma  erramenta  e  ca  cu  eficiente  r  ue,  gera  mente*  na  e  i  c  ca  cu  ar 
a  Integra  e  traba  h  emt  a  a  cur  a  i  a  r  arte  em  D,  c  m  c  igi  na  arte  h 
e  c  Para  c  en  er  um  met  ara  eterminar  e  um  cam  et  ria  e  c  n  er  ati  , 
rcci  am  inu*  uziragun  c  nccit  brecur  a  arametrica  ec  n  lint  c  tic  Dire 
m  ue  uma  cur  a  aramdtrica^  simples  eeana  imerectaa  imemaentre  eu  ill 

e  u  na  er  echa  a  Fi&ura  I  3  5  cni 


c  item 


ma  cur  a  arametrica  im  e 


i  ,  irem  ue  um  c  n  um  e  ne  e  ag  bi  imen  i  na  6  simplesmente  conexo  e 
nenhuma  cur  a  im  c  echa  a  em  D  en  er  nt  uc  na  ertengam  a  D  Enuncian 
in  rma  rnente,  um  c  n  um  c  lie  De  im  ementec  ne  e  na  ti  erburac  um  c  n 

unt  c  ne  e  mum  u  mai  burac  e  it  multiplamente  conexo  Fig  lira  i  3 


N3o  simples  e 

Fechada,  mas 

Simples,  mas 

Simples  e 

Simplesmente 

MuEtiplamente 

ndo  fechsda 

nao  simples 

n^o  fechada 

fechada 

conexo 

conexo 

Figur’d  16.3*5 


Flgura  16.3.6 


eguinte  te  rema  c  a  rind  a  erramenta  ara  eterminar  e  um  cam 
e  ag  bi  imen  i  na  ec  n  er  ati 


ct  ria  n 


ATENQAO 


Em  (9),  o  components  i  de  F  e  deri- 
vado  em  rela$ao  a  v  e  o  components 
j  em  relacao  a  x.  E  lad  I  invertor  ossa 
ordem  par  engano. 


16.3.3  teokkma  (Teste  de  Campo  Conservativo)  Se  f  x,  y  egxty  forem  contmuas 
e  rive  rent  dertvadas  parciais  de  primetm  ordem  conn  mi  as  em  afgtmta  regido  ahem  D  e  se 
a  campo  veto  rial  F  x,  y  =  /  a\  y  i  +  g  a,  y  j  for  conservative  em  D,  entdo 


V  =&8_ 

dy  dx 


9 


em  cada  panto  de  D.  Reciprocamente,  se  D  for  simplesmente  conexo  e  9  valerem  cad  a 
panto  de  D,  entdo  V  x,  y  -f  x%  y  i  -f-  g  a\  y  j  e  conservativo 


ma  em  n  traga  c  m  ela  e  e  te  rema  re  uer  re  u  la  e  a  cu 
miti  a  Entretam  T  na  e  ifei  er  r  ue  9  ae  cF  rc  n  er  ati 


a  anga 
Para  i 


e  era 
u  nha 
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que  F  =  Vd>,  caso  cm  quo  pa  demos  esc  rover  as  fungdes  /  e  g  como 


d<p 

ai- 


=  f 


Assim, 


V  =  £  (*£\ 

By  dy  \  dx  } 


S2p 

dydx 


c 


dp 

#  v 


=  S 


a*  =  ±  / WA 

dx  \  dy )  < 


CIO) 


Mas  as  dcrivadas  pare  ia  is  mislas  nessas  equagoes  sao  iguais  (Teorerna  !  4.3.2),  logo  segue  (9). 


►  Exemplo  3  Use  o  Teorema  16.3.3  para  determinar  sc  o  eampo  vetorial 


Fix,  v)  =  Cv  +  y)i  +  (v  -  .v)j 


e  conservativo  cm  algum  con ij unto  abort o. 


Solucdo  Seja  f(x,  v)  "  x  +  y  e  g(.\\  y)  -  v  -  x.  Entao 


e 


Assim,  nao  ha  pontos  no  piano  xy  cm  que  sc  verifique  a  eondigao  (9),  portanto,  F  nao  c  con- 
servati vo  c  n  i  q  ual  q  uer  co  nj  u  nto  aberto ;  < 


Ivtort1;?  sem  e scald 


F(jr,  y)  =  (>'+  x)\  +  (_y  -  jr)j 


Figura  16.3.7 


Como  o  eampo  vetorial  F  do  Exemplo  3  nSo  6  conservativo,  segue  do  Teorema  1 6. 3.2  que  devem  exisiir  curvas 
fechadas  lisas  per  partes  em  cad  a  conjunto  aberto  conexo  no  piano  xy  ,  nas  qua  is 


F  *  dv  = 


F  -  Tds  /  0 


Uma  ral  curva  e  o  circulo  mostrado  na  Figura  16.3.7.  A  ftgura  sugere  que  F  -  T  <  0  em  cada  ponto  de  C  {per 
que?),  de  modo  que  fc  F  *  T  ds  <  0. 


Uma  vc/  estabelecido  que  am  campo  veional  e  conservativo,  podc  ser  obtkla  uma  fun- 
cao  potencial  para  o  campo  integrando,  primeiro,  qualquer  uma  das  equagoes  cm  (10).  O 
Cxemplo  a  seguir  i lustra  essa  aflrmagao. 


►  Exemplo  4  Seja  F(xt  y)  =  2xy*l  +  (i  +  3aV)X 

(a)  M  os  ire  que  F  6  um  campo  ve  tonal  conservativo  cm  lotto  o  piano  xy 

( b)  Delerm i ne  0  i nlegrando  pri meiro  ftp/Bx. 

(c)  Determine  p  integrando  pri  meiro  Spf'dy. 

Solu^ao  (a)  Como  f(xt  y)  =  2.ty*  e  g{xf  y)  -  1  +  3.v"y",  lemos 

V  ,  2 

=  o.vv  = 


ay 


Sx 


portanto  (9)  vale  para  todo  (a,  y). 


Soht^ao  (h)  Como  o  campo  F  c  conservativo,  ha  uma  funqao  potencial  0  tal  que 
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Tambem  podemos  user  (7}  para  en- 
contrar  uma  funcao  potential  de  urn 
campo  conservative.  Por  exemplo,  en- 
contre  uma  fungao  potential  do  cam- 
po  vetorial  do  Exemplo  4  calculando 
(7)  no  segmento  de  reia 

r(0  =  Oxl)  +  i(yj)  (0  <  f  <  1) 
de  (0, 0)  ate  (x\  r). 


Integfundo  a  primeira  dessas  equagucs  em  relagao  a  x  (e  tratando  v  conio  uma  conslante),  result# 

ij)  —  j  2xv  '  dx  =  jc2y3  +  k  (  v)  (12) 


onde  k(y)  represent#  a  “constante”  de  integragao.  Justifica-sc  Qatar  a  const  ante  de  integragao 
conio  uma  fimgno  de  y,  vis  to  quey  e  mantida  constants  no  processo  de  fntegragao.  Para  deter- 
minar  £(y),  difereneiamos  (12)  ern  relagao  a  y  e  u  samos  a  segunda  equagao  de  (11)  para  obter 


dtp 

dv 


=  3x“y2  +  k'(y)  =  1  +  3x"y" 


i 


da  qual  segue  que  kf(y)  —  1 ,  Assinq 

k(y)  H  J  kf(y)dy  =  J  1  dy  =  y ■  +  K 

onde  K  e  uma  constante  de  integragao  (numeric#),  Substituindo  etn  ( 12),  obtemos 


2  3 


d-xy  +  y  +  K 

O  surgimento  da  eonstanie  arbitraria  K  nos  diz  que  o  nao  6  liniea.  Para  conl’enr  os  caleulos,  o 
lei  lor  pode  querer  veri  dear  que 


Sohigdo  (c)  I  me  grand  o  a  segunda  equagao  de  ( 1 1 )  em  relagao  a  y  (e  tratando  a  come  uma 
eonstanie),  resulta 

0  =  /<l+3«V)rfv  =  >'  +  -V+«.)  <■» 

onde  k(x)  6  a  “constante’*  de  integragao.  Difercnctando  ( 13)  ein  relagao  a  x  e  usando  a  primei- 
ra  equagao  de  (1 1 )  da 

—  =  2xy3  +  k'(x)  =  2xy3 
dx 


da  qual  segue  que  k\x)  =  0  e,  conseqiien  (entente,  que  k(x)  =  K ,  onde  K  6  uma  const  a  lire  de 
integragao  mmidrica.  Substituindo  em  (13),  obtemos 


6  -  _v  +  x  V  +  K 

que  esta  de  acordo  com  a  solugao  da  parte  (b).  < 


►  Exemplo  5 


Use  a  fungao  potencia!  obtida  no  Exemplo  4  para  caleular  a  integral 


Na  solugao  do  Exemplo  5.  observe 
que  a  consEanre  K  desaparece,  Em 
probtemas  de  integragao  futures,  as 
vezes„  omrtirennos  K  nos  calculos. 


2.vr'  dx  +  ( I  +  3x2y2)  dy 


Solugao  O  imegrando  pode  ser  espresso  conio  F  *  di\  onde  F  6  o  campo  vetorial  do  Exem¬ 
pli)  4.  As  si  in,  usando  a  Formula  (3)  e  a  limgao  poteiicial  <p  —  y  4-  xy  +  K  para  F,  obtemos 


2xyi  dx  -I-  (1  +  l(2y2)dy  = 


F  •  dr  =  l)-<p(],4) 


=  (10  +  K)  -  (68  +  K)  =  -58  M 


►  Exemplo  6  Se  ja  Ff.v,  y)  =  c  i  +  xf  j  uni  campo  dc  lorcas  no  piano  at- 

(a)  Vei  iiique  que  o  campo  vetorial  I"  c  conservativo  em  todo  o  piano  x\\ 

(b)  Determine  o  trabalho  real  i /ado  pelo  campo  numa  part  feu  la  que  se  move  de  (I,  0)  ate 
(—1, 0)  ao  longo  do  caminho  semicircular  C  mostrado  na  Figura  16.3.8. 
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Vetftreji  sent  esealti 


Figtira  1633 


Soltwao  (a)  Para  o  campo  dado,  temos  f(x,  y)  =  e  e  "(a-,  y)  ==  xe\  Assim, 

3  .  3 

—  (<?■ ')  =  e}  -  7-  (xey) 
dy  dx 

dc  modo  que  (9)  vale  para  todo  (x,  y)  e,  port  an  to,  F  c  conservativo  cm  todo  o  piano  xy. 

Sohtqdo  (A)  Pc] a  Formula  (34)  da  Segao  1 6*2,  o  trabalho  realizado  pelo  campo  e 

W  —  j  F  *  d  r  =  J  e-  dx  +  xey  dy  ( J  4} 

Entrctanio,  os  cdlculos  envoi  vidos  na  intcgragiio  ao  Ion  go  dc  Csao  cansativos,  dc  modo  quc  6 
prefcrivd  aplicar  o  Teorema  1 6.3. 1 1  lirando  vaniagem  do  fate  que  o  campo  e  conservativo  e  a 
integral  6  independents  do  cam  in  ho.  Assim,  cscrcvcrnos  ( 14)  como 


W  ^  f  ey 
Aro) 


v  dx  +  xe-  dy  =  $ (— 1,0)  -  <p(  1 . 0) 


(15) 


Como  ilustrado  no  Exemplo  4,  podemos  detenninar  o  integrando  qualquer  uma  das  cqua- 
goes 

90  V  ^0  ._¥ 


=  e 


xe 


9a  dy 

Vatnos  mtegrar  a  primeira.  Obtemos 

4>  =  j  ey  dx  -xey  +  k(y) 

Difercnciando  essa  cquagao  cm  relagao  a  y  c  usando  a  segunda  equagao  dc  ( 1 6),  da 

d<p 


(16) 


(17) 


dy 


=  xey  +  k'(y)  =  xe y 


da  qual  obtdm-se  £'{y)  =  0  ou  k(y)  =  K ,  Assim,  por  (17) 

4>  -  x  e  +  K 

c,  porta  n  to,  por  (15) 

W=<K-U  0)-^(l,0)  =  (-l>°-  I e]  -  -2  < 


m  CAMPOS  VETORIAIS  CONSERVATIVOS  NO  ESPAQOTRIDIMENSIONAL 

Todos  os  rcsullados  dcsta  segno  tern  analogos  no  espago  tridimensional:  os  Teoremas  163. 1 
c  16.3.2  podem  scr  estendidos  ao  espago  tridimensional  simpicsmcnic  adicionando  uma  ler- 
ceira  varinvel  e  niodiiieando  as  hipoteses  adequadamente*  Por  exemplo,  no  espago  tridimen¬ 
sional,  a  Formula  (3)  torna-sc 


j  $(_x,  y,  ;)  -  drg  <p(x^yuz\  )  0(-*oO'o*  Zo) 


(18) 


()  Teorema  163.3  tambem  pode  sercstcndirio  para  earnpos  vetoriais  do  espago  tridi¬ 
mensional.  Deixamos  Como  exerefeio  provar  que  se  Ffa\  >\  z)  =  fix 5  yt  z)\  +  g(x,  yT  z) j  + 
h(x,  \\  z) k  for  um  campo  conservativo,  entao 


(m 


 dg 

dh 

H  

dh 

9v 

dx1 

dz 

~  dx  ’ 

dz  " 

3>- 

isio  C,  rot  F  =  0*  Reciprocamente,  um  campo  vetoi  ial  que  satisfaga  essas  condi goes  numa 
regiao  convcnicntcmcntc  rcstrita  c  conservativo  naquela  regiao  se  ft  g  c  it  forem  contfnuas  c 
tenham  derivadas  parciais  de  primeira  ordem  contmuas  na  regiao,  Alguns  problemas  envol- 
vendo  as  Formulas  ( 1 8)  c  ( 19)  sao  dados  nos  excrcfcios  de  revisao  no  dm  deste  eapftulo. 
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■  CONSERVAQAO  DA  ENERGIA 

Se  ¥(x,  >\  z)  for  uni  campo  de  formas  conservaiivo  com  fungao  potencial  (p(x,  yt  z),  entao  di- 
zemos  quo  V(xt  y,  z)  —  -o (a,  y,  z)  e  a  energia potential  do  campo  no  porno  (x,  >,  z).  Assim, 
pda  versaodo  espago  tridimensional  do  Teorema  16.3. 1,  o  trabalho  W  realizado  pela  forga  F 
numa  particula  que  sc  move  ao  longo  de  qualquer  caminho  C,  de  uni  ponto  {xQ,  yfl,  zn)  ale  uni 
ponto  (a,,  v,,  ^ |)  esta  relacionado  a  energia  potencial  pel  a  equagao 

W  =  J  F  *  dr  =  <p(x\>  y\,  z\)  —  <p(x0.  yo,  Zo)  =  -[F(At,  yL, zi)  -  V (ao,  y\u  Zo)  J  (20) 

Isto  e,  o  trabalho  realizado  pclo  campo  e  o  negative  da  variaqao  na  energia  potencial.  Em  par¬ 
ticular,  segue,  do  analogo  no  espago  tridimensional  do  Teorema  16.3,2,  que  se  unia  particula 
percorre  um  caminho  fechado  I  iso  por  paries  num  campo  vetorial  conservative,  entao  o  ira- 
balho  realizado  pelo  campo  6  nuto  e  nao  ha  mudanqa  na  energia  potencial.  Dando  um  passo 
adiante,  suponha  que  Lima  particula  de  massa  m  se  mova  ao  longo  de  uma  curva  lisa  por  paries 
qualquer  (nao  neccssaiiamenie  Id  chad  a)  num  campo  vetorial  conservative  F,  comegando  Cm 
(jro,  Jo*  Zq)  com  velocidade  v,  c  terminado  cm  (a  ;  ,  V] ,  z\ )  com  vclocidadc  v/.  Se  F  for  a  imiea 
fore  a  atuando  na  particula,  entao  urn  argumento  ana  logo  ao  utilizado  na  dedueao  da  Equagao 
(5)  da  Segao  7.7  do  Volume  I  mostra  que  o  trabalho  realizado  na  particula  por  F  £  igual  a 
variagao  —  \mvf  na  energia  cindtica  da  particula.  Se  denoLarmos  por  V,  a  energia  po 
teneial  no  ponto  initial  e  por  vy  a  energia  no  ponto  final,  segue  de  (20)  que 


\mvj  -  5 mvf  -  -fV>  -  VU 

que  pod  cm  os  reescrever  como 

^trtvj  +  Vj  =  \mvf  Vi 


valivo  Esse  result  ado,  chain  ado  printipio  da  conservaqdo  da  energia ,  ex  plica  a  or  i  gem  do 
termo  “campo  vetorial  conservative”. 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  16.3  {V&rpagina  1 139 para  respostas.) 


1.  Se  C  for  uma  curva  lisa  por  pastes  de  (1 , 2,  3)  a  (4.  5.  6),  entao 


dx  +  2  dy  y-  3  d  z  — 


2,  Se  C  fora  pane  do  circa  Jo  .v2  4-  y2  =  I  com  0  <  .v.  orientada 
no  sentido  anfi-hortfrio,  ese  fix,  y)  =  xeK\  eniao 


3.  Uma  fungao  potencial  para  o  campo  vetorial 

F(a,  y,  z)-yzi  +  (xz  +  z)}  +  (ay  +  y  +  1  )k 
d  y+  z)  = - 

4.  Sc  n,  /;  c  r  forem  ndincros  rcais  rtSo-nulos  Lais  quo  o  campo 
vetorial  A-'  f  ‘i  +  xi?  yl  j  seja  conservalivo,  entao 

( t  = _ ,  b  = _ t  c  = _ , 


EXERCICIOS  16.3  [c]CAS 


1  Determine  sc  F  e  um  campo  vetorial  conservalivo,  Se  for.  en- 
comre  uma  fungao  potencial  para  de, 

1 .  F(a,  y)  =  vi  h-  yj  2.  F(a,  y)  -  3yai  +  6xyj 

3.  F(ay  y)  =  xyl  +  5xylj 

4.  F(a,  y)  =  c'  cos  yi  -  ex  sen  yj 

5 .  F(a\  y)  -  (c  os  y  +  y  c  os  jc)i  +  ( se n  a  -  a  se  n  y )j 


6,  F (a,  y )  ~  a  In  yi  +  y  1  n  ,vj 

1.  (a)  Most  re  que  a  integral  de  linha  jc  y:  dx  +  2a  y  dy  e  iride- 
pcEidcnlc  do  caminho. 

(h)  Calc  ale  a  integral  da  parte  (a)  ao  longo  do  segmento  dc  ret  a 
de  (-J,2)at6(l,  3)+ 

(c )  C a icule  a  integral  | }  y 2  dx  -h  2av dy  usari do  o ' feore ■ 
ma  16.3. 1  e  continue  que  o  valor  £  o  mesmo  que  o  obiido 
na  parlc  (b). 
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Calculo 


8.  (a)  Most  re  que  a  integral  de  Jinha  jr  v  sen  x  dx  -  cos  x  dy  £ 
\  tide  pendente  do  caminho. 

(b)  Caleule  a  integral  da  parte  (a)  ao  longo  de  reta  de  {0,  I }  ate 
(n,  “  I ). 

ft)  Caleule  a  integral  Jt\ j'  h  y  sen  x  dx  —  cos  a  dy  usando  o 
Tcorema  16.3.  1  c  confirms  que  o  valor  e  o  mesmo  que  o 
obtido  na  parte  (b). 


9"  14  Mostre  que  a  integral  e  independent  do  caminho  e  use  o 
Tcorema  16,3,1  para  de  term  mar  seu  valor. 


p(4.0) 

9.  /  3  v  dx  +  3x  d  v 

Al,2) 

(W2) 

10.  i  ev  sen  v  dx  +  ex  cos  y  dy 
0) 

(3.2) 

2i£?v  J  x  +  x  Vv  rfy 

(0,0) 

to.  1) 

(3a-  -  yd-  I )  dx  -  (x  +  4y  +  2)  Jy 

(-1.2) 
t— 1,0) 

13.  i  2a  y3  Jx  +  3  v:a2  d  v 
-?) 

(3.3) 

14 


'■  r 

Jm 

■f 

WC 

*  L 

i3.  r 

3«. 

e(3,^  / 

>•  /  ( 

2(U)  V 


11 


12 


er  En  y  —  —  \  dx  -T  [  - - e-  hi  a  |  dy  onde  x  e  y 


site  positives. 


15-16  Con  fir  me  que  o  campo  de  formas  F  6  conservative  em  al¬ 
ga  in  a  regiao  abcria  conexa  con  ten  do  os  pontos  P  e  Q  e,  entao, 
ealcule  o  trabalho  real  i/ado  pclo  campo  de  lorqas  nutna  particula 
que  se  move  de  atC  Q.  ao  longo  de  uma  curva  lisa  arbitr&ria  na 
regiao  de  P  aid  Q 


15.  F(x,  y)  =  xf  i  +  .Cyj ;  P  (LI ).  Q  (0, 0) 

16.  Ft*,  y)  =  2.ry5  i  +  3 *Vj;  P  (-3,  0).  Q  (4.  i ) 

17.  F(.i-,,v)  =  w-  i  +  jf"j;  P(-l,  f). 0(2.0) 

18.  F(x,  y)  =  e  -  cos  xi  +  e~}  sen  xj;  P  (nil,  I ),  Q  {-nil,  0) 

19-20  E neon t re  o  valor  exato  de  jrF  *  dr  usando  qualquer  me- 
todo. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


23-24  Q  campo  vetorial  dado  6  conservative?  Explique, 


23. 


24. 


A  V 

c  *■ 

\\\\\\\\ 

wwww 

\\\\\\\\ 


\\\\\\\\ 

\\\\\\\\ 

\\\\\\\\ 

\\\S\\\\ 


25.  Sofa  C  uni  cinculo  no  dommio  no  piano  xy  do  mn  campo 
vetorial  conservative  de  funqocs  compoiientes  contmuas. 
Explique  por que  devem  ex  i  stir  pclo  men  os  dots  pontos  em 
C  em  que  o  campo  vetorial  c  normal  ao  eirculo, 

26.  O  resultado  do  Exercicio  25  peimanece  verdadeiro  se  o  efr- 
culo  C  for  trocado  por  urn  quadrado?  Explique. 


27.  Prove:  Sc 

F(.v,  y,  z)  =  fix,  y,  -)i  +y(.v,  v,  -)j  +  h{x,  y,  z)k 

for  um  campo  conservative  e  fgclt  forem  con  Emu  as  e  tiveiein 
derivadas  parciais  de  primeira  ordeni  conifouas  numa  regiao* 
entao 

Bf  _  Bg  Bf  _  Bh  Bg  _  Bit 

By  dx  3z  Ox ’  Bz  By 


na  reglao. 


28,  Use  o  resultado  do  Exercicio  27  para  mosirar  que  a  integral 


yz dx  -f  xzdy  +  yx~  dz 


d  dependente  do  caminho. 

29.  Eneo litre  uma  lun^ao  nao-nula  h  para  a  qual 

Fix,  y)  =  /i(v)[x  sen  y  +  y  cos  y]i 

+  h(x)\x  cos  y  -  y  sen  3- Jj 

seja  conservativo. 


19.  F(x,  y)  =  (e  +  ye)i  +  (xe  +  e  ) j 

C:  r(/)  =  sen  (^r;/2)i  +  In  j  j  (3  <  /  <  2) 

29.  F(x,  v)  =  2xyi  +  (x:!  +  cos  y)j 

C:  r(0  =  ri  + 1 cos (x/3) j  (0 <t<n) 

[c~l  21.  Use  a  capacidade  de  integra^ao  numdriea  de  uni  CAS  ou  outro 
recurso  para  aproximar  o  valor  da  integral  do  Exercicio  19  por 
integraqao  direta.  C011  fir  me  que  a  apraxima^ao  numerica  e  con- 
sistentc  com  0  valor  exato, 

[c]  22,  Use  a  capacidade  de  integraqao  numerica  de  um  CAS  ou  outro 
recurso  para  aproximar  o  valor  da  integral  do  Exercicio  20  por 
integraqao  dire  I  a.  Con  fir  me  que  a  aproximaqfio  mini  erica  6  con- 
sisieme  com  o  valor  exato. 


30,  (a)  No  Exempt  o  3  da  Seqao  16. 1,  most  ram  os  que 


*P  (x ,  y)  = 


(a”  +  y1)1?2 


d  uma  funeao  potencial  do  campo  de  quadrado  inverse 
hidimensional 


F(a,  y)  - 


c 


(x2  +  y2)v‘2 


(xi  +  y  j) 


mas  nao  explicamos  eoino  a  fu nqfto  potencial  o  (x.  v)  foi 
obtida,  Use  0  Tcorema  16,3.3  para  mostrar  que  0  campo 
de  quadrado  inverse  bidimen&ional  e  conservative  em  toda 
parte,  exceto  na  ortgeni  entao,  use  0  metodo  do  Excmplo 
4  para  deduzir  a  formula  de  q>(x,  y). 
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(b)  Use  tima  general  izagao  apropriada  do  metodo  do  Excmplo 
4  para  deduzira  fungifo  potencial 

<PU\  v,  z)=  - 


S'!  1/2 


u '  +  r  +  zv 

para  o  campo  de  quadratic  in  verso  tri  dimensional,  dado 
pda  Formula  (5  )  da  Scqao  1 6. 1 . 


3 1  -3  2  U  xe  o  res  li  1  tado  d  o  Ex  ere  f  d  o  30  ( b). 


31.  Em  euda  pane,  encomia  o  nabalho  real  i/ ado  pelo  campo  de 
quadrado  inverse  tridimensional 


F(r)  = 


1 


IMP 


32*  Seja  F(a\  v)  = 
(a)  Most  re  que 


-V3  +  V3 


1  - 


-V2  +  V2 


.]■ 


f  F  ■  dr  £  f  F  ■  dr 

JCi  Jc2 


sc  (]  e  C2  forem  os  trajcios  scmicirculares  do  (1.0)  para 
(- 1 , 0)  dados  por 


Cy :  x  ~  cos  tt  y  =  sen  t  (0  <t<7t) 

C2:  x  =  cos  tf  y  =  -sen  /  (0  <  t  <  tt) 

(b)  Most  re  que  os  eomponerttes  de  F  satixfazem  a  Fdrmula  (9). 

(e)  Os  resuhados  das  panes  (a)  e  (b)  viol  am  o  Teorema  1 6.3.3? 
Ex  pi  i  que. 


nutria  partfeula  que  sc  move  ao  longo  da  enrva  C. 

(a)  C  6  o  segmento  de  reta  de  P(] ,  1.2)  para  £2(3*  2. 1). 

(b)  C  6  a  enrva 

r{()  =  (2 r  4  1  )i  +  </3  4  1 )  j  4  (2  -  v7)k 

onde  0  <  t  <  I . 

(c)  C  6  o  eircuio  de  raio  [  no  piano  xy  ccn  trade  cm  (2,0,  0) 
percorrido  no  sentido  anti-hordrio. 


33.  Prove  o  Teorema  16.3. 1  se  C  for  uma  curva  lisa  por  panes  com- 

posta  dc  airvas  lisas  C,,C2 . Cjr 

34,  Prove  que  (b)  impli  ca  (c)  no ' fet > rema  16.3.2.  [Sttgesi&o :  c< >n  si¬ 
de  re  quaisquer  duns  curvas  orient adas  lisas  por  partes  Ci  e  C> 
na  regiao  desde  urn  ponto  P  ate  um  ponto  Q  e  in  teg  re  em  torno 
da  enrva  fechada  consist  inch )  em  C,  c  -  C.J 

35*  Complete  a  prova  do  Teorenia  16.3.2  moslrando  que  dtMdy  - 
g  (.r*  y),  onde  <p(.v,  y)  e  a  funqiio  dada  em  (7). 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  16.3 


1*  18  2.  2  3.  xyz+yz  +  z  4.  6;  6;  5 


16.4  TEOREMA  DE  GREEN 


Nest  a  se.0o,  discutiremos  um  teorema  notdvel  e  bon  i  to  que  express  a  uma  integral  dupta 
nitma  regiao  plana  em  term  os  de  uma  integral  de  Unha  ao  longo  de  sua  front#  im. 


■  TEOREMA  DE  GREEN 


1 6 . 4. 1  t Ki  >r  i:  ivi A  ( Teorema  de  Green )  Seja  R  u  ma  regiao  plat ui  si mpi esm  en  f  e  cone - 
xat  cuja  fronteira  c  uma  curva  C  lisa  por  partes,  fec.hada,  simples  e  orient ada  no  sentido 
anti-hordrhh  Sc  f(.v*  v)  e  g(xt  y)  forem  contfnnas  e  (ice rent  derivadas  purdah  de  prime! ra 
ordem  cont tunas  em  algum  conjunro  aberto  contendo  R,  enrdo 


L  fix- y)  dx +gU' y)  dy = //  (S  ‘  f 

R 


(I) 


n  emo nstr  At;  \o  Para  s  i  jn pi  t  fi c  ar,  de mon strarem os  o  teore  m  a  para  regi oes  q  ue  sej  a  m  si  ni  li  I  - 
taneamente  do  tipo  I  e  lipo  II  (ver  Deliniqao  15.2.1).  Uma  tal  regiao  6  most  rad  a  na  Figura 
1 6,4.1.  (>  ponto  ebave  da  demonstraqao  e  mostrar  que 


/(.V,  _>’)  dx  =  - 


e 


L 


g(x,  y  )cly 


(2-3) 
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Figura  16*4.1 


X 


R  como  regiao  do  tipo  l 


R  como  regiSo  do  tipo  l[ 


Para  provar  (2),  considere  R  como  uma  regiao  do  ii  pa  I  e  sc  jam  C.  e  C:  as  curvas  de 
fronieira  inferior  c  superior,  one n Ladas  conf'ormc  a  Figura  16,4.2,  Eniao, 


j  f(x,  y )  dx  ~  j  f(x ,  v)  dx  + 
Jc  Jc  i 


/  /C* ,  v 

J  (h 


)  J.v 


out  de  mancira  equivalence, 

I  f(x,  y)dx  —  j  f(x,  y)dx  —  f  f(xty)d. 

JC  JCi 


(4) 


(Esse  passo  ajudara  a  simplificar  os  calculos,  uma  vex.  quo  C,  c-=  C,  sao  am  has  orieiHadas 
da  esquerda  para  a  direita.)  As  curvas  C,  e  -  C2  podem  scr  expressas  parametric amentc 
como 

=  6  y  =  g}(t)  (ct<f<  b) 

-  C;:  A'  -  f,  y  =  g7(t)  (a<i<  h) 

Assim,  podemos  reescrever  (4)  como 


fix,  y  J  dx 


=  (  -  I  f(t,g2(t))x'(t)dt 

Jcl  Jtl 

pb  p  h 

=  1  f(t,gi(t))dt  ~  I  f{t.g2(t))dt 

J  (I  J  (I 


Fornega  os  detalhes  da  demonslra- 
gao  de  [3}. 


=  -  f  l/(i.  ft(r»  -  mdt 

J  a 

l  >=£:</) 


-a 


f(t.y) 

>>  fmoo  y 


J«  Jem  oy  JJ  dy 

ft 


.=-f[r%vL( 

Ja  L’Jfnu)  &y  J 


dA 


Pois  .r  =  i 


A  demon  strata  de  (3)  £  obtida  de  mancira  analoga,  con  side  rand  o  R  como  uma  regiao  do 
tipo  IF  Omitimos  os  dc tallies.  ■ 


Exemplo  1  Use  oTeorema  de  Green  para  caleular 


x2ydx  4-  x  dy 


ao  Eon  go  do  cam  in  ho  triangular  mostrado  na  Figura  16,4,3. 
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Figura  14*4,3 


Solu^do  Como  f(x\  y)  -  x2y  e  g(x,  y)  ~  x,  segue  tie  { 1 )  que 
f  x2ydx  +  x  dy  -  jj  [  J(jO  -  f(x2y) 


dA  =  f  f  (l  —x2)dydx 
Jo  Jo 


ft 


-  f  (2; 

Jo 


x  -  2x)dx  — 


y  X 
X - : 


4- 


1 

2 


Esse  resultado  esta  dc  acordo  com  o  obtido  no  Exemplo  1 0  da  Segao  1 6,2,  no  qua!  calc  alamos 
a  integral  tie  I  inha  diretatneme,  Note  como  esta  solugao  e  maito  mais  simples. 


■  UMA  NOTA£AO  PARA  INTEGRAIS  DE  UNHA  AO  LONGO  DE  CURVAS 
FECHADAS  SIMPLES 

0  prrihca  comum  dcnotar  uma  integral  tie  linha  ao  longo  dc  uma  curva  fechada  simples  jx>r  urn  si- 
nal  de  integral  com  am  cfrculo  sobreposto.  Com  essa  notagao,  a  Formula  ( I)  seria  escriiacomo 


/(-G  y)  dx  +  g(x,  y)dy  = 


dA 


Algumas  vezest  acre  seen  tamos  uma  seta  ao  cfrculo  para  indiear  se  a  integragdo  £  no  sentido 
horario  ou  anti -horario,  Ass  ini,  se  desejarmos  eirfatizar  o  sentido  anti -horario  da  integragao 
requerida  pelo  Teorema  16.4. 1 ,  expressamos  (1 )  com  a  notagao 


x,  y)  dx  H-  g(x7  y)  dy 


-i  o  i 

Figura  14,4.4 


■  DETERMINACAO  ootrabalho  usando  oteorema  de  green 

Segue  da  Formula  (26)  da  Scgao  1 6:2,  quo  a  integral  do  I  ado  esquerdo  de  (5)  e  o  trahalho  rea¬ 
lizable  pelo  campo  tie  forgas  F(x,  y)  —  fix,  y)i  +  g(x,  v)j  numa  part  feu  la  que  se  move  no  sentido 
anti -horario  ao  longo  da  curva  feehada  simples  C.  No  caso  cm  que  esse  campo  vetorial  for 
conservative,  segue  do  Teorema  16.3.2  que  o  integrando  da  integral  thipla  do  1  ad o  direilo  tie 
(5)  c  nulo,  tic  mode  que  o  trahalho  realizado  pelo  campo  £  tiulo,  como  esperado.  Para  campos 
vetoriais  que  nao  sao  conservatives,  em  geral  €  mais  ellciente  calculac  o  trahalho  ao  longo  tie 
curvas  lechadas  simples  usando  o  Teorema  dc  Green  do  que  parametrizando  a  curva. 


►  Exemplo  2  Encontre  o  trahalho  realizado  pelt)  campo  de  forgas 

F(.v,  >■)  =  (/  -  y')i  +  (cos  v  +  ,v’)j 

nuriia  partfcula  que  percorre  uma  vez  o  cfrculo  jf  +  y*  -  1  no  sentido  anti-horario  (Figura 
16.4.4). 


George  Green  (1793  -  1841)  Matem^tico  e  ffsico  ingles. 
Green  abandonou  a  escola  com  poaca  idade  para  trabalhar  na 
padaria  de  sea  pal  e,  consequentemente,  teve  pouca  educagao 
Msica  formal.  Quail  do  sen  pai  abriu  urn  moinho,  o  rapaz  usava 
o  aposento  superior  como  sala  de  esindo,  onde  aprendeu  Ffsicae 
Matemdtica  sozinho  usando  livros  de  bihlioteca.  Em  l  B28.  Gre¬ 
en  public  on  sen  trahalho  mais  importante,  An  Essay  on  the  Ap¬ 
plication  of  Mathematical  Analysis  to  the  Theories  of  Electricity 
and  Magnetism  (Um  Ensaio  sob  re  a  AplicagSo  da  Andlise  Ma- 
tematica  as  Teorias  de  Eleiricidadc  e  Magnctisirio).  Apesar  do 
Teorema  de  Green  ter  spared  do  naquele  traba)  ho,  o  resultado 
passcu  virtualmente  despcrcebido,  devido  a  pequena  liragem  e 
k  disn  ibuigao  local,  Ap6s  a  moite  dc  sen  pai  em  1 829.  Green  toi 


instigado  por  amigos  a  proeurar  educagao  superior.  Em  1833, 
apds  quatro  anos  de  estudos  auloditlaiicos  para  cobrir  lacunas 
de  suu  edueagao  elemental  Green  foi  admitido  na  Uuiversidade 
Cains,  e in  Cambridge,  Fonnou-se  quatro  anos  mais  tarde,  mas 
com  desempenho  desapontador  em  seus  exames  linais  —  pos- 
sivelniente,  porque  estava  mais  interessado  em  sua  propria  pcs- 
quisa.  Depots  de  uma  sueessao  de  trabalhos  sobre  luz  e  som, 
I’oi  nomeado  Membro  Perse  da  Universidade  Cains.  Do  is  anos 
mais  tardc  elc  moircij.  Em  1 843,  quatro  anos  apos  a  sua  mortc, 
sou  trahalho  de  1828  foi  publicado  e  as  teorias  nele  desenvol- 
vidas  por  esse  obscuro  autodidata,  lilho  de  padeiro,  aj u tiara m 
a  desbravar  o  cam  in  ho  das  Leorias  modemas  dc  el  clric  idade  c 
magnetismo. 


1142 


Caleulo 


Apesar  da  lerceara  formula  ein  (6) 
parec&r  mais  complicada  do  qua  as 
outras  duas,  ela  leva  frequentemen- 
te  a  tniegragdes  mais  simples.  Cada 
uma  oferece  vantage  ns  em  certas 
situagoes. 


Solucao  O  trabalho  W  realizado  pelo  eampo  6 


F  -  dr  = 


if 


—  y"')  dx  +  (cos  v  H-  x  )dy 


3  3 

■—(cos  >■  +  x’’)  -  ~(e'  -  y}) 
3x  dy 


dA 


it 


II ^ 


+  3v2)  dA  =  3  II  (..v2  +  y2)  dA 


ft 


R 


-3  f  f  (rjrdrdO  -  -  f 
Jo  Jo  4  Jo 


dO  —  —  < 


Convun^mos  pari 
coordcfiadas  polates 


Teorema  de  ( keen 


■  DETERMINA<?AO  DE  AREAS  US  AM  DO  O  TEOREMA  DE  GREEN 

O  Teorema  dc  Green  leva  a  algumas  formulas  novas  para  a  area  A  dc  uma  regiao  R  que  saiis- 
faca  as  conduces  do  teorema.  Duas  de  tais  formulas  podem  ser  obtidas  como  -segue: 


11 

< 

sj 

11 

^  ,v  dy  e 

11 

il 

R 

R 

Tome  /(a ,  y  )  =  Oc 

Tome  /{a.  y)  =  —y  e 

kt (.¥.  y)  —  a  cm  or 

ZU.  y)  ~  0  cm  0  J, 

Pode-se  obter  uma  lerceira  formula  somando  essas  duas  equagoes,  Assim.  lemos  as  Ires  for¬ 
mulas  seguintes  que  ex  press  am  a  area  A  de  uma  regiao  /?,  em  Lemnos  de  integrals  de  linha  ao 


longo  da  fronteira: 


—  v  dx  +  jc  dy 


►  Exempio  3  Use  uma  integral  de  linha  para  calcular  a  area  envolvida  pela  el  ipse 

£:+f  =  i 

a 2  b 2 

Solugdo  A  el  ipse,  com  orientagao  no  sen  lido  anlMiorario,  pode  ser  repiesentada  para  nie¬ 
lli  came  me  por 

x  =  a  cos  r,  y  -  b  sen  r  (0  <  r  <  2 tt) 

Se  denotarmos  essa  curva  por  C,  entao  pela  tcrccira  formula  em  (6)  a  area  A  envolvida  pc  hi 
cl  ipse  e 

A  =  ™  *  -ydx+xdy 


-H 

-ll 


[(— b  sen  T ) ( —a  sen  t )  +  {a  cos  / ){b  cos  / ) ]  dt 


1  f2jT  ,  i  I 

=  ™  ah  f  (sen2  i  H-  cos 2  t)dt  —  -  ah  I  dt  =  tt ab  < 

2  Jo  2  J  o 


m  O TEOREMA  DE  GREEN  PARA  REGIOES  MULTIPLAMENTE  CONEXAS 

Lcmbre  que  uma  regiao  plana  e  dita  simplesmente  conexa  se  nao  liver  buracos  e  c  dita  mul- 
lipEameme  con  ex  a  se  liver  urn  ou  mais  buracos  (ver  Fjgura  16.3,6),  No  infeio  lies  la  seqao, 
enuneiamos  o  Teorema  de  Green  para  integragao  no  semi  do  anti-horario  ao  longo  da  fronteira 
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Figura  16.4.5 


Esboce  uma  prova  da  versao  do  Teo¬ 
rema  da  Green  qua  possa  ser  aplica- 
da  a  rag  ides  multi  pi  amenta  conexas 
com  dois  buracos. 


de  uma  regiao  si mplcs me nte  eonexa  R  (Teorema  16.4.1).  Nosso  proximo  obj  Olivo  6  estender 
esse  tcorcma  para  re  g  iocs  multi  plume  ntc  conexas.  Para  is  so,  preci  Samos  que  a  regiao  fique 
a  esquerda  quando  qualquer  poi\do  da  fronted  ra  e  percorrida  no  sentido  de  ana  orienlaqdo . 
[sso  implica  quo  a  eurva  da  fronteira  externa  da  regiao  c  orientada  no  sentido  anti-horurio  e 
que  as  eurvas  da  fronteira  quo  envoi  vein  buracos  tern  orientaQao  no  sentido  horario  (Figu¬ 
ra  I6A5«),  Se  todas  as  porqoes  da  fronteira  de  uma  regiao  multiplamente  concxa  R  tbrem 
orientadas  desse  modo,  enlao  di/emos  que  a  fronteira  de  R  tern  oriental  do  positiva  < 

Vamos,  agora,  dedu/ir  uma  versao  do  Tcorcma  de  Green  que  se  aplica  a  resides  multi- 
plamenle  conexas  com  fronteira  orientada  positivamente.  Para  simplificar,  vamos  considerar 
uma  regiao  multiplamente  eonexa  R  com  um  buraco  e  supor  que  hf(.r,  v)  e  g(.v,  v)  tenham 
derivadas  parciais  de  primeira ordem  eontmuasem  algum  eonjunto  uberto  eontendo  R<  Como 
moslrado  na  Figura  1 6.4 .5b,  di  victim  os  R  em  duas  regides  R  e  R"  introduzindo  dois  *‘eortes" 
cm  R.  Os  cones  sao  mostrados  como  segmemos  de  ret  a,  mas  quaisquer  curvas  lisas  por  panes 
servem.  Supondo  que  /  e  g  satis Faqam  as  hipdlescs  do  Teorema  de  Green  em  R  (e,  porta  n  to, 
cm  R*  e  RTi),  podemos  aplicar  o  teorema  a  am  has  Rr  e  R'r  para  obter 

//M)“-//(s-gw/M)“ 

R  R1  Rr 


f 


f(x,  y)  dx  +  g(x,  v)  dy 


I’trmtL'tnt 
de  R' 


y  +  y>  . 

E-rortk'tru 
tie  Rr: 


f(x.  y)dx  +g(x,  v)  dy 


Entretanto,  as  duas  integrals  de  I  inha  sac  tom  ad  as  em  sentidos  opostos  ao  longo  dos  cones  c, 
port  an  to,  cancelam-se,  deixqndo  sonic  ntc  as  eontribuigoes  ao  longo  de  C,  e  Cv  Assim, 


//( 


R 


~~  ~  )  dA  =  r£  f(x,  y)  dx  -f  g(x ,  y)  dy  +  fix,  v)  dx  +  g(x.  y)  dx  (7) 

dy;  Jci  jci 


quo  6  uma  exiensao  do  Teorema  dc  Green  para  uma  regiao  multiplamente  concxa  com  um 
buraco.  Observe  que  a  integral  ao  longo  da  fronteira  extern  a  6  tomada  no  sentido  anti -hora¬ 
rio  e  a  integral  cm  torno  do  buraco  c  tomada  no  sentido  horario.  Mais  geralmente,  sc  R  for 
uma  regiao  multiplamente  eonexa  com  n  buracos,  enlao  o  analogo  de  (7)  envoi ve  a  soma  de 
ti  +  1  integrals,  uma  tomada  no  sentido  anli-horario  em  torno  da  fronteira  externa  e  as  denials 
tomadas  no  sentido  horario  em  torno  dos  buracos. 


►-  Exemplo  4  Caleute  a  integral 


i 


’  —  ydx+xdy 


c  x2  +  y2 


se  C  for  uma  eurva  simples  fechada  lisa  por  partes  orientada  no  sentido  anti-horario,  de  modo 
que  (a)  C  nao  envoi  va  a  origern  c  (b)  C  envoi va  a  origem. 


So  lug  do  (a)  Sejum 


fix,  y)  =  - 


y 


x2  +  ) 


.2  7 


g(x,  y  )  = 


x2  4-  y2 


(8) 


dc  modo  que 


H 

3x 


T  ? 

V"  —  x- 


9f 


(x2  +  y2)2  3y 

sc  x  c  y  nao  foicm  ambas  aulas.  Assim,  sc  C  nao  envoi  ver  a  origem,  temos 

^  Bf 


cfv  3y 


=  0 


(9) 


na  regiao  simplesmente  eonexa  envoi vida  por  C  e,  portanto,  a  integral  e  nula  pelo  Teorema 
dc  Green. 


1144  Calculo 


Soluydo  ib)  Ao  conlrario  da  situaquo  na  parte  (a),  nao  podemos  aplicar  o  Teorema  dc  Gre¬ 
en  diretamente  porque  as  [undoes  f(x,  y)  e  g(-t.  y)  em  (8)  sao  descontfnuas  na  origem.  Mossos 
problemas  complicam-se  mais  ainda  pelo  fato  de  que  nao  temos  uma  curva  especffica  C  que 
possamos  paranieirizar  para  caleular  a  integral.  Nossa  esiratigia  para  eomornar  esses  proble™ 
mas  sera  suhstiluir  C por  uma  curva  especffica  que  prtxiu/a  o  mesmo  valor  para  a  integral  c, 
emao,  usar  esta  curva  para  o  calculo.  Para  obter  tal  curva,  varnos  aplicar  o  Teorema  de  Green 
para  regioes  multiplarnente  conexas  a  uma  regiao  que  nao  eontenha  a  origem.  Com  essa  fina- 
lidadc,  construfmos  tim  cfrculo  Ca  com  orient  a^ao  no  semi  do  horario,  cemrado  na  origem  e 
com  raio  a  siificientcmcnte  pequeno  para  que  fique  deniro  da  regiao  envolvida  por  C  (Figura 
16.4,6).  Isso  eria  uma  regiao  multiplarnente  conexa  R*  cujas  curvas  dc  frontcira  C  e  C(i  tern  as 
orientagbes  requeridas  pel  a  Formula  (7)  c  de  modo  que  no  interior  de  R  as  fun  goes  /(a,  y)  c 
#(a\  v)  em  (8)  salisfazem  as  hipdteses  do  Teorema  de  Green  (a  origem  esut  forade  R),  Assim, 
por  (7)  c  (9)  segue  que 


/  —  y  dx  -f  x  dy  f 
Jc  x2  +  yJ  '  7c 


—ydx  -j-  x  dy 

X 2  +  y2 


-S! 


0  dA  =  0 


R 


Desta  equagao,  obtemos 


i 


—ydx  4-  x  dy 


x2  4-  y- 


—i 


—  y  dx  -f  x  dy 

7  +  v2 


que  pode  ser  reescrita  como 

— y  dx  -j-  x  dy 


i 


X2  +  y2 


-a 


—  y  dx  +  x  dy 
x2  +  V3 


liwcrtcndo  a  orient  a  ylo 
Jo  C. r  iroc.i  &  sinal  da 
integral. 


Mas  C(l  tem  orientagao  no  sentido  horario*  por  ran  to  -Cc!  tern  oriemagao  no  sentido  anti-ho- 
rario.  Mostramos,  assim,  que  a  integral  original  pode  ser  calculada  integrando  no  sentido 
anti-horario  cm  torno  de  uni  cfrculo  dc  raio  a ,  centrado  na  origem  c  que  fiea  no  interior  da 
regiao  envolvida  por  C,  Ta!  cfrculo  pode  ser  expresso  pa  ra  me  trie  a  men  te  como  x  -  a  cos  t, 
y  —  a  sen  /  (0  <  t  <  2 it);  e  portanto 

—a  sen  t){-o  sen  t)dt  4-  (tv  cos  t ) ia  cos  t)dt 


j  — ydx  +  xdy  _  f 2"  (—a sc 
%  x2  +  y-  “  j0 


(tv  cos/)2  4-  (a  sen  /  )2 


) 


i  dt  =  2jt  < 


EXERCICIOS  DE  COMFREENSAO  16.4  ( Ver  p  agin  a  1147  para  respostas.) 


1 .  Se  C  For  o  quadrado  de  vertices  (±L  ±1 )  orientado  no  sentido 
anti-horirio,  emao 


for  o  cfrculo  imilario  centrado  na  origem  e  orienlado  no  sentido 
anti-horArio,  entfio 


-  y  dx  +  x  dy  — 


—  y  ~  ,v )  dx  +  (x2,  T  x  4-  y)  dy  — 


2.  Se  C  for  o  triangulo  de  vertices  (0.  0)T  (lT  0)  e  (L  I)  orientado 
no  sentido  anti-horario,  entao 


2 xydx  +  (  v2  +  x)  dy  — 


3 .  A ! go  mas  ve /e s  podemo s  simpllli car  a  ap 6 i cag ao  do '  l  core m a  de 
Green  usando  eonsideragbes  geometric  as.  Por  exempt  o*  se  C 


4.  Qua  I  regiao  R  e  qua]  escolha  de  tun  goes  fix.  y)  e  yU,  y)  nos 
perm  item  usar  a  Formula  (1)  do  Teorema  (6,4,1  para  afirmar 
cine 


(2x  +  2y)  dy  dx  = 


(serr^jT  +  cosJ  t)dtl 
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EXERCICIOS  16,4 


CAS 


1»2  Calcule  a  integral  tie  linha  usando  o  Teorema  de  Green  e  veri- 
lique  a  resposta  caleulando-a  di  ret  amen  te. 


•  P 


^  Hi  r\ 

1.  rf  vdx  +  x  dy.  onde  C  e  o  quadratic  de  veriices  (0,  0), 
(L  0),  ( 1 ,  I )  e  (0,  I )  orientado  no  sen  lido  anti-horfirio, 

2*  rj)  y  dx  +  x  dy,  onde  C  6  o  cfrculo  unit  uric  orientado  no  semi  do 
anli-horario, 

3-13  Use  o  Teorema  de  Green  para  ealeular  a  integral.  Em  eada 
exerefcio,  suponha  que  a  ctirva  C  seja  orientada  no  sentido  anti- 
hordrio. 

3,  ^  3av  dx  +  2xy  dy,  onde  C  e  o  ret  an  gu  Id  limit  a  do  por  x  -  -2. 


4, 

5, 

6, 

7. 

8. 


x  =  4,  v  =  I  e  v  =  2. 

(a2  —  y2)  Ja  4-  .v  d\\  onde  C  €  o  cfrculo  /'  +  y:  =  9, 


i 


x  cos  y  dx  -  y  sen  a  dy,  onde  C  e  o  quadrado  de  vertices 


(0,  0).  {jt/2.  0),  (jt/2,  jt/2)  e  (0.  jt/2), 

y  tg2  v  dx  +  tg  x  dy,  onde  C  e  o  cfrculo  a2  +  ty  +  I )'  =  I . 
o 

fjt  (x~  —  y)  dx  +  .v  Jy.  onde  C  6  o  cfrculo  x~  +  y  =4. 

(el  +  _v2)c/a  T  (€y  +  .v2),  r/y  onde  Ce  a  fronteira  da  regiao 
compreendida  pory  =  a 2  e  y  =  a. 


9, 


A  V 


in(l  +  y)dx  -  ..„ 

Jr  1  +  y 

(0.  0).  (2,  0)  e  (0,  4). 


dv,  onde  C 6  o  triansrulo  de  vertices 


1 0.  ^  .y2  v  dx  —  y2x  dy,  onde  C  6  a  i  ronteira  da  regiao  no  primui- 


ro  qtiadrante  compreendida  pel  os  eixos  coordenados  e  o  cfrculo 

X'  +  x'=  16, 


11. 


i 


arc  tg  y  dx  — 


2 

y  ,v 


dy,  onde  C  e  o  quadrado  de  vertices 


12. 


13. 


14. 


c  1  +  y2 

(aOMUO).(U  l)e (0.  1). 

tj)  cos  x  sen  y  dx  +  sen  ,v  cos  y  dy.  onde  C  e  o  triangulo  de 
vditices  (0. 0),  (3, 3)  c  (0, 3). 

■>  ^ 

x  y  dx  -\-  (y  +  xy“)  dy,  onde  Co  a  fronted  ra  da  regiao  com- 


i 


preendi  da  por  y  =  x"  e  x  —  y  . 

Seja  C  a  fronteira  da  regiao  ddimitada  por  y  =  x2  e  y  -  2a.  Su- 
pan  do  que  C  esleja  orient  ada  no  sentido  anti-hordrio,  calcule  as 
integrals  segu tries  usando  o Teorema  de  Green; 


mis. 


[a)  df 


(b)  ^3  (6a  y  -  y2  )dy 


(a)  ^  (6a y  -  y2)dx 

Use  um  CAS  para  verificar  o  Teorema  dc  Green  calculando 
ambas  as  integrals  da  equaqao 


S 

dx 


(yex) 


H 


dA 


e-  dx  +  ycr  tjy  —  j  j 

a 

onde 

(a)  C  e  o  cfrculo  x2  +  y1  =  I ; 

(b)  C  e  a  iVonieira  da  regiao  compreendida  por  y  =x  e  a  -yr\ 

16.  No  Exemplo  3,  usamos  o  Teorema  de  Green  para  obier  a  area 
de  um  a  el  ipse.  Calcule  essa  area  usando  a  primeira  e  depots  a 
seguntla  formula  de  (6). 

1 7.  U  se  u  ma  i  ntegra  I  de  \  i  n ha  para  encon  trar  a  dma  da  regi  ao  en  v o  I  - 
vida  pelo  astroide 

x  -  a  cos  '  0,  y  —  a  serr'  0  (0  <  q<  2tt.) 

[Vcr  Exercicio  29  da  Se^ao  7.4  do  Volume  I  .J 

18.  Use  urn  a  integral  de  linha  para  encomrar  a  area  do  triangulo  de 

vertices  (0, 0).  0)  e  (0,  b'h  onde  a  >  0  e  /;  >  0r 


19.  Use  a  formula 


—  v  dx  +  x  d  v 


para  encon  trar  a  area  da  regiao  varrida  pel  a  retu  da  ori  gem 
ate  a  elip.se  x  =  a  cos  t,  y "=  b  sen  t  sc  i  variar  de  /  -  0  a  i  - 
(0  <  /0<  In). 


20,  Use  a  formula 


A  = 


+  A  d  V 


para  encomrar  a  area  da  regiao  varrida  pc  la  reta  da  ori  gem 
ate  a  hipcrbole  x  -  a  cosh  n  y  =  b  senh  /  sc  t  variar  dc  (  -  0  a 
f  =  ii)  Uiy>  0), 


ENFOCAM DO  CONCOTOS 


21.  Suponha  que  F(.vs  y)  =j{x,  y)i  +  g(x<  y)j  scja  um  eampo  ve¬ 
to  ri  a  3  cujas  lungocs  componentcs/  c  g  ten  ha  in  dcrivadas 
parciais  de  primeira ordem  ccntmuas.  Seja  Cuma  curva  lisa 
por  partes,  simples  e  fcdiada,  ori  en  tad  a  no  sentido  ami-ho- 
rdrio,  que  6  a  Ironic ira  de  uma  regiao  R  contida  no  domfnio 
de  V.  Podemos  ititerpretar  F  como  um  eampo  vetorial  no 
espago  tridimensional  e  sere  vend  o-o  como 

F(.t,  y,  z)  -fix,  >)i  +  % (.v,  v)j  +  Ok 
Com  ossa  convengao,  explique  por  que 


Lid'=fl 


rot  F  ■  k  dA 


R 


22.  Suponha  que  F(x.  y)  -  fix,  y)i  -l-  g(x,  v)j  seja  um  eampo  ve¬ 
torial  no  piano  ay  e  que/e  g  ten  ham  dcrivadas  parciais  de 
primeira  ordem  contfnuas.  com/  =  gt  em  toda  pane.  Use  o 
Teorema  dc  Green  para  explicar  por  qLte 


/  F*dr=  f  F  *  di 

Jc j  Jc% 


1146  Calculo 


nnde  C{  e  i\  sao  as  eurvas  orieniadas  na  figura  abai- 
xo.  (Compare  esse  resuliado  com  os  Teoremas  163.2  e 
1633,) 


Figura  Ex -22 


S  upon  ha  que  f[x)  e  g(.v)  sejani  fun  goes  cord  iVinas  corn 
g(jr)  <  fix).  Seja  R  a  regiao  deli  mi  tael  a  pelos  gidfieos  de 
/  c  do  g  e  pci  as  re  las  verticals  x  =  a  e  x  =  b.  Seja  C  a 


frontcira  de  R  orientada  no  send  do  anti-hordrio,  Qua  I  c  a 


formula  eonheeida  que  resulta  da  apHcagau  do  Teorema 
de  Green  a  integral  fc(—y)dx 


24.  Na  figura  abaixo.  C 6  Lima  curva  lisa  orientada  dc  P(x q,  _Vq) 
a  g(.V],  yi  ),  conti da  denlro  do  retfingulo  de  vertices  na  ori- 
gem  e  Q  e  fora  do  retangulo  de  vertices  na  origem  e  P. 

(a)  Qual  regiao  na  figura  tern  area  j(.  ,v  dy ? 

(b)  Qua!  regiao  na  figura  lem  area  Jr  v dx‘? 

(e)  Expresse  Jr  x  dy  +  jr  y  dx  cm  lermos  das  coordcna- 
das  de  P  e  Q. 

(d)  Iniei  prete  o  resuliado  de  (C)  em  term  Os  do  Teorema 
Fundamental  de  Integrals  de  Lin  ha, 

(e)  Interprets  o  result  ado  de  (c)  em  termos  de  in  teg  rag  So 
por  partes. 


Figura  Ex- 24 


25-26  Use  o  Teorcma  de  Green  para  determinin'  o  trabalho  reali- 
zado  pelo  campo  de  forgas  F  muna  partfcula  que  se  move  ao  Ion  go 
do  caminlio  especificado. 


25.  F  (a ,  y)  —  vyi  4-  4-  xy)  j:  a  partial  la  comega  em  (5,  0). 

pcrcorre  o  semicfrculo  superiors  +y"  =  25  c  retorna  ao  sen 
ponto  tie  parti  da  ao  longo  do  eixo  as 

26.  F(a  ,  y)  —  Tyi  +  a  par  Lieu  la  pcrcorre  urn  a  ve/,  no 
sen  Li  do  ami-hordrio,  a  curva  fechada  dada  pclas  equagdes 
y  =  0.  x  =  2  e  y  =  a'/4. 


27,  Calcule  V  dx  —  x  d  v\  ondc  C  6  a  card! bide 

Jc 

r=a(i  +  cos  0)  (0  <0<  lit) 


28,  Seja  K  uma  regiao  do  piano  com  area  A,  cuja  fronieira  e  uma 
curva  fechada  simples  lisa  por  partes  C.  Use  o  Teorcma  de 
Green  para  provar  que  o  centrdide  (i,  y)  de  R  6  dado  por 


v2  dx 


23-32  Use  o  resultado  do  Eserc/eio  28  para  eneontrar  o  cemroide 
da  regiao. 


29, 


*y 


A  A 


Ei  to  on  i  re  uma  curva  Icchada  simples  C  com  orientagao  anti- 
horario  que  maximize  o  valor  de 


34, 


c  exp  I i que  sen  raeiocmio. 

(a)  Seja  C  o  seginento  dc  rcta  do  ponto  (a,  b)  ate  o  ponto  (cr  d). 
Mo  sire  que 


—  y  dx  +  a  dy  —  ad  —  be 


(b)  Use  o  resultado  da  parte  (a)  para  mostrar  que  a  area  A  dc 
urn  triangulo  dc  vertices  (xv  y,).  (aa.  >a)  c  (av  y,)-  percorri- 
do  no  sent i do  an(i-horiitio,  e 

-  U(vi yi  -  jfjyi) 

■ir 

4-  ix2)y  -  x2  va )  +  {xyY]  -  AqyO] 

(c)  Determine  uma  formula  para  a  area  de  um  poligono  de 
vertices  sucessivOS  (a,,  y(),  (aa,  )a (a„,  ypl)+  percorridos 
no  sent  id  o  anii-hordno. 

(d)  Use  o  resuliado  da  parte  (c)  para  catcuiar  a  area  do  quadri- 
latero  de  vditices  (0, 0),  (3,  4).  (-2h  2),  (- 1 , 0), 


35-36  Calcule  a  integral  fc  F  -  dr,  onde  C  6  a  frontcira  da  regiao 
R  e  C  c  orientada  de  mode  que  a  regiao  fique  a  esquerda  quando  a 
fronieira  <5  pereonida  no  sen  lido  de  sua  orientagSo. 
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35.  F(v,  y)  =  X  +  v)i  +  (,4..v  -  cos  v)j;  C  c  a  (ronleim  da  regiao 
R  que  estri  no  interior  do  quadrado  do  vertices  (0,  0),  (5.  0), 
(5*  5),  (0,  5).  mas  esta  fora  do  reiStigulo  do  vertices  (K  I), 
(3,  I),  (3*  2),  (1,2). 


36.  F(.v.  y)  =  (c  +  3y)i  +  a  j;  C  £  a  frontdra  da  regiao  R  entre  os 

■i  f  ^  jh 

ci  rad  os  jf  +  v  =  E  6  e  a"  -  2v  +  v“  =  3. 


\/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  16.4 


1.8  2.  4  3.  2k  4.  R  6  a  regigo  a2  +  y2  <  I  (0  <  a,  0  <  y)  e  fix*  y)  =  -y2%  g(je,  y)  =  A2 


1 6,5  INTEGRAIS  DE  SUPERFICIE 


Em  scenes  anfenores,  considemmos  qualm  tipos  de  integrals  -  integrals  cm  intervales, 
integrate  da  plus  em  regions  hi  dimen  skmais,  integrals  trip  las  era  solid  os  tridimensionais 
e  integrals  de  It  a  ha  ao  longo  de  curvas  nos  espayos  bi  e  tridimensionais,  Nesia  segflo, 
d  i  sc  afire  m  os  integrals  eat  superficies  no  espago  tridimensional  Tats  integrals  oconern  em 
pm  Id  earns  envoi  vend  o/htxo  fluido  e  de  color;  eletricidade,  magnetismo.  massa  e  centra  de 
gmvidade . 


A  espessura  de  urn  a  lamina 
curva  e  desprezivel, 


Figura  16.5.1 


■  DEF1NIQAO  DE  UMA  INTEGRAL  DE  SUPERFICIE 

Nesia  segno  defi nimos  o  que  significa  integral*  uma  fungao  f(x,  y,  z)  numa  superffeie  para- 
mdiriea  lisa  or  Para  molivar  a  definigao,  con  side  raremos  o  probletna  de  encontrar  a  massa  de 
uma  lamina  curva  cuja  fungao  densldade  (massa  por  imidade  de  area)  sejaconhecida.  Lembre 
que  na  Segao  15,6  definimos  uma  lamina  como  sendo  uni  objeto  achat  ado  idealizado  que  e 
suflcientemcme  lino  para poder  ser  considerado como  uma  regiao  plana  bidimensional.  Ana- 
logamente,  uma  lamina  curva  e  um  objeto  idealizado  que  e  sufieientemeMe  fmo  para  poder 
ser  considerado  como  uma  superffeie  no  espago  tridimensional.  Uma  lamina  curva  pode  pa- 
recer  uma  ebapa  encurvada,  como  tui  Figura  16,5, 1 ,  ou  englobar  uma  regiao  tridimensional, 
como  a  easca  de  um  ovo,  Modelarcmos  a  lamina  curva  por  uma  superffeie  paramerrica  lisa  a. 
Dado  um  porno  (x,  yt  z)  de  o\  vamos  denotar  por/(A\  y,  z)  o  valor  correspondenle  da  fungao 
dcnsidadc.  Para  calcular  a  massa  da  lamina,  proccdcmos  como  segue; 


Area  A  5* 


Figura  16*5.2 


*  Como  mostra  a  Figura  16.5,2*  dividimos  a  cm  n  pequenas  porgoes  o:.,,r,  alt  com 

areas  A5|,  A$2 . AStu  respect  ivamente,  Sejam  (*£.  y£ >  £j!)  um  ponto  a  mostra  I  da 

Aesima  porgao  e  A Mk  a  massa  dessa  porgao. 


longo  da  A-esima  porgao  e  podemos  aproximar/ncssa  porgao  pelo  valor  f(x£ .  z*k). 

Segue  que  a  massa  da  A-estmu  porgao  pode  ser  a  pi  ox  i  mad  a  por 


AMkx*  f(x*,y£,4)ASk 

*  A  massa  M  dc  tod  a  a  lamina  pode,  eniao,  ser  aproximada  por 

a  a 

m  =  J2  am  «  E  /£*;,  yl  ( i ) 

M  A=1 


•  Utilizaremos  a  notagao  n  — >  %  para  indicar  o  processo  de  aumentar  n  de  tal  forma  que 
a  dimensao  maxima  de  cada  porgao  tenda  a  0.  E  plausivel  que  o  en*o  em  ( 1 )  va  lender 
a  0  quando  n  —*  x  c  que  o  valor  exato  de  M  seja  dado  por 
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0  limite  eni  (2)  e  muito  parcel  do  com  o  limite  usado  para  definir  massa  dc  urn  arame  fino 
[Formula  (2)  da  Seqao  16.2].  For  analogic  com  a  DetinigSo  16.2.  [,  uprose  n  tamos  a  defmigao 
seeuinte. 


16,5,1  definicao  Sc  a  for  uma  superffeie  paramctrica  lisa,  entao  a  integral  de  super¬ 
ffeie  de/ ut  vs  z)  em  &  6 


n 


/(a%  y.  z)dS  =  I  ini  z*t )  ASk 

fl  *  vC 


] 


dcsdc  quo  esse  limite  exista  e  nao  dependa  da  mancira  quo  sc  jam  lei  las  as  subdivisoes  dc 
a  c  e scol hides  os  pontos  amostrais  6vj!\  >£.  zf). 


Pode  ser  inostrado  que  sc/forcontmua,  entao  existe  a  integral  de /cm  <7. 

Pela  Defmigao  1 6.5.1  e  por  (2)  vemos  que  se  a  modelar  uma  lamina  e  sc  fix,  y\  z)  for  a 
fungao  densidade  da  lamina,  entao  a  massa  M  da  lamina  6  duda  por 


fix.  v,  z) (IS 


On  seja,  para  obter  a  massa  dc  uma  lamina,  integramos  a  fungao  densidade  na  super ffeie  lisa 
que  model  a  a  lamina. 

Note  que  se  a  for  uma  super  ffeie  lisa  de  drea  de  super  ffeie  Sc  sc /for  identteamente  1, 
entao  segue  imediatamente  da  Defmigao  16.5.1  que 


dS  = 


Lim 

JJ  -  , 


£  AS*  = 


lim  S  —  S 


3C 


k= I 


■  CALCULO  DE  INTEGRAIS  DE  SUPERFICIE 

Ha  varies  proeedimentos  para  caleular  imegrais  de  superffeie  que  dependent  de  como  a  su¬ 
per  ffeie  a  e  representada.  O  seguinle  teorema  ofcrcee  urn  metodo  de  calculo  da  integral  dc 
superffeie  quando  a  e  re  presen  tad  a  parametricamente. 


1 6,5, 2  r EO  REM A  Seja  a  w na  s  ape  i ffeie  pa  vameirica  lisa  ci  tja  eg  uaedo  \  re to  via  l  e 

r  =  x(u,  i  )i  +  y(u>  u)j  +■  z(u>  u)k 

ande  {a,  v)  varia  man  a  regido  R  do  piano  uv.  Se  f(x,  y,  z)  for  contmua  em  a,  entao 

1 J  /( x,  y,  z)dS  =  jj  /(*(«,  u),  y(tt.  i’)-  zUi,  v)) 

o  ft 

dr  dr 

m 

Explique  como  usar  a  Formula  {6} 
par a  confirmar  a  Formula  (5). 

dit  ^  dv 

dA 

Para  motivar  esse  resulted*),  suponha  que  a  dommio  dos  parametros  R  seja  subdivi- 
dido  como  na  Figura  15.4. 10  e  suponha  que  o  ponto  (a/\  zjf)  em  (3)  corrcsponda  aos 
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a  rc  arametr 
ASk  e  u  n  ue 
egue  e  3  ue 


ii  J  c  v*.  Sc  u  arm  a  Formu  a  9  a  See  a  154  ara  a  r  imar 
err  c  a  r  image  ten  am  ara  zer  uan  n  — >  +»,  enta 


!  f  J'(x.  y,  z) dS  -  ^  I im  /(■*(«*»  "*).  }'(»(-■  i>*),  z(«*,  yp) 

v  J"*+**= i 


Du  Bv 


AAi 


ue  ugere  a  Formu  a 

Emh  ra  e  rema  3  5  2  tenha  i  enuneia 
Formu  a  ermaneee  a  i  a  me  m  e  ermitirm 
r  nteira  e  R 


ara  u  er  tde  arametrica  lisas,  a 
ue  dr/du  x  dv/dv  e  a  igua  a  0  tm 


►  Exemplo  1 

Solugdo  m 
el  ria 


a  cu  e  a  integra  c  u  er  feie  jj x2dS  na  e  era x2  +  y2  +  z2  =  1 
n  E  em  9  a  Sega  15  4  c  m  a  -  I  tac  era  6  grulie  a  unga 


e 


r  ii>,  0  —  er)  d  c  0i  +  en  o  en  0}  +  c  tpk  0  <  <p  <  tt,  0  <  0  <  2n  7 


dr 


Expiiquts  pd>r  que  a  furt^o  r  6, 
dada  cm  (7)  deixa  d$  ser  it$a  am  seu 
dorrsFnio, 


Pe  e  in  acute  i  cr,  Integra n  a  integra  e  u  er  feie  c  er  a  cm  term  ctyc 
8  c  m  x~  =  eir^e  ^0  im,  cgue  c  ,c  mtpcOu  ugar  cucvcRc  m  a  regia 
retangu  ar  an  o&  elerrnina  a  e  a  c  igua  a  e  c  7  ,  lc 


jj  x2  dS  =  1 1  (sen  <pca$~6) 


a 


ar  ar 

X 


dip  de 

R 

rZi  f* 

=  I  f  sen' '  <p  cos2  8  dip  d8 

Jo  Jo 


dA 


-rtf- 


sen'  <p  d<p 


cos"  0  dO 


‘  It 


I 


j  |  -  cosJ  fp  -  cq$4> 


cos2  6  dO 


Jo 


41 

-J[ 


It 


cos 2  8  d9 


-  |  —  8  -h  —  sen  28 
2  4 


2jt 


477 


JO 


Fdrmuln  (11), 

Se^fto  8.3  do  Volume  I 


Formula  (S), 

S^iki  S.3  do  Volume  l 


M  INTEGRAJSDESUPERFJC1EEMz=g{x,  y),y=g(x,z)  Bx=g(y,z) 

ea  em  ue  a  r  a  rma  z=g  x,y  ,  em  t  mar ucy=vc  m  arametr  e 
e  re  arae  uaga  a  u  er  feie  c  m 

r  -  «i  +  v  j  +  g  x,  v  k 


Fir 

dr 

—  X 

dit 

dv 

ea  em  ue  biem 
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Calculo 


[ver  a  dedugao  da  Formula  (11)  na  Segao  15.4].  Assim,  segue  de  (6)  que 


fix,  >\  Z )  dS  = 


4-  1  dA 


Observe  que,  nessa  formula,  a  regiao  R  fie  a  no  piano  xy  porque  os  parametros  sao  x  e  y. 
Gcomctricamcmc,  essa  regiao  e  a  projegao  de  a  no  piano  .v\\  O  scguinte  teorema  resume 
esse  res ull ado  e  da  formulas  analogas  para  as  integrals  de  super  ITeie  em  super Tides  da  forma 
y  =  g(x,z)^x-g(y,  z). 


As  Fbrmulas  (9)  e  (10)  podem  ser  ob* 
tiefas  a  parti r  da  Formula  (S),  Explique 
coftiOj 


16*53  TKOKKMA 

(a)  Sejam  a  iwia  supetficie  com  c  quag  do  z  —  g(.v,  v)  e  R  sua  projegao  no  piano  xy.  Se  g 
tiver  denvadas  p  archils  de  primeira  ordem  con  dim  as  em  R  e  f(x,  y,  Zjfor  contmua 
em  a,  entdo 


II  fa,  y.  Z)ds  =  jj  f(x,  y,  g(x,  y))J ^  +  1  dA  (8) 

ft  R 

(b)  Sejam  a  mm  supetficie  com  equagdo  y  =  z)  e  R  sua  projegao  no  piano  a :z.  Se  g 
tiver  derivadas  pa  redds  de  primeira  ordem  continues  em  R  e  fix,  yt  z)  for  contmua 
em  o,  entdo 


jl  f(x,y,z)dS=  lj  f(x,ga.z),z)j(jjfj  +  (^  )  +  (9) 

n  R 

( c )  Sejam  a  uma  supetficie  com  equagdo  x  =  g(y,  z)  e  R  sua  projegao  no  piano  yz.  Sc  g 
tiver  derivadas  pare  tats  de  primeira  ordem  eondnuas  em  R  e  fix,  y,  z)  for  contmua 
em  a,  entdo 


II  fa,  y,  z)dS  =  lj  f(g(y,  z),  v,  z)J +  (  f  )  +  I  dA  (10) 

<3  R 


►  Exemplo  2  Calculo  a  integral  de  super lYde 


critic  a  c  a  parte  do  piano  x  +  y  +  z  =  1  que  fie  a  no  primeiro  oetante, 


Solugdo  A  equagao  do  piano  pode  ser  eserita  como 


z- \-x- y 

Consequentemenle,  podemos  aplicar  a  Formula  (8)  com  z  ~g(x,  y)  -  1  -x-y  e  fix,  y,  z)  = 
xz.  Tern  os 


dx  By 
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*  ^ 


ta  ot  i> 


l 


/  R 

0,0,0) 


-V  +  +  z  -  I 


(0,  lt0)  V 

•  > 

V  =  I  -  A 


lugui'u  1fi.5.3 


port  an  to,  (8)  e  dado  por 


.v  -  v)v'(-l)2  +  (-l)2+  1  dA 


(10 


£?  R 

onde  R  e  a  projegao  de  a  no  piano  xy  (Figura  16.5.3),  Reescrevcndo  a  integral  dupla  ern  (11) 
comouma  integral  iterada,  obtcmos 


r  —  {r cost?,  r  senfA  r) 


►  Exempio  3  Calcule  a  integral  de  linha 

//*■" 


o 


On  do  <7  d  a  parte  do  cone  z  —  V(F  +  _y2  com  preen  did  a  pel 
(Figura  16,5.4), 


Solugdo  Vamos  apUcar  a  Formula  (8)  com 

z  -  g(x.  V)  =  y/P  +  y2  0  fix,  y,  z)  =  vV 

Assim, 


z  =  1  e  z  =  2 


Sz 


a z 


a* 


e 


3' 


3>' 


de  inodo  que 


mm 


+  I  =  -v/2 


(verifique)  e  portanto  (8)  da 

y  ^  }fV  =  j  j  v2  (yV  -F  v2)rV  'fldA-  \fl  jj  j 


yU"  -by-) 


/f 


/f 


onde  £  o anel  eompreendido  por  jC  +  y“  =  I  e  A  +  y  =  4  (Figura  16.5.4).  Usando  eoordetia- 
das  po lares  para  calcular  essa  integral  dupla  no  anel  R  obiemos 

>2?[  f-2 


j  I  y  Y  dS  =  -J2  ^  j  (r  sen  df  (r2)r  dr  dO 


Calcule  a  integral  no  Example  3  com 
a  ajuda  da  Formula  {6)  e  a  parame- 
trizacao 


sen dr  dO 


j-1'  L"  j'Z 

-^L  lr'K 

^  r  rr6  y  21  f2jT 

—  y/2  I  —sen2 0  dO  —  ^-=  j  s zrrOdO 
Jq  L  6  Jr=l  v2  Jo 


£  2, 0  <0  <  In) 

21 

r 1 

-6 

I  12jT  2Lt 

- sen  2^  = - 

Fonuutii  {T)  d<i  8 .  > 

Zi 

l2 

4  Jo  V2 

df>  Volume  I 

1152  Calculo 


z 


Kigura  16,5,4 


“ 


z  =  I 


Mgura  16,5.5 


►  Exemplo  4  Suponha  que  uma  lamina  curva  a  com  densidade  consume  Six,  y,  z)  - 
seja  a  porqao  do  paraboloidc  z  =x  +  v“  abalxo  do  piano  z  -  I  (Figura  16.5.5).  Determine  a 
massa  da  lamina. 


Sohicdo  Como  Z  -  g  U\  y)  =  x  +  y",  segue  que 


dz 

Hx 


=  2x 


dz 


=  2y 


Porta  n  to 


M  —  i  f  &qc!S  —  fj  W(2a')-  +  (2y)2  T 1  dA  =  &0  jj  d^x2  +  4 v2  ~dA  (12) 


R 


R 


ondc  R  6  a  regiao  circular  envolvida  por  x"  +  y"  =  1,  Para  calcular  (12)  us  am  os  coordenadas 


M  =  S, 


0  /  f  v'4 r2  +  I  r  dr  dB  =  —  / 

Jo  /o  12  Jo 

12  ,/o  6 


1 


(4/ 2  +  I) 


S/2 


r/tf 


-b-o 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  16.5  ( Ver p&gina  1 155  para  respostas.) 


1.  Considers  a  integral  tie  super ITcie  jfn  f(x,  y,  z)  dS. 

(a)  Sc  it  for  uma  superfide  param&rica  do  equagao  vetorial 

r  =  *(«,  v)\  +  vlX  v)}  +  z(h,  t?)k 
entao  calc  li  I  a  in  os  a  integral  l  r  oca  ado  dS  por _ . 

(b)  sc  a  for  o  gnilico  de  uma  fungao  z  =  g(jq  y)  com  deiivadas 

parciais  de  primeira  ordcm  eomfnuas,  emao  calculamos  a 
integral  trocando  dS  por  _ . . 

2,  Se  it  for  a  regiao  triangular  de  vertices  (L  0,  0),  (0,  L  0)  e 

(0,  0,  1),  entao 

(.v  +  y  +  z)  dS  — - r. 


3,  Sc  a  for  a  csfera  de  raio  2  ccntmda  tia  origcm,  entao 

(x2  +  y2  +  z1)  ciS  = _ 


4,  -Sc  fix,  \\  z)  for  a  funfao  densidade  dc  massa  de  uni  a  lamina 
curva ff,  entao  a  massa  de  ere  dada  pda  integral _ r 
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EXERCICIOS  16.5 


CAS 


1-8  Galenic  a  integral  d e  superlTcie 


fix.  y.  z )  ds 


O 


i 


1.  /(a,  v,  /}  =  £1 2 3 4 5 6 7 8;  (7  d  a  porgSo  do  cone  z  =  v/a2  -f-  y-  entre  os 
pianos  z  =  1  o  z  =  2. 

2.  /(a-,  y,  z)  =  at;  ^  d  a  porgao  do  piano  Ar  +  y  +  z  ~  I  que  ftca  no 
pri  meiro  octante. 

3.  /(a.  y,  4)  -  A  'y:  «r  d  a  porgao  do  cilindm  x  +  z"  =  3  entre  os 
pianos  y  =  0.  y  =  1  e  acima  do  piano  Ay. 

■>  ■>  ^ 

4.  /(a,  y¥  4)  =  (a"  +  y‘)z:  or  d  a  porgao  da  csrcra  x"  +  y  +  zL  =  4 

adma  do  piano  z=  I. 

5.  /(a,  y,  r)  =  .v  -  y  -  z:  ^  d  a  porgao  do  piano  a  +  y  -  1  no  pri mei ro 
octante  entre  z  -  0  e  z  =  1 . 

6.  /(a\  \\  z)  =  x  +  y;  (T  6  a  porgao  do  piano  z  =  6  -  lx  -  3v  no  pri- 
meiro  octante. 


7.  fix ,  \\  z)  =  x  +  y  +  z:  cm?  a  supeiTlcie  do  eubo  defmtdo  pci  as 
design  aldades  0  £  a  <  [ .  0  <  y  <  [ .  0  <  z  <  I .  integre 

cm  cad  a  face  separadamente.  ] 


8,  /(a,  y,  4)  -  ,vv  +  y’;  tr  £  a  superlTcie  da  esfera  ,v'  +  v"  +  s’*  =  tU 


9-10  O  calculo  dc  uma  in  teg  ml  de  superfTcie  resulta,  as  vezes. 
mi  in  a  integral  im  propria,  Quando  is  so  ocorre,  podemos  ten  tar  de- 
lenninar  o  valor  da  integral  itsando  urn  liiniLe  apropriado  on  eniao 
tentar  outre  mdtodo.  Ncstcs  oxcrcicios  ex  pi  cram  os  am  has  abor- 
dagens. 


*>.  Consideie a  integral  de /(a.  y.  z)  -  z  +  1  no  hemisferio  superior 

€f  \  z  =  >/l  ~~  x-  —  y-  (0  <  rt:  Hh  >'2  <  1). 

(a)  Explique  por  que  0  calculo  dessa  integral  de  superfTcie  re¬ 
sults  numa  integral  im propria  se  for  util izado  (8). 

(b)  Use  (8)  para  caleular  a  integral  de  /  na  superfTcie 
<Jr  :  z  =  v/l  -  .V  -  v;  (0  <  X-  +  v2  <  r2  <  I ).  Tome 
0  I i mite  desse  rcsultado  quando  r  I  pain  determinar  a 
integral  de/em  ct. 

(c)  Parametrize  a  usando  coordenadas  esfericas  e  ealeitle  a 
integral  de  j  cm  a  us  an  do  (6).  Verifique  que  sua  resposla 
con  fere  com  0  rest!  It  ado  de  (b), 

10.  Consideie  a  integral  de  fix,  y\  z)  —  +  y~  +  Z2  00  cone 

cr  :  z  —  yfx1  +  y2-  (0  <z<  1). 

fa)  Explique  por  que  o  calculo  dcssa  integral  dc  superfTcie  re- 
sulta  numa  integral  im  propria  se  for  util  izado  (8). 

(b)  Use  (8)  para  caleular  a  integral  de  /  na  superfid e 
<rf  :  z  =  Va2  +  y1  (0  <  r 2  <  x2  +  y2  <  I ).  Tome  0 
limite  desse  rcsultado  quando  r—r  Q+  para  determinar  a 
integral  de/ em  a, 

(c)  Parametrize  <r  usando  coordenadas  esfdrieas  e  calcule  a 
integral  de/ em  er  usando  (6).  Verifique  que  sua  resposta 
con  fere  com  o  rcsultado  de  fb). 


ENFOCAM  DO  CONCQTOS 


11-14  Para  caleular  uma  integral  de  superlTcie  sem  utilizar  uma 
para  met  rizagao  da  superlTcie  podemos.  em  a  I  guns  casos.  usar  a 
Delinigao  16,5.1  T  junto  com  algumas  consideragues  de  simetria. 
Nestes  exercidos*  (j  deuota  a  esfera  unitaria  centrada  na  origem, 

II,  (a)  Explique  por  que  €  possfvel  sutxlividir  a  em  porgoes 
e  escolher  um  ponto  ainostral  (a/.  >/,  4/)  tal  que  (i) 
a  area  de  cada  porgao  e  tao  pequena  quanto  se  queira 
e  (ii)  para  cada  ponto  amosiral  (.vj: ,  yj,  zf'K  existe  um 
ponto  amostral  (a*,,  yj,  z*)  tal  que 

Xk=-Xh  Vjt  =  y;,.  4  L=Zj 

e  com  A  5%  —  A  Sj. 

(b)  Use  a  Deliniqao  16.5. 1 ,  o  result  ado  em  (a)  e  o  fato  de 
que  a  integral  de  superlTcie  existe  para  fungoes  contmu- 
as  para  provar  que  /  x11  d$  =  0  vale  para  qualquer 

inteiro  n  posit ivo  Tmpar. 

12*  Use  o  aiguinemo  no  Exercfcio  1 1  para  provar  que  s ej[x) 
for  uma  fungao  contfrtua  e  Tmpar  dc  x  c  se  gfy,  4)  for  uma 
ftingao  contfnua,  entfio 


// 


f(x)gi\\  4)  its  =  0 


a 


13,  (a)  Explique  por  que 


dS 


(7 


(b)  Conelua  de  (a)  que 


o 


flxlds=l  ffx7ds+If  y2ds+ff y2ds 


l_  a 


a 


(c)  U  se  ( b )  pa  r a  cal e  u I  ar 


// 


.V2  dS 


sem  efeluar  uma  integragao. 

14,  Use  os  resultados  dos  ExercTcios  3  2  e  1 3  para  caleular 


// 


(a  -  yfdS 


a 


sem  efeluar  uma  integiagao. 


15-16  Monte,  mas  nao  calcule,  uma  integral  iterada  igual  &  inte¬ 
gral  de  superfTcie  dada  projetando  *j  no  (a)  piano  at*  (b)  piano  yc 
e  (c)  piano  xz* 

15,  jl  xyz  dS ,  onde  a  6  a  porgao  do  piano  2 a:  +  3y  +  4~  ™  12  no 

a 

pri  meiro  octante. 
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16 


•// 


1*  T* 


jrz  t/S,  onde  ad  it  porgao  da  esfera  x'  -f  y  +  z~  =  no  pri- 


metro  oetante. 


[cl  17*  Use  um  CAS  para  con  firm  ar  que  as  ires  i  ntegrals  obi  Idas  no 
Exercfcio  15  sao  iguais  e  calcule  o  valor  exaio  da  integral  de 

Supcrffeie, 

[c]  18*Tente  con  firm  ar  com  um  CAS  que  as  ires  integrals  obtidas  no 
Exercfcio  16  sao  iguais.  Sc  nao  conseg  unequal  6  a  di  lieu  Ida- 
de? 

19-20  Monte,  mas  nao  calcule,  duas  integrals  iterndas  dite rentes 
iguais  a  integral  dada. 

19.  j  j  xyzdS,  onde  a  6  a  porgao  da  superlYcie  y2  =  x  entre  os 

<T 

pianos  z  =  0,  z  =  4,  y  =  I  ev  =  2. 


v  dS.  onde  a  6  a  porgao  do  eilindro  ,r  +  y“  =  a2  no  pri 


(7 


meiro  act  ante  entre  os  pianos  .v  =  0,  x ■  =  9.  z  ~  y  =  2y. 

021  *  Use  um  CAS  para  eonfirmar  que  as  duas  integrals  child  as  no 
Exercfcio  19  sao  iguais  e  calcule  o  valor  exato  da  integral  de 
super  fie  io. 

[c]  22,  Use  um  CAS  para  determinar  o  valor  da  integral  de  su peril cie 

x2  vz  dS 


I 


a 


na  porgao  ado  paraboloids  eitptieo  z  -  5  -  .1C  -  2y“  que  fie  a 
acima  do  piano  xv. 


23 .  A  Its  m i  na  q  tie  d  a  porgao  do  d  1  i  nd  ro  d  rcu  I  Etr  x"  +  z "  =  4  qi tc  fi  ca 
direiamente  acima  do  ret§ngu!o  ft  =  { (x,  y);  0  <  x  <  1 , 0  <  y  <  4  [ 
no  piano  xy. 

24.  A  ] 3 mina  que  b  a  porglo  do  paraboloide  2 z  =  x  +  y"  dentro  do 

i  -i 

eilindro  .d  +  y  —  8, 

25,  Encontrc  a  massa  da  lamina  que  6  a  porgao  da  supcrffeie 
v"‘  -  4  -  z  entre  os  pianos  x  -0.x-  3,  y  -  0  e  y  =  3  se  a  den- 
si  da  de  for  &  (a\  y,  z)  =  y. 

26.  Eneo  litre  a  massa  da  lamina  que  e  a  porgao  do  cone 
^  =  ^/x2  4-  y’  entre  os  pianos  z  =  I  e  z  =  4  se  a  den  si  dude  for 
S  (X,  V.  z)  =  J?Z. 

27,  Se  umu  lamina  curva  tem  densidade  constante  &&  que  relagao 
deve  cxistir  entre  sua  massa  e  a  area  de  supeiffcie?  Explique 
sen  raciocfnto. 

28,  Most  re  que  se  a  densidade  da  lamina  x2  +  y2  +  z2  =  em  eada 
ponto,  for  igual  a  dtstSncia  entre  este  ponto  e  o  piano  at,  entao 
a  massa  da  lamina  6  2tw\ 


29-30  O  cent t bide  de  lima  supeificie  a  e  definido  por 

//'"  ll  - 5  H‘js 


a 


area  de  a 


y  =  t 


a 


area  de  a 


h  "u 


area  de  a 


Encontrc  o  eemibide  da  superlYde  nestes  ex  ere  id  os, 

29,  A  p organ  do  paraboldide  Z  .=  ^  (x7  +  v“)  abaixo  do  piano 
Z  =  4, 


■>  1  T 


30.  A  porgao  da  ester  a  x  +  y  +  z~  =  4  acima  do  piano  z  -  U 

31-34  Calcule  a  integral  ffa  fix.  y,  z)dS  na  superlfeie  a  re  pro - 
SL'iitada  pda  fungfio  vetorial  r(w,  v). 

31,  f(x,  v,  z)  =  xy  ? ;  v(u,  u)  =  u  COS  vi  +  u  sen  ij  +  3wk 
(I  <u< 2t 0 < u < nil) 

x2+z2 

32*  f{x ,  y,  z)  —  - - ;  r (tt>  v)  ™  2  eos  ui  +  uj  +  2  sen  vk 


y 

(I  i£u<3*Q<v<27r) 


1 


33.  fix,  y.  z)  =  —= - -  . 

•J  1  +  4.v2  +  4y2 

Tin,  i;>  =  a  cos  yi  +■ «  sen  yj  +  n  k  (0  <  u  <  sen  y,  0  <  v  ^  n) 

34,  f(x,y.z)-e  '\ 

r {it.  u)  =  2  sen  u  cos  ui  +  2  sen  it  sen  uj  4-  2  cos  uk 
(0  <u<,  nil.  0  <  v  £  2tt) 

[c] 35,  Use  um  CAS  para  aproximar  a  massa  da  lamina  cur¬ 
va  z  =  c”'  _v  que  fica  acima  da  regiao  no  piano  ,vy  en- 
volvida  por  x2  +  y2  =  9,  sabendo-se  que  a  densidade  6 
(S(.v,y.j)  =  /j£2  +  y2. 


36*  A  superffcie  <r  mostrada  na  f'igura  abaixo.  chamada  faixa  de 
Mohius.  6  representada  pelas  equagdes  parametric  as 

x  =  (5  +  st  cos  (v/2))  cos  v 
y  =  (5  +  u  cos  (e/2))  sen  v 
Z  =  u  sen  (i;/2) 

onde  - 1  <  ^  <  I  e  0  <  v  <  2tf 

(a)  Use  u m  C A S  p ara  g e ra r  u ma  cdpi a  razoa vc f  d es sa  su per- 
fseie. 

( b)  U  se  u  m  C A  S  para  aprox  i  m ar  a  1  oc a  1  \  zagao  do  ce nt  1 6  ide  de 
a  (ver  a  definigao  que  precede  o  Exercfcio  29). 


Figura  Ex -36 
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^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  16.5 


1.  (a) 


3  r  3  r 

Bu  ^  013 


2  £ 

'  2 


X  64t  4 


•// 


fix,  y,  z)dS 


16„6  APLICAQOES  DE  INTEGRAIS  DE  SUPERFICiE;  FLUXO 


Nest  u  seqaot  discutiremos  apii  canoes  das  integrate  de  superfTcie  a  compos  veto  rials 
associados  com  fluxos  fiukfos  e  formas  eletrostdticas,  Potem,  as  id 3 1 as  qua  desenvolveremos 
serdo  de  natureza  geral  e  tambem  aplicdveis  a  ottrros  tipos  de  campos  veto  rials. 


■  CAMPOS  DE  FLUIDOS 

Trataremos,  nest  a  segao,  de  campos  vetoriais  no  espago  tridimensional  que  envoi  vam  algum 
t i po  de  “fluxtf '  - —  o  lluxo  de  uni  iluido  ou  o  ftuxo  de  partfculas  earregadas  num  campo  ele- 
troslatico,  por  cxemplo.  No  case  de  lluxo  fluido,  o  campo  vetorial  F(x,  yt  z)  represen ta  a 
velocidade  de  uma  parlfeula  Hu  id  a  no  ponto  (a\  >\  z)  e  as  part  feu  las  do  fluid  o  (luem  ao  longo 
de  ^eorrentes"  tangeneiais  aos  vetores  velocidade  (Figura  16.6. 1  a).  No  caso  de  urn  campo 
eletrostatico,  F(a\  y,  z)  e  a  forga  que  ocampo  excrce  numa  pequena  unklade  de  carga  positiva 
no  ponto  ( x ,  v,  z)  e  mis  eargas  ace  le  ram  ao  longo  de  1  in has  eletrieas"  tangeneiais  aos  vetores 
da  forga  (Figuras  1 6.6. 1  h  e  16.6. 1c). 


z 


Os  vetores  velocidade 
das  particular  do  fluido 
tangenies  &  corrente. 


(a) 

Figura  16A1 


Peia  Lei  de  Coulomb  o  campo 
eletrostatfco  resul tante  de  uma 
unica  carga  positiva  &  urn  campo 
do  quadratic  inverse,  noqual  F 
e  a  forga  repulsora  numa  pequena 
carga  positiva  unit  Sr  la. 


(t>) 


0  carnpo  etetrost^tico  F  que 
results  de  duas  eargas  de 
mesnrta  intensidade,  mas  de 
polaridade  oposta. 


■  SUPERFICIES  ORIENTAOAS 

Nosso  principal  ohjetivo,  nesta  segao,  e  estudar  os  fluxos  de  campos  vetoriais  atraves  de 
superficies  permeaveis  colocadas  no  campo.  Para  essa  finalidade,  precisamos  considerar  al- 
gumas  ideias  basic  as  accrca  dc  superficies.  A  maioria  das  superficies  que  eneontramos  nas 
aplicaqocs  tem  dois  I  ad  os  —  uma  estera  tern  urn  lado  externo  e  tim  lado  interne  e  uni  piano 
horizontal  infinite  tem  um  lado  superior  e  um  lado  inferior,  por  example.  Existem,  no  entanto, 
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superficies  matemdticas  com  a  pen  as  urn  lado.  Porcxcmplo,  a  Figura  16.6.2a  m  extra  a  eons- 
trugao  de  uma  superffeie  chnmada/fl/jra  de  Mdbim  [em  homeuagem  ao  matematieo  alemao 
Augusi  Mobius  (1790-1868)],  A  faixa  de  M  obi  us  Lem  urn  so  lado  no  sen  lido  de  que  urn  inseto 
podc  pcrcorrcr  foda  a  superffeie  sem  cruzar  uma  borda  (Figura  16.6,2/?).  Em  comrapartida, 
uma  esfera  tern  dots  lados  no  sen  tide  de  que  um  inseto  caminhando  na  esfera  pode  percorrer 
a  superffeie  interna  ou  a  externa,  mas  nfio  pode  pereorrer  am  has  sem,  de  alguma  maneira, 
passar  atraves  da  esfera,  Diz-se  que  uma  superffeie  de  dois  lados  e  orientavel  e  que  uma 
superffeie  com  um  unieo  lado  e  nao-orientdveL  No  rest  ante  do  livro,  trataremos  somente  dc 
s  upc  r  ffei  esorien  ta  vci  s . 


{a) 

Figura  16.6.2 


A  H 


P 


C  b) 


S-e  formiga  comega  em  P, 
com  35  costas  viradas  para  o  letter, 
e  d5  uma  vosta  completa  em  lorno 
da  faixa,  entao  seas  costas  estarao 
viradas  ao  contrSrio  quando  el  a 
retornar  para  P. 


Em  ap] icagoes  6  importantc  ter  algum  meio  de  distinguir  cnlre  os  dois  lados  de 
uma  superffeie  orientdvel.  Para  isso,  vamos  super  quo  o  seja  uma  superffeie  orientdvel 
que  tenha  um  vetor  normal  unitario  n  cm  cada  porno.  Como  iiustrado  na  Figura  16.63, 
os  vetores  n  e  -ti  apouiam  para  lados  opostos  da  superffeie  e,  poriamo,  servem  para  dis- 
tinguir  os  dois  lados.  Pode  ser  provado  que  se  a  for  uma  superffeie  orientavel  lisa,  entao 
e  sempre  possfvel  escolher  o  sent  id  o  de  n  em  cada  ponto  de  modo  que  n  =  n(jt,  y,  z)  seja 
continue  na  superffeie.  Esses  veiores  unUiirios  sao  entao  denominados  uma  orientagao  da 
superffeie.  Pode-se  provar  tarnbem  que  uma  superffeie  orientavel  lisa  tem  so  duas  orien- 
lagoes  possfveis.  Por  exemplo,  a  superffeie  da  Figura  16.6.4  e  orientada  para  eima  pelos 
vetores  dc  cor  cinza  e  para  baixo  pelos  vetores  de  cor  azul  claro.  Entrelamo,  nao  podemos 
criar  uma  terceira  orientagao  misLurando  as  duas,  porque  isso  produz  pontes  na  superffeie 
nos  qua  is  ha  mudanga  abrupta  dc  semi  do  (ao  longo  da  curva  dc  cor  preta  na  figura,  por 
exemplo). 


■  ORIENTAQAO  DE  UMA  SUPERF1CIE  PARAMETRICA  LISA 

Quando  uma  superffeie  d  dada  parametricamente,  as  equagoes  paramdtricascriam  uma  orien¬ 
tagao  natural  para  a  superffeie,  Para  ver  isso,  lembre  da  Scgao  1 5.4,  onde  foi  mostrado  que  sc 
uma  superffeie  parametric  a  lisa  a  for  dada  pela  equagao  vetorial 


r  ~  a :(u,  u)i  4-  y(it,  u)j  +  Z(u,  v)k 


emao  o  vetor  normal  unitario 


n  —  n(if,  u)  = 


dr  ilr 
7T  x  F" 

dll  3v 


c)r 

Sr 

X  — 

dv 

(1) 


c  uma  fungao  vetorial  eomfnua  de  u  c  v.  Assim,  a  Formula  (1)  define  uma  orientagao  da 
superffeie;  essa  e  n  orientagao positiva  da  supcrtlde  parametrica  e  dizemos  que  u  aponta 
no  sentido  positive  a  partir  da  superffeie,  A  orientagao  determinada  por  -»  e  chamada  de 
orientagao  negativa  da  superffeie  e  dizemos  que  -n  aponta  no  sentido  negative  a  partir  da 
superffeie.  For  exemplo,  considere  o  cilindro  que  e  representado  parametricamente  pela 
equagao  vetorial 

r(w,  u)  —  cos  ui  +  v j  —  sen  ak  (0  <  it  <  2wt  0  <  v  <  l) 


Figura  J  6.6.4 
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O  leitor  node  tenEar  enconirar  uma 
parametnzagao  do  ctlindro  em  que  o 
sentido  positive)  seja  para  dentra. 


Entao 

dr  <)r 

—  X  —  —  cos  hi  —  sen  it k 
Sit  3v 

tern  lanianho  unitario,  de  modo  que  a  Formula  (1)  e  dada  por 

9r  9r 

n  =  —  x  —  =  cos  hi  —  sen  uk 
du  dv 

Como  n  tern  os  mesmos  componentes  i  c  k  que  r,  a  orientagao  posit  iva  do  cilindro  e  para  fora 
e  a  orientagao  negativa  e  para  dentro  (Figura  16.6.5). 


■  FLUXO 

Na  Ffsica,  o  ter  mo  fluido  c  us  ado  para  deserever  tanlo  liquid  os  quanto  gases.  Os  Ifqutdos  sao 
usual  men  i  e  con  side  rad  os  eomo  incom pressiveis ,  signilieando  que  o  Ifquido  lem  Lima  densi- 
dude  uni  forme  (massy  por  urtidade  de  volume)  que  nuo  pode  scr  alterada  per  forgas  de  com- 
pres  sao.  Os  gases  sao  eonsiderados  compresstveis,  significatido  que  a  densidade  pode  variar 
de  um  porno  para  outro  e  pode  scr  alterada  por  forgas  dc  compressao,  Neste  livro,  vamos 
considers  basicamente  os  lluidos  ineompressfveis,  Alem  disso,  vamos  supor  que  a  veloeida- 
de  do  fluido  num  ponto  lixado  nao  varie  com  o  tempo.  Diz-se  que  fluxes  de  fiuidos  com  essa 
propriedade  estao  em  estado  e&taeion&rio . 

Nosso  proximo  objelivo,  nesta  segaoT  c  definir  um  concetto  fundamental  da  Ffsica,  co- 
nhecido  eomo  flttxo  (do  latim  flttxu),  Hste  conceito  aplica-se  a  qualquer  campo  vetorial,  mas 
vamos  eonsidera-lo  no  eontexto  de  lluxo  em  estado  eslack’mirio  de  um  lluido  incompressfvel 
Consideremos  o  seguinte  problema: 


16.6.1  problem  a  Suponha  que  uma  superffeie  orientada  o  esteja  imeisa  num  fluxo 
fluido  incompressfvel  em  estado  estacumdrio  e  suponha  atnda  que  a  superffeie  seja  per¬ 
inea  vel,  de  inodo  que  o  fluido  possa  fiuir  atraves  del  a  livremenie  em  ambos  sentidos. 
Encontre  o  volume  Ifquido  do  fluido  <I>  que  passa  at  raves  da  superffeie  por  unidade  de 
tempo,  onde  volume  Ifquido  e  interpretado  como  o  volume  que  passa  atraves  da  super- 
ficic  no  sentido  positivo  men  os  o  volume  que  passa  atraves  da  superffeie  no  sentido 


negative. 


FU\  yt  z) 


Figura  16.6.6 


Para  resolver  esse,  problema,  suponha  que  a  velocidade  do  fluido  num  ponto  (x,  y,  z)  da 
superffeie  <r  seja  dada  por 

F(.t,  >>,  z)  =  f(x,  y,  z)i  +  gQc,  y,  j)j  +  h(x,  y,  £)k 

Seja  n  o  vetor  normal  unhario  no  sentido  positivo  dc  a  no  ponto  (x,  y,  z).  Como  il  us  trade  na 
Figura  16.6.6,  o  vetor  velocidade  F  pode  scr  deeomposto  em  dois  components  oitogonais 
-  um  componente  ao  Ion  go  da  ufacc”  da  superffeie  a  e  um  component  (F ■  n)n  perpendicular 
a  a.  O  componente  da  velocidade  ao  Ion  go  da  face  da  superffeie  nao  contribui  para  o  lluxo 
atraves  de  <xe,  port  an  to,  pode  scr  ig  no  ratio  nos  nossos  cal  cu  I  os.  Observe  ainda  epic  o  sin  a!  de 
F  *  n  determina  a  direcao  do  lluxo  -  um  valor  positivo  signifies  que  o  lluxo  e  no  sentido  de  n 
e  um  valor  negative  signifies  que  e  no  sentido  oposto  de  n. 

Para  resolver  0  Problema  16.6.1 ,  subdividimos  ffem  it  porgues  <rr  an  com  Ureas 

5  ■, ,  /\  5  ^ .... , .  N  1 1 

Sc  as  porgoes  forem  pequenas  e  o  lluxo  nao  for  muito  erratteo,  e  razoavel  supor  que  a  velo- 
cidade  nao  varie  muito  em  eada  porgao.  Assim,  se  {x£,  y%,  zj)  for  qualquer  ponto  na  Cesima 
porgao,  podemos  supor  que  Fix,  y,  z)  seja  eonslante  e  igua!  a  F(x^.  ,  tf)  em  loda  a  porgao 

c  que  o  componente  da  velocidade  atraves  da  superffeie  o,  seja 

Fixf.,  yt,z,k)  -  n(xk ,  yk .  zt) 


(2) 
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Figura  16.6.7 


n 


t 


Area  ASf. 
Superfic  ie  eJ-jj 


Voluma  de  fluido  por 
unidade  tie  tempo 
cjue  atravessa  vk  no 
sentido  de  n. 


Figura  16,6,8 


(Figura  16.6.7).  Porlanto,  podemos  interpreiar 

F(x;:.y;.zt)-n(.x;.y;.zl)AS, 

como  o  valor  aproximado  do  volume  de  fluido  por  unidade  dc  tempo  que  cruza  a  porgao  ak  no 
sentido  de  n  (Figura  1 6.6  8).  Por  excmplo,  sc  o  componente  da  velocidade  no  sentido  de  n  lor 
F (x*.  ,  v*.  ^ }  -  n  =  25  em/s  c  a  area  da  porgao  for  A 5..  =  2  cm",  entao  o  volume  dc  lluido  A  Vk 
por  unldade  dc  tempo  que  atravessa  a  porgao  no  sentido  de  it  6  aproxlmadamente 

AV*  *»  FUp  y(*.  zj)  •  n(x{,  y*.  z*)A5*  =  25  cm/s  •  2  enr  =  50  cmVs 

No  easo  em  que  o  componente  da  velocidade  F (xk ,  y/ ,  zp  *  n(xp  yp  zp  seja  negative,  o 
fluxo  6  no  sentido  oposio  a  n,  de  mode  que  -  A  e  0  volume  aproximado  de  lluido  por  uni- 
dade  de  tempo  que  atravessa  a  porgao  no  sentido  oposio  a  n.  Porta n to  a  soma 


n 


ynxlfk,zl)-u(xlyl4)lxSk 


t=] 


mede  o  volume  Ifquido  aproximado  dc  fluido  que  atravessa  a  superl’fcic  a  por  unldade  de 
tempo  no  sentido  de  sua  orientagao  n. 

Se,  agora,  auincntarmos  n  de  tal  maneira  que  a  dimensao  maxima  de  cada  porgao  tenda 
para  zero,  e  plausfvel  que  os  erros  de  aproximagao  tendam  para  zero  c  que  o  limite 


it 


<l>  =  lira  T  Fua  4)  ’  “(4-  >(*■ 

ilJ  — *  4“  K 

k=l 


(3) 


represente  o  volume  Ifquido  exato  de  fluido  por  unldade  de  tempo  que  atravessa  a  super ficie  a 
no  sentido  de  sua  orientagao  n.  A  quantidade  d?  definida  pela  Equagao  (3)  e  chamada  fluxo  de 
Fatravesde  <r  O  fluxo  tarn  hem  pode  scr  exp  rosso  como  a  integral  dc  super  tide 


<t> 


-// 


F(a-,  v.  *)  •  n(x,  y,  z)  tlS 


(4) 


Se  o  fluxo  tern  densidade  de  rttassa  $, 
entio  ft*  (volume  x  densidade)  repre¬ 
sent  a  massa  liquida  de  fluido.  por 
unidade  de  tempo,  qua  atravessa 


Uni  fluxo  positive  signifies  que,  em  Lima  unidade  de  tempo,  um  volume  de  fluido  maior  aira- 
vessa  ^  no  sentido  positive  do  que  no  sentido  negatlvo,  um  lluxo  negative  signiflea  que,  em 
Lima  unidade  de  tempo,  um  volume  de  lluido  maior  atravessa  a  no  sentido  negative  do  que 
no  sentido  positive  e  uni  lluxo  nulo  signifies  que  o  mesmo  volume  atravessa  a  super ffeie  em 
cada  sentido*  As  integrals  da  forma  (4)  tambem  surge m  em  outros  eomextos  e  sao  ehamadas 
integrals  de  fluxo , 


■  CALCULO  DE  INTEGRAL  DE  FLUXO 

Uma  formula  uiil  para  calcular  integrals  dc  lluxo  pode  scr  obtida  aplicando  o  Teoiema  16.5.2 
e  usando  a  Formula  (1)  para  n.  Assim  obtemos 
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Hm  resume,  temos  o  res ull ado  seguinie. 


16,6.2  TEORKMA  S  eja  u  uma  superffeie  parametncei  lisa  rep  resent  ada  pela  cqua^ao 
vetorial  r  =  r(m  v)  am  quo  (m  u)  vatia  Mima  regicio  R  do  piano  uv.  So  as /undoes  compo¬ 
nent  es  do  campo  vetorial  Y  forem  conttmias  em  a  e  se  n  detenu 'mar  a  orientaqao  posltiva 
de  a,  e  nf  do 

o'  R 

onde  entende-se  que  o  integmndo  do  lado  direito  da  equapdo  deve  set  dado  em  fermos  de 
u  e  v + 


Em  bora  o  Teorema  3  6,6,2  tenha  side  dedu/ido  para  superficies  paramdlricas  lisas, 
a  Formula  (5)  vale  mais  geral  monte.  For  exemplo,  sempre  que  a  possua  uni  campo  ve~ 
torial  normal  n  contfnuo  e  as  funcoes  componentes  de  r(«,  id  ten  ham  derivadas  parciais 
dc  primeira  ordem  coiitlnuas,  a  Formula  (5)  podc  scr  aplicada  desde  que  dridti  x  d rfS v 
seja  urn  multiple  positive  de  n  no  interior  de  R .  (Ou  seja,  dr/du  x  Sr/Sv  podc  ser  nulo 
na  fronteira  de  R ,) 


►  Exemplo  1  Encomre  o  lluxo  do  campo  vetorial  F(\,  v,  z)  -  2  k  at  raves  da  esfera 
a  +y2  +  z2  =  a"  orientada  para  fora, 


Resol va  o  Exemplo  1  usartefosimetria: 
prrmeiro  convenga-se  de  que  os  ca ro¬ 
pes  veloriais a!  yj  e^kiemo  mesrno 
fFuxo  atraves  da  esfera.  Entao  delina 


H  =|ai  +  yj  -i- 
q  explique  pe  r  que 

H  ■  ii  =  ii 

Use  isso  para  calcular  <Jjt 


Solu^do  A  esfera  com  orient  agao  posit  iva  para  fora  podc  ser  representada  pel  a  fungao  ve- 
torial 

r(a  0)  =  a  sen  0  cos  &i  +  a  sen  <p  sen  &}  +  a  cos  <pk  (0  <  <j?  <  jt,  0  <  8  <  2 jt) 

Dessa  formula,  ohtemos  (ver  os  culculos  no  Exemplo  9  da  Segiio  15,4) 

(j  r  ()r  y  y 

—  X  —  —  er  serf  <p  cos  01  H-  cr  set r  <p  sen  0  j  +  a"  sen  <p  cos  <pk 
dip  i)  9 

Ale m  disso+  para  os  pontos  da  esfera  temos  F  =  zk  =  a  cos  &  k;  portanlo 


F 


fi 


tlr  dr  X  T.  y 

X  —  |  —  cr  sen  <p  cos  <p 


dtp  SO 

As  st  m,  segue  de  (5),  com  os  para  metros  it  e  v  substitute!  os  por  &  e  0,  que 


dS 


<7 


If 


R 


_  f  dr  dr\ 

F  •  —  X  —  dA 

dtp  SO  j 


sen$  cosJ  tpdtpdO 


/*  -JT  v*  JT 

=  /  /  «3se 

J  o  Jo 

,  r  cos 

=  alo  [  3 


Jo 


d9 


2a 1  C2n  4  jia* 

dO  =  — -  * 


3 


/■ 


3 
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Invertendo  es  ori&ntag&o  da  superffcie  t  em  (5),  troca  o  sinal  Ue  n„  ®  portanto  o  de  F  ■  n  ®  donssquentement®  troca  o 
sinal  d®  <k  Isso  tomtom  pod®  s®r  visto  !i$ieam®ni®  pel  a  intorpretagSo  da  integral  d®  fluxo  como  o  volume  de  tlukto 
por  unidade  do  iompor  quo  airless  a  a  no  oentido  posisivo  monos  o  volume  de  lluido  por  unidado  do  tempo  quo 
airavessa  no  semido  negative  -  inrvertendo  a  orlemta^o  de  at  muda  o  Sinai  daditeronga,  Assim,  no  Exempto  l|uma 
OTientac&o  para  dentro  da  estera  proctuz  um  fluxo  do- Am? ft. 


■  ORIENTAQAO  DE  SUPERFICIES  NAQ-PARAMETRICAS 

Superficies  nao-param&ricas  da  forma  z  —  g{xt  y),  v  =  g(x,  z)  c  x  —  g(y\  z)  podem  ser  ex  pres- 
sas  parametncamemc  usando  as  variaveis  mdependentes  como  parametros.  Mats  precisamen- 
ie,  essas  superficies  podem  ser  represen  tad  as  pelas  equagbes  vetoriais 

r  =  n\  +  yj  +  g(u.  u)k,  r  =  vi  +  g(u,  u)j  +  wk,  r  ~  g(u,  u)i  +  uj  +  vk  (6-8) 


\  z  -  jf(x.y) 

y  -  a) 

x  —  ${>\z) 

Essas  reprcscntagoes  impoem  oricntagoes  posit ivas  e  negativas  nas  superficies,  de  acordo 
com  a  For 'inula  ( I ).  Deixamos  como  exercfcio  o  cfticulo  de  n  e  -n  em  cada  caso  e  mostrar  que 
as  orientates  positiva  e  negativa  sao  as  que  apareeem  na  Tab e la  16,6.1.  (Para  ajudar  a  pers¬ 
pective!,  cada  grafico  aparece  com  Lima  portae  da  super  fide  dc  uma  pequena  regiao  sblida.) 


Tab  da  1 6*6. 1 


z  =  str.  y) 


r  =  g{z,  x) 


x  =  g(y\  z) 


I 


u  - 


/ 


Component®  k 
positive 


dz  .  3^  ,  + 1_ 

vIf If 

OrientagSo  positiva 


d>  H  = 


Uv  .  .  jJv  . 

— -  i  +j  -  —  k 
il*  nz 

VlMfF7 


Com  po  n  e  rite  j  0  n  e  n  tap  So  positiva 

posit  ivo 


/ — 7f 

fr- - V  | 

/  11 

mm/ 

V- 

Component®  i 
positive 


(Lv  .  dx  , 

i  ~  —  j  -  —  k 

3v 3  Hz 


M FW 

Orientagao  positiva 


+  1 


v 


i 

X7 


“W  = 


dz  .  Sz  .  . 

—  i  +  —  j  -  k 
3a:  Jv 

■JWFW* 


<b 


fck  •) 

-ll 


My .  .  Pv , 
-f-i  -j  +  — k 

n x  ■  Hz 


-/ 


'  •  '  r\ 

/ 


Component®  k  Orienta-^Ua  negativa 
negative 


Componente  j 
negative 


VtSHU 

Orientagao  negativa 


-n  = 


.  t)x  .  Hx  , 
-i+  —  |  +  —  k 
i/v J  as 


+  I 


Ccmponente  i 
negativo 


vifNir 

Orientapao  negativa 


+  \ 


A  variave]  depend  ente  aumenta  qyan- 
do  nos  afastamos  de  uma  suporffeie 

Z=g(x,y),  y  =  xU\z) 
ou 

x-Ety*  z) 

no  sentido  da  onentagao  positiva. 


Os  result  ados  da  Tabela  16.6.1  tambem  podem  ser  obtidos  usando  gradientes.  Para  ver 
como  isso  podc  ser  feito,  rcescrcva  as  equacbcs  das  superficies  como 

Z  ~  g(x,  v)  =  0,  y  -  g(z ,  -v)  =  0,  ..v  -  g(yy  z)  =  0 

Cada  uma  dessas  equagbes  €  da  forma  C(,v,  y,  z)  -  0  e,  poilamo,  pode  ser  cimsidcrada  como 
uma  supcrtTcie  dc  nivcl  de  uma  fungao  G(y\  \\  z)>  Como  o  gradiente  de  G  c  norma!  a  su- 
per  ITcie  de  nivcl,  segue  que  0  vetor  normal  unitario  n  d  ou  VG/||  VG  ||  ou  -VG/[|  VG  |j. 
Enirelanto,  se  G(x\  y,  z)  =  Z  —  g(*\  y),  entlio  VC  tern  um  componente  k  igual  a  1;  se 
G{x,  v,  z)  —  y  —  g{Zy  x),  entao  VG  tern  um  componente  j  igual  a  I ;  c  sc  Gix.  \\  z)  —  x-  g(}\  z  ), 
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entao  VG  lem  um  eomponeme  i  igual  a  1.  Portanto,  e  evidente,  pela  Tabela  16.6.  E,  que  nos 
tr£s  casos  tcmos 


VG 

fVG 


A lcm  disso,  dekamos  como  cxercfcio  mostrar  que  sc  as  superficies  z  =  g(xf  y)>  y  =  g(z,  x)  c 
x  =  g{}\  z)  fore  m  express  as  nas  formas  vetoriais  (6)T  (7)  e  (8),  entao 


Sr  5r 
VG  -  —  X  — 

dll  Sv 


(10) 


[compare  ( I)  c  (9)f  Assiny  somos  levados  a  seguinlc  versao do Teorema  3 6.6.2  para  super  fT- 
c  ie  s  n  ao-  param  c  t  lie  a  s . 


16.6.3  TEOREMA  Seja  a  uma  superficie  lisa  da  forma  z  =  g(x,  y) ,  y  =  g(z,  a)  au 
x  “g(y?  z)  e  s upon ha  que  as  f unifies  component es  do  campo  vetorial  F  sejam  conti - 
n  uas  em  o.  S upon ha t  tambem,  que  a  equagdo  de  o  seja  reescrita  como  G(a,  y,  z)  —  0 
passando  g  para  o  membra  esquerdo  da  eqnaydo  e  que  R  seja  a  projegdo  de  a  no  piano 
coordenado  detevminado  pelus  varidvets  independent's  de  g.  Se  o  fiver  on  enter  do 
postriva,  entao 


F  ■  VG  dA 


f 

l(o,o,  i: 


1 


z  =  l  - 


f  > 

X~  - 


A  Formula  (1 1)  pode  ser  usada  lamo  para  calculus  diretos  como  para  dedimr  algu- 
mas  formulas  mais  espeeffkas  para  eada  um  dos  tres  tipos  de  superfifeie,  Por  exempky  se 
z  =  g(x,  y)t  entao  tcmos  G(x\  y,  Z)-Z~ g(x, y),  de  modo  que 

„r  Sg.  Sg .  .  ,  Sz.  9; 

5  a  $y  5  a  8yJ 

Subsdtumdo essa  expressao  de  VG  em  (1 1)  e  eonsiderando  R  como  a  proje^ao  da  superficie 
z  -  g(x,  y)  no  platio  at,  obtemos 


<?  R 

'Si.  Sz.  0 

- 1 - j  4-  k 

,  9a-  fly  , 

|  dA 

JJr-.ts-ffr- I 

ff  R 

f36  +aT  k) 

6)  A-  fly J  } 

dA 

o  dn  forma  z  —  g(.<c.  y  ) 
■u  orientada  para  cima 


(12) 


a  dn  iatnu  z  _  y) 

c  orkntitda  par<i  baixo 


(13) 


A  dedu^ao  das  formulas  correspondences  quando  y  -  g(z<  a)  e  x  =  g(y,  z)  e  deixada  como 
exerefeio. 


►  Exemplo  2  Seja  a  a  poreao  da  super  lie  ie  z=  1  ™  x2  -  y'  acinia  do  piano  xy ,  e  suponba 
que  o  seja  orientada  para  cima,  como  mostrado  na  Figura  16.6.9.  Determine  o  fluxo  do  campo 
vetorial  Ffi\  y\  z)  -  xi  +  yj  +  zk  atraves  de  a. 


iiea 


Caleulo 


Solucao  Por  ( 12),  o  M  uxo  6  dado  por 


F 


fa,  t 

1  “  ~  J  + 


ft 


3jc 


a 


=  Jj  (xi  +  y  j  -h  zk)  ?  {2.ii  +  2yj  +  k)  dA 


R 


-i'J 


(x2,  +  y2  -1-  \)dA 


R 


p'ln  r  t 

/  /  {r1  A- \)r  dr  d& 

Jo  Jo 


=ff! 


3jt 

</0  =  —  * 
2 


Pois  £  —  I  "  ,i  -  y" 
na  jupu-rJ'icic 


Usando  ooorderiadas  |?o  lares 
panu.’alatlur  :i  integral 


l/  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  16.6  (Verpag/na  para  respostas.) 


1.  (a)  4>  e  o  valor  da  integral  de  superffcie  , 

(b)  Se  a  for  a  esfera  nnitlria  e  n  o  normal  imitario  para  fora, 
entao  o  liuxo  do 


F(.v,  v,  z)  -  _ri  +  _yj  +  yk 
atravds  do  a  6  <F  - _ _. 

2,  (a)  S  u  ponha  que  a  sej  a  p ara  met  ri  /  ad  a  por  u  i  na  fu  n<^  ao  ve  t  ori  al 
r(u,  v)  cujo  dominio  d  uma  regiao  /?  no  piano  mu  e  que  n 
seja  u m  nuiltiplo  positive  de 

dr  dr 

Zu  ^  dv 

Entao _ c  a  integral  dupla  cm  R  cujo  valor  e  do 

(h )  S  Li  pon li  a  qu e  a  sej  a  a  su  peri  l  c  ie  para  met rica 

r (m,  y)  —  hi  +  vj  +  (w  +  u)k  (0  <  if  +  tT<  1 ) 


e  quo  ri  seja  um  multiple  positive  do 

dr  dr 

d  a  X  Bv 

Entao  o  11  uxo  de  F(x*  y,  z)  =  xi  +  yj  +  zk  at  raves  de  a  6 
$  = 

3*  (a)  Suponha  que  u  seja  o  gratieo  de  uma  funqao  z  -  g(xt  y) 
sobre  uma  regiao  R  do  piano  xy  e  que  n  ten  ha  um  compo¬ 
nents  k  positive  cm  cada  ponto  de  cr.  Entao _ e 

nma  integral  dupla  em  R  cujo  valor  6  fk 

(b)  Suponha  que  a  seja  a  regiao  triangular  de  vertices 
(1,  0,  0)t  (0,  L  0)  e  (0.  0,  i)  corn  orientaqao  para  cima, 
Entao  o  liuxo  de 

F(a\  yt  z )  =  xi  +  yj  +  zk 

a  t  raves  de  a  6  4>  =  _ . 

4.  No  ease  de  fluxo  ftuido  tncompressfvel  em  eslado  estadonario, 
com  velocidadc  do  fluido  dad  a  por  F(x,  \\  z)  em  cada  ponto 
(x\y,  z)  de  (7f  podemos  interpreter  4>  como _ , 


EXERCICIOS  16.6 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


L  Suponha  que  a  super licie  a  do  cubo  unitario  da  ligura  ao 
lado  ten  ha  orientaijao  para  fora.  Em  cada  pane,  determine 
se  0  fluxo  do  earnpo  ve  tonal  F(.x\  y\  z)  =  z]  at  raves  da  face 
espeeifleadad  posit ivo,  negative  on  tiulo. 

(a)  A  face  x  -  I  (b)  Aface,v=0 

(c)  A  face  y  -  i  {d>  A  face  y  -  0 

(e)  A  face  z  —  I  (f)  A  face  z  -  0 
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2.  Responds  as  perguntas  proposes  no  Exercfcio  1  para  o 
eampo  vetorial  F(a,  y,  z)  =  ri  -  z  k. 

3.  Respond  a  as  porguntas  propost  as  no  Exercido  1  para  o 
campo  vetorial  FU.  y.  z)  =  xi  +  yj  +  zk, 

4.  Qual  e  o  fluxo  do  campo  vetorial  constants  F(a,  y.  z)  =  i 
at  caves  de  toda  a  superifeie  cr  da  Figura  Ex- 1  ?  Explique  sole 
raciocinio. 

5.  Seja  o  a  super  fide  dlmdrica  re  present  ad  a  pel  a  fnngao 
vetorial  r(fi.  v)  =  cos  vi  +  sen  yj  +  wk,  com  0  £  u  <  I  e 

0  <  V  <  2  71. 

(a)  Eneonire  o  vetor  normal  uni  tun  o  n  =  n(w>  v)  quo  deline 
a  oricntagao  positiva  de  it, 

(b)  A  oricntagao  positive  e  para  dentro  ou  para  fora?  Justi- 
lique  sua  resposta. 

6.  Seja  a  a  super  fide  con  tea  representada  pdas  cquagocs  pa¬ 
ra  met  ricas  x  =  r  cos  0,  v  =  r  sen  ft.  z  —  com  1  <  r  <  2  e 
0  <  ft  <  2rt. 

(a)  Eneonire  o  vetor  normal  unitario  n  =  n(r,  ft)  quo  define 
a  orieniagao  positiva  de  a. 

(b)  A  oriemagao  positiva  t  para  dentro  ou  para  fora?  Justi- 
fique  SLia  resposta. 


com  0  <  ^  <  5.  0  <  v  <;  2rr. 

15.  F (a ,  y,  z)  —  \/x 2  +  y2  k:  (jc  a  porgao  do  cone 

r(M,  t;)  =  it  cos  ui  +  it  sen  tj  +  2«k 
com 0 < tt <  sen  v. 

16.  F(a,  y.  z)  -  xi  +  y j  +  zk;  a  4  a  porgao  da  esfera 

r(«,  y)  =  2  sen  jt  cos  ui  +  2  sen  n  sen  yj  ■+  2  cos  wk 
com  0  <  a  <  t r/3,  0  <  u  <  2tt. 

(7,  Seja  <t  a  superffeie  do  cubo  limitado  pel  os  pianos  x  =  ±1, 
y  -  ±1.  z  =  ±1,  orientada  por  vet  ores  normals  uni  tan  os  para 
fora.  Em  cad  a  parte,  determine  o  fluxo  de  F  at  raves  de  a. 

(a)  F(x\y,  £)  =  ,vi 

(b)  FU.  y,  z)  ~  xi  +  y  j  +  zk 
(C)  F(a.  y.  z)  =  Vi  +  y\j  +  ?-k 

18.  Seja  a  a  superffeie  feehada  consislindo  da  porgao  do  parabo- 

■?  "S 

l bide  z  -  x"  +  y"  para  a  qual  0  <  z  <  t  e  tampada  pelo  disco 

■■j  t 

x  +  y"  <  I  no  piano  z  =  b  Determine  o  iluxo  do  campo  vetorial 
F(a\  y,  z)  =  zj  -  yk  na  dire^ao  para  fora  at  raves  de  <7. 


19-20  Eneonire  o  fluxo  de  F  atraves  de  cr  expressando  crparame- 
tricamente. 


7-12  Eneonire  o  fluxo  do  campo  vetorial  F  airavbs  de  o\ 

7.  F(.v,  y,  z)  - .ri  +  y  j  +  2zk;  <x  e  a  por^ao  da  superffeie  z  —  \  - x2 
-  y  aci  Etta  do  piano  vy.  orientada  por  norm  at  s  para  cima. 

8.  F(.y  y\  z  )  =  (x  +  y)i  +  (y  +  z)  j  +  (z  +  ylk;  a  c  a  por^ao  do  piano 
a"  +  y -f  z  -  I  do  prime iro  oetantc,  oi  ientada  por  vetores  normals 
unitdrios  com  eomponentes  positivos. 

9.  F(a;  y,  z)  -  xi  +  yj  +  2zk;  a  6  a  por^ao  do  cone  -  x  +  y2  entre 
os  pianos  z  =  I  c  z  =  2,  orientada  por  veto  res  normals  uniklrios 
para  cima. 

10.  F(a\  _y,  z)  =  yj  +  k;  a  6  a  poiyao  do  parabolbidc  z  =  x2  +  y2  abai- 
xo  do  piano  z  =  4.  orientada  por  vet  ores  normals  unitarios  para 
baixo. 

11.  F(.v,  y,  z)  =  vk;  a  c  a  por^ao  do  paraboldide  z  =  x2  +  .v'  abaixo 
do  piano  z  =  y*  orientada  por  vet  ores  normals  unitarios  para 
baixo. 

1 2 .  F(x.  y ,  z)  =  .v"i  +  y.vj  +  zx k ;  a  e  a  poiyao  do  pi  a  no  6,v  +  3y  ■+■  2z  -  6 , 
no  primeiro  ociante,  orientada  por  vetores  norma  is  unilarios 
com  eomponentes  positivos. 


13-16  Eneonire  o  fluxo  do  campo  vetorial  F  atravds  den  na  dire- 
gao  da  orient agao  positiva. 


13.  F(a.  y,  z)  =  xi  +  yj  *t*  k;  a  6  a  porgao  do  paraboldide 

r (it.  u)  =  u  cos  v\  +  it  sen  v  j  +  ( I  -  tr)b 
com  I  <1  it  <  2, 0  ^  v  <  2jT. 

14,  F(.vt  y,  z)  =  e  1  i  “  yj  +  x  sen  zk:  cr  d  a  porgao  do  cilindro 
elfplico 

r {u,  v)  =  2  cos  v\  +  sen  uj  +  irk 


19,  F(x,  y,  z)  -  i  +  j  +  k;  a  superlTcie  <r  d  a  pane  do  cone 
Z  =  \/x 2  +  y2  entre  os  pianos  z  =  1  c  z  =  2.  orientado  por  ve¬ 
tores  normals  unilarios  para  baixo, 

20*  F(a\  y\  z)  =  vi  y  yj  +  zk;  «r  6  a  porgao  do  cilindro  a"  +  z2  =  1 
entre  os  pianos  y  =  1  e  y  =  -2.  orientada  por  vetores  normals 
unitdrios  para  fora. 


2L  Seja m  a,  y  e  z  tried idos  cm  metros  e  suponha  quo  F(a\  v,  z)  = 
2x\  -  3yj  +  zk  seja  o  vetor  ve  loci  dado  (ein  m/s)  dc  uni  a  par- 
tfcula  de  lluido  no  porno  (a,  y,  z)  num  fluxo  fluido  cm  estado 
estacionarici 

(a)  Caiculc  o  volume  Ifquido  de  fluido  quo  passa  em  Is  na  di- 
regao  para  cima  atraves  da  porgao  do  piano  a  +  y  +  z  =  I  do 
primeiro  octunte. 

(b)  S u  pond o  que  o  fluido  ten  ha  deusidade  de  massa  de  806 
kg/m\  cncoturc  a  massa  Jiquida  do  fluido  que  passa  cm 
I s  atravds  da  super ficie  de  (a)  na  diregao  para  cima. 


22.  Scjam  a.  y  e  z  medidos  em  metros  e  suponha  que  F(a,  _v.  z)  = 
-yj  +  z  j  +  3,vk  seja  o  vetor  ve  loci  dado-  (cm  m/s)  de  uma  pan  feu - 
la  de  fluido  no  ponto  (a .  v,  z)  num  fluxo  fluido  incompressivel 
em  estado  estaciondrio. 


(a)  Determine  o  volume  Ifquido  de  fluido  que  passa  em  Is 

y2  na  diregao  para 


atraves  do  liemist'Crio  z 
cima. 


=  y/9  -  A  -  ; 


(b)  Su pon do  que  o  fluido  tenha  densidade  de  massa  de  1 060 
kg/in’,  eneonire  a  mass  a  liquid  ii  do  fluido  que  passa 
em  Is  atraves  da  superffeie  da  parte  (a)  na  diregao  para 
cima. 


23,  (a)  Deduza  os  analogos  das  F<Srmulas  ( !  2)  e  (13)  para  superfi¬ 
cies  da  forma  x  =  g(y\  z). 
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(b)  Seja  <y  a  porgao  do  paraboldide  x  =?  y1  +  para  x  <  1  e  z  >  0, 

oiieniada  por  vetores  normals  unitarios  com  componemes  x 
ncgativos.  Use  o  result  ado  da  parte  (a)  para  encontrar  o 
fluxo  de 

F(.r,  y,  z)  =  >i-  zi  +8k 

at  raves  tie  a. 

24.  (a)  Dcduza  os  anil  logos  das  Formulas  ( 1 2) e ( 1 3)  para  superfi¬ 
cies  da  forma  y~  g(z,  x). 

(b)  Seja  ty  a  porgao  do  pai  aboldide  y  =  z"  +  .U  para  y  <  I  e  z  >  0 
orientada  por  vetores  normals  unitarios  coin  componemes 
v  positives.  Use  o  resultado  da  parte  (a)  para  determinar  (3 
fluxo  dc 

F(jt,  y,  z)  =  jct  +  y  j  +  zk 
at  raves  de  a. 


25.  Seja  F  =  |jr  |  |s'r ,  ondc  r  =  vi  +  yj  +  zk  e  k  6  u ma  constanle.  (Note 
cjiie  se  k  =  -3,  isso  6  uni  campo  de  quadrado  inverse.)  Seja  a  a 
esfera  do  mioacenirada  n  a  on  gem  e  orientada  pelo  vetor  normal 
n  -  r/||r||  =  r/a  para  fora. 

(a)  Calcule  o  fluxo  de  F  atravris  de  a  sem  tazer  nenhuma  in- 
togragao.  [Sugestdo:  a  area  da  super  dote  de  Lima  os  i  era  de 
raio  a  6  4jra2.] 

(b)  Para  qua  I  valor  de  k  o  fluxo  6  inde  pendente  do  raio  da 
esfera? 

26.  Sejam 

Fix,  y,  z)  -  rt  .ri  +  (v/o)j  +  o"k 

e  (j  a  esfera  de  raio  1 ,  eeutrada  na  or i gem  e  orientada  para  fora. 
A  proximo  todos  os  valorcs  de  a  tais  que  o  fluxo  dc  ¥  at  raves  de 
a  seja  10. 


fc/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  16.6 


l.  (a)  ff  F  •  n  dS  (b)  4,t  2.  (a)  JJ 


j)  r  f)  j* 

F  ■  |  —  X  —  1  dA  (b)  0  i 


'*>// 


()u  dv 

ff  ft  n 

4.  o  volume  Ifquido  de  fluido  eruzando  u  no  sentido  positive  por  unidade  de  tempo. 


dA 


16.7  TEOREMA  DA  DIVERGENCIA 


Nesta  segno,  nos  ocuparemos  do  fluxo  at  raves  de  superficies  que ,  teds  coma  esferas, 
envofvem  ”  uma  regifio  do  e spa  go.  Most  ra  rein  os  que  o  fluxo  at  raves  de  tais  superficies  pode 
ser  exp  res  so  em  termos  da  divergencia  do  campo  veto  rial  e  usaremos  esse  resuitado  para 
faze  r  a  interpretagdo  ffsiea  do  c once  it o  de  divergencia. 


9  ORIENTAQAO  DE  SUPERFICIES  FECHADAS  LISAS  POR  PARTES 

Na  segao  anterior,  estudamos  o  fluxo  at  raves  tie  superficies  gerais.  Aqui,  vamos  nos  preoeu- 
par  cxelusivamente  com  superficies  que  sc  jam  fronteiras  dc  sol  id  os  iinitos  -  a  superffeie  dc 
uma  esfera  sdlida,  a  superffeie  dc  uma  caixa  solida  oti  a  superffeie  de  um  cilindro  sdlido,  por 
excmplo.  Tais  superficies  sfio  ditas  fechadas.  Uma  superffeie  fee  bad  a  pode  ou  nao  ser  lisa, 
mas  a  maioria  das  superficies  que  aparecem  nas  aplicagoes  geralmente  e  lisa  por  partes ; 
isto  6,  consistent  de  urn  numero  finite  dc  superficies  lisas  unidas  pelas  bordas  (uma  caixa, 
por  exemplo).  Limitaremos  nossa  discussao  a  superficies  lisas  por  partes  as  quais  possamos 
assoc iar  uma  orlentagao  para  dentro  (para  o  interior  do  solido)  e  uma  onentagdo  para  fora 
(saindo  do  interior).  E  muito  diffcil  tornar  esse  conceito  matematicamente  precise,  mas  a 
ideia  hasica  c  que  cada  parte  da  superffeie  e  orientavel  e  partes  orientadas  cncaixam-se  de  tat 
modo  que  pode  ser  determ inada  uma  orientagao  para  a  superffeie  inteira  (Figura  16.7.1 ). 


■  TEOREMA  DA  DIVERGEMCIA 

Na  Segao  16J,  defmimos  a  divergencia  dc  um  campo  vetor ial 

F(a\  v,  z)  =  fix,  y\  z) i  +  g(x,  y\  z) j  +  h(x,  y,  z) k 

co  mo 

div  F  =  —  +  —  +  — 
dx  dy  dz 


mas,  naqueia  ocasiao,  nao  temamos  dar  uma  explicagao  ffsiea  de  seu  signilicado,  O  resultado 
seguinte,  conhecido  coma  Teorema  da  Divergencia  ou  Teorema  de  Gauss,  vai  nos  forneeer 
uma  imerpreiagao  ffsiea  da  divergencia  no  eontexto  de  fluxos  lluidos. 
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16.7.1  tkorema  (Tea  rent  a  da  Diverge  ncia)  Sejti  G  am  so  lido  at  jo  superficie  a  e 
orient  ad  a  para  fora.  Se 

¥(x,  y\  z)  =f{ xt  y\  z) i  +  g(x,  y\  z)  j  +  h(x,  y7  z)k 

onde  /,  g  e  h  tern  derivadas  parciais  de  prime  ira  ordem  contimias  em  at  gum  con  junto 
aberto  con  ten  do  G.  e  se  n  for  o  vetor  normal  imitdrio  para  fora  de  a,  entdo 


*  ii  dS  = 


o 


div  F  dV 


Carl  Friedrich  Gauss  ( 3 777- 1855)  MatemSlicft  e  cien- 
tisia  alemSo.  Chamado  algumas  vezes  de  “principe  dos 
matemtfd cos' \  Gauss  6  classifieadcg  juntamenLe  com 
Newton  e  Arqulmedes,  como  uni  dos  tres  maiores  ma¬ 
ternal  i  cos  da  histbria,  Sen  pai  *  urn  trabui  had  or,  era  mu 
Ji  homem  rude  mas  honest  o  que  tcria  preterido  que  Gauss 
abragasse  uma  profissuo  comojardineiro  on  pedreiro;  mas  o  ge- 
nio  do  rapaz  na  Matematica  nao  pode  ria  ser  negado,  Em  tod  a  a 
Iiislbria  da  Miuem&tica,  nunca  houve  Lima  crianga  tao  precot:  e 
como  Gauss —  por  sua  propria  inidativa,  trabalhou  os  rudimen- 
tos  da  Ariimdica  antes  de  poder  fa  bin  Um  dia„  antes  que  iivesse 
completado  ties  anos,  seu  genio  torrscu-se  aparente  para  sens 
pais  de  um  mode  muito  comundenie,  Seu  pai  estava  prepatando 
a  folha  tie  pa ga memo  sem  anal  dos  trabalhadores  sob  sua  nespon- 
sabilidade,  cn quanto  o  garoto  observava  ealmamente  de  mm  can¬ 
to,  No  fim  dos  ca  leu  Jos  tangos  e  can  sari  vos,  Gauss  disse  a  seu  pai 
que  havia  um  erro  no  result  ado  e  deu  a  resposta  quo  ele  obtevc 
de  cabega,  Para  grande  surpresa  de  sens  pais,  a  verificagSo  dos 
cdlculos  moslrou  que  Gauss  eslava  eerio! 

Para  sua  educagiio  de  men  tar.  Gauss  Ibi  manic  ul  ado  inima 
escola  fraea  dirigida  por  um  homem  chamado  Blitiner,  cuja  princi¬ 
pal  tecnica  de  ensino  era  o  espancamento.  Btitlnei  tin  ha  por  habito 
passar  tangos  problemas  de  adigao  que,  descon  heci  dos  de  sc  us 
a  I  tmos,  eram  progressoes  aritmeticas  que  elc  resol  via  usando  for¬ 
mulas.  No  pH  me i ro  dia  que  Gauss  entrou.  na  aula  de  Aritmeliea, 
Ibi  pedido  aos  alunos  que  somassem  os  numeros  de  1  a  1 00,  Mas 
nem  hem  BiiUner  havia  terininado  de  enunctar  o  problema.  Gauss 
moslrou  sua  tons  a  e  exclamou  em  seu  dialeto  caniponSs  “Liggci 
se”  (Aqui  esia).  Por  quase  uma  hora  B tinner  filou  Gauss,  quo  fi- 
eou  sentado  com  os  dedos  entnelagados  enquanto  sens  colegas  se 
esfalfavam,  Quando  Biittner  exam i non  as  lousas  no  fim  da  aula,  a 
lousa  dc  Gauss  continha  um  ilnico  miinera,  5050  -  a  dnica  solugao 
conet  a  na  dasse,  Para  seu  credito,  Biittner  reconheceu  o  genio 
dc  Gauss  c  com  a  ajuda  dc  sett  assistente.  John  Bands,  lcvou-o 
aoconhecimenio  de  Karl  Wilhelm  Ferdinand,  Duque  de  Biunswi- 
ck.  O  rapax  if  mi  do  e  desajehado  que  tinha,  entao,  quator/e  anosT 
cattvou  dc  la!  mancira  o  Duque  que  elc  subsidiou  sous  estudos 
preparatbHos,  universitariose  o  infeio  de  sua  carrdra. 

Dc  1 795  a  I79H,  Gauss  estudou  Matematica  na  Universida- 
de  de  Gottingen,  recebendo  seu  diploma  "in  absentia"  da  Unlver- 
sidadedc  Hdmstadt,  Em  stia  dissenagao,  fez  a  primeira  demons- 
tragao  comp] eta  do  teorema  fundamental  da  Algebra,  que  diz  que 
eada  polinGmio  tern  liuitas  solugoes  quanto  seu  gram  Com  a  idade 
dc  19  anos.  resoheu  o  problema  que  aluidiu  Euclides,  tnscreven- 
do  um  poll  go  no  regular  dc  3  7  lados  mim  cfrailo  usando  regua  e 


compasso:  c  cm  1801.  com  a  idade  de  24  auos,  publicou  sua  pri- 
ineira  obra-pri  mat  Disquisitiones  Arithmebeae,  consider  ado  por 
niuitos  como  uma  das  mais  brilbantes  realizagoes  na  Matematica. 
Neste  livro.  Gauss  ststematizou  o  cstudo  da  teoria  dos  inimeros 
(propriedades  dos  inteiros)  e  formutou  os  conceitos  bdsicos  que 
const ituem  o  fundamento  dcsse  assume. 

No  mesmo  ano  cm  que  Disquisitioncs  Ibi  publicado*  Gauss 
aplicou  de  novo  sua  tenomena!  habilidade  de  catculode  mancira 
contundcnle.  O  aslronomo  Giuscppi  Piaz/.i  tin  ha  observado  o  as- 
terdide  Ceres  ao  Ion  go  de  1/40  de  sua  or  hi  la,  mas  perdeu-o  no  Sol, 
Usando  somente  Ires  observagoes  e  o  Linn5todo  dos  mfnimos  qua- 
drados",  que  tinha  desenvolvido  em  1 795,  Gauss  caloilou  a  brbita 
com  tal  precisao  que  os  astrbnomos  nao  tiveram  qualquer  dilicul- 
dade  em  recncontra-lo  no  anoseguinte.  Essa  realfzagao  trotixe-lhc 
reconbecimcnto  i  media  to  como  o  principal  rnatemitico  da  Europa 
c,  em  1807.  foi  nomeado  Professor  de  Astronomia  e  diefc  do  ob- 
servatbrio  astrondmteo  dc  Gottingen. 

Nos  a  nos  que  .sc  seguiram,  Gauss  rcvolucionou  a  MatemalE- 
ca  imroduzindo  padroes  tic  precisaoe  rigor  nunca  imagination  por 
sens  predecessores.  Elc  tinha  paixiio  pel  a  perfeigao,  que  o  3e\ou  a 
police  reirabalbar  seus  escritos,  em  vez  de  pub l i car  irabathos  mc- 
nos  elaborados  cm  maior  quantidade  -  seu  lema  lavorito  era  "Pan- 
ca,  sed  matura"  (Pouco,  mas  maduro).  Como  resultado,  muitas 
das  suas  descobertas  im  por  [antes  beam  in  escondidas  cm  diarios 
que  pcrtnafieccratn  sem  publicagao  durante  anos  apt5s  sua  mortc. 

Entre  a  mirfade  de  suas  rcalizagbes.  Gauss  descobriu  a 
curva  dc  Gauss  on  curva  em  forma  dc  sino,  fundamental  na  Pro- 
babiiidade,  fez  ;l  primeira  interpretagao  geometrica  dos  numeros 
complexes  c  cstabeleccu  seu  pa  pc  I  fundamental  na  Malcmfitica, 
desemolveu  metodos  de  caracterizagao  de  superficies  iiUrinseca- 
nicnte  por  meio  das  curvas  que  cl  as  content,  desenvolveu  a  teoria 
das  aplfcagoes  conformes  (que  preservam  angulo)  c  dcscobriu 
a  Geometria  nao-euclidiana  30  a  nos  antes  que  as  ideias  fosse  m 
publicadas  poroutros.  Na  Ffsica.  fez  contribuigoes  rclevantes  na 
teoria  das  Icnies  c  agao  capilar  c.  com  Wilhelm  Weber,  realizou 
trabalho  fundamental  em  eleimmagnetismo.  Gauss  in ventou  o  he- 
liotrdpio,  o  magnetometro  bifiiar  e  um  clctrotclcgrafo. 

Gauss  era  profunda mente  religiose  e  aristoemtieo  na  con- 
duta.  Dominava  lmguas  estrange iras  coni  fad  1  idade,  lia  extensiva- 
mente  e  gostava  dc  Mineralogia  e  Botaniea  como  bobby.  Detes- 
tava  lecionar  e  usual  men  te  era  frio  e  dc  sen  coraj  a  dor  com  outros 
matemdtieos,  possivdmentc  porqueja  havia  a ntecipadoo  trabalho 
deles,  Ja  foi  dito  que  se  Gauss  tivessc  puhlieado  todas  as  suns  dcs- 
coberlas,  o  estado  atual  da  Matematica  estai  ia  avangado  em  50 
a  nos.  Elc  foi.  sem  duvidm  o  maior  matematico  da  cm  moderna. 
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A  demonslragao  desse  Leorcma  para  urn  sdlido  gcral  G  e  muilo  diffcil  para  ser  upresen- 
tada  aqui.  No  entanlo,  podemos  fazer  a  prove  para  um  caso  especial  cm  quo  G  seja  simultu- 
neamenic  um  sdlido  xy  simples,  uni  sdlido yz  simples  c  urn  sdlido  simples  (ver lermmolo- 
gia  na  Figura  15*5.3  e  na  discussao  assoc iada). 


dem onstkac ao  A  Form  ula  ( 1 )  p ode  se  r  ex pressa  c  om  o 

Jj  [/(■*-  y.  z)i  +  s(*.  >\  £>j  +  h(x,  >’.  E)k]  ■  ndS  =  JjJ  ^  +  ~j\  dV 


ft 


porianLO,  6  suficiente  demonsirar  as  Ires  igualdades 


fj  go. y.zn-°dS  =  JJfaJLdV 


a 


SJ 


h  (x,  y,  z)k 


df 

dxdV 

(2a) 

M dV 

dy 

(2b) 

Mi 

dV 

Sz 

(2c) 

0 


Como  as  provas  para  as  Ires  igualdades  sao  analog  as,  demonstraremos  somente  a  tereeira. 

S  upon  ha  quo  G  ten  ha  superffde  superior  z  -  gq(x,  vX  super  fide  inferior  z  -  g\(xt  >')  e 
projegao  R  no  piano  at.  Denote  a  superffeie  inferior  por  rr|t  a  super  tide  superior  por  <r ^  e  a 
super  ffeie  lateral  por  oq  (Figura  16.7.2f/).  Sc  as  super  Tides  superior  e  inferior  so  intersect  am 
co mo  na  Figura  1 6.7.2/?,  entfio  nao  exisle  superffde  lateral  N ossa  demon  stragao  considera 
ambos  os  casos  most  rad  os  nessas  tig  eras, 

Tern  os,  pelo  Teorema  15.5.2,  que 

ff(irdV=ff\ ru^Y~dz  1 dA  =  ff  |W* >•  «)1  dA 

JJJ  oz  JJ  l  Jjtitej)  dz  }  J  J  L  J 


portanlo, 


JJJ  ^7  dV  -  j!  [h(x,  v,  g2(x,  >))  -  /;(.v,  v.  g i  (x.  y»l<M 

a  r 


(3) 


Em  seguida,  vamos  calcular  a  integral  de  super  Tide  dc  (2c)  integrando  separadamente 
em  cada  superffde  de  G.  Se  houver  uma  super  ffeie  lateral  entao  cm  eada  ponto  dessa  su¬ 
perffde  k  *  n  =  0,  visit)  que  n  €  horizontal  e  k  d  vertical-  A$simt 


IS 


h(x,  y,  z)k  *  ndS  =  0 


Portanlo,  independentemente  de  G  ter  ou  nao  uma  superffeie  lateral,  podemos  escrever 
j  j  /id,  vT  z)k  •  n  dS  =  jj  h  (x ,  y,  z)  k  *  n  dS  +  jj  h(x t  yt  z)  k  *  n  dS 


(4) 


CT| 


Na  super  ffeie  superior  <r2,  o  vetor  normal  externo  aponla  para  eima  e  na  super  ffeie  in¬ 
ferior  <rlT  o  vetor  normal  externo  aponta  para  baixo,  Assim,  as  Formulas  (12)  e  (13)  da  Scgao 
16.6  impJieam  que 

j I  h(x,  y,  z)k  •  ndS=  j j  h(x,  v,  g2(-t,  y))k  •  -  ~j|  +  kj  dA 


rr^ 


R 


jl  h(x,y,gi(x,y))dA 

'r 


(5) 
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c 


jj  h(x-  v.  ;)k  *  n  dS-  j j  h(x.  y,  gi(x.  y))k  •  fj^i  +  ^  j  - 

rt|  ft 

—  -  jj  h(x,  y.  gi(A,  y))dA 

ft 


k  dA 


Exptique  cormo  a  dedugao  de  (2c) 
deve  ser  modificada  para  fomecer 
uma  demonstragao  de  (2a)  ou  (2b). 


Substituindo  (5)  c  (6)  cm  (4)  e  combinando  os  tcrnios  num  unieo  sinal  do  integral,  obtemos 
jj  h  (a,  y,  z)k  •  n  dS  =  jj  \h(,x\  y,  g2(x,  y»  -  y,  gt  (a,  y))]  dA  (7) 

<T  ft 

A  equagao  cm  (2c)  segue  agora  de  (3)  e  (7}+  ■ 


Em  palavras,  o  Teorema  da  Divergence  afirma: 


Ofltt.ro  de  um  campo  veronal  a l raves  de  uma  mpeificle  fechada  com  orientagao  para 
fora  e  tgual  d  integral  hi  pi  a  da  dhergenaa  na  regido  emohida  pela  supetfickc 


Esse  1 1  li  x  o  e,  algumas  ve/es,  chain  ado  jfifoxo  de  said  a  at  raves  da  superffeie. 


■  USANDO  OTEOREMA  DA  DIVERGENCE  PARA  CALCULAR  O  FLUXO 

As  ve*es,  e  mats  fad  I  calcular  o  fluxo  alravtSs  de  uma  superffeie  fechada  usando  o  Teorema 
da  Divcrgeneia  do  quo  caiculando  a  integral  dc  fluxo  diretameme.  Issoe  ilustrado  noseguinte 
exemplo. 


>  Exemplo  1  Use  o  Teorema  da  Divcrgeneia  para  calcular  o  fluxo  dc  safdu  do  campo 
ve  tori  a  I  F(a\  y,  z)  -  rk  atiaves  da  esfera  x2  +  y~  +  z2  =  cf , 


Soluqdo  Seja  a  a  superffeie  esldrica  orientada  para  fora  e  G  a  regiao  envoi vida  por  da.  A 
divcrgeneia  do  campo  ve  tonal  e 


a  r  dz  i 
div  F  —  —  =  1 

Sz 


portanLo,  por  (1),  o  fluxo  at  raves  de  a  6 


c|>  —  j  j  F  •  ndS  —  jjj  dV  ™  volume  of  G  — 


a 


Note  como  esie  cdlculo  e  muilo  mais  simples  do  quo  o  do  Exemplo  1  da  Se^uo  16.6,  < 


O  Teorema  da  Divcrgeneia  <5,  geralmenlc,  o  rnctodo  escolhido  para  determinar  o  flu- 
xo  atraves  de  superficies  fechadas  lisas  por  partes  com  rnfdttplas  se^oes,  visto  que  elimina 
a  necessidade  de  calcular  integrals  separadas  para  cada  segao.  Isso  e  ilustrado  nos  Ires 
proximos  excmplos. 
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Figura  I  (>,7,3 


Seja  F(  r,  v,  z)  o  campo  velaria  l  tfo 
Exemplo  2.  Most  re  que  F  1  n  e  cons¬ 
tant  e  qm  cad  a  uma  das  so  is  faces 
do  cubo  na  Figura  16.7,3.  Use  essas 
contas  para  confirmar  o  resultado  no 
Exemplo  2. 


►  Exemplo  2  Use  o  Teorema  da  Diverges eia  puru  ealeular  o  Huxo  de  safda  do  campo 

vetorial  , 

F(x, yt  z)-2xi  +  3)-j  +  z"k 

alravds  do  cubo  unitMo  da  Figura  16.7.3. 

w 

Solu^do  Seja  a  a  superffcie  do  cubo  orientada  para  fora  e  G  a  regiao  envoi vida  por  elc.  A 
divergencia  do  campo  vetorial  e 

9  3  d  , 

div  ¥  =  —(2a)  +  —  Qy)  +  -(r)  =  5  +  2^ 
ox  dy  dz 

porlanto,  por  ( I  \  o  lluxo  a  l  raves  do  <r  e 

O  =  fj  F  *  n dS  =  ff[(5  +  2z)  dV  =  f  f  f  (5  +  2Z)  dzdydx 
J  J  J  J  J  Jo  Jo  Jo 

i  I 


=1 1  &+^d’d*=l  1 6dy<“= 6 


Figura  i  6.7.4 


►  Exemplo  3  Use  o  Tcorema  da  Divergencia  para  ealeular  o  lluxo  do  safda  do  campo 

vetorial  ,  ,  * 

F(x,  y,z}-  x  s  +  y  j  +  z  k 

a  I  raves  da  superffcie  da  regiao  comprcendida  polo  cilindro  circular  jc3+ va=9  e  os  pianos  z  =  0  e 
z  =  2  (Figura  16,7,4). 


S&luqdo  Seja  a  a  superffcie  orientada  para  fora  e  G  a  regiao  envoi  vida  por  ela.  A  divergen¬ 
ce  do  campo  vetorial  e 


■>, 


div  F  =  ~tC)  +  i-(>-3)  +  =  -V  +  -V  +  2; 

ox  dy 


a  2 


Figura  J  6.7.5 


porta nto,  por  (1),  o  lluxo  airaves  de  a  e 

<I>  =  jj  F  •  n  dS  =  jjl  (lv-2  +  3y2  +  2 z)  dV 


r2iz  />3  p2 

—  I  I  (3r2  +2z)rdzdr 
J o  Jo  Jo 


de 


=  f  I  [^lJZ  +  Z2r]Z  dr 
Jo  Jo 


de 


-ny 

-L 

-L 


ZT 


2tt 


+  4  r)drd0 


+  2r~  (id 


1 


d$  =  279tt  < 


Usamto  cooruJen.idas 
riliiidricfts 


►  Exemplo  4 

vetorial 


Use  o  Tcorema  da  Divergencia  para  ealeular  o  lluxo  de  safda  do  campo 

F(jc,v,  z)  =  Vi  +  Vj  +  r  k 


ai  raves  da  superffcie  da  regiao  comprcendida  pc  to  hemisferio  z 
z  =  0  (Figura  16.7.5). 


-  x2  -  y2  e  o  piano 
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A  Formula  (9),  atgumas  £  to- 
mada  como  a  cjefiniQgo  da  diverges 
cia.  Essa  e  uma  alternativa  uti!  p a  fa  a 
Definite  161-4,  porque  nao  requer 
um  sistema  de  coordemadas. 


Solugdo  Seja  a  a  super tTcie  orientada  para  fora  e  G  a  regiao  envoi  vkla  por  el  a,  A  diver- 
gfincia  do  campo  velorial  e 

div  F  =  -  (.r  )  +  f(y^)  -I-  ^-(r)  =  3jt  +  3_v2  +  3r 
Ox  a  v  oz 


portanto,  por  { 1 ),  o  fluxo  at  raves  de  o  6 

<P  =  ff  F  •  ndS  =  iff  Ox2  +  3y2  +  3r)  dV 


G 


(3 p2)p2  sen  <p  dp  d<p  dO 


p2tt  rx/2  p  if 

ip  Jo  Jo 

p2ti  rxf2  pa 

~  3  /  /  f  p4  sen  (p  dp  d $  d9 

Jo  Jo  Jo 


UsfifiJo  ooordtuadas 
esf^ricas 


r2*  rn  r  p%  t 
Jo  In  L  5 


—  3  /  /  I  sen  (p 

3^ 5 


a 


d<p  dO 


5 

3*5  ^ 


/  /  sc 

r/ti  JO 


Jp=Q 
sen  4}  d  t p  dO 


5 


[  [ — cos  ~  do 

Jo 


5  rht 


3a*  f 

"  ~  Jo 


6  iza 5 


««  = 

0  3 


■  A  DIVERGENCE  CONSIDERADA  COMO  DE1MSIDADE  DE  FLUXO 

0  Teorema  da  Divergence  ofereee  um  meio  de  interpretar  a  divcrgencia  dc  urn  campo  ve¬ 
to-rial  F,  Suponha  que  G  seja  uma  regiao  esferica  peep  uma  eentrada  no  porno  Frte  que  sua 
superffeie,  dc  not  ad  a  por  a(G),  seja  orientada  para  fora.  Denote  o  volume  da  regiao  por  vol(G) 
e  o  fluxo  de  F  at  raves  de  a(G)  por  <I>(G),  Sc  div  F  for  continua  cm  G\  entao,  atraves  da  regiao 
pequena  G,  o  valor  de  div  F  nao  varia  muito  dc  seu  valor  div  F  (Pu)  no  cenlro  e  €  ra/oavc  1 
aproximar  div  F  pela  constante  div  F  (Pn)  em  G.  Assim,  o  Teorema  da  Divcrgencia  implica 
que  o  fluxo  T(G)  de  F  atraves  de  cr(G)  pode  ser  aproximado  como 

4>{C)  =  jj  F  •  it  (IS  —  fff  div  F  dV  ^  div  F(PU)  j  j  j  dV  —  div  F(/J0)  voi(G) 
«><■')  a  a 

do  que  dccorre  a  aproximagao 


divF  (Pq) 


O(G) 


(8) 


vo  1(G) 

A  expressao  do  lado  dircito  do  (8)  e  chamada  densidade  de  fluxo  para  fora  de  F  atra¬ 
ves  de  G,  Se  agora  permiiirmos  que  o  raio  da  esfera  sc  aproxime  de  zero  |dc  modo  que  vol(G) 
tenda  para  zero],  emao  c  plausfvcl  que  o  erro  de  aproxiniagao  tenda  para  zero  e  a  divcrgencia 
de  F  no  ponto  If  seja  dada  exatamente  por 

0>(G) 


div  F(P0)  -  lim 

vo]fCf}->  o  vol(G) 


quo  pode  ser  express  a  como 


div  F{Po)  —  lim 


J 


volcO  \  —  0  VOl(G) 


//F- 


dS 


viG) 


(9) 
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a  t 


Qrientada 
para  dentro 


\ 


Figure  16,7,6 


Esse  limite,  q  ljc  c  chamado  densidade  de  fluxo  para  fora  de  F  em  Pi},  nos  dix  quo  mini  fluxo 
flit  Ufa  em  estado  estadondrioy  div  ¥  pode  ser  mterpretada  coma  o  fluxo  l unite  par  unidade  de 
volume  num  ponto.  Alem  disso,  Lemos  por  (8)  quo  para  uma  regiao  esferica  pequena  G  eentrada 
no  ponto  Piy  no  fiuxo,  o  fiuxo  de  safda  atravcs  da  superlTcie  de  G  pode  ser  aproximado  por 

<I>(G)  -  (div  F  (TV)  (vol  (G))  ( J 0) 


■  FONTES  EPOQOS 

Sc  Pn  for  uni  ponto  num  fluido  in  compressive]  no  qual  div  F  (P(J)  >  0,  segue  de  (8)  que 
{]>(G)  >  0  para  uma  esfera  G  sulTeientemente  pequena  eentrada  em  Pu.  Portanto*  ha  um  volume 
de  fluido  maior  saindo  at  raves  da  superffeie  do  que  entrando.  Mas  isso  so  pode  ocorrer  se 
houver  algum  ponto  no  interior  da  esfera  no  qua]  entra  fluido  no  fiuxo  a  parltr  de  uma  fonte 
externa  (digainos,  por  condensagao,  fusao  dc  um  soli  do,  ou  uma  reaqao  qufmica);  easo  con¬ 
tra  rio,  o  fiuxo  Ifquido  para  fora  at  raves  da  superffeie  resultaria  num  decrcsdmo  de  densidade 
no  interior  da  esfera,  conlradizendo  a  hipotese  de  hieompressibilidade.  De  mancira  analoga, 
sc  div  F  (Plt)  <  0,  haveria  um  ponto  no  interior  da  esfera  no  qual  estaria  saindo  fluido  do  fluxo 
(dig  am  os  por  evaporaqfto);  easo  coni  ratio  o  fiuxo  Ifquido  para  dentro  atraves  da  superffeie 
result  aria  num  aumento  de  densidade  no  interior  da  esfera.  Num  fluido  incompress  fvel.  os 
pontos  em  que  div  F  (Pj  >  0  sao  chaniados  fontes  e  os  pontos  em  que  div  F  (Pf ,}  <  0  sao  eha 
mados pogos  ou  sumidouros.  O  fluido  entra  no  fluxo  numa  fonte  e  6  drenado  num  poqo.  Num 
fluido  incompress fvel  sem  fontes  nem  poqos,  devemos  ter 


div  F  (P)  =  0 

em  eada  ponto  P.  Em  Hidrodin&mica,  essa  equagao  6  diamada  equagao  de  continnidade 
para fluidos  incompresstveis  e,  algumas  vezes,  e  usada  como  a  caractenstica  que  define  um 
11  u  i  do  i  neo  m p ress f ve  i , 


■  LEI  DE  GAUSS  PARA  CAMPOS  DE  QUADRADO  1NVERSO 


0  Teorema  da  Divergence  aplieado  a  campos  de  quadrado  in  verso  (ver  Definiqao  16,1.2) 
produz  um  resuitado  chamado  Lei  de  Gauss  para  Campos  de  Quadrado  hi  verso.  Esse  resul- 


tado  e  a  base  de  muitos  principles  imporlantes  da  Fisica. 


16/7.2  Uil  l)K  GACSS  PARA  CAMPOS  1>K  QUADRAIKJ  IKVKRSO  Se 


F(r}- 


c 


|[r[f 


for  um  campo  de  quadrado  in  verso  no  espago  tridimensional  c  se  a  for  uma  supertTcie 
orient  iivel  fee  ha  da  que  circunda  a  origem,  entao  o  fluxo  de  safda  de  F  atraves  de  <r& 


—  \Jj  Y  '  n  dS  —  4  tic 


(11) 


Grientada 
para  fora 


kr 


y 

-► 


Para  deduzir  esse  resuitado,  lembremos  que,  pel  a  Formula  (5)  da  Segao  16, 1 ,  F  pode  ser  ex- 
presso  cm  forma  de  componcntes  como 

c 


F(.v,  v,  z)  =  “ 


(A2  +  V 2  +  Z2)*2 


(xi  -f  y  j  +  zk) 


(12) 


Como  os  componcntes  dc  F  nao  sao  continues  na  or  i  gem.  nao  podemos  aplicar  o  Teo¬ 
rema  da  Divergencia  atravds  do  solido  envoi vido  por  a.  Entretanto,  podemos  contornar 
essa  dificutdade  construindo  uma  esfera  dc  raio  a  eentrada  na  origem,  na  qual  o  raio  c 
suiicientemente  pequeno  para  que  a  esfera  fique  inteiramente  dentro  da  regiao  envoi vida 
por  a  (Figura  16.7.6).  Denotaremos  a  superffeie  dcssa  esfera  por  a.r  O  solido  G  compreen- 
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dido  entre  ait  c  a  e  um  exemplo  de  sol i clo  tridimensional  coin  uma  “cavidude1'  interna.  Da 
mesma  maneira  que  pu  demos  ampliar  o  Teorema  de  Green  para  regiocs  multiplamentc 
conexas  no  piano  (regioes  com  buracos)t  tambdm  6  possfvel  ampliar  o  Teorema  da  Diver¬ 
gence  para  sulidos  do  espago  tridimensional  com  cavidades  in  tern  as,  desde  que  a  integral 
de  superfteie  do  teorema  abranja  toda  a  /route ira,  sendo  a  fronteira  externa  do  sdlido 
orient ada  para  fora  e  as  lronteiras  das  cavidades  orient adas  para  dentro.  Assim,  se  F  for 
o  campo  de  quadrado  inverso  cm  (12)  e  sc  af(  for  orientada  para  dentro,  enlao  o  Teorema 
da  Divergencia  da 


jjj  div  F dV  —  JJ  F  *  ndS  4-  J  j  V  -  ndS 


03) 


G 


n t 


Mas  tnostramos  no  Exemplo  5  da  Secao  16. 1  que  div  F  =  0,  de  modo  que  (13)  da 

ff  F  *  n  dS  =  -  ff  F  -  n  ciS 


(14) 


& 


C.H 


Podemos  calcular  a  integral  de  superf  feic  cm  <r.  expressando  o  imegrando  cm  terrnos  de 
eomponemes;  entretanto,  e  mats  fact!  deixarem  forma  vetoriaL  Em  cada  porno  da  esfera 
0  vetor  normal  unitario  n  aponta  para  dentro  ao  longo  de  um  raio  da  origem  e,  enlao, 
n  -  -r  /  ||rj|.  Assirn,  (14)  fornece 


Oc 


=  Ar(47rrr) 
a- 

—  4  itc 


A  integral  el  (iron  tie 
stiperfick  da  esfcra. 


que  esiabelece  (11). 


■  LEI  DE  GAUSS  NA  ELETROSTATICA 

Segue  do  Exemplo  i  da  Seqao  16. 1  com  q  —  I  que  uma  parlicula  isolada  carregada  com  uma 
carga  Q  local izada  na  origem  cria  um  campo  de  quadrado  inverso 


Q 

4jTeo||r|p  r 


no  qual  F(r)  e  a  forqa  el  Ulrica  exercidu  por  Q  numa  carga  positiva  unilaria  (q  -  1)  locali/ada 
no  porno  com  vetor  posi^ao  r.  Nesse  caso,  a  lei  de  Gauss  (1 6.7.2)  dix  que  o  fluxo  para  fora  4? 


atraves  dc  qualquer  supcrficie  orientavcl 


fechada  a  que  e  ire  unde  Q  e 


Esse  resultado,  que  e  chain  ado  Lei  de  Gauss  para  Campos  Etetricos,  pode  ser  estendido  para 
mais  dc  uma  carga.  E  uma  das  lets  fundamentals  cm  Eletricidade  e  Mag  net  ismo. 
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EXERCICIGS  DE  CGMPREENSAQ  16.7  (Verpggina  1173para  respostas.) 


1.  Sea  Gum  6 i  cu  a  u  erfciecrctd  rienta  a  ara  ra  e 

et  r  n  rma  iinkdri  ti  c  e  a  Fi  y\  z  um  cam  el  ria 

cu  a  un^oe  c  m  nente  tem  eri  a  a  arciai  e  rimdra 
r  em  e  mfuua  em  a  sum  e  n  uni  abert  ue  c  ntdrn  G 

e  rema  a  Di  erg£ncia  afirma  ueaintegra  e  u  er  trie _ 

_ e  a  Integra  tri  a _ Lem  me  m  a  r 

2.  flu  e  F  a\  \\  z  -Ai  +  jj  +  d  ara  raatra  e  e  mi  uer 

cub  unittfri  6  _ 

3.  Se  F  x,  j%  z  €  cam  e  e  ci  a  e  e  um  flu  flui  in 
c  tn  re  i  e  em  e  la  e  taci  nari  ,  enia  um  nt  em  ue 

i  F  <5  iti  e chant  a  e  eum  tit  em  uc 


i  F  6  negati  e  chama  e _  e  nag  a  ecu 

titiui  ace  um  flui  inc  m  re  \  e  all  rma  ue 


4,  Se 


l|rjpr 


i  um  cam  et  ria  e  ua  ra  in  er  e  c  <t  r  uma  u 
er  fcie  echa  a  rienta  e  ue  cireun  a  a  rigem,  enta  a  ei 

e  an  all  rma  ue  flu  am  ra  e  Fat  rad  e  a  e- _ 

_ _  P  r  tier  a  ,  e  a  na  circuit  a  a  rigem.  enta  cgue 

e  rema  a  Di  agenda  ue  flu  ara  ra  e  F  atra  e 
e  (re _ 


EXERCiCIOS  16,7 


CAS 


2k  a  6  a  ti  er  fcie  6  i 

be  mi 

z  —  v4r  —  x2  —  y2  e  abai 

e 

k  tr  e  a  \i  cr  fcie  6  i 

conic 

x *■  +  yl  e  z  =  1 

;;  +  2  k  a  u  er  icie 

6  i 

Z  =  2x  e  abai  e  arab  di  e 

1-4  erifl  ue  a  Fdrmu  a  1  e  rema  a  Di  ergSnetaea  cu  an 
a  Integra  e  u  er  fcie  e  a  imegra  tri  a 


1.  F  xy  y,  z  =  xi4yj4£k  erda  u  er  fcie  cub  irnita  e 

an  x  =  0.  x  =  I .  y  =  0vy  =  1 ,  z  =  0.  z  -  [ 

2.  F  a\  y,  z  -at  4-  yj  4  zk  or  d  a  u  er  fcie  e  erica  a-2  +  y!  +  z2  =  I 


3.  F a\  y,  z  =  2Lvs  -yj  4  z^k  a  u  er  fcie  or  £  arab  di 

■>  ■> 

e  z  =  x"  +  y'  turn  a  e 


2  ,  2  ^  T 

]  c  x  4  v  £  1  n 


an. 


I  =  1 


4.  F  jr,  y?  z  =  jryi  +  yzj  +  xgk  e?  d  a  u  er  fcie  cub  E 
mita  e  an  x  =  0.  x  =  2s  y  =  0,  y  =  2,  z  =  0, 


z  *=2 


enc  imita  acini  a 
an  jry 

F  v.  v.  -  =  A’i  +  y  j  - 
C  m  reon  i  i  z™ 


Z  —  X*  4  v' 


15,  F  x,  Vs  z  -.v  i  +x"yj  +  .vvk  a  6  a  u  critic  6 
r  z  ~  4  -  x\  y  +  z  =  5,  z  =  0  e  v  =  0 


mnta 


16-  Pr  e  ue  e  r  =  xi4yj  4  zk  ecr  ra  u  er  fcie  cum  di  G 
riema  r  et  re  n  miai  unitiiri  ara  ra,  enia 


5-15  e  e  rema  a  Di  ergencia  ara  enc  utrar  flu  e  F 

atra  €  a  u  cr  fcie  o  c  m  rienta^a  am  ra 


5.  F  a,  v.  z  =  a2  +  y  i  +  z'J  +  e  -  z  k  ore  a  it  er  icie  o  i 
rctangu  ar  imita  e  an  c  r  ena  e  an  x~$, 
y  -  1  e  z  -  2 

t  "1  ^  ■‘•j  T,  -J  ’j 

6.  F  Ay  Vs  z  =  z  i  -  aj  j  +  y  k  a  6  a  e  era  i  +  y"  +  z"  =  a~ 

7.  F  xt  Vs  Z  =  x  -  z  i  +  V  -  at  j  4  z  -  „V  k  CF  £  a  u  er  a 

r  a“  +  y  -  I  —  0  e 


cie 
z  =  I 


o  i  ci  in  nc  imita 


8,  ¥x,y\z  -xi  +  yj  +  £k  ore  a  u  er  icie  6i  imita  c 

arab  di  c  z-  I  -  .v3-y2e  an  xy 

9,  F  A's  Vs  z  =  jr'i  +  y'  j  +  Z  k  a  6  a  u  er  fcie  6  i  Ci  an  ric 

iiniia  r  a"  +  y2-  4,  £“0eS“3 

lfts  F  Ay  y,  ^  =  .ri  4yi4Ayj-  2a"  4  y  k  er  e  a  ti  er  fcie  teira 

c  r  rirneir  ctante  imita  r  a  4  v  4  c  =  1  e  an 

c  r  cna 

11.  FAyysZ  -  x'-e  i4  y'  4  cn  z  j+  z*-xy  k  a  e  a  u  cr  icic 


di  imita  acima  r  z  —  y/4  —  x2  —  y:  e  abai 
an  xy  [Sugestao:  u  e  c  r  cna  a  e  erica  J 


vol(G)  = 


-  // 


r  ■  n  dS 


& 


17, 


ti  e 

G  6 

C  I 

c  u  ta 

ra 

cam 

icie  or 

6  i 

e  z  =  4 

unic  cG 

E  erefei  1  ara  etcmiinar  flu  ara 
ria  FasV,  z  -at  4yj  4  ?k  atra  c  a  u  er 
m  ric  i mita  r  x~  +  4.v  4  v"  =  5.  ^  =  - 1 


ENFOCAMDO  CONCEITOS 


18-  Se  am  F  a,  v,  ^  =^i  4  bj  4ck  mn  cam  el  ria  c  n  tante 
c  or  a  u  er  fcie  e  lieu  6  i  G  e  e  rema  a  Di  er 

gencia  ara  m  trar  ue  flu  e  F  atra  e  ecrenu  Do 

Hm.-' 

uma  e  icaga  f  ica  in  rma  e  e  re  u  la 

19.  Enc  litre  nm  cam  et  ria  ¥x,y,z  ne  tenha 

a  i  ergenda  iti  a  em  t  nt 

b  i  ergencia  negati  a  em  l  nt 

20.  Em  ca  a  arte,  a  figma  a  eguir  m  tra  uma  cams  a  h  ri 
z  nta  cam  et  ria  e  uin  flu  flui  ,  na  ua  flu 

6  ara  e  a  an  xy  cm  ca  a  nt  e  e  i  enlic  em  ca  a 
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cam  a  ail  e,  6  in  e  en  ente  £  z  Parana  a  fin  ,  ue 
e  er  it  acerca  ina  a  i  ergencia  na  rigem  E 
i  lie  cn  rad  dm 


A  V 


y  ( 
X//  / 
///  / 


v 


\  \  %  N 

v  \  \\ 

\  \\\ 


\\ \  \ 

11// 

N\  \  \ 

t  /  /  / 

^  N  \  s 

i.  -H  "X.  ■. 

t  y  y  ^ 

^  **  / 

y  y  /  t 

X  \  X  \ 

//ft 

\  N  W 

///  / 

\  \  W 

x 

~v 


21*  SoaF.^y,  £  um  cam  cl  ria  na  nu  n  e  ag  iri  i 
men  i  3iii „  cu  a  ungoe  c  m  nentc  tem  cri  a  a  ar 
ciai  £  rimeira  r  cm  C  ruinua  hc  u  nha  uc  i  F  =  0 

cm  t  a  arte  Sea  r  ua  uere  era  n  e  ag  tii  imen 

i  na  ,e  i  uc  r  uee  i  teumainlini  a  e  e  nt  em 
cf  a  uai  F  6  tangente  I  e  era 

22*  re  u  fa  E:  crcfci  2)  ennanecera  er  a  eir  e -tr 

carm  ae  era  a  r  umcub  E  i  ue 


23.  IJ  rot  F  ♦  ndS  —  0  [Sugestao:  er  E  erdci  33,  Sega 


23-27  Pr  e  a  i  enit  a  e*  u  n  ue 

F,  <7  £  G 

ati  again  a 

hi  6te  e  e  reinu  a  Di  ergencia  c 

UC  l 

re  ui  it 

nece  &ri  e  i  erencinhi  i  a  e  ara 

a  ungoe 

/  v,  yt  z  e 

g  x,  y.  z  e  te  am  all  eit 

(T 


!  I  I 


-//  V/  •  ,ulS  =  jjj  V2fdV 


fT 


V2/:- 


32/  .  32/  . 


+ 


+ 


25.  1 1  t/y?)  •  nrfS  =  fff  (fV2g  +  Vf  ■  Vg)rfV 


fj 


f f  (fSg  -  gVf )  •  n  (is  =  fff  (fV2g  -  gV2f)  dv 

tr  G 

tr  uc  f  c  in  g  is  E  crcfci  25] 

7  V/  *  v  f/P  (v  um  vetor  tixado) 


21.  fj 

0;/n)  ■  yds  - 

{J 

28.  ( 

^  c  rema  a  Di 

iii 

ek  tai  ue 

a  re 


F(r)  = 


ati  aga  a  c  n  iga  i  F  =  0  uan  r  0 

[Suge  la  :  tn  ifi  ue  a  em  ti  traga  c  S I  | 

29-32  Determine  e  cam  et  ria  F  x,y,z  e  f  re  e  nte  e 
g  Se  nil  i\  ca  ize 

29.  F  x,  y*  z  -  y  +  z  i  “  vz  j  +  x~  en  v  k 
30*  F  a,  y*  z  =  Avt  -  xy j  +  y"k 

31,  F  a\  y,  z  =  x*i  +  y  j  +  r  k 

32,  F  x  >\  z  —  a  —  x  i  +  y3  —  y  j  +  z'’  -  z  k 


di  e 


cj  33. Se  a  a  a  u  cr  tcic  6  i  G  e  imita  c 

z  —  I  —  ,r  —  y"  e  an  4  =  0  c  um  S  ara  erEH 
car  a  Fornuj  a  I  e  rema  a  Di  ergencia  ara  cam 
et  ria 

2  -j  i 

F  .Vj  v,  z  -  O'  -  r  i  +  y"  -  _r  j  +  2.v  +  3^—1  k, 
ca  cu  an  a  iniegi'a  e  u  er  feiee  a  Integra  tri  a 


dx*  9v5  Bz1 


/  RESPOSTAS  DOS  EXERCfCIOS  DE  COMPREENSAO  16.7 


.  fj  F  •  n e/5 .  /Y |  div  FrfV  2. 


.1  3.  me  q  i  F  =  0  4.  4jtc;  0 


Cf 


1 6.8  TEOREIWA  DE  STOKES 


A''c.s7a  ,s’cgr7r;,  disc  u  tire  mo  s  unut  genemlizd^ao  do  Teorema  de  Green  para  tres  dimensaes 
que  tem  aplica0es  important  e$  no  esfudo  dos  campos  veto  rials,  part  iatlarme  nte  na  an  at  he 
do  movhnento  de  rotagdo  dos  jit  ados.  Esse  teorema  tamhem  vaifornecer  uma  interpretaedo 
ffsica  do  rotac tonal  de  um  campo  vetorial 


■  ORIEMTAQAO  RELATIVA  DE  CURVAS  E  SUPERFICIES 

c  ta  ega  ,  n  cu  arem  c  u  er  fcic  rienta  a  e  ag  tri  imen  i  na  imita  a 

rcur  a  aram&rica  echa  a  im  e  Figura  l  8  1^  Se<7  runia  u  er  icie  rienta  a 
imita  a  r  uma  cur  a  arametriea  ccha  a  Sm  e  Ccntii  ha  ua  re  agoe  i  ei  entre 
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a  rientagoe  eae  C,  Lie  cm  er  e  erita  c  in  egue  magine  unia  e  a  an  an 

a  ng  a  cur  a  C,  e  m  ua  calxiga  n  cnti  a  rientaga  c  nr  Diz  c  ue  a  c  a 

c  ta  an  an  n  sentido positive  eCreati  a  rientaga  e<7,  ca  u  ci  iciec  ti  era  ua 
e  uer  a  Figura  1  8  \b  e  ue  a  e  ae  Ui  an  an  n  sentido  negativo  e  C  re  ali  a 
rientaga  eat  ea  u  crfciec  li  era  ua  ireiia  Figura  1  8  1c  cnti  itt  cC 
c  labc  ccc  uma  rc  agfi  e  ma  ireiia  entm  a  ricn  lagoe  cacC,  uc  ignition  ue  c 
c  a  ma  ireiiaeti  erem  cur  a  na  iregil  ill  a  c  C,  cnla  egara  ntaril 
a  r  ima  amenie  na  irega  a  rientaga  e  a 


A  superficie  orienladaa  e 
l  i  mi  tad  a  pels  curva  techada 
simples  c 


a 

Figura  148 J 


Sentido  positive  de  C  em 
re  lag  So  a  orientate  de  <r 


b 


Sentido  negative  de  C  em 
relate  &  oriental o  de  tj . 


c 


H  TEOREMA  DE  STOKES 

a  Sega  I  3 ,  efinim  r  laci  na  e  um  cam  el  ria 


ma  na  tentain  ar  uma  e  icaga  i  ica  cu  ignifica  na  uc  a  ca  ia  eguinte 
rc  u  ta  ,  c  nhcci  e  m  Teorema  de  Stokes,  n  rnece  uma  inter  retaga  f  ica  r  la 
ci  na  n  c  nte  t  e  ilu  flui 


1 1  TEOREM A  { Teorema  de  Stokes }  Seja  a  it  ma  sit perfici e  o  h e n  tada  lisa  par  pa  r- 
tes  l ion  tad  a  par  uma  curva  C  lisa  par  partes,  fechada,  simples  e  com  orientagao  positiva 
Se  os  componemes  do  campo  veto  rut  l 


Ffo  >\  z  =  fix.  v,  z  i  +  gix,  y\  z  j  +  h(x.  \\  z  k 

forem  conthutos  e  tiverem  derivadas  parctais  de  primeim  ordern  cant  bums  cm  algum 
con]  unto  aberto  contendo  a  e  se  T  for  o  vetor  mngente  uni  ratio  a  C  an  do 


F  -  T  ds  = 


(rot  F)  *  ndS 


r  a  e  e  te  rema  c  la  a  6m  e  c  e  le  i  r  ,  riant  ca  izarem  menle  ua 


a  icagoe 
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Lembre  e  a  Ftirmu  a  30  e  34  a  Segl  I  2  na  uai  a  iniegra  a  e  uer 

e  2  re  re  cnia  iraba  h  rca  iza  c  cam  cl  ria  F  numa  artfeu  a  uc  ere  rrc  a 

cur  a  C  P  riant  ,  num  ra  ea  i  re,  e  rerna  e  St  ke  iz: 


O  trabaiho  realizado  por  am  campo  de  formas  que  percorre  no  sen!  (do  positive  uma  curva 
C  lisa  por  pa  ties,  fechada  e  simples,  pode  sen  obtido  integwndo  o  componente  normal  do 
rotacional  numa  superficie  orientada  a  limitada  por  C 


■  USANDO  OTEOREMA  DE  STOKES  PARA  CALCULARTRABALHO 

Para  fin  e  ca  cu  6,  cm  gera  *  re  erf  e  u  ar  a  F6rmu  a  30  a  Sega  I  2  ara  rcc  ere  er 
a  onnu  a  e  rema  c  St  kc  c  m 


17 


(rot  F)  *  ndS 


3 


e  rema  c  St  ke  6*  gera  rncnic,  a  a  icrnaii  a  re  eri  a  ara  cacu  ar  iraba  h  a 
ng  c  cur  a  i  a  r  arte  c  m  egoe  mu  ti  a  ,  uma  ez  ue  e  imina  a  nece  \  a  e  e 
ca  cu  ar  uma  integra  c  ara  a  ara  ca  a  eca  c  i  u  tra  n  e  cm 


eguinte 


►  Exemplo  1  a  cu  e  traba  h  rca  iza  c  cam  et  ria 

F(x„  y*  z  —  r  i  +  4xvj  +  y'rk 

numa  articu  a  ue  ere  rre  reiangu  Cn  an  z~y,  m  tra  naFigural  8  2 
Solugdo  traba  h  rea  iza  e  cam  e 


Etureiant  ,  ara  ca  cu  aiL  e  a  iniegra  iretamente  eriam 
ara  a  ,  uma  ara  ca  a  a  rciangu  Em  ez  i 
e  re  ar  iraba  h  c  m  uma  integra  e  u  er  feie 


nece  aria  uatr  iniegra goe 
f  am  u  ar  a  Fontru  a  3 


e 

ara 


n  dS 


George  Gabriel  Stokes  (1819  -  1903}  atematic  e  l 
ic  iran  e  a  ci  emSkreen*  ran  a,  St  ke  ei  e 

■pr 

uma  amf  ia  e  raf/e  r  un  a  na  gre  a  a  r  an  a  Seu 

ai  era  ar  c  ,  ua  mae  era  li  ha  e  um  dr  c  e  tra  e 

k  eu  irrna  receberam  r  en  agra  a  ecebeu  uae  u 
caga  e  cmentar  c  eu  ai  c  e  tim  c  criturari  ar  uia 
ea  Em  1837*  entr  u  na  ni  er  i  a  e  e  Pern  hr  ke  e>  e  t 
rmar  e  c  in  h  nraria  ,  accil  u  urn  carg  na  acu  a  e  Em 

547,  i  n  mea  r  e  r  uca  ian  e  atcm&tica  em  am 

i  <ie,  icS  ue  d  ha  ia  i  cu  a  a  r  aac  e  \  n,  in  a 


ue  ha  ia  er  i  eu  re  lid  a  ne  an  Em  htn  e  e 


ua  rea  izagoe  ,  Si  ke  acab  u  re  lauran  a  igft  ft  eminen 
cia  ue  tc  e  um  ia  tie  izmeme.  car*  aga  a  mint  uc  c 
St  kc  in  e  rga  a  eci  nar  na  E  c  a  e  ina  em 

uramea  cca  a  el850,  ara  u  ementar  uareedia 

St  ke  i  um  muit  eienti  la  e  e  ta  ue  ecu 


ucau  ua  tar  a  ciencia  i  ica  ara  uma  ireca  mai 
em  frica  E  tu  u  i  tematicamente  hi  r  in  arnica,  e  a  lid  a  e 
6  i  *  c  m  rtament  a  n  a  em  6  i  e  a  lie  e  t 
raga  a  uz  Para  Si  ke  .a  atemitica  era  uma  enamema  ara 
eu  c  tn  l  ic  E  ere  eu  a  rug  ca  ic  bre  m  iment 
e  llui  i  c  tie  abriram  a  m  agoe  a  i  r  inamica 
m  erna  a  er  eig  u  a  te  ria  a  n  a  e  uz  e  e  ere  cu  artig 
bre  ariagfi  gra  itaci  na  ue  etabeecemc  m  um  un  a  r 
a  e  6  ia  in  cina 

Si  ke  i  h  menagea  n  eu  u  tim  an  c  m  grau  , 
me  a  ha  e  artici  ag<3e  em  cie  a  e  e  irangeira  Em  1889, 
recebeit  tftu  e  n  bra  Durante  t  a  ua  i  a,  e  e  e  ic  u  ge 
ncr  amente  eu  tem  ara  cic  a  c  eru  it  a  e  an  i  ia  a  ime 

iatamente  a  ue  e  ue  r  cuni  am  ua  a  u  a  ara  re  er  r 
b  ema  Era  r  un  amente  re  igi  e  re  cu  a  c  m  a  re  aga 
entre  ci£ncia  e  re  igi  a 
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Explique  como  o  resultado  no  Exern- 
plo  1  mostra  qua  o  cainpo  de  torgas 
dado  nao  e  conservative?. 


A  ‘ 

z  =  4  -  x2  -  v2 


Figura  16,8.3 


na  ua  e  c  hem  uma  riemagS  para  baixo  ara  a  u  er  icie  ana  a  en  i  a 
fim  ci  mar  a  tiemaga  eC  ili  a,  e  m  re  ueri  e  e  rema  cSt  ke 
m  a  u  er  fcie  a  tern  re  uaga  z  =  y  e 


r  C\  a 


rot  F  = 


i 

d 


J 

a 


k 

a 


<)  y  Bz 
x2  4xv3  jtv2 


=  Iryi  -  y“  j  +  4_y3k 


egue  a  Formu  a  13  a  Sega  \  ,  c  m  r  tF  uh  tituin  F,  tie 


- li 


W-  II  (rot  F)  -  ndS  = 


jj  (rot  F)  *  ( “^i  +  —  j  “  k  )  dA 


i)x  By 


R 


jj  (2.x  v i  —  v '  j  +  4y^k)  *  (Oi  -f-  j  —  k)  dA 


R 


=  f  4/ 

J o  Jo 


)  dy  dx 


'o  JO 
i  r»3 


-jUH> 

=  -  [  90  dx  =  —90  ^ 
Jo 


Exemplo  2  erih  ue  e  rema  e  St  ke  ara  cam  el  ria  F{aj,  yt  z  = 


2zi  +  3xj  +  5yk,  e  n  i  eran  ue  a  e  a  a  rga 


6\  e  z  =  4  -  x  -  v  ara 


ua  z  >  0  c  m  riemaga  ara  eima  e  ue  C  e  a  circu  r  +  y‘  “4c  m  rientaga 
in  a  uc  rmaa  r  nteira  c  an  an  xy  Figura  1  8  3 


Sohigao  am  crificar  a  Formu  a  3  m  <r6  ricnta  a  ara  cimat  a  rientaga  i 

Li  a  e  C  6  anii  h  r<5riat  han  n  ei  z  iLi  ecima  ara  ha  i  De  cm  ,C  e 
erre  re  enta  a  arameirieamenie  c  m  rientaga  iti  a  r 


L  g  , 


x  =  2  e  r,  y  =  2  enf,  z  =  0  0  <  t  <  lit 


j  F  *  dr  —  j  2 z 

-i 

-L 


dx  +  3x  d  y  4-  5  y  d  z 


[0  +  (6  cos  t)  (2  cos  0  +  0]  dt 


2  cos2 1  dt 


■»[ 


1  1 

-t  +  -  sen  2 1 

j_ i 


lx 


—  \2n 


Jo 


Paracacuar  a  ireit  c  3  ,c  mcgam  eterminan  r  tF  bteni 


roL  F  = 


1  j  k 

3  B  B 

Bx  By  Bz 

2  z  3x  5  y 


=  5i  +  2j  +  3k 
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Como  o  e  orientada  para  dma  e  e  expressa  na  forma  z  =  g(x,  y)  =  4  -  x  -  y\  temos,  peia 
Formula  (12)  da  Se^Tio  16.6,  com  rot  F  substituindo  Ft  quo 


// 


(rm  F)  ■  ndS  = 


- 


(mi  F) 


V  3a- 


a  ?  S'7 


n 


R 


-  //  «51 + 2J 


i-^j  +  k  dA 

OX  a  v 


+  3k)  *  (2xi  +  2yj  +  k)dA 


R 


=  Ij  (10.V  +  4y  +  3)  it  A 

R 


( I  O  cos  0  -r  4r  sen  B  +  3)r  dr  dO 


4 /-*  3  r 

cos  0  +  sen  &  +  — 


-n 

-rw 

f2*  /80  32  \ 

—  I  I  —  cos  $  H-  —  sen  <9  4-  6  J  d0 

f* 

=  12* 

Jo 


</0 


,80  .32 

=  |  —  sen  0  —  —  cos  0  +  60 


Como  d  assegurado  pek>  Teorema  de  Stokes,  o  valor  dessa  integral  de  super iTcie  e  o  niesmo 
quo  o  valor  da  integral  de  I  inha  obtido  anteriormente,  Observe,  porem,  que  o  calculo  da  inte¬ 
gral  de  I  inha  foi  mu  i  s  simples  e,  porta  nto,  scria  o  mcUxla  escolhido  nesse  caso,  M 


Observe  que  ns  Fdrmufa  [3)  a  unica  reiaqao  necessiria  entre  n  e  c  6  que  C  seja  a  fronteim  de  a  e  que  C  seja  orien- 
tada  positivamenie  em  relate  £  orfentapao  de  «■.  Porlento,  se  <r,  e  o2  forem  superficies  com  orientates  diferentes, 
masque  ten  ham  a  m&sma  curva  de  fronteira  ccom  ariontap&o  positive,  ent&o  per  (5)  temos  que 


rot  F  ■  n  f is  = 


Vl 


rot  F  -  n  dS 


For  exempJo,  a  superficie  parabdlica  do  Exempfo  2  tem  a  mesma  ffonteira  C com  orientacao  positiva  que  o  disco 
R  da  Figura  16.8.3  com  orientapao  para  cinna.  Dessa  forma,  o  valor  da  integraf  de  superficie  daquefe  exempto  nita 
mudarfa  se  n  fosse  subsiitwda  por  R  (ou  por  qualquer  outra  superficie  orientada  que  tenha  o  circulo  Corientado 
positiva  mente  como  sua  fronteira).  Isso  pode  ser  convenienle  nos  c3 1  colas-  porque,  algumas  vezes,  4  possivel 
evitar  uma  inleg  ragaodif  foil  mudando  a  superficie  de  integrated. 


■  RELA<?AO  ENTRE  OSTEGREMAS  DE  GREEN  E  DE  STOKES 

As  vezes,  6  conveniente  considerar  urn  campo  vetorial 

F(x,  y)  =  fix,  y)i  +  g(x,  y)j 

do  espaco  bid i mens ional  como  urn  campo  vetorial  do  espago  tridimensional  expressando- 


o  como 


F(.M',  z)  =  f{x,  y)i  +  gfa  y)j  +  Ok 


(5) 


Sc  R  for  lima  regiao  do  platio  xy  envoi  vida  por  unuicurva  Cs  lisa  por  partes,  fcdiada  c  simples, 
entao  podemos  considerar  R  como  uma  super Ifcie  plana  e  tratar  a  integral  de  superficie  em  R 
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coma  uma  integral  dupla  ordinal  ia  cm  R.  Porianio,  se  orienlarmos  R  para  cima  e  C  no  sentido 
anii-horario  olhando  para  baixo  do  eixo  z  positive,  entao  a  Formula  (3)  aplieada  a  (5)  resulta cm 


Mas 


rot  F  = 


i 

3 

3a 

f 


J 

d 

oV 

g 


P'^-II 


rot  F  ■  k  dA 


R 


k 

d_ 

Oz 

0 


a*.  V., 

,  4.  + 

OZ  OZ 


Bg  __  V 
6y 


(6) 


la.r  3y  J 


vis  to  que  %/3z  =  dffdz  =  0,  Substituindo  essa  ex  press ao  em  (6)  e  expressando  as  integrals  em 
fungao  dos  com  pone  ntes,  obtemos 


f  dx  +  g  dy 


que  e  O  Tcorenia  dc  Green  [Formula  ( I )  da  SeQuO  16*4].  Most  ram  os,  pois*  quo  o  Tea  re  in  a  de 
Green  pode  ser  con  side  rado  como  uni  caso  especial  do  Teorcma  de  Stokes. 


■  O  ROTACIONAL  CONSIDERADO  COMO  CIRCULAQAO 

O  Teorema  de  Stokes  fornece  um  meio  de  inierpretar  o  rotacional  de  um  campo  veto  rial  F 
no  come  x  to  dc  fluxo  fluido.  Para  ver  isso,  con  side  re  que  <ra  seja  um  pequeno  disco  oriemado 
de  raio  a  com  centre  mini  porno  P(i  de  um  fluxo  fluido  em  estado  estacionilrio  e  seja  n  um 
vetor  normal  unitario  no  centro  do  disco  que  aponta  no  sentido  da  orientagao.  Vamos  supor 
que  o  fluxo  do  hquido  que  passa  pelo  disco  la/  com  que  ele  gire  em  torno  do  eixo  dado  por 
n  e  vamos  tentnr  determinar  a  diregao  dc  n  que  produza  a  taxa  maxima  de  rotagao  no  sentido 
positive  da  curva  de  fronteira  Crf  (Figura  16.8.4).  Por  conveni^ncia,  vamos  denotar  a  area  do 
disco  o([  por  A{ot)\  on  seja,  A(<yJ  -  jzu2. 

Sc  a  diregao  de  n  for  fixada,  emao  em  cada  porno  de  C,  o  unico  componente  de  F  que 
contribui  para  a  rotagao  do  disco  cm  torno  dc  nco  componente  F  *  T  tangente  a  Cfi  (Figura 
16.8.5).  Desse  modo,  para  um  n  frxado,  a  integral 


i 

dc. 


F  -  T  ds 


(7) 


podc  scr  considerada  como  uma  medida  da  icndencia  do  fluido  fuir  no  sentido  positive  ao  Ion- 
go  de  Cr  Como  consequencia.  a  integral  (7)  6  denominada  circulaqdo  de  F  ao  longo  de  Ca , 
Por  exemplo,  no  caso  ext  re  mo  cm  que  o  fluxo  c  normal  ao  cfrculo  cm  cada  ponto,  a  circulagao 
cm  torno  dc  Ctl  6  nula*  visto  que  F  *  T  =  0  em  cada  porno.  Quanto  mais  F  alinhar-se  com  T  ao 
longo  do  cfrculo,  tan  to  maior  sera  o  valor  de  F  *  T  e  maior  o  valor  da  circulagao. 

Para  vci  a  relugao  entre  circulagao  c  rotacional,  suponha  que  rot  F  seja  continue  cm  uai 
dc  modo  que  quando  ati  for  pequeno  o  valor  dc  rot  F  cm  cada  ponlo  dc  au  rtao  difcrc  muilo 
do  valor  dc  rot  F  (P0)  no  centro.  Portunto,  para  um  disco  pequeno  ua  c  razoavel  supor  que 
rot  F  tenha  o  valor  const  ante  dc  rot  F(Pn)  cm  or  Alcm  disso,  como  a  supcrffcic  oti  6  plana,  os 
vc  tores  nor  mais  unitar  ios  que  orient  am  sao  todos  iguais.  Assim*  a  quant  idadc  vetorial  n  da 
Formula  (3)  pode  scr  tratada  como  uma  constants  c  podemos  escrcvcr 


i 


F  *  T  ds 


-II 


(rot  F)  *  ndS  ™  rot  F ( / 


dS 


rs.. 


c$,  ■ 


onde  a  integral  de  tinhae  tomada  no  sentido  positive  dc  C,.  Mas  a  ultima  integral  dupla  nessa 
cquagao  representa  a  area  de  supcrffcic  dc  ont  por  tan  to 


f 


F  *  T ds  pk  |  rot  F(/Jo)  *  n|/H^() 
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a  ua  btcm 


r  t  F  (  Pq)  -  it 


1 

M&a) 


F  -  Jets 


8 


A  Formula  (9)  e  tofnada.  as  vezes, 
cotno  a  definipao  do  rotational.  Essa 
euma  alternariva  util  para  a  Detinicao 
16.1=5,  porque  nao  requer  um  siste- 
ma  de  coordenadas. 


uanti  a  e  n  a  ire  it  e  8  6  en  mina  a  densidade  de  circulaqdo  de  F  ao  Ion  go 

de  Cd  Sc  ermitirm  *  ug  ra*  ue  mi  i  c  ten  a  ara  zer  c  m  n  fi  ,  cut  a  e 
au  t  e  ue  err  car  imaga  ten  a  ara  zer  e  a  re  at  e  r  t  F  P,,  *  it  ea 
a  r 


rot  F(Pq)  ■  n  =  Hm  — — 

a  ■-'*  o  a  } 


F  j  T  ds 


9 


rot  F  P<} 


]^E|>ura  16,8*6 


ham  am  r  tF  PVf  -  n  e  densidade  dr  circulaqdo  de  F  eni  Pu  no  sentido  de  n  E  a  nan 
li  a  clem  eu  a  r ma  im  uan  ne  ta na me  ma  irega  e  enti  er  tF  Pn  i  n 
iz  ne  em  cada  panto  de  am  ftitxo  ftuido  em  e  si  ado  estaciondrio  a  densidade  de  circidagao 
rndxirm  acorn  na  dlreqdo  do  rotational  Fi  icameme  i  ignifica  uc  c  iuna  e  uena 
r  a  Yigua  r  imer  a  num  Hui  e  m  uc  i  6  e  a  at  enia  a  a  giram 

mat  ra  i  artiente  uan  et  e  ti  era  inha  c  ni  r  tF  PfJ  Figura  1  8  Sc  r  tF  =  0 
ern  ca  a  nl  a  regia  ,  emu  iz  C  ue  F  6  irrotackmal  na  ue  a  regia  ,uma  ez  uena 
c  rre  cireu  aga  em  i  rn  e  ua  uer  ni  a  regia 


EXERCiGIOS  DE  COMPREENSAO  16.8  (Verpdgina  1 181  para  respostas.) 


1*  Se  a  er  uina  u  er  foie  i  a  t  arte  ,  rienia  a,  cu  a  i  ntdra 

e  uni  a  cur  a  i  a  r  arte  C,  ectia  a  e  im  e  ,  c  m  rien 
iaga  iti  a  $e  a  ungGe  c  m  nente  cam  et  iia 

F  a,  y,  z  tern  eri  a  a  ardai  e  rimeira  r  em  c  ntfnua 
em  a  gum c  n  unt  abert  c  men  cfc  eT  r  ct  rtangen 
teunitari  aCenta  e  rema  e  St  ke  alinna  uc  a  integra 

e  in  ha  _  _ e  a  Integra  e  U  er  feie  a 

iguai 


2.  tram  n  E  em  2  ue  cam  cl  rla 


F  x>  y.z  =  2zi  +  3aj  +  5yk 


ati  az  a  e  uaca  r  t  F  -  5i  +■  2j  +  3k  Segue  e  rema  e 
Si  kc  uc  e  C  r  ua  tier  circu  e  rai  a  n  an  xy 
rienia  n  enti  anti  h  ran  uan  i  {  ei  Z  iti 


.  enlii 


F  -  T  ds  = 


n  e  T  en  ta  et  i  tangente  tinitari  a  C 


a 


b 


Se  e  <j1  rem  ua  u  er  feie  rienia  a  ue  tem  a 
me  ma  cur  a  e  r  ntdra  C  rienia  a  ili  ameme  e 
e  cam  et  ria  F  x,  \\  z  tern  cri  a  a  arciai  c 
rimeira  r  em  c  ntfnua  em  a  gum  c  n  unt  abert 
e  men  ul  e  &2,  enta  egue  o  rema  e  Si  ke  ue 

a  integra i  e  u  er  tcic  _ c _ _ a 

iguai 


Se  am  F  .v,  y,  z 
e  a  a  arte 
c  in  rientaga 
guc  ue 


—  2zi  +  3aj  +  5vk,  a  urn  ntjivter  iti 
arab  6i  e  c  —  er  —  x2  —  y2  e  m  z  >  0 
ara  ci  in  a  an  a  e  E  ere  id  2,  e 


(rot  F)  *  ti  dS  — 


tr 


4,  Para  urn  flu  em  e  ta  e  taci  nfiri  t  a  eni  a  e  e  circu 

aga  ma  ima  c  rre  na  irega  e  enti  _ _ 

cam  e  e  ci  a  e  flu 


EXERCICIOS  16.8  0  CAS 


1-4  erifi  ue  a  Formti  a  2  c  rema  e  St  ke  ca  cu  an  a 
integra  e  inhae  a  integra  u  a  Su  nha  ue  a  u  erfcieienha 
rienmga  aradma 


F  x, y,  z  =  x - y  i  +  y - z  j  +  z-xk  o €  a  rga  an 
x  -f  v  4-  z  —  i  n  rimeir  ctarite 


2*  F  x,  y,  z  =  .di  +  y  j  +  zlk  &  6  a  rga  c  ne  z  =  -Jx2  +  y- 
ahai  an  z  =  1 

3.  F  x *  ir,  z  =  jri  +  y  j  +  zk  a  e  hemi  eri  u  eri  r 
z  =  v/V^2  -  .V2  -  y2 

4.  F  .jt,  y,  z  =  z  -  y  i  +  z  +  x  j  —  r  +  y  k  cf  a  i  ga  ara 
b  6i  e  z  =  9  -  x2  -  v3  adma  an  .ry 
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5-1 2  U se  o  Teorcma  do  Stokes  para  calcular 


F  ■  dr. 


F(x.  y,  z)  -  z'i  +  2\;j  -  vk;  C  6  o  circulo  x£  +  y’  -  I  no  piano  xy 
com  orientate  anti-horaria  olhnndo  no  eixo  z  posit ivo  dc  cima 
para  baixo, 


6. 


E(x,  y,  z)  =  xzi  +  3xVj  +  vxk:  C  6  o  reiangulo  no  piano  z  =  y 
mostrado  na  Figura  1 6.8.2. 


7.  F(a\  y,  z)  =  3d  +  4v  j  +  2yk:  C  c  a  fronteira  do  paraboloids 
mosirado  na  Figura  16,8,3, 

8.  F(x\  Vs  z)  —  -3v  i  +  4zj  +  6xk;  C  e  o  triangulo  no  piano 
z  —  \y  de  vertices  (2,  0,  0),  (0,  2.  1)  c  (0,  0,  0).  com  orieu- 
tagao  anti-hor&ria  olhando  no  eixo  z  posit ivo  de  cima  para 
baixo. 


t§ 

9.  F(x.  y,  z)  =  xyi  +  x'j  +  <yk;  C  €  a  intersegao  do  paraboldide 
z  ~  x  +  y1  e  o  piano  z  =  y  com  orientagfio  anii-hordria  olhan- 
do  no  eixo  z  posiltvo  de  cima  para  baixo, 

10.  F(.v,  y.  z)  =  xy\  +  yz  j  +  zx  k;  C  d  o  triiingulo  no  piano  x  +  y  +  z=  I 
do  vertices  ( U  0,  0),  (0.  1 , 0)  o  (0, 0,  i)T  com  orientagao  anli-hora- 
ria  olhando  do  prime!  ro  octante  para  a  origem, 

1 1 .  F(x,  y\  z)  -  (x  -  v)i  +  (y  -  z )j  +  (z  -  x)k;  C  6  0  Cm  eulo  x1  +■  /  = 
a2  no  piano  xy  com  oriemagao  anti-horaria  olbando  no  eixo  z 
positive  dc  cima  para  baixo. 

12.  F(jc.  v,  z)  -  iz  +  sen  x)i  +  ix  +  y“)j  +  (y  +  e‘)k;  C  e  a  interse- 
gao  da  ester  a  x"  +  y"  +  z*  -  1  e  do  cone  Z  —  \fx2  +  )-2  com 
oriental  ao  anti-horaria  othando  no  eixo  z  posit  ivo  dc  cima 
para  baixo. 


fronteira  coma  in  C  A  pi  i  que  oTeoremade  Stokes  a  oy 
e  a  u,  e  some  os  res  li  I  lad  os,] 

(b)  O  campo  vetorial  rot(F)  c  denominado  campo  rotatio¬ 
nal  de  F.  Em  pa  lavras,  interprctc  a  formula  de  (a)  como 
uma  alirmagao  sobra  o  lluxo  do  campo  rotacional. 


15-16  As  Hguras  nestes  exercicios  mostram  uma  cumada  hori¬ 
zontal  do  campo  vetorial  de  uni  fluxo  fluido,  no  qua  I  o  fluxo  e 
paralelo  ao  piano  xv  em  cada  porno  e  e  i  den  tie  o  eni  cad  a  camada 
(on  seja,  d  inde pendente  de  z),  Para  cada  lluxo,  decida  sc  rota¬ 
cional  e  dife rente  de  zero  na  origem  e  expliqtEe  sen  raciocmio. 
Se  o  rotacional  for  diferente  de  zero,  diga  se  aponta  na  dire^So 
positiva  ou  ncgaiiva  de  z. 


J 

iy 

\\\  \ 
N\  \ 

^  \ 

1 1  // 
t  /  // 

i  / 

y  '  - — '  x 

-r-  —  ”  ^  / 

Z  / 

\  \  X  ^ 

//  /  / 

\  \\X 

//  /  / 

\  \W 

X 

> 


X 


(b) 


I  ‘ 


.1 

> 


13.  Considere  o  campo  vetorial  dado  pcla  formula 

FU,  yt  z)  =  (x  -  z}\  +  0’  -  t)j  +  (z-  Av)k 

(a)  Use  o  Teorcma  dc  Stokes  para  en central  a  circula^ao 
em  tor  no  do  triangulo  de  veil  lees  A  ( i .  0,  0),  5(0.  2,  0)  c 
C(0,  0,  3),  orientado  no  sen  lido  anti-horario  olbando  da 
origem  para  o  primeira  octantc. 

(b)  Enconiro  a  densidade  de  cl rcu  la^ao  de  F  na  origem  na  dire- 
pgo  dc  k, 

(c)  Encontre  o  vet  or  uniutdo  *i  lal  que  a  densidade  de  cireula- 
pao  de  F  na  origem  seja  maxima  na  direcaode  n. 


EMFOCANDO  CONCEITOS 


14.  (a)  Seja  (7  a  superffeie  de  um  sdlido  G  com  vetor  normal 
unitario  n  para  fora  de  a.  Suponha  que  F  seja  it  in  cam¬ 
po  vetorial  com  derivadas  parciais  de  primeira  ordem 
contmuas  cm  a.  Prove  que 

(rot  F)  *  n  dS  =  0 


17*  Seja  Fix.  y.  z)  um  campo  vetorial  conservativo  no  espago 
tridimensional  cujas  dingoes  componcntes  tem  derivadas 
parciais  de  primeira  ordem  contmuas.  Explique  como  usar 
a  Formula  (9)  para  provar  (.pie  rot  F  -  0, 


18.  Em  1 83 1 ,  o  tlsico  M ichael  Faraday  dcscobriu  que  uma  correntc 
cletrica  podc  ser  produzida  variando  o  iluxo  magnet ico  at  raves 
de  u  m  areo  con  du  tor.  Suas  ex  peri  end  as  mostram  m  que  a  for- 
ga  delromotriz  E  estri  relacionada  com  a  indugao  magndiiea  li 
pels  equagao 

(T 

Use  esse  re  suit  ado  para  fazer  uma  conjectura  acerca  da  relag  ao 
entic  rot  E  e  B  e  explique  sou  raciocinio. 

@19*  Seja m  a  a  porgao  do  parab ol 61  dc  z  ~  1  -  ,v"  -  y"  para  a  qua l 
z  2  0  e  C  o  circulo  x~  +  y"  =  I  que  forma  a  fronteira  de  onto 
piano  xv.  S  upon  do  que  fjscja  orientada  para  cima,  use  um 
CAS  para  verilicar  a  Fdrmula  (2)  do  Teorcma  de  Stokes  para 
ocampo  vetorial 


\Sttgestao:  seja  C  uma  eurva  fcchada  simples  em  a  que 
separa  a  superffeie  em  duas  subsuperlTcics  a,  e  <r>  com 


F  =  (A  -  Z‘)i  +  (v‘  -  4i  +  (It  +  -  I  )k 

calcufando  a  iiuegial  dc  linha  c  a  integral  dc  superlfeie. 
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/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  16.8 


.  f  F  •  'Ids:  j I  (rot  F)  •  ndS  2,  lira2  3.  (a)  jj  (rot  F)  ■  n<AS’;  j  j  (ml  F)  ■  ndS  (b)  3ttci2  4.  roiacional 


(T| 


(J' 


EXERCICIOS  DE  REVISAO  DO  CAPITULO 


1.  Responds  coin  pa  lavras:  o  que  6  um  campo  vetorial?  1)5  alguns 
exemplos  iTsieos  de  camp  os  vetoriais. 

2.  (a)  Dc  urn  exempio  fisico  dc  am  campo  de  quadmdo  inverse 

F(r)  no  espago  tridimensional. 

(b)  Escneva  uma  formula  para  urn  campo  de  quadrado  inverse 
F(r)  acral  em  fungao  do  raio  vet  or  r. 

(c)  Esereva  uma  formula  para  urn  campo  de  quadrado  inverse 
F(a\  vt  z)  no  espago  tridimensional*  u&atido  coordenadas 
retail  gu  lares. 


3.  Encontre  uma  express  So  explicits  em  eeordenadas  para  o  cam- 
po  vetorial  F(.v,  y)  que.  ern  cad  a  ponto  (a\  y)  ^  (1 , 2)  6  o  vetor 
unitario  que  aponta  de  (a.  y)  para  ( L  2), 

4.  Encontre  V  if  ------ 

V*  -  y 

5.  Encontre  rot  fzi  +  _vj  +  yk). 


6.  Sept 


F(a\  y\z)  ~ 


v 


■i  +  ——.I  +  ~ 


Z 


x2  +  y2  x2  +  y2  x2  +  y2 

Esboce  a  supcrffcic  de  mvd  div  F  =  ) . 

7.  Supon  ha  que  C  seja  a  curva  para  m  Ulrica  x  -  .v(/).  y  -  y(/),  onde 
{  varia  dc  a  ate  b,  Em  cad  a  parte,  expressc  a  integral  tie  1  in  Ira 
co mo  uma  integral  dell  ni da  com  variavel  de  integragao  /. 


(a)  J  f(xt  y 


)  dx  +  g  (x ,  y )  dy  (b)  ^  fix ,  y)  </v 


8.  (a)  Expresse  a  massa  M  de  um  arame  lino  no  espago  tridimen¬ 

sional  como  uma  integral  de  linha, 

(b)  Ex  pres  se  o  comprimento  de  uma  curva  como  uma  integral 
de  linha. 

9,  De  uma  inierpnetagao  fisica  de  /(  .  F  -  T  ds. 

10.  Esereva  algumas  nolagoes  alternativas  para  fc  F  *  T  ds. 


11.  j  (x  —  y)  dst  C  :  x2  +  y~  =  1 

12.  J  x  dx  +  z  dy  —  2 y2  dz\ 

C  :  x  —  cos  / ,  y  —  son  t,  z  —  t  (0  <  I  <  2 n) 

13.  j  F  *  dr>  onde  F(xi  y)  —  (x/y)l  -  (y/x)j; 

r(f )  =  ji  +  2fj  (1  <  f  <  2) 

1 4 .  Encon  ire  o  i  rabat  ho  efet u  ado  pel  o  c  ai n  p  o  de  forg a  s 

¥{x,  y)  -  y2i  +  xyi 


para  mover  uma  purlieu  t  a  de  (0,  0)  aid  ( J ,  I )  ao  I  on  go  da  para¬ 
bola  V  —  x2. 

15.  Enunci  e  o  Teo rema  Fu  Eid  an  ic  n  la  I  das  i  ntegra  i  s  de  1  Vabal  ho*  in  - 
eluindo  todas  as  hipbtescs  requeridas. 

16.  Calcalc  fc  V/  *  ^r,  onde  fix t  y,  z)  —  xy2z*  e 

r(;)  —  ti  +  (/“  +  Oj  +  sen(3^/2)k  (0  <  t  <  i) 


17.  SejaFU\y)=yi  -  2.vj. 

(a)  Ohtenha  uma  fungao  nao  nula  /r(.v)  tal  que  /?(.v)F(a\  r;)  seja 
um  campo  vetorial  conservative). 

(b)  Obtenha  uma  fungao  nao-nula  g(y)  tal  que  g(y)F(,v*  y)  seja 
um  campo  vetorial  conservative). 


18.  Seja  F(a  ,  y)  =  {ve*?  -  I  )i  +  j. 

(a)  M  ost  re  q  u  e  F  6  n  m  ca  mpo  veto  ri  a  I  co  use  r  vat  i  vo . 

(b)  Cakule  uma  E’ungao  pole  ad  a  I  de  F. 

(c)  Calc ule  o  Irabalho  real! /a do  pelo  campo  vetorial  numa 
part  feu  la  que  se  move  ao  longo  da  curva  cm  ziguezague. 
represent  ada  pelas  equagdes  parametricas 

x  —  t  +  arc  sen  (sen  /  ) 

(0  <  t  < 

y  —  {2( ti)  arc  sen  (sen  f) 


(ver  figuraabaixo). 


19.  Enuncic  o  Tcorcma  dc  Green,  incluindo  todas  as  htpdtcses  re- 
que  ri  das. 


20.  Expresse  a  area  de  uma  regiao  plana  como  uma  integral  de  linha. 

21.  Sejant  or  e  fi  dois  angulos  que  satisfazem  0  <  fi  —  a  <  2k  e 
sup  on  ha  que  r  =  f{0)  seja  uma  curva  polar  lisa  com  f{B)  >  0 
no  interval o  [<?,£].  Use  a  formula 


A 


I 


-ydx  +  x  dy 


para  enconirar  a  aiea  da  regiao  R  englobada  pcla  curva 
;■  —  f(&)  e  os  raios  B  =  ct  e  0  —  ft. 

22.  (a)  Use  o  Teorema  de  Green  para  provar  que 

fix)  dx  +  g(y)dy  =  0 
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sc  /  e  g  l  ore m  I  undoes  difenend&veis  c  C  I  or  uina  cinva 
simples,  techada,  lisa  por  panes. 

(b)  O  que  isso  nos  diz  sobre  o  campo  vetorial 
F(v,  y)  =/(x)i  4- S(  v).j' 

23.  Suponha  que  a  seja  a  superfTcie  paramdtrtea 

r  =  x[u,  i/)i  +  y{u,  v)j  +  z(ut  v)k 
onde  in.  v)  varia  numa  regiao  ft.  Expresse  a  integral  de  superfTcie 

fix,  y,  Z)  dS 

como  uma  integral  duplaeom  varidvois  de  imegragiio  u  u  u. 

24.  Calcule  fj\  zdS;  a  i  x2  +  y2  =  1(0  <  z  <  1). 

25.  A  superffdc  da  figtira  abaixo  c  oriem&vcl?  Explique  sen  ra- 
ci  oefnio. 


"3  ^  *1 

31,  Sejam  ox  esfera  x"  +  y*  +  z"  =  I,  n  um  vetor  normal  unMrio 
para  denlro  e  l\f  &  deiivada  direcional  da  fun^ao  fix,  y,  z)  = 
x  +  y‘"  +  zf  Use  o  resuffaclo  do  ExereTcio  30  para  calendar  a 
integral  de  superfTcie 


// 


D„fdS 


<7 


32,  Use  o  Teorema  de  Stokes  para  calcular  JJa  rol  ¥  ■  it  dS.  onde 
F(jr,  y  d-(^“  v)i  +  (x  +  s)j  -  (x  +■  y)k  e  a  4  a  parte  do  para- 
boloide  z  =  2  —  x“  —  y  que  esta  no  piano  on  adina  do  piano 
z  ~  L  com  ortentaQao  para  cima. 


33,  Sc  j  a  F(a\  y.  z)  -fix,  y,  z)i  +  y(.v,  y,  z)j  +  fi(x.  y,  z)k  e  sup  on  ha 
que  /T  g  e  h  sejam  contmuas  e  ten  ham  deiivada  s  pareiais  de  pri- 
rneira  ordern  com  in  u  as  numa  regiao.  No  Exercfcio  27  da  Se^ao 
16.3,  foi  rn  os  trade  que,  sc  F  for  conservative  na  regiao,  entao 


3/  _  dg  Bf  _  3h  3g  _  Bh 
By~Jx'  fo-dy 


26.  Ue  Lima  interpret a^ao  JTsicade  l  fn  F  *  tiJS. 

27.  Encontre  0  Ouxo  de  F(.o  \\  z )  —  .yi  +  yj  +  2z.k  at  raves  dy  parte  do 
paraboloids  z  =  1  —  x~  —  y2  que  estS  no  piano  ou  acima  do 
piano  v\\  com  orienta^ao  para  cima. 

28.  Encontre  o  lluxo  de  Fix,  y,  z)=  xi  +  2yj  +■  3ck  atravds  da  esfera 
unitciria  centrada  na  origem,  com  oriental  So  para  fora. 

29.  En uncle  o  Teorema  da  Divergencia  e  o  Teorerna  de  Stokes,  in- 
cluindo  todas  as  htpdteses  requeridas. 

30.  Seja  G  urn  solid  o  com  a  super  tic  ie  a  orientada  por  vc  tores  nor¬ 
mals  tmitarlos  para  fora,  suponha  t|uc  q  tenha  derivadas  par- 
dais  de  primeira  e  segtinda  ordens  condnuas  cm  a  I  gum  con- 
i  llulo  aberto  contendo  G  e  seja  Dup  a  derivada  direcional  de  0, 
onde  n  6  um  vetor  normal  tmitdrio  paiLa  fora  de  a.  Mostre  que 

Dn<f>  dS  = 


III 


d2<j>  d2<j>  d2<p 

- L - -  _L - - 

Bx2  d  v2  ()z2 


dV 


o 


nessa  regiao.  Use  esse  result  ado  para  mostrarque  se  I7  e  conser¬ 
vative  numa  regiao  esE’driea  aberta  entao  rol  F  =  f)  nessa  regiao. 


34-35  Use  o  result  ado  do  Exereicio  33  para  detenu  mar  se  F  6 
conservative. 


34,  (a)  F(x,  y,  z)  =  z2 \  +  e  ■  j  +  2  v"k 
(b)  F(.r,  y,  z)  -  .yyi  +  v2  j  +  sen 


35,  (a)  F(.r,  y,  z)~  sen  xi  +  z  j  H-  yk 
(b)  F(.v,  y,  z)  -  Zi  +  2yz  j  +  )'2k 


Como  discutido  no  Exemplo  1  da  Seg5o  16.  L  a  Lei  de  Cou¬ 
lomb  a  firm  a  que  a  for^a  eletrostattca  F(r')  quo  uma  particula 
com  carga  Q  exerce  sob  re  uma  particula  com  carga  q  4  dad  a 
pel  a  formula 


(/Q 

4jT€ollrl|  J  r 


onde  r  o  vetor  posi  o  de  Q  pant  q  c  erj  da  const  ante  de  per- 
mlssivtdade, 

(a)  Expresse  o  eampo  vetorial  F(r)  em  Ibrma  tie  coordenadas 
Fix,  v,  z)  corn  Q  na  origeni. 

(b)  Calcule  o  trabalho  realmdo  pelo  campo  vetorial  F  numa 
carga  q  que  sc  move  ao  Ion  go  de  uma  ret  a  de  (3, 0, 0)  para 
(3,  1,5). 


Capftuio  16  /  Topioos  do  Caiculo  Vetorial  1 1 


HORIZONTE  DO  CALCULO 


Modelando  Furacoes 


7  odos  os  anas ,  cent  tvs  populacionais  no  mundo  inteiro  sdo  assolados  por  furacoes,  e  a 
missdo  do  Centro  Nac tonal  de  Furacoes  dos  EUA  e  minimi zar  os  danos  e  perdas  de  vidas 
emitindo  alert  as  e  provisoes.  sabre  furacoes  qne  se  desenvolvem  em  regioes  do  Can  be, 
do  At  lam  i  co,  do  Golfo  eh  Mexico  e  do  leste  do  Pacifica,  Sua  fa  ref  a  coma  estagidrio  do 
Centro  e  const  ruir  um  modelo  rnatemdiico  simples  de  twi  fit  radio  >  usando  principles 
bdsicos  de  fiuxo  ftuido  e  pmpriedades  dos  compos  vetoriais , 


Hipoteses  do  Modelo 

Voce  foi  noiificado  sobre  um  furacao  em  desenvolvimento  nas  Bahamas  (denominado  furacao  Isaac)  e 
foi-lhe  pedido  construir  uni  modelo  dc  sen  campo  de  velocidadcs.  Como  os  furacoes  sao  fluxos  fluidos  tri- 
dimensionais  complicados,  vocO  preeisa  fazer  muitas  hipdteses  simplificadoras  da  estrutura  de  um  furacao 
e  pmpriedades  do  lluxo  fluido.  Conseqiientememe,  voeG  decide  eonstderar  a  umidade  do  Isaac  como  a  de 
um  fluido  ideal,  significando  que  ele  6  incompre&sivel  e  sua  viscosidade  pode  scr  ignorada.  Urn  fluido  in- 
compressfvel  e  aquelc  no  qual  a  densidade  6  a  mesma  em  tod  os  os  pontes  e  nao  pode  ser  allerada  por  formas 
de  compressao.  A  experience  a  mosrrou  que  a  agua  pode  ser  considerada  como  incompressivel,  mas  o  vapor 
de  agua  nao.  No  emanto,  a  incompressibilidade  e  uma  hipdtese  razo^vel  para  um  modelo  basico  de  furacao, 
porque  um  furacao  nao  esta  con  tide  num  recipiente  fee h  ado  que  poderia  gemr  forgas  dc  compressao. 

Tod  os  os  fluidos  tom  uma  certa  quant  idadc  de  viscosidade,  que  e  uma  rcsistencia  a  iluir  —  61  eo  e  mc- 
lago  tem  alia  viscosidade,  enquanto  a  agua  nao  tem  quase  nenhuma  em  velocidadcs  subsonicas,  Assim, 
6  razoavd  ignor&r  a  viscosidade  num  modelo  basico.  A  segtiiq  voce  decide  admitir  que  o  lluxo  esla  cm 
estado  estaciondrio,  significando  que  a  velocidade  do  fluido,  cm  qualquer  ponio,  nao  variacom  o  tempo. 
Isso  e  razoavel  para  perfodos  de  tempo  curios  e  furacoes  que  sc  movem  e  mudam  vagarosamenie.  Fi- 
nalmente,  apesar  dos  furacoes  serern  fluxes  Iri dimensionais,  voce  decide  modelar  uma  segfio  transversal 
horizontal  de  duas  dimensdes,  de  modo  que  voce  faz  a  hipoiese  simpliiicadora  de  que  o  fluido  na  segao 
transversal  flui  horizontal  me  nte. 

A  fotografia  do  Isaac  mostrada  no  infeio  desie  mtidulo  revela  um  padrao  lipico  de  furacao  doCari- 
be  —  urn  redemoinho  de  lluido  no  sentido  anti-horario  em  tomo  do  olho,  atraves  do  qua]  o  fluido  sai 
do  lluxo  sob  forma  de  chuvu.  A  baixa  pressao  no  olho  provoca  a  entrada  de  uma  massa  de  ar  e  ventos 
circulars  cm  tomo  dele  e  contribui  para  o  efeito  de  redemoinho, 

Seu  primeiro  objetivo  €  determinar  uma  formula  explicit#  para  o  campo  de  velocidadcs  F(a,  v)  do 
Isaac,  assim  voce  comega  imroduzmdo  um  sistema  de  coord  en  ad  as  retangulares  com  origem  no  olho  e 
o  eixo  y  apontando  para  o  none.  A  1dm  disso,  com  base  na  fotografia  e  sc  us  conhecimentos  de  teoria  da 
meteorologia,  voce  decide  construir  o  campo  de  velocidadcs  do  Isaac  a  partir  dos  campus  dc  velocidadcs 
de  fluxos  mais  simples  —  um  “ftuxo  vdrtice”  anti-horario  Ffxt  >  ),  no  qual  o  fluido  flui  no  sentido  anti- 
hordrio  em  cfrculos  concerurieos  em  tomo  do  olho  e  um  “lluxo  poqo”  F2(a5  v),  no  qual  o  fluido  flui  em 
I  in  has  retas  na  direq§o  de  urn  poqo  no  olho.  Uma  vez  determinadas  as  formulas  para  Ffx,  y)  e  F2(a,  y), 
seu  piano  6  usar  o  prmcipio  da  superposigdo  da  dinamiea  dos  flui  dos  para  expressar  o  campo  de  veloei- 
dades  do  Isaac  como  F(xf  y)  -  F,(.vT  y)  +  F2(aj,  y). 


Modelo  de  tim  Fluxo  Vdrtice 

Um  ftuxo  vdrtice  anti-horario  dc  um  fluido  ideal  cm  tomo  da  origem  tem  quairo  caracteristicas  defini- 
doras  (Figura  I  a  na  prdxima  pdgtna); 

*  O  vetor  velocidade  num  ponto  (a,  y)  6  tangente  ao  efreuio  eentrado  na  origem  e  que  passa  pelo 
pomo  (a,  v). 
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*  A  diregao  do  velor  velocidade  no  ponto  (a,  y)  indica  um  movimemo  no  semi  do  ami-honlrio, 

*  A  velocidade  do  fluidic  e  constante  nos  cfrculos  centrados  na  origem. 

*  A  velocidade  do  fluido  ao  longo  dc  um  cfrculo  6  inversamente  proportional  ao  raio  do  cfrculo  (e,  por- 
tanlo,  a  velocidade  tende  para+oo  quando  o  raio  do  cfrculo  tende  para  zero). 

Em  dinSmica  dos  fluidos,  a potencia  k  de  um  fluxo  von  ice  6  definida  como  sendo  2k  vezes  a  velocidade 
do  tiuklo  ao  longo  do  cfrculo  uniiai  io.  Sc  a  potencia  de  um  lluxo  vdrtice  for  eonhecida,  entao  a  veloeida- 
de  do  fluido  ao  longo  de  qualquer  oulro  cfrculo  pode  ser  calculator,  vlsto  quo  a  velocidade  e  inversamente 
proportional  ao  raio  do  cfrculo,  Portanto,  scu  primtiro  objctivo  c  dctcnninar  uma  formula  para  um  lluxo 
vdrlice  F,(jr,  v)  com  potencia  k  espeeilicada. 


Exerctcio  1  Mostre  que 


F|{-v.  y)  = 


27t(x2  +  y-) 


O'  -  Jfj) 


c  um  modelo  para  o  campo  dc  vclocidadcs  dc  um  fluxo  vdrtice  ami-horario  cm  torno  da prigem  dc  po- 


tencia  k\  confirmando  quo 


(a)  F,(a,  y)  possui  as  quairo  propriedades  necessarias  dc  um  lluxo  vdrtice  anti-hor£rio  em  torno  da  origem; 

(b)  k  6  2k  vezes  a  velocidade  do  fluido  ao  longo  do  cfrculo  unitario. 


Exerctcio  2  Use  um  recurso  graftco  que  possa  gerar  campos  vetoriajs  para  gerar  um  lluxo  vdrtice  coni 
potencia  In. 


Modelo  de  um  Fluxo  Pogo 

\Jm  fluxo  pogo  uniforme  de  um  fluido  ideal  na  diregao  da  origem  tern  quatro  caracteristicas  definidoras 
(Figura  I  h): 


*  O  velor  velocidade  em  cada  ponto  (a\  >)  e  d i redo n ado  para  a  origem 

*  A  velocidade  do  fluido  e  a  mesma  em  todos  os  pontes  de  um  cfrculo  centrado  na  origem. 

*  A  velocidade  do  fluido  num  ponto  6  inversamente  proporcional  k  distancia  ale  a  origem  (de  onde  se 
deduz  que  a  velocidade  tende  para  +ooT  quando  a  distancia  a  origem  tende  para  zero). 

*  Ha  um  pogo  na  origem  pclo  qual  0  fluido  sai  do  lluxo. 


Como  nocasodo  fluxo  vdrtice,  a  potencia  q  de  um  fluxo  pogo  uni  forme  e  deflnida  como  sendo  2k  vezes 
velocidade  do  fluido  nos  pontos  do  cfrculo  unitario.  Sc  a  potencia  dc  um  fluxo  pogo  for  con  hec  id  a,  entao 
a  velocidade  do  fluido  em  qualquer  ponto  pode  ser  detenu inada  usando-se  o  fato  de  que  a  velocidade  6 
inversamente  proporcional  a  distancia  ate  a  origem,  Logo,  sou  proximo  objctivo  e  dctcnninar  uma  for¬ 
mula  para  um  fluxo  F2(.\\  y)  pogo  uni  forme  com  potencia  q  aspect  flcada. 


Exerctcio  3  Mostre  que 


F2U,  >■)  =  “ 


2jtU3  +  y5) 


(.ti  4-  yj) 


e  um  modelo  para  o  campo  de  velocidades  de  um  fluxo  pogo  uni  forme  dirccionado  para  a  origem  de 
potencia  q,  confirmando  os  seguinles  J'atos: 


(a)  F2(jc*  v)  possui  as  quatro  propriedades  requei  idas  de  um  fluxo  pogo  uniforme  direcionado  para  a 
origem.  [E  suficicntc  mm  jusrificativa  ffsica  razoavel  para  confirmar  a  existdneia  do  pogo.] 

(b)  q  6  2k  vezes  a  velocidade  do  fluido  nos  pontos  do  cfrculo  unitario. 


Exerctcio  4  Use  um  recurso  grafico  que  possa  gerar  campos  vetoriats  para  gerar  um  fluxo  pogo  uni- 
forme  com  potencia  2k. 
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Figura  J 


Um  Modelo  Basico  de  Furacao 


Pelos  Exercfcios  1  e  3,  o  campo  vetorial  F(x,  y)  para  um  modelo  de  furacao  que  combine  um  fluxo  vdrtice 
antUhorario  cm  torno  da  origem  com  potcneia  k  c  um  fluxo  pogo  uni  forme  direcionado  para  a  origem  com 
potencia  q  6 


F(*.  y) 


1 

2tt{x2  +  y3) 


[(<?*  +  ky)i  -f  (qy  -  kx)j] 


Exercicio  5 

(a)  A  Figura  2  mostra  um  campo  vetorial  para  um  furacao  com  potencia  de  vdrtice  k  —  2tt  c  potdncia  de 
pogo  q  -  2tt.  Use  uni  recur  so  grafico  que  possa  gerar  camp  os  vetoriais  para  produzir  uma  cbpia  razo- 
avel  dcssa  figura.: 

(b)  Faga  uma  conjectura  sobre  o  efeito  dc  aumentar  k  mantendo  q  bxado,  e  verifique  sua  conjectura  usando 
um  recur  SO  grufico. 

(c)  Faga  uma  conjectura  sobre  o  efeito  de  aumentar  q  rnantendo  k  fix  ado,  e  verifique  sua  conjectura  usatido 
um  rccurso  grafico. 
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Figura  2 
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Modelando  o  Furacao  Isaac 

Voce  csta  pronto  para  apliear  a  Formula  ( 1 )  para  obter  um  modelo  do  campo  vetorial  F(a\  y)  do  furacao  Isa¬ 
ac.  Voce  preeisa  dos  dados  de  algumas  observagdes  para  de  term  mar  as  constantes  k  e  q ,  entao  voce  telefona 
para  a  Filial  de  Suporte  Tccnico  do  Centro  para  obter  as  ultimas  informagdes  sobre  o  furacao  Isaac.  Flcs 


Caleulo 


mformam  que,  a  20  km  do  ol ho,  a  velocidade  do  vento  tern  uni  eomponenfe  de  15  km/h  na  diregao  do  olho 
c  urn  components  tangencial  de  45  km/h  no  sentido  anti-horario. 

Exerctcio  6 

(a)  Determine  as  pot  end  as  k  e  q  do  vdrtice  e  do  pogo  para  o  furacao  Isaac. 

(h)  Determine  o  campo  veto  rial  F  L\\  y)  para  o  furacao  Isaac. 

(c)  Estinie  o  tamanho  do  furacao  Isaac  determinando  uni  raio  alem  do  qual  a  velocidade  do  vento  e  infe¬ 
rior  a  5  km/h. 


Linhas  de  Fluxo  para  o  Modelo  Basico  do  Furacao 


As  trajetdfias  seguidas  pc  [as  particular  do  fluido  num  fluxo  lluido  $ao  eh  am  a  das  linhas  de  corrente .  Port  au¬ 
to,  os  vc tores  F(x,  y)  no  campo  de  velocidades  sao  tangentes  as  linhas  de  corrente.  Sc  cssas  linhas  puderem 
ser  represen  tadas  comocurvas  dc  nivel  de  a  [gum  a  t'unqao  y),  eniao  a  fungao  it/6  chamada  uma  fungdo 
corrente  para  o  fluxo.  Como  e  normal  as  curvas  de  nivel  $(x,  >•}  -  ct  entao  Vty  6  normal  as  linhas  de 
corrente;  e  isso,  por  sua  vez,  impliea  que 


Vf'F  =  Q 


(2) 


Seu  piano  6  usar  essa  equagao  para  determinar  a  fungao  corrente  e,  depois,  as  linhas  de  corrente  do  modelo 
basico  do  furacao. 

Como  os  Hux os  vdrtice  e  poco  que  produzem  o  modelo  basico  do  furacao  tern  simetria  central,  a  intuigao 
sugere  que  coordenadas  polarcs  podem  levar  a  equagoes  mats  simples  para  as  linhas  dc  corrente  do  que  co- 
ordenadas  retangu lares,  Entao,  voce  decide  expressar  o  vetor  velocidade  F  num  porno  0\  9)  em  fungao  dos 
ve tores  unikirios  ortOgonais 


ur  =  cos  $  i  +  seti  9  j  e  =  -  sen  9  i  +  cos  9  j 


O  vetor  ur,  ehamado  vetor  radial  unitdrio ,  aponta  para  I  on  go  da  origem  c  o  vetor  chamado  vetor  trans¬ 
versal  unitdno,  e  obtido  girando  u,  90°  no  sentido  anthhordrio  (Figura  3). 


Exerctcio  7  Mostre  que  o  campo  vetorial  para  o  modelo  basico  do  furacao  dado  por  ( 1 )  pode  ser  dado  em 
termos  de  ur  e  como 

F  =  --—(</«,  -  Au,j) 

2itr 


Fdecompostoem  components 
racial  e  transversal  em  (r,  0), 


Figura  3 

Pelo  Exercicio  75  da  Segao  14.6,  o  gradiente  da  fungao  corrente  pode  ser  express o  em  termos  de  ur 
e  u()  como 

df  i 
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Exercicio  8 
tisfeita  se 


Exercicio  9  Iniegrando  as  equagtfes  do  Exercicio  8,  mosire  que 

}j/  =  k  In  r  -f  qO 

6  uma  fungao  correntc  para  o  modelo  basico  do  furacao. 


Exercicio  JO  Mastic  que  as  linhas  dc  conente  para  o  modelo  basico  do  furacao  sao  espirais  logantmicas 
da  forma 

r  -  Ke~^lk  (K  >  0) 


Exercicio  I  i  Use  uni  recur  so  grafico  para  gerar  algumas  linhas  de  corrente  ifpicas  para  o  modelo  basico 
do  furacao,  com  pot&nda  de  vdrtice  2 tic  potOncia  dc  pogo  2tt. 

Linhas  de  Fluxo  para  o  Furacao  Isaac 


Exercicio  J 2  No  Exercfcio  6,  voc£  calculou  as  potencias  k  e  q  do  vortlce  e  do  pogo  do  furacao  Isaac.  Use 
essa  informagao  para  determinar  uma  formula  para  a  fa m ilia  de  lin has  de  corrente  do  Isaac;  e  depots  use 
uni  re  cur  so  graheo  para  tragar  as  linhas  de  correntc  que  passam  pelo  ponto  que  esta  a  20  km  do  olho,  na 
diregao  que  estil  a  45°  NR  do  olho, 

Iv'CV-i.-! >. • i,-/ f ‘  ‘  ■■  .  ■  ■  .;>  ■"•X'W'-Wii-y .•  •  •  ■  ,  ,  .  v ^.v, 

■  I  *  *  ■  fr»at»»lftlVllltilkAi4C*«a«4t'l  I  «  H  q  llll-i  :r«-a-l-«-**#  +  >*  +  +  4-i  *4  fla-ri  lllfr*l  «-ll-ltfrB-#»-i-  +  +  *-  +  «-*  +  +  ft*!»*44l 

Modulo  pur:  Josef  S.  Torok \  Rochester  Institute  of  Technology 
Howard  Antony  Drexel  University 


Confirms  que  para  o  modelo  basico  do  furacao  a  condi gao  de  ortogon alidade  cm  (2)  6  sa- 

$$  k  $$ 
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PROVAS 

SELECIONADAS 


■  DEMONSTRAQOES  DOSTEOREMAS  BASICOS  DE  LIMITE 

Uma  excursao  extensiva  nas  demonstrates  dos  teoreinas  sob  re  limited  consumiria  muito 
tempo;  assimT  selecionamos  a]  gum  as  demonstrates  de  resultados  da  SegfLO  2.2  do  Volume  I 
que  ilustram  algumas  das  ideias  basicas. 


C  * !  TEO  R  i :  ma  Sejat  n  a  urn  mtm  era  real  q  ita  Iqtte  re  k  uma  eat  is  tat  i  re  e  vamos  s  itpo  r  que 
lim  f(x)  —  L  \  e  que  lim  ^(_v)  =  Li.  Entao 

x — >  a  x— 

(cr)  lim  k  —  k 

(b)  lim  [f{x)  +  g(x) J  “  lim  fix)  +  lim  g(x)  =  f,j  +  L2 

X— *il  X  (I  X—*tl 


(c)  lilt]  [/(*)#  (-01  =  |  lim  /(.v))  ( lim  g(x))  =  L\L2 

x—*a  Vv  iv  /  vc  —* «  / 


demons trac ao  («)  Vamos  aplicar  a  Definite  2.4. 1  do  Volume  1  com  /(a)  =  k  c  L  -  k. 
Assim,  dado  e  >  0,  precisamos  encontrar  um  ndmero  S  >  0  tal  que 


on  equivalentemente, 


\k  —  k\  <  e  se  0  <  ]„v  -  a\  <  $ 
0  <  e  se  0  <  \x  —  a\  <  S 


Mas  a  conditio  do  lado  esquerdo  desta  afirmaliva  e  sempre  vordadeira,  nao  imporiando  conio 
S  for  escolhido*  As  si  in,  qua!  que  r  valor  positive)  de  3  ira  servin 


DiiMOiNSTRACAO  (b)  Precisamos  moslrar  que,  dado  e  >  0,  podemos  encontrar  uni  mimero 
3  >  0  tal  que 

!(/(*>  +  *(*>)  “  (L,  +  Li) |  <6  se  G  <  |x  -a\<3  (1) 

Porem,  dos  li  mites  de  /  e  g  na  hipotese  do  teorema,  podemos  encontrar  ndmeros  S]  e  S2 
tais  que 

| /(a)  -  LA  <  €/2  se  0  <  [x  -a |  <  S, 

|g(x)  —  L't  \  <  e/2  sc  0  <  [a  —  a  \  <  3 2 

Alem  disso,  as  destgualdades  do  lado  esquerdo  destas  afirmativas  sao  arnbas  validas  sc  subs¬ 
idy  irmos  S]  e  S2  por  quatquer  numero  positive  3  que  seja  menor  do  que  3]  e  52.  Assini,  para 

qualquer  destes  8  teinos 

I/to  -Lt\  +  \g(x)  -  L2 1  <  e  sc  0  <  \x  -  a\  <  8  (2) 

Porem,  da  desigualdade  triangular  [Teorema  E5  do  Apendice  E  na  Internet]  decorre 

!(/(■*)  +  *(*))  -  {L\  +  L2) |  =  | (/CO  -  Lj)  4-  (g(x)  -  L2) I 

<  \f(x)  -  h  |  +  | g(x)  -  Lt\ 


Assim,  (!)  segue  de  (2), 


02  Caloulo 


demons'!  ka^'aq  (c)  Predsamos  niosirar  que,  dado  e  >  0?  podemos  enconirar  urn  8  >  0  po¬ 
sitive)  tu!  quo 

I  f(x)g(x)  “  LtL2\  <  £  sc  0  <  ]x  —  a\  <  8  (3) 

Para  encomia  r  8  e  convenieme  expressar  (3)  tie  uma  forma  di  fere  me.  Reescrevendo  f(v)  e 
g(jt)  como 

f(x)  -  L]  4-  (f(x)  —  L\)  e  g(x)  =  l2  +  (g(x)  -  L%) 
emfio  a  desigualdade  no  lado  esquerdo  de  (3)  pode  ser  cscrita  como  (venfique) 


MgM  -  Li)  4  L1(f( a)  -  4  {/{*)  “  L\)(g(x)  -  L2) |  <  <= 


Como 

I  ini  /(x)  =  L|  e  i  i  m  g(x)  =  L2 

j .v— 

podemos  eneomiw  numeros  positivos  S2,  8$  c  8*  tais  que 


l/(x)  -  ti  1 

<  \/e73 

so  0  <  |x  —  a\  <  81 

l/(x)  —  L]  1 

€ 

se  0  <  |.v  —a\  <  82 

'  3(1  +  |t2|) 

IgCf)  -  til 

<  Ve/3 

0 

•-r-’ 

A 

1 

A 

Ot 

IgW  -  til 

sc  0  <  \x  —  a  <  o4 

3(1  +  |t|  |) 

A  1cm  disso,  as  desigualdades  a  esquerda  das  quatro  afirmativas  serao  todas  validas  sc  subs 


tiluirmos  8V  S2,  8^  e  8^  par  qualquer  numero  8  menor  do  que  eles.  Assim,  para  qualquer  uni 
destes  8,  pcla  desigualdade  triangular  segue 


Lfg(x)  -  Li)  4  Liifix)  -  Li)  4-  (f(x)  -  Li)(g(x)  -  Li) \ 


<  | L,(g(.x)  -  t2}|  +  | L2{f(x)  -  L,)|  +  |(/(*)  -  L, )(*(*)  -  Li) [ 


Nao  fique  afarmado  se  a  demons- 
tragao  da  parte  (c)  parecer  dificil;  e 
necessiria  alguma  experience  com 
demonstrates  tiesse  tipo  para  de- 
senvolver  uma  intuigao  na  escolha  do 
<$  come  to,  Sou  objetivo  initial  devo  ser 
entonder  as  idPias  e  os  c^lculos, 


-  |L|||*(x)  “  L2 1  +  ILjH/tx)  -  til  +  |/(x)  -  t,lte(x)  - 12| 


<  it 


+  IL2I 


3(I  +  |t,|)  3(1  +  |L;|) 

€  | L  \  |  €  |  Li  J 


+  jejijTh 


e 

3  I  +  |t||  '  31+  |t2|  +  3 


e 

4  T 


e  f  e 

<  — h~H - ~  € 

3  3  3 


De  (5) 


mostrando  que  (4)  c  valida  para  o  8  seleeionadtx 


■  PROVA  DE  UMA  PROPRIEDADE  BAS1CA  DE  CONTINUIDADE 

A  seguir.  vamos  demonstrar  o  Tcorema  2.5.5  do  Volume  1  para  li  mites  hiiaterais 


C.2  i  eorema  (Teorema  2*55)  Se  lim.t  g(x)  —  L  e  se  afungao  f  for  conrfmta  em 
Lb  entao  f(g(x))  —  f(L\  isto  e, 

lim  f(g(x))  -  f(  Urn  gCv}) 

x  —m:  \  x  -*  t:  / 


demons  !  r a vau  Precisamos  mostrarque,  dado  €  >  0,  podemos  encontrar  urn  S  >  0  lal  que 

!/(&(*))  “  f(L) |  <  £  se  0  <  \x  -c\  <S  (6) 

Uma  vc/.  que  /  6  contfnua  em  L,  lenios 

I  ini  /(h)  =  f{L) 
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e,  ponamo,  podemos  enconirar  uni  numero  <3|  >  0  lal  que 

l/(«)  ^  fH) I  <  e  sc  | u  -  L\  <  Si 
Em  particular,  sc  u  -g(x),  entao 

|/(gM)  -  f(L) I  <  6  se  I g(x)  -L\<S]  (7) 

Mas,  liinjf^c^Ct)  =  L  e,  portanto,  existe  um  numero  S  >  0  tal  que 

|g(x)  -  L\  <  &]  sc  0  <  \x  -  c\  <  S  (8) 


Ass im,  sc  x  satisfizcr  a  condi  eao  a  direitu  dc  (8),  segue  que  g(x)  iru  satisfazer  a  contfiguo  a 
dircila  dc  (7),  c  isso  impliea  que  a  condigao  a  esquerda  dc  (6)  estu  satisfeita,  eompleUmdo  a 
demon  straqao,  ■ 


■  DEMONSTRAQAO  DA  REGRA  DA  CADEtA 

A  seguir,  vamos  demonstrar  a  regra  da  cadeia  (Teorcma  3.6,  l  do  Volume  I),  mas  primeiro 
predsamos  dc  uin  resultado  preliminar. 


C,3  T KO R E M A  Se  f  for  dife renc id vel  em  x  e  so  y  —  fix) .  ei i tdo 

Ay  -  fix)  Ax  +  €  Ax 

onde  e  — >  0  qitcmdo  Ax  — >  0  e  c  =  0  se  Ax  —  0. 


mcMONSlRAqAO  Vamos  definir 

f  f(x  +  Ax)  -  fix) 

£  =  ■ 


Ax- 


0 


-fix)  sc  Ax  ^  0 
SC  Ax:  =  0 


Se  Ax  ^  0,  segue  de  (9)  que 

€&X  -  i  f(x  +  Aa)  -  /(*)]  -  f'(x)Ax 


00) 


Mas 

Ay  =  fix  +  A  a)  -  f(x) 


(1 1) 


logo  (JO)  pode  ser cserito  como 

Oil 


e  Ax  =  Ay  -  /'(x)Ax 
Ay  =  f  (x)  Ax  +  €  Ax 


(12) 


Sc  Ax  =  0,  entao  (12)  ainda  e  valida  (por  que 7),  logo  (12)  e  valida  para  lodes  os  valores  dc 
Ax.  Resta  mosirar  que  €  —>  0  quando  Ax— >  0.  Mas  isso  segue  a  pailir  da  hipdtese  de  que  /  6 
djfcrenciavcl  em x,  ja  que 


lim  €  —  I  ini 

&x  -+  0  At  —  0 


/(x  +  Ax)  -  fjx ) 
Ax 


/V) 


=  AA  - AA  =  0  ■ 


Estamos  prontos  para  demonstrar  a  regia  da  cadeia. 


C  *4  i  ico  k  ic  \  i  a  ( Teorcm  a  3. 6.  / )  Se  g  fo  r  dife  ten  c  i dve  i  t  to  pan  to  x  e  f  fo  r  dife  re  n  - 
cidvel  no  panto  g(x),  entdo  a  compost  qdo  fog  e  dife  renc  id  vel  no  panto  x*  Alem  disso, 
se  v  -  fig(x))  eu  =  g(x)>  entdo 

dy  dy  du 
dx  du  dx 


C4  Calculo 


[>KMONSTRA(pAO  Umu  vc z  que  g  6  dif’crenci^vel  cm  x  c  tt  -  g(x)t  segue  do  Teorema  C.3  quo 

A  00  -  gf(x)  Ax  +  £]  Ax  (13) 

onde  (=i  — >  0  quando  Ax  (1  E  cotno  y  -  f(u)  c  diferenciavel  cm  a  =  ^U)!  segue  do  Teorema 
C,3  que 


Av  =  f\u)Ait  4  eiAu 

onde  €2  ^  0  se  Au—¥  0* 

Fa  tor  and  0  Ah  cm  ( 14)  ct  eniao,  substiiuindo  (13)  res  u!  la 


(14) 


ou 


ou  se  Ax  0, 


Ay  =  IfXit)  4-  ^][g'(x)Ax  4  £|  Ax] 

Av  -  [/"Of)  4  o]UXv)  4  €\]Ax 
Ay 


Ax 


=  fr(H)4^iu'W4  6]] 


(15) 


Mas  (13)  i  hi  plica  quo  A  ti—>  0  quando  Ax  — >  0  e,  portanto,  €1  — ►  ()  c  €2— ^0  quando  Ax  — >  0. 
Assim,  de  (15) 

lim  ~  =  /'(«)g'(x) 
i.r-^o  A  a 


ou 


dy  L,  ,  dv 

O.V  tfw  ax 


■  PROVA  DE  QUE  EXTREMOS  RELAT1VOS  OCGRRENI  EIV1  PONTOS  CR1TICOS 

Nesia  subseqao,  demon  si  raremos  0  Teorema  5.2,2  do  Volume  1 ,  que  esiabeleec  que  os  extre¬ 
mes  relatives  de  uma  fungao  oconem  cm  ponies  critieos. 


C.5  1  r'OR k 1  a  ( Teorema  5.2. 2 )  Sttpoi  1  ha  qu e f  seja  uma  fi in^do  defit tida  em  am  h  1  ter- 
valo  aberto  contendo  0  panto  xl}.  Se  ftem  urn  extrema  relative  em x  - xf),  entdo x  =  xl}  e  urn 
panto  criiico  de  f;  assim,  ou  f  '(xn)  =  0  ouftulo  e  diferenciavel  em  xQ. 


demonstr.4c;ao  S upon ha  quo/  ten  ha  um  max  in  to  relative  cm  x{>.  I  la  duns  possibilklades  -  ou 
f  e  diferenciavel  no  ponto  x0  ou  nao  e.  Se  nao  for,  entaoxrj  e  um  ponto  erftieo  de  /  e  nao  ha  nada 
a  demon strar.  Se  /  for  difereneiavel  em  xw  eniao  preci samos  moslrar  que  /'{ xq)  =  0.  Vamos 
fuzer  isso  mostrando  que  f\x 0)  >  0  e  /'(xq)  <  0,  do  que  segue  fr(x 0)  =  0.  A  partirda  defiub 
gao  de  derivada,  temos 

,,,  .  ..  /(-To  +  It)  -  f(x0) 

j  (.Vo)  =  Inn 


■0 


h 


e,  portanto. 


e 


lim 

/r  £>  ■ 


/(-v 0  +  ft)  - 
h 


/'(.ro)  =  lim 

h  -*  £> 


/( a-q  4  ft)  -  fix 0) 
h 


(16) 

(17) 


Como  /  tem  um  maxi  mo  relative  em  a;,,  ex  isle  um  inicrvalo  aberto  (a,  b)  contendo  xfi  no  qual 
fix)  <  /(a;,)  para  todo  x  em  (a,  b). 

Suponha  quo  h  seja  suite  ientementc  pequeno  de  lal  forma  que  xf>  +  h  esteja  no  intervalo 
(a,  b).  Segue  que 

f(x0  4  h)  <  f{x 0)  ou  cquivaleme  /(x0  4  h)  -  f(x0)  <  0 


Ass  ini,  se  h  for  negative, 


f  (x0  4  h)  -  /fro) 


(18) 


It 
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e  se  h  for  positive. 


j\x{)  +  /Q  -  /(+)) 
h 


<0 


(19) 


Mils  uma  expressao  que  nunca  assume  vaiores  negatives  nao  pode  ter  uni  limite  negative  e 
uma  expressao  que  nunca  assume  va lores  positives  nao  pode  ter  uni  limite  positive,  de  mode 

que 

,,,  .  ..  f(Xo  +  lt)-f(X0) 

f  (.To)  =  lull  - - -  >  0 

h->0~  h 


rte(l7)e(i&> 


e 


^  ,  v  “  /(*«j)  ..  n 

/  (To)  =  Imi  <  0 

h  — >  0*  h 


Como  /'( a'o)  >  0  e  fXxo)  <  0,  segue  que  ff(x0)  =  0. 

U m  arg u  m  e  n  t  o  a  n a  I  ogo  e  up  l  i  cave  I  q  u  an  do  /  te.ni  u  m  m  f  n  i  m o  re  1  at  ivo  ern  jv0 


■  DEMGNSTRAQOES  DE  DUAS  FORMULAS  DE  SOMATORIOS 

Demonst.rarem.os  as  partes  (+)  e  (b)  doTeorema  6,4.2.  A  demonstrayao  da  parte  ( c )  6  analoga 
a  da  parte  (b)  e  serA,  por  is  so,  omitida. 


CM  teorema  (Teorema  6 >4.2) 


(<a)  ^  k  =  1+24 - 1 -  n  - 


n(n  +  I) 


*=i 

n 


n\  p  i  +2  ,  i  2  «(^  +  0(2n+1) 

(b)  =  1+24 - f tr  = - 


k-l 

n 


(c)  =  lj  +23+**>-!  +  M3  = 


k--l 


n(n  +  I) 


demonstra^ao  (a )  Eserevendo 


de  duas  maneiras,  prime  iro  com  as  pareelas  em  ordem  crescente  e  depois  com  as  parcelas  cm 


ordem  decrescenle  e,  em  seguida,  soman  do,  ohleinos 


X4  =  1  +  2  +  3  +  *••  +  («  -2) +  («  -  1)4-  n 

fc=i 

U 

^  ^  k  —  h  +  (/i  “  1 )  +  (jj  —  2)  +  ■  ■  ■  +  3  +  2  +  1 

A— i 


T1 

2  k  ■.=.  (n  +  I )  +  (n  +  1)  +  (n  +  1 )  4 - f  (n  +  I )  +  (n  +  !)  +  («  +  1 ) 

t=i 


Asstm, 


—  n  0?  +  1) 


n 


ft  (n  +  I) 


C6  Calculo 


i)  ^  i  onst  k a v ao  (b)  O hser ve  q  ue 


(A-  +  l)3  -  A3  -  A3  +  3A2  4-  3 A  +  1  -  A3  =  3A2  +  3A  +  I 

For  la  mo 

W  Tl 

\(ki+\)S-k*\  =  Y,(M2  +  3k+  ()  (20) 

k=l  k=l 


A  scma  em  (21)  e  urn  exempto  de 
uma  soma  teksafpica,  pois  os  can¬ 
cels  memos  de  cada  uma  d as  duas 
partes  de  uma  parcela  imerna  com 
partes  das  pares  las  vrzinhas  per  mite 
que  a  soma  toda  colapse  como  urn 
telescopic  retratil. 


Escrcvendo  o  lado  esquerdo  de  (20)  coin  os  indices  cm  ordem  decrescent?  de  k  =  n  ale  A  =  1, 
obiemos 


+  d1  -  *3]  =  [(«  +  l)5  -  «3]  +  •  ■  -  +  [43  -  3-’]  +  [33  -  23]  +  [23  -  I3] 

=  («  +  l)3-l  (21) 


k=i 


Combinando  (21 )  com  (20)  e  expandindo  o  lado  direilo  de  (2)  usando  o  Teorema  6.4, 3  e  a 
parle  00  que  acabamos  de  demonstrar,  result  a 


Logo 


Assirn, 


,']  n 


(»  +  l)3  -  1  =  3^A2  +  3^i;  +  ^ 

k- 1 

,  n  in  +  I ) 


*=l 

n 


=  3^*2  +  3 


+  M 


k-l 


-'E''  = 


k=l 


=  («+  1)3-3(«  +  1)0-(h  +  1) 
=  ^42[2(h  +  I)3  -  3n  -  2) 


«  +  1  ,  n(n  +  j)(2(i  +  t) 

— ■ — [2 n~  -h  n\  =  - - - - 


E*3  = 

k-\ 


■>  H(H+  1)(2«+  I) 


m  DEMONSTRAQAO  DO  TESTE  DA  COMPARApAO  NO  LIMITE 


C;7  teorema  (Teorema  10.5,4)  SejamJ2(lk  e  fr*  series  de  termos positives  e 
suponha  que 

r  ak 
p  —  itm  — “ 

*  4-*  h{; 

Se  p  for  finite  e  p  >  0T  entao  as  series  ant  has  converge™  ok  ambus  divergent. 


DKMQNfiTRACAO  Precisamos  apenas  mostrar  que  Y^^k  converge  quando  V converge  e 
que  X  /^diverge  quando  Y  a*  diverge,  uma  vez  que  os  eases  restanles  sao  implicates  16gL 
cas  desles  (por  que?),  A  ideia  da  demonstraqao  e  uplicur  o  teste  da  compara^ao  para  Ylak  e 
mtilliplos  adequados  de  Y  Para  isso,  seja  t  um  ndmero  positive  qualquer.  Como 
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segue  quo  as  Lemnos  na  sequSncia  {akI  by)  devem  esiar,  a  partir  de  urn  eerlo  Lermo,  a  monos 
de  £  unidades  tie  p;  ou  seju,  ha  um  mimero  posilivo  K  Lai  que  para  k  >  K  lemos 

ak 

p  —  £  <  —  <  p  -r  £ 

h 

Em  particular,  sc  tom  arm  os  qualquei  c.  —  p/2,  cntao  para  k  >  K  tcmos 


1*3  1  ,  3  , 

p  <  K  p  ou  -pbk  <  ak  <  -phi, 
l  ok  l  l  l 

Assirn,  pelo  iesie  da  comparagao,  podemos  concluir  que 


k—K 


yt  hpbk  converge  se  y^  ak  converge 


X 


(22) 


5C 


JlkPh  diverge  se  y  (p  diverge  (23) 

k=K L  k=K 

Mas  a  convcrgeneia  e  a  divergencia  de  uma  serie  nao  e  atetada  retirando-se  finitos  tempos 
ou  multi  pi  lean  do  o  lermo  geral  por  uma  consume  nao-nula,  dc  modo  que  (22)  e  (23) 
implicam  que 


bi:  converge  se 

A  =  ] 

Ysak 

*=i 

-SC, 

converge 

J]  bk  diverge  se 

*=i 

X> 

r=i 

diverge 

* 

■  DE  MONSTR  Ap  AO  DO  TESTE  DA  RAZAO 


C.H  TEOREMA 
pan  ha  que 


(Tea re m a  10.5.5)  Seja  V  uk  uma  serie  com  termos  posit i vos  e  su~ 


Sim 

it  -4-  -l- a 


JU+] 

Uk 


(a)  Se  p<  I ,  a  serie  converge. 

(b)  Se  p  >  l  on  p  -  +oo,  a  serie  diverge . 

(c)  Se  p-  1 ,  a  serie  pode  convergir  ou  divergir,  de  modo  que  deve  ser  tentado  outro  teste. 


D emonstr a c  ao  (a)  O  nuinero  p  deve  ser  nao-negaiivo,  uma  vez  que  c  o  limitc  de  itk , ,  f  it L, 
que  e  posilivo  para  todo  L  Ness  a  parte  da  demonstragao,  vamos  supor  que  p  <  1,  de  modo 
que  0  <  p  <  I . 

Demon  slraremos  a  converge  nci  a  most  rand  0  que  os  termos  da  sdrie  dada  sao*  a  parti  r 
dc  um  certo  lermo,  men  ores  do  que  os  termos  dc  uma  serie  geomctrica  eonvergente*  Para 
isso,  vamos  escolher  qualquer  nuinero  real  /■  tal  que  0  <  p  <  r  <  I .  Como  o  Li  mi  lo  de  wi+ ,  /  uk  6 
p,  c  p  <  i\  os  lermos  da  sequencia  {uH1/  w,}  devem  ser,  a  partir  dc  um  certo  lermo,  men  ores 
do  quo  r.  Assim,  ex  isle  um  inteiro  positive  K  tal  que  para  k  <  K  lemos 

tt  A+ 1 


«J t 


<  ;■  ou  <  ruk 


Disso  resukam  as  desigualdades 


uk  w  <  ruK 
UK +2  <  fUK+i  <  r2uK 
UK+ 3  <  ruK. <  r}uK 
UK+ 4  <  riiK+3  <  CiiK 


(24) 


C8  Calculo 


Mas  0  <  r  <  1 ,  portanio 

fa  k  +  r2Ufc  +  + 

e  uma  s^rie  geomeinea  convergent^  A  parlir  das desigualdades  em  (24)  e  do  teste  da  eompa- 
ragao  segue  que 

Wjf+t  +  tt/C-. j-2  +  Mjf+J  + 

dove  tamb£m  ser  uma  seiie  convergente.  Assim,  ut  +■  ht+  +  uK  +  -*  converge  pelo  Too- 
rema  10.4.3(c), 


|)EMONSTRA(;ao  (£}  Nestu  parte  demonstraremos  a  diverge nda  mostrando  que  o  limite  do 
tcrmo  genii  nao  e  zero.  Uma  vez  que  o  limite  dc  h,.+  1/Htcpep>  1,  os  lermos  na  scquenda 
{mjj  +  ,/ fiA.}  devem  sen  a  parlir  de  uni  eerto  tcrmo,  maiorcs  do  que  1.  Assim,  existe  um  i n t e i ro 
positive)  K  tal  que  para  k  >  K  temos 


«*+ !  , 

-  >  I  Oil  >  Uf, 

Ilk 

Disso  rcsultam  as  desigualdades 

Wtf+I  >  llK 
Mk+7  >  W'Jf-H  >  ll K 

ttK+S  >  ttK±2  >  H K  (25) 


UK+4  >  H >  if  K 


Como  uk  >  0,  segue  das  desigualdadcs  em  (25)  que  liinjt_*+3C  #  0  e,  assim,  a  serie 
+  u2  +  ■"  +Wjt  +  ■  diverge  pela  paite  (a)  do  Teoretna  1 0,4. 1 .  A  demonstragao  no  caso  cm 
que  p  =  +  oo  €  omitida, 


\  > t :  v  \  onst  R  At;  a <  >  (c )  A  serie  h  a  mi  6  n  i  ca  d  i  ve  i  gen  te  c  a  se  ri  e  p  a  i  nvergen  te  com  p  —  2  am  has 
tem p  -  l(verifique);  assim,  o  teste  da  razao,  quando  p  -  1 ,  nao  distingue  entre  converge nci a 


e  divergencia; 


■  DEMONSTRAQAO  DGTEOREMA  DA  EST1MATIVA  DO  RESTO 


C,9  teobkma  {Teoretna  10,7*4)  SeafangUo  f  puder$erdiferenciadan+  I  vezesem 
um  intervaio  f  contendo  o  porno  .vQ  e  se  M  for  uma  com  superior  para  \f,t+  lj(x)|  em  i  ism 
e,  se  | / rJ  + 1  'COl  ^  4/  para  todo  x  em  I,  entdo 


IRnW  t  < 


M 


(n  +  1)3 


I-*  ~Xq\ 


/r-i-  i 


para  todo  x  em  /. 


demonstuacao  Estamos  supondo  que  f  possa  ser  dilcrcnciada  n  +  I  vezcs  em  um  intervaio 
l  contendo  o  potuo  xn  e  que 


VI 

'h 

+ 

* 

5a 

(26) 

para  todo  a  em  /.  Queremos  mostrar  que 

M  .. 

(jt)[  <  lx  ,v0  "+l 

“  (n  +  1)3 

(27) 

para  todo  x  em  /,  onde 

K(x)  =  fix)  -  jr  f<T (x  -  xd 

k=0 

(28) 

Apendiee  C  /  Provas  Seleeionadas  C9 


Em  nossa  dcmonsiragao,  irenios  prceisardas  duas  seguinies  propricdadcs  de  R^x): 

K  (.Vo)  =  KM  =  ■■■  =  K'K*  o)  =  o  (29) 


K;,+I)(x)  =  fin+,)(x )  para  Lodo  x  cm  / 


(30) 


Ess  as  propriedades  podem  scr  obtidas  ana  l  i  sand o  o  que  acomece  se  a  expressao  para  Rn(x) 
na  Formula  (28)  for  difcrcnciada  j  vczes  c7  entao,  x,  for  substitufdo  na  dcrivada.  Sc  j  for 
me  nor  do  quc  ft,  a  j-esima  dcrivada  da  soma  na  Formula  (28)  consistc  cm  um  termo  cons- 
lame  fJi(  x,,)  mais  term  os  envoi  vend  o  po lend  as  de  x  -  xlt  (verifique),  Assim,  (xq)  —  0 
para  j  <  n,  o  quc  dcmonstra  tudo  mcnos  a  ultima  equagao  cm  (29).  Para  a  ultima  equa¬ 
gao,  observe  que  a  enesima  derivada  da  soma  em  (28)  6  a  const  a  me  ))i  pertain  o 
R'^ ) (.vo)  —  0.  A  Formula  (30)  segue  da  observa^ao  de  que  a  (h  +  l)-esima  dcrivada  da 
soma  em  (28)  €  zero  (por  que?). 

Vamos  agora  para  a  parte  principal  da  demonstragao.  Para  simplificar,  daremos  a  de¬ 
monstragao  no  easo  x  >  a;,  e  deixamos  para  o  lei  lor  o  caso  .v  <  x0.  Tern -sc  a  partir  de  (26)  e  (30) 
que  <  A/e,  port  an  to. 


-M  <  R("+n{x)  <  M 


Assim, 


/  -Mdt  <  f  jf?Jrt+l)( t)dt  <  f 

J  Xi)  Jxq  J.X(J 


Mdl 


(31) 


Pore  in,  dc  (29)  segue  ((lie  R,"\ jco)  —  0,  portnnto 

f  K?+i](odi  =  =  K!“(x) 

djf(3  — 1  JC|j 

Assinx  efeiuando  as  mlegraqoes  em  (31),  obleinos  as  desigualdades 

—  M(x  —  xe>)  <  R(nn}(x)  <  M(x  —  x o) 

Agora  vamos  integrar  nova  me  me.  Substiluindox  por  t  ness  as  desigualdades,  integrando  de  x, 
ate  x  e  usando  ^!_l)U'o)  —  0,  obtemos 


M 


2  (.V  -  -Vo)‘  <  «,rn(.V)  <  y(.v-.v0>‘ 

Se  continuarmos  repel indo  este  proeesso,  entao  depots  de  n  +  ]  integragoes  iremos  obter 

-  — -(x  —  xo)fl+l  <  Rf,(x)  <  — — — (x  —  xo)""5"1 

(»+!)!  ~  (»+!)! 


M 


o  quc  pode  scr  recserito  como 


R»M I  < 


M 


(X  -  x0) 


18 -f  I 


(n  +  1)! 

Xsso  completa  a  prova  de  (27),  uma  vez  que  os  sinais  de  valor  absoluto  podem  ser  omkidos 
naquel a  formula  quando  x  >  x()  (quc  c  o  ease  sob  considcragao).  ■ 


■  DE  MON  STRAp  AO  DA  REGRA  DA  CADEIA  PARA  DUASVARIAVEIS 


C JO  r  ko  K  v.  \i  A  ( Teore  rm  /  4, 5 / )  Se  x  =  x(t)  e  y  =  y  {t )  fo  rem  d ife  rate  id  veis  em  t  e  se 
Z  — /(x,  y)  for  diferenciavel  no  panto  (x(;),  v(7)).  entao  z  —f(x(t).  y(  t))  e  diferencidvel  em  t  e 

dz  tiz  dx  dz  dy 

—  —  —  - —  -|-  — -  — 
dt  dx  dl  dy  dt 


CIO  Calculo 


demonstra^aq  Sejam  Ax  y  Ay  c  As  as  van  agues  cm.v,  y  c  z,  re&pccdvamente,  quc  corres¬ 
ponded?  a  variagdes  de  At  cm  r  Entao 


dz  ..  A: 

=  Mill 


dx  Ax  dy  Ay 

—  .....  ,  —  —  hm  — ,  —  =  Inn  — 

dt  o  A;  dt  At  dt  Af^o  At 

Como /(  v,  v)  e  dilerenciavel  em  (x(0*  y(f)X  ^cgue  de  (5)  da  Segao  !  4.4  que 

dz 


A z  =  —  A*  4-  —  Ay  4-  efAx,  Ay)  /Aa2  +  Ay2 


(32) 


undo  as  derivadas  parciais  cstao  ealculadas  cm  y(0)  e  onde  t( Ax,  Ay)  satisfaz 
e(Axt  Ay)— >  0  quando  (Ax.  Ay)  — *  (0, 0)  e  efO.  0)  =  0.  Dividmdo  ambus  lados  de  (32)  por 
At  obi  cm  os 


A^  Bz  Ax  3  s  Ay  ^  £(Ax,  Ayl^Ax2  +  Ay2 


Af  £?£  At  3-y  At 


At 


(33) 


Como 


lim  =  iim 

A  r^O  |Af|  Af-*  0 


Aa 

A; 


+ 


Ay 

Af 


=  If  ita  ^iV+f  ,ta  ^ 

y  y.if  — *  0  Af  /  \a/^0  a;  / 


iix\2 

7i)  + 


/dy 

Uc 


res  u  I  la 


hm 

A;  a 


€  (  Ax,  A y ) ,/Ax2  +  Ay 

Af 


=  lim 

Af  -fO 


MAx,  Ay ) I J A x 2  -T  A y 2 


I  Af  | 


=  lim  je(Ax,  Ay) I '  Min 

Ar-*0  ‘  iif-^o 


v'Ax2  +  Ay2 

|A/| 


“  0 


ssini, 


e(Ax,  Ay)yf  Ax2  4-  Ay- 

hm  — -  —  0 

Xf->  G  Af 


Tomatido  o  limite  quando  At  ~>0  de  a  mhos  lados  de  (33),  ohlemos  a  equagao 

dz  _  dz  dx  dz  dy 
dt  dx  dt  dv  dt 


RESPOSTAS  DOS 
EXERCICIOS  IMPARES 


►  Exerci'ciosai  (pagina592) 


5, 


3.  {3)  primcira  ondem  (b)  segunda  ordcun 
7,  (a)  y=Ce'**  (b )  y=Ce* 

9.  y  =  +  Ce 1 1,  y  =  e*  sen(e )  +  Ce1 

C  --  --  —  Ce-*/1**1  ™ 


13,  y 


IS.  .v  =  Cx  17.  y  -  Ce 


*Jxz  +  I 

19.  2  In  ]y\  +  y2  ”  e*  +  C  21.  y  ~  In  (sec  ,t  +  C) 

I 


l.c  56 0 


23.  >'  = 


I--  C  (cos  sec  x — cotg  x) 


,C  ^ 0  e 3?  5=  0 


25.  =  i  +  fh)  >  =  £  -  27.  y  =  4^  -  1 

2  2x  2  2x 


29.  y2  +  sen  y  ~  r5  4-  jr2  31.  y2  -  2y  =  r2  +  *  +  3 


(b)  y2  =  x/4 


35.  y  = 


41.  y  -  In  i  j  43.  (a)  200-175^  g 


45.  251b  49.  (a)  /(r)  ~  2  -  2<?"2f  (b)  /(f)-+2 

«i0 


51.  (a)  u  —  cln 


mo  —  fcr 


—  gj  (b)  3044  m/s 


53.  (a)  A  sk  (2  -  0,003979/)  (b)  S,4inin 

55.  (a)  v  =  l28/(4f  +  I), x  =  321n(4/  +  1) 

57.  —  =  —  senx  4-  e  x\ y(0)  =  i 
dx 

►  Exercfcios  9.2  (pagina  600) _ 


1.  a? 

\  ^2—  ^  / 


3. 


X 

Y> 


>10)  - 1 


(a)  iv 

(b)  VI 

(c)  V 

(d)  TI 

(e)  l 
<0  HI 


11-  (a) 


ft 

0 

I 

2 

3 

4 

5 

0 

0.2 

04 

0,6 

0,8 

1.0 

1 

1,20 

MS 

1,86 

2,35 

2.98 

(b)  y  =  -(*+!>  +  U 


*« 

0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,H 

1,0 

y(V 

1 

1,24 

1,58 

2,04 

235 

3,44 

mo  absoluto 

0 

0,04 

0,10 

0,19 

0,30 

0,46 

emo  perccntua! 

0 

3 

6 

9 

11 

13 

13. 


n 

0  1 

2 

3 

4 

5 

6 

i 

8 

0  0,5 

1 

1,5 

2 

2,5 

3 

3,5 

4 

>’ft 

1.00  1,50 

2,07 

2,71  3,41 

4,16 

4,96 

532 

6,72 

15. 


n 

0  I 

2 

3 

4 

6t 

0,00  0,50 

1,00 

1,50 

2,00 

y* 

1,00  1,27 

1 ,42 

1,49 

1.53 

A  >' 


bK 


L J  L  L 


0.5  1  13  2 


t 

> 


17.0,615537  19,  (h)  y(l/2)  =  V5/2 
23.  (a)  yf  “  ’~~2Z::^2  fc)  “  *2-v  -  1 


-2 


R2  Calculo 


► 


Exercicios  9.3  (pagina  60S)  _ 

1.  fa)  =  ky2,  y(0)  -  yQ(k  >  0)  (b)  ^  -  -ft ya,  y{0)  =  y0(ft  >  0) 


3. 


,  .  ds  1  d2s 
{*}di  =  2s 


5,  (a)  y'(0  =  y(/)/50,  y{0)  ^  1QQOO  fb)  yfO  =  IOOOO^/3° 


(c)  50 In  2  *b  34,66  h  (d)  50  ln(4t5)  «s  75,20  h 

7.  fa)  ^  -  -Jty,  t  as  0,1810  (b)  y  =  5,0  x  !0V°tsJI 

(c)  Rs219.000&mno5  fd)  12,72  dias 
9.  50  lnfJOO}^  230,26  dias  11.  3,30dias 
13.  fa)  y  f=  3e^n2)/6)f  jjjj  y  —  4^/^  fc)  y  =  200^ 
fd)  y  =  2s/6e<^mt 

17.  (b)  70  anos  (c)  20  anas  (d)  74S?  21.  (a)  Eiao  (b)  mesmo,  r  % 
23.  (c)  y  =  4e,l’J  (d)  y  =  4cJl°2  25.  ln(2)/lii(5/4)  «  3,106  It 
27.  (a)  $  1491,82  (t>)  S  4493.29  <c)  8,7  anos 

jj- 

29 .  (a)  —  =  -Jt(T  -  21),  T( 0)  -  95;  T  =  21  +  74*T*f  (b)  6,22  min 
33,  (d)  U2 


37.  y0«  2. 1  as  S,Jt  as  0*5493 

39.  fa)  y0=  5  (b)  L  -  J  2  fc)  *  -  l  fd)  ^  0,3365 

(e)  dJt  =  ^y(l2  —  y),  >'(0)  —  5 


41.  Suponha  que  y(t)  estud  antes  pegaram  gripe  t  dias  depois  do  fim  das 

term.  Entao  y(0}  =  20,  v(5)  =  35.  fa)  ^  -  fty(1000  -  y),  yo  =  20 

at 

1000 

W  y=  1+49^0>«';t=Q’115 

f«)  fd) 


t 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

yCO 

20 

22 

25 

2B 

31 

35 

39 

44 

a 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

ytf) 

49 

54 

61 

67 

75 

83 

93 

►  Exercicios  9,4  (pagina  619)  _ 

3.  y  a*  ae*  4-  5,  y  —  ci eT  4-  cjJe* 

7.  y  =  C]  cos jc  +  sen  i  9.  y  =  C]  + 

11.  y  —  £:-]c-2/  +  13.  y  =  e-Zl  (ci  cos3jl'  +  C2  sen  3a) 

IS.  y  =  17,  y  =  V  -  2c~ix 

19,  >’  =  2e~3t  +  xe~3jt  21.  y  =  +  6  sen*) 

23.  (a)  y"  -  3y'  -  lOy  =  0 

(b)  y"  -  8y'  +  1 6y  =  0  (c)  f  +  2y'  +  J7y  =  0 
35,  fa)  k  <  0  ou  k  >  4  (b)  0. 4  (c)  0  <  k  <  4 


27,  (a)  y  —  (Ux)fc i  cos (3 nx)  +  cz  sen  Qnx)] 

(b)  y  =  C[Xl+^  +  C2Xl~^ 

3&  (a)  y (f )  -  0,4  cos  (/ 12)  in  (b)  periods  -  4x  s,  freq  ii£nci  a  =  Hz 

4jt 

(d)  t  s  jr  s 

(e)  t  =  2jt  a 


7  =5  jt/7  s,  /=7/?rHz 
fd)  f  -  tt/28  s  (e)  1 5=  jr/14  s 


37.  (a)  Vclocidadc  mAxima  ocorrc  quando  y  =  0. 

(b)  Vclocidadc  minima  ocotre  quando y  =  ±y0. 

39.  Mx"(t)  +  kx(t)  =  0,  x(Q)  »  *'(0)  «  0 

43.  (a)  y  =  e~l*  +  %2te~v^  (b)  1,427364  cm 

4S,  (a)  y  -  e^tn  cos( */\9t/2)  -  ^  VT9^t/2  senf^//2) 


(c)  -3,210357 em/s  (d)  3,210357 cm/ sr 
47,  (a)  y  —  (4  +  2v§)e~ -  (3  +  2v$)e' 

(b)  —  7e“^T  2 c~?,‘'2  —  <?-2f ,  —  4c~?l/2  4-  5e-:!l 


►  Capftulo  9  Exercicios  de  Revisao  (pagina  622)  _ 

3,  (a)  linear  (b)  ainbos  (c)  separdvcl  fd)  nenhum 
5.  nao  7.  y  =  tg(j£3/3  +  C)  9.  In  |y|  +  y2/2  =  e*  +  Cey  =  0 
11*  y  =  —  t  +  Ae*~^2  13.  y  —  2  sech  jt  +  ^  (x  sech  x  4“  senh  x) 

15.  yJi  +  4\n(x/y)=\ 

17.  (a) y  -  -  4)cos3jt  +  +  ^}sen3jr  +||^ 

19.  Em  21.  Ay 
tomo  de  4^ .  ■  ^  ■  ■  ■/-  ■/ 

646  on^as.  3  ./ 


12  3  4 


fH 


Respostas  dos  Exercicios  Impares  R3 


23, 


n 

0 

l 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

xn 

0 

0,5 

1 

1,5 

2 

2,5 

3 

3*5 

4 

yn 

i 

1,50 

2,1  J 

2,84 

3,68 

4.64 

5,72 

6,9] 

8,23 

y 


/r 

t  ■  ■  ■  f  > 


n 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

*n 

0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1,0 

3jt 

1,00 

1,2b 

1^6 

1,10 

0.94 

1,00 

27,  (a)  y  ss  2e°'13S6f  (b)  j  =  5rPJSf  (c)  >'  «  D,5995e 
{d)  >■ «  0.S706/’ lMto  29,  Em  tomo  dc  2(K>0,6  anos 
31,  (a)  tv  s  Ciez  +  (b)  y  =  C^ei/2  4-  Cajt^/2 


ASHTl 


(c)  V  =  £ 


-  w/2 


Cl  cos 


%/7j 


C  sen 


y?.- 


33,  (a)  >■  =  0,3  cos(r/2) 

(b)  7  =  4 jt  s,  /  =  ]  /(4?r)  Hz 

(d)  r  =  tt  s 

(e)  f  =  2ir  $ 


►  Exercicios  10,1  (pagina  633) 


1.  (a) 


I 


_  -  *  2n  —  1  ... 

(b)  (c>  -  - —  (d) 


W' 


3"-1  v""  3J1_I  w  2;i  w  jt'^+O 

3.  (a)  2, 0,  X  0  (b)  1,  -I.,  1T-1  (c)  2  (1  +  (-l)");  2  +  2  cos  n  * 


s-  5-  \ >  I’  J*  f ; converge,  lim 


n 


=  I 


n  -»  +*  fi  +  2 

7,  2,  2,  2, 2, 2;  converge,  lim  2  =  2 

tj  — k  +w 

In  i  In  2  In  3  In  A  In  5  Inn 

9.  __i  ___s  __ -r- ;  converge,  lim  - -  0 


n*++n>  n 

16  54  125  250. 


i  jt  *  n  sn 

J 2  '  3  ■  is  *  27  s 


1  1  2  +  3  1  4  *  5 

1 1 ,  0, 2,  0,  2, 0;  diverge  13.  - 1  „  ^ ,  -  g ,  ;  dr verge 

1>  &  ,st.  i  (l  +  -)  (J + J)  =  \ 

17.  cos  3,  cos  | ,  cos  I ,  cos  j ,  cos  | ;  converge,  lim  cos(3/n)  =  I 

*  t  J  Jt  -t,  -f  K- 

19.  9^-3*  16e_4s  25e~5;  converge,  lim  tt2e~n  —  0 

21-  2’(f)  ■(;)  ’©  ■(!)  ;converec’  =e' 

„  (2n-ll+"  ..  2b -1  , 

23.  {  — - }  ;  converge,  Jim:  -  =  i 

1  2rc  \n- 1  jj-m-w  2  n 

J|*X. 


25.  [c-0"+1^ 


;  converge,  lim  (—  l)'J+1  —  =  0 

i  a  ->  +*  3n 


(d)  (a)  diverge;  (b)  diverge;  (c)  Inti  an  =  0 

n -*►+*> 

35,  lim  \ftfi  —  1 

n-”+  -ha 

39,  (a)  1,  f  (c)  lim  fjrJ  =  \ 

43.  (a)  (0,5  f  (c)  lini  a„  =  0  (d)  -1  £  «„  £  ! 

45.  (a)  30  "~  +  j;  (b)  Hm  (2"  +3'"),/n 

jf,  ■% 


=  3 


o't 


47.  converge  para  0  49.  (a)  .V  -  3  |b)  A^=M  (c)  fV=1001 


►  Exercicios  10,2  {pagina  641) 


L  estritamente  decrcscente  3.  estritamente  ciescente  5.  estritamcnte 
dccrcsccntc  7.  estritamcnie  crcsccnte-  9.  estritamente  dccrescccte 

11,  estritamente  crescente  13,  cstritamente  crescente  15,  estritamente 
decrescente  17.  estritamente  decrcscente 

19*  esln lamente  crescenie  a  parti r  de  um  certo  tenno 

2 1  *  estritamente  dec  rescente  a  partir  de  u m  certo  termo 

23.  estri tamente  crescente  a  parti  r  de  um  certo  termo 

25.  (u)  Sim;  o  limile  situa-se  no  intervaJo  [1 T  2] 

(b)  Nao»  mas  em  caso  afirmativo,  o  I  t  mite  £  <  2. 

►  Exercfcios  10.3  (pagina  649) _ 


l.  (a)  X  l  (l  (J)  )  —  z  (converge) 

(b)  J .  | ,  b  ^  «  "  i  0  "  ^  lim  J*  =  +®  (diverge) 

^  >♦  ft—,  -l-B 


J  1  3  I  I 

(c)  -h  — 


— {—i ;  lim  %  -  ^  (converge) 
6  4  10  3  2  n+2  2 


3*  S  5*  6  7*  ^  9*  J  11*  diverge  13.  ^ 

15.  (a)  Exercfcio  5  (b)  Exerdcio  3  (c)  Excrclcio  7  (d)  Esercicto  9 

17,  ^  19*  ^  23.  70  m 


25.  (a)  s„  —  —  ln(n  +  1);  lim  sn  —  —sc  (diverge) 

/f 

n+l  r  Jt  -  1  k 

In  £ — i  -  In  — —  I ,  lim  =  -  In2 
k  k  -H  II  +“ 


(b)  i'H  =  y] 


T1  li- 

1  J 


27.  (a)  converges#  |jr |  <  1;  5  = 
(b)  converge  sc  Jjc|  >  2;  5  ™ 


(c)  converge  se  x  >  0;  S  = 


1  -f  x2 
l 

x 2  -  2x 
1 


e*  -  I 


^  =  ^T"1;+  pT  +  =  1 

37*  (b)/i=Ip5  =  ^2 


(C)  Jkrt  i-i  2 


2fl+1 


^n  +  1 2n  +  i  1 


ll4" 

lim  sn  - 

"  lim 

r,  (z/3>w+i  i 

)Ls 

rt^+» 

Jl-y-rSi 

L  1  -  (2/3)" 4 1  J 

converge,  Um  (—  l)rt+l  ( —  —  — i—  ]  =  0 

a  ft  tt  +  1  / 

29,  f/n  +  1  -  /n  +  2 1^4 , ;  converge,  Um  Wn  +  1  -  Vn  H-  2)  =  0 

fT~t  /I—^+W 


3 1 .  Por  cxcmplo,  { (—  1  )fl  c  { sen  Qm  /2)  +  1/n}  ^ 

«,  a  fmpar 


33.  (a)  15  2,  1,4,1*  6,  (b)  an  - 

(c)  a*  - 


1/2™ , 


n  par 


l/n,  n  ftnpar 

1  /  ( /d  +  I },  ii  par 


=  2 


►-  Exercicios  10.4  {pagina  657) 

1*  (a)  3  (b) 

3*  (a)  p-  3,  converge  (b)  p  =  | ,  diverge 
(c)  p=U  diverge  (d)  p  =  ^,  diverge 
5.  (a)  diverge  (b)  diverge  (b)  diverge  (b)  nenhuma  informa^ao 
7,  (a)  diverge  (b)  converge 


R4  Calcuio 


9.  diverge  11*  diverge  13,.  diverge  15.  diverge  17.  diverge 
19,  converge  21,  diverge  23,  converge  25.  converge  $ep  >  1 
29,  (a)  diverge  (b)  diverge 

31.  (a)  (7^/2)  -  t^/90)  (b)  0^/6)  -  (5/4)  (e)  rr4/ 90 
33.  (e)  ^  -  xn>  <  ^ 

35.  (b)  n  =  5  (c)  1,20 

37.  (d)  n  >  £1CX}  —  (  39,  converge 

►  Exercicios  10.5  (pagina  664) _ 


1.  (a)  converge  (b)  diverge  5.  converge  7.  converge 
9.  diverge  11,  converge  13.  inconclusive  15.  diverge 

17.  diverge  19,  converge  21,  converge  23.  converge 

25.  converge  27.  converge  29..  diverge  31,  converge 
33.  diverge  35,  converge  37.  converge 

39.  diverge  41.  converge  43.  converge 

_  ft!  v  ft+1  1 

40.  Uk  —  — — — — ;  P  —  bm  —  converge 

47.  converge  49.  diverge  51,  {a)  converge  (b)  diverge 

►  Exercicios  10.6  (pagina  673)  _ 


3.  diverge  5.  converge  7,  converge  afrsolutamente  9*  diverge 
11.  converge  absolntamente  13*  converge  condi  cion  a]  me  nte 
15.  divergente  17*  converge  condicionalmcnte 
19.  converge  conditional  mente  21,  divergente 
23,  converge  conditional mente  25,  converge  absolutamente 
27.  converge  condicionahnente  29*  converge  absolutamentc 
31.  |crro|<  0,125  33,  |erro|  <  0+l  35,  n  =  9999 

37.  n  =  39,999  39.  |em>|  <  0*00074;  slt} &QA995;  5=0,5 
41.  0,34  43,  0,41  45.(c)»  =  50 
(-i)‘ 


47.  (a)  Se 


VT 


entao  converge  e  diverge. 


Se  a jt  —  — — t  cntSo  converge  e  ^  a2  tnmbtin  converge. 

ft- 

(b)  Se  ak  —  entao  ^  af  converge  e  X!  &k  diverge. 

ft 

Se  at  =  entao  ^  of.  converge  e  ^  Lambdm  converge. 

55.  (a)  124*58  <r/<  124,77  (b)  1243  <s<1424 


►  Exercicios  10.7  (pagina  664)  _ 

1.  fa)  1  -  x  4-  | x 2, 1  -  x  (b)  1  -  ^  1  (cl  1  —  ^(x  -  nr/2)st  1 


(d)  1  +  ite  - 1)  -  J{*  -  D2, 1  +  -  1) 

3.  (a)  1  +  ^(x  -  1)  -  £ (x  -  l}2  (b)  1,04875  5,  lt80397443 

pa(x)  -  l:  pi(.r)  =  1  ~x,  p2(x)  =  1  -  x  4-  |x2, 

Pn(x)  =  1  -  x  4-  : 

t  v  2 


7, 


P*(x)  =  1  -  x  +  ^  jt.?3  +  *fx4;  J] 

*=o 

7I2 


n  <-]>*  * 
—  X 


ft! 


7T2 


poCO  =  U  pi  00  =  1,  ps(x)  =  L  ™  —  x2,  ps(x)  =  1  -  X2, 


t?  ,  ^  (-I)V* 


«w  =  1  “  tT-*2  +  IT-"4-  £ 


jr*  (Vcr  Exerdcio  74  da 


23  4!  •  (2ft)! 

Se^ao  1.3t  a  p.  39  do  Volume  I  .) 

1 1,  po(x)  =  0,  pi  U)  =  x,  p%{x)  =  x  -  |x2,  p„r(x)  =  x  --  |x2  +  }x3* 

A 


Pa(x)  =  x  -  J x2  +  ^x3  -  *x4; 

k~l 


(-D*+1 


ft 


13,  pa(x)  =  1,  pi(x)  =  1,  pi{x)  =  I  -i-  y , 


Lja/2  J 


MO  =  1  +  — ,  p4(x)  =  1  +  —  +  — ;  J] 


(2ft)! 


x2^  (Ver  Eser- 


cicio  74daSe^ao  1.3,  a  p.39  do  Volume  1.) 

15*  po(x)  =  0,  pt(x)  =  0,  p2 (x )  =  xJT  pj(x)  =  x3, 

p4(x)  =  x2  —  gx4;  ^  (2ft  -f  1)[^^+"  ^Cr  ^3tercJ'c^0  ^4  da  Se- 

gao  1 .3*  &  p.  39  do  Volume  1 .) 

17*  pb(x)  =  e,  pi  (x)  =  e  -r  e{x  -  1). 

Pl(x)  =  e  +  e(x  -  1)  +  ~ (x  1)2t 

P3 (x )  =  ^  +e(x  -  I)  +  ^ (x  -  i)2  +  ™(x  -  I)3, 

p4(x)  =  c  +  e(x  -  1)  +  ” (x  -  l)2  +  |j(x  -  J)3  +  Jt  (x  -  l)4; 


4! 


£^(1-iy 


19.  pfl{x)  =  -1*  pj(x)  =  -1  -  (x +  1), 
p2(x)  =  -]  -  (.V  +  1)  -  (JC  +  l)2, 

PsM  =  -1  -  (x  +  1)  -  {*  +  l)2  -  (jt  +  1  )3, 

=  -1  —  (x  + 1)  i— ■(*  + 1)2  -  (j  +  1)S  —  (x  + 1)4; 


i=0 

2L  po(x)  =  pi(x)  =  1,  P2(x)  =  Pz(x) 


P^X)=l  - 


(-l)**2* 

k=0 


(2  ft)! 


[H) 

HT 


— 1(- 

H)'- 


P 


(Ver  Exerdcio  74  da  Se^So  1 .3.) 


23*  po(x)  =  0,  pi(x)  =  (x  -  1),  p2(x)  -  (x  -  1 )  -  J  (x  -  l)2t 
P.t(x)  =  (x  -  1)  -  Ux  ~  l)2  +  |  (x  -  I)3* 
p4(x>  =(x  -  1)  -  |(x  -  n2  +  f(x  -  l)3  -  }{*  -  l)4; 

eM— U-D* 

t=i  * 

25,  (a)  pjfx)  —  l  +  2x  —  x2  +x3 

(b)  //3{x)  -  1  +  2(x  -  1)  -  (x  -  if  +  (x  -  If 

27,  p0(x)  —  1,  pi(x)  =  1  -  2x* 

Pl(x)  =  1  -  2x  +  2x2* 


p3(x)=  I  -  2x  +  Zv2  -  fx3 


-0,6 


r  V 

J 

0,6 


29*  pn{x) 
Pa  (x) 
P6(x) 


™1*  P2<x)  =  -1  +  |(x  -  7 r)2, 
-1  +  Jfx  -  7T)2  -  ^(X  -  JT)4, 

“1  4-  *r(x  —  rif  —  ^{x  “■  jt)4 

+  n>o  (X  —  JT)fi 


-1 

1^5 


2a: 


31.  1,64872  35.  IV 
37*  (n) 


r 

1 

= - \ 

J 

; _ J 

-1 


Resposlas  dos  Exerdcios  Impares  R5 


(h) 


X 

-l/KX) 

-0,750 

—0*500 

-0,250 

0,000 

0,250 

0,500 

0,750 

1,000 

m 

0,431 

0,506 

0.619 

0,781 

1,000 

1,281 

1,613 

1.977 

2,320 

■ 

PL(-0 

O.tXXJ 

0,250 

O.SOQ 

0,750 

1,000 

1.250 

1*500 

1,750 

2.000 

Pit*) 

0,500 

0,531 

0,625 

0,781 

1,000 

1,281 

1,625 

2,031 

2,500 

►  Exercfeios  10.10  (pdgina  712)  _ 

I*  (a)  1  -  x  4x3 - +  (-l)V+  ■;^  =  1 

(b)  l+x3+j:4+--+Jt2*+  +  -;fi  =  l 

(c)  1  +  2x  4  4x2  +  ■  -  4  2kxk  4  -  ■;  R  =  \ 

(d)  l-  4  -^x  4  -Lxz  +  -  -  ■  +  +  ^  ;  R  -  2 


2*  23 


2*+l 


(c)  |fl*“-(l+jc)|<0t01 

para  -GJ4  <x<  0,14 
0,01 


<d)  E* 


^1 +Jf+ I  <0,01  3.  (a)(2  4xr1/2- 


J 


para  -  0,50  <x<  0,50 
0,015 


5/0,15  -0,6  V= 


39.  La)  (-0,569;  0,569) 
0,0005 


0 

41*  (-0,311;  0,31 1) 


=i=^0,6 


►  Exercfcios  10,8  (pagina  693) 


i.  E®«* 


Jt=0 

□c 


it! 


3.E<^> 


» 


*=G 

« 


’■  E 


.2*  „  'T-  (~D 


*=0 


(m 


’■E 


(2Jt)E 
ft 


5-E 

t=i 


- — : - x 


K- 


Jt=0 


{2*4  1)!' 


,2k +2 


k~ :G 


n- 


<« 


13-  B  —  Ii}{jf  +  1>*  15.  £ 

Jt-0 


0 


(-L)*n» 

(2*)! 


17.  £ 


Mr 


i-i 


21.  1  <  x  <  3, 


I  +x 


I 


,  23.  (a)  “2<x<2  (b)  /(0)  =  !;/(!)  =  ^ 

25.  ft  =1,  [-1,1}  27.  ft  =  +*,  <-«,  +oc)  29.  ft  =  [-$,  1] 

31.  ft=l,[-l,  I]  33.  R  =  !,{-],  1)  3S.  ft  =  +30,  (-oo,  +oc) 

37.  «  = +oo. (-00. +00)  39.  /!=  1,[-1, 11  41.  R=  I, (-2.0| 

43.  «  =  5S(-^.-^)  45.  «=l,[-2,0] 

47.  R  =  +oo,  (-so,  +og)  49,  (—04  +oo) 

55.  raio  = 

►  Exercfcios  10.9  (pagina  702)  _ 


1.  0,069756  3.  0,99500  5*  0,99619  7*  0,5208 
11.  (a)  12  ,  (b)  0,223 


2*  -  I 

13,  (a)  0,4635;  0,321 8  (b)  3,1412  (c)  nao 

*  x 

5 


17.  (a)  EC-l)^  tb)  1  +  i +E(-»' 


ft=0 


k-2 


3kk\ 


(c)  £(-])* +  xk  n  23,406% 


t=0 


25.  (a)  0,785398 1633974483096156608 

(b) 


n 

4= 

0 

0,3183098  78  , . , 

1 

03 183098  86183790^067  ... 

2 

0,3183098  861837906  7153776  695  . . . 

3 

0,3183098  861837906  7153776  752674502  34  . . . 

2l/i  25/2  J9/2  ..21 

(b)  (I  -  x2r2  -  i  +  2*2  4-  3x4  +  4x6  4-  - . 


I  I  •  3  a  3-3*5  , 

X  4  -T7T - X2 - rrr: - X3  4 


2n/2.33- 


5.  (a)  2x  —  — -x3  4-  — x3  —  —  xf  A - ;  A"  —  4«> 


27  .7 


3! 


5! 


7! 


oc 


(b)  t  -2x  +2x2- +  =  + 

(c)  1  4-  x2  4  — x4  "1“  “X^1  +  r  ■  s  ^  —  +w 

7.  (a)  x2  -  3x3  4  9x4  -  27x5  +  ■  ■  *;  R  -  % 

(b)  2.i2  +  ~x4  +  —jt6  +  +  -  -  ■;  ft  =  +* 

3  3  1 

(c)  x  —  -x3  +  -x5  4-  "* - >  R  —  1 

(b)  I2x3  -  6xft  4  4x?  -  3x  32  4  ■  - 

1 1*  (a)  l  -  (x  -  I)  4-  (x  -  l)2 - +  (— l)*(x  -  1)*  4 -  (b)  (0,  2) 

3  .5  yl  v4  71 


(  |\2‘ 

t=0 

H ) 

(c)  /<nH0)  =  n'.c,  = 

1;  .  ' 

27*  (a)  l  (b)  29*  t) 

13.  »x+,>+y-^+...  (b)jf-^  +  ^-^  +  ... 

15*  (a)  I  +  |x2  4  ^x4  +  H — ’  (b)  x  —  x~  4r  jx3  —  ■^jX’5  4  ■  ■ 

19*  2  —  4x  4  2x2  -  4x3  4  2x4  4  ■  - 

25*  (a)  E^+1  (b)  A0)  =  5!,  A0)  =  0 

«]  se  h  for  Imp*TJ 
0  se  n  for  par 


33*  (a)  £  35,  (a)  3/4  <b)  In  (4/3) 

Jk=C 

37.  (a)  x  -  |x3  4  ^x5  -  ^x7  4*- 

MR-] 

39.  (a)  y(t)  =  jo  E  (c)  0.0998790073% 

k=Q 


41*  (a)  Tft? 2,00709  (b)  T& 2,008044621  (t)  2,008045644 

(2h  3A2  4A2  \ 

1  -  —  4  ~  -  —r  4  ■  ■  ■  j  (b)  em  tomo  de  0,27^; 

R  R *  R J  /  para  rncuos 


►  Capftulo  10  Exercicias  de  Revisao  (pagina  714) 

9*  (a)  verdadeira  (b)  4s.  vczes  falsa  (c)  4s  vezes  falsa 
(d)  verdadeira  -(e)  as  vczes  falsa  (f)  as  vezes  falsa 
(g)  falsa  (h)  as  vezes  falsa  (i)  verdadeira 
(j)  verdadeira  (k)  4s  vezes  falsa  (1)  4s  vezes  falsa 


(a) 


n  +  2 


{  (»+ 1)2  -n5 

(b)  {<-ir+'  }T/  uiver®e 


,.  It  +  2 

;  converge,  lim  ■■  ■  v - t 

tl=i  n-++*>  (rt  4  I  )2  —  rt *■ 

+ 


\ 

2 


15*  (a)  converge  (b)  converge  17+  (a)  converge  (b)  diverge 
19.  (a)  diverge  (b)  converge  21.  “ — — 

23.  (a)  2  (1>)  diverge  (c)  3/4  (d)  ?r/4  25.  p  >  i 


R6  Calculo 


29.  (a)  p0(x)  =  U  Pi(x)  =  1  -  7jc,  /?2(a)  ~  j  -  7a  +  5x\ 

P2(x)  -  I  -  7a  +  5a"  +  4a1.  /^(a)  -  I  -  7a  +  5x2  +  4a'1 

33.  (a)  (b)  0  fc)  cos  c  (&)  £ 

37.  (a)  x  -  |x»  +  £x>  -  jf;*7  W  *  -  !*3  +  ts*5 

►  Exercfcios  11.1  (p£glna  728)  _ 

1.  *n  3.  (a)  (3/3, 3) 

(b)  (-7/2, 7/3/2) 

(c)  (3/5,  3) 

(d)  (0,0) 

(e)  (-7/3/2,  7/2) 

(f)  (-5, 0) 


4  v’ 

JR* 


5.  (a)  (5.  jr),  (5, — jr)  (b)  (4,  lljr/6),(4,-jt76) 

(C)  (2,  3.Y/2),  (2,  -y/2)  (d)  (8v^2,  Sjr/4),  (8  A  -3jt/4) 

(e)  (6,  2y/3),  (6.  -4*73)  (0  (a/3,  jr/4).  (/2,  -7x/4) 

7.  (a)  (5;  0,92730)  (b)  (10; -0,92730)  (c)  (1 ,27 1 55;  2,47582) 
9.  (a)  circuit)  (bj  neta  (c)  dreulo  (d)  neta 
11.  (a)  r  =  3  see  0  (b)  r  =;  V7  (c)  r  =  —  6 sen# 

(d)  r1  cos  9  sen  9  =  4/9 

is. 


o 


Q 


17.  (a)  r  -  5  (b)  r  =  6  cos  0  (c)  r  —  1  -  cos  B 

19.  (a)  r  =  3  sen  2 9  (b)  r  =  3  +  2  sen  B  (c)  r2  =  9  cos  20 


Clrculo 


29. 


Card  io  id  e 


33. 


Limafon 


41* 


0,3 

Ly 

43* 


O 


d 


Lemniscata 


Lemniscata 


Rosacea  de  oito  j>£  talas 
53.  3 


55. 


r 

!  [1 

= -  \ 

1  | 

L - 

- — ^  J 

r  — 

-  % 

!  V 

t  X - * 

-3 

57.  -An  <  6  <  4tt 
61-  (a)  Till 


-1 


(e) 


(b)  r  =  1  +  sen  8 

(c)  r  =  !  -  cos  B 

V2 

(dj  r  =  1  —  “  (cos  8  +  sen  8 > 


Cardidide 


Lima^on 


Respostas  dos  Exercfcios  Impares  R7 


67. 


■tt/2 


69.  (312,  x 6} 
73.  (c)  /l3^ 
75.  73 


►  Exercfcios  11.2  (pagina  737) 


1.  -4*4  3.  ambos  sinais  positives  5*  4,4  7.  2/73,-1/(373) 
9,  73,4  11*  (a)  y  =  -e~*x  +  2e'  13.  (a)  Q,nf2x 

(b)  x/2f  3?r/2 

15.  y  =  -2x,  y  =  2x  17.  y  =  2x  -  8,  v  =  -2x  +  8 

19.  1  21*  73 


23. 


tg  2  —  2 


2tg2  +  1 

,  25.  1/2 

27.  1;  0;  -I 


29.  horizontal:  (3 a/2,  jt/3),  (0,  tt},  (3af2,  5rr/3) 
vertical:  (2a,  0),  (a/2,  2?r/3),  (a/2, 4?r/3) 
31.  (0,  0),  (75/4,  x/4),  (72/4,  3jf/4) 

33,  xll 


0 


0 


39.  L  =  2xa 
41,  JL=8a 

43.  I  =  vT0(s6  -  l)/3 


$  =  ±jf/3 

45.  (a)  f 

dx  1  —  3  cos  f 

47.  (b)  S3  2.42 

(c) 


(b)  0--  0,4345 


A 

19,  3T  —  2  21.  (b)  a"  (c)  275-  y  23*  SwV 
25*  fr 


x 


T 


33.  tt/16  3 


►  Exercfcios  1 1  *4  (pagina  760) 


2  2  2  2 
.  jl  jr  v  r*  V" 

1*  (a)  x  =  y  (b)  -3y  —  x*  (c)  y  +  y  *=  1  (d)  —  +  y 


2  2  V" 

4  4 


J 


3.  (a)  foco:  0*0); 
verticc:  (0*  0); 
diretrtz:  x  =  -1 

N 


(b)  foco:  (0*  -2); 
v^rticc:  (0, 0); 
direEriz:  y  =2 


n 

it 

5s 

1  '  1  j. 

i  1  1  1  :  * 

-8  X7 

/ /* 

:  \ 

/m-2) 

\ 

-3.2 

5*  (a)  +? 

6 


+>■ 

i 

-ijs 

s 

2  / 

j 

i 

/  V(2*  3) 

~E 

| 

Kki. 

[ 

-f 

J 

1  , 

„  j_j _ 

j  X  i  i 

(b) 


* 

-► 


I 

7,  (a)  iv 

4  - 


n 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

/X 

L 

2,4-221 3 

2,22748 

2,14461 

2,10100 

2,07501 

2,05816 

^  7  v  =  3 

»  /  •  \ 

/  m,  2>  \ 

\  x 

- ! - 1 - 1 - 1 - ► 

n 

a 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

L 

2,04656 

2,03821 

2.03199 

2,02723 

2,02346 

2,02046 

_ _J _ . _ 

2,01802 

n 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

7 

4\ 

L 

2,01600 

2,01431 

2.01288 

2,01367 

2.01062 

2,0097  3 

9  /nil  v 

(b) 


i  9  +  y 
I  *  =  -  5 


V(-2,  2} 


49.  i’  =  49a  51.  S  =  V3jt  55.  (a)  r=  29  +  10  (M  75,7  mm 

57.  (b)  x  —  cos  t  cos  2 t,y  =  sen  r  +  sen  2t  (cj  sim 

59,  (a)  Norte;  0  —  jr/2;  Sul:  &  —  3*t/2;  Leste:  0  =  0,  2tt;  Qeste:  0  =  jt 

►  Exercfcios  11.3  (pagina  744)  _ _ 


(-4,  0) 


1*  (a)  xa  (b)  xa  3.  for  5.  4x  7.  x-  375/2  9*  tt/2  -  I 
11.  IO.t/3-473  13.  rr  15.  971/2  -jr  17,  (tt  +  373)/4 


(b) 


(-V7  0) 


(0.3) 

i  i  1 

i  >' 

■  w  vi) 

I  „  .  X 

(-1*0)1 

Tim 

./,(0.-Vs) 

(0,-3) 

R  8  Calculo 


1 1.  (a)  focos:  (1 T  3  ±  n/7); 
vertices:  (1>  “1)>  (l*  7): 
extremes:  (^2h  3)t  (4t  3) 


(b)  focos:  C-2T  —  l  i  V5); 
vertices:  (-2,  2),  (-2,  -4); 
extremes:  (-4,  -I),  (0,  “1} 


15.  (a)  vertices:  (±4, 0); 
focos:  (±5,  0); 
assfntotas:  y  ~  ±3a  +  4 


(b)  vertices:  (0,  i2); 
focos::  (0t  ±2v^TG); 
ussin tolas:  y  —  ±a/3 


3 


17.  (a)  vertices:  (-2,  -2).  (4,  -2); 
focos:  (I  ±  \/J3t  —2); 
assfritotas:  y  +  2  —  ±2(x  —  l)/3 


(b)  vertices:  (2h  0),  (2t  6); 
focos:  (2,  3  ±  >/l3); 
assintoias:  y  =  3a/2,  v  =  6  -  3a/2 


m 


y  +  3  =  4(jc  - 1) 


21.  (a)  v2—  I  2a  (b)/  =  -2B.t 

23.  (a)  =  -12y  (b)  (a-  1)*  =  I2(y-  1)  25.  y2  =2(x  -  1) 

27.  (a)  | x2  4-  5 V3  =  S  (b)  4-  jip'2  =  1 

2%  (a)  \x%  +  =  J  (b)  ^  =  1 

33.  (a)  -  1  <b)  x1  -  j y1  =  t 

3S.  (a)  ^Jt:  “  re>2  =  1.  k?2  -  E-*1  “  !  (M  a  y1-  l*1  =  1 
,  ,  U  -  3}2  0>-S)2 

37‘  W  — - 16“ 

39.  (a)  16  pes  0b)  8^3  p6s 


=  1  (b)  (,t  -  3)2  -  (j  -  l)2  =  1 
43.  -fepis. 

45.  (a)  P\  (b  cos  f.  fc  sen  f) 

0’  (a  cos  /T  w  sen  f) 
if:  <g  cos  /.  b  sen  i) 

49.  ^(A-4)24-^(y-3)2  =  1 

5L  % 


61.  L  =s  Z>v/i  +  p2tT  =  |/?Z> 


67' 

71.  (b)  14,30465;  24;  33,69535  pol 


73.  (a)  (a  -  1 )"  --  5(y  + 1)3  “  5,  hip&bolc 

(b)  x 2  —  3(y  +  l)2  =  0, a  =  ±%/3 (y  +  1).  duas  relas 

(c)  4 (a +  2/  +  %+  U1  -  4,  elipse 

(d)  3 (a  +  2)?  +  (y  +  [  )J  —  0n  o  ponlo  {-2t  -  ] )  (caso  degeneratio) 

(e)  (a  +  4)?  +  2 y  =  2,  parabola 

(f)  5(a  +  4):  +  2y  =  - 14,  parabola 


►  Exercfcios  11,5  {pagina  770) 


1.  (a)  jc's  -1  4  3V%  yr  si  3  4-  v^3  3.  y*2  —  x'2  =  IS,  hipcrbolc 


Respostas  dos  Exerdcios  impares  R9 


5.  —  \ya  =  11  hlperbolc  7.  3/  —  parabola 


9.  /2  =  4(jt'  -  1),  parabola  11  -  3  (7  +  1)-  +  yfl  =  1,  elipse 


13.  x1  +  *3’  +  y2  —  3 

1  9.  Venice:  (0, 0);  foco:  (  - 1  / v/2>  3  /72);  diretriz:  y  —  jc  —  a/2 
21 .  Venice:  (4/5, 3/5);  foco:  (8/5,  6/5);  direlriz:  4jt  +  3 y  -  0 
23.  tocos:  ±(4V7/5,  377/5);  vertices:  ±(16/5,  12/5); 
extrcniidadcs:  ±(—9/5,  12/5) 

25.  focos:  (1  -  75/2,  -73  +  715/2),  (1  4-  75/2,  ~73  -  715/2); 
vertices:  (-1/2,  75/2),  (5/2,  -573/2); 
extremidades:  (1  +  73, 1  -  73),  (1-73,-1-73) 

27.  focos:  ±(7ts,  75);  vertices:  ±(273, 2); 

573±S 

assintoPLs:  y  —  -  ■ — t 


vertices:  (2/75, 11/75),  (-275,  75); 
assfntotas:  y  =  7jc/4  ±  375,  >'  —  —  jc/8  +  375/2 


►  Exercicios  1 1 ,6  (pagina  776) 


3.  (a) 


parabola,  aberlii  para  cima  (b) 
10 


1  VI  1 

Jr 

r  r  i  / 1  i 

t 

h’ 

-10 


elip.se,  diretriz  acima  do  polo 
5 


(e)  biperbole 
dirclri  z  abuixu  do  polo 


(d)  dipsc 

diretriz  a  diroita  do  polo 


r~ 

\  iN^ 

r - x 

i 

-8 


5.  (a)  r  = 


(b)  r  — 


1  —  sen  & 

2 


(4  -f-  3  cos  9) 

7,  (a)  r  =  — ^  (b)  r  “ 

5  —  cos  0 

9,  (a)  d  =  6;  -^.v2  +  ^(y  +  2)^  =  1 
(b)  -  1;  |  (jc  -  l)2  +  3y2  -  I 

11.  fa)  J- 1,3;(;y  —  2)3-.y“/3  =  1 
(b)  rf  -  L,  5;  {x  +  3)2/4  -  y2/5  =  l 
12  ...  64 


(1  +CGS$) 

2 

(c)  r  = 


(c)  r  ® 


(3  +  4sen0) 


21 


2  +  5  sen  & 


13,  (a)  r  = 


(b)  r  = 


2  +  cos  0 

16 


(b)  r  - 


(d)  r  = 


25  —  15  sen  0 
120 


5  —  3  Cos  B 
17.  a  distant; ia  tends  a 

„  (5V2  +  5) 

21,  r  =  *« — — — — —  our  = 

(1  +  72  cos  9) 

23,  (a)  T  K5  248  a  nos 


5  4-  sen  0 

(5V2  -  5) 

(1  +  \/2cos$) 


(b)  r„  ss  4.449.675.000  fcm  r,  as  7.400.325.000  km 

,  ,  37,05 

(c)  r  ^ - 

I  ±0,249 cos 0 


25,  (a)  as  178,26 UA 

(b)  r&  ^  0,8735  UA, 
r,  ^  355,64  UA 

(c)  r  ss 


■0 


w/2 
4  £ 


1,74 


-180 


]  +  0,9951  Cos  B 
27,  563  km,  4286  km 


UA 


0 


►  Caprtuloll  Exe rcici os  de  Rev isao  (pagina  760)  _ 

1.  (a)  (-4^2,  -4</2)  (b)  (7/V5,  -11  Jr)  (c)  (4,/2, 4^2) 
(d)  (5, 0)  (e)  (0,  -2)  <D  (0, 0) 

3.  (a)  (5.0,6435)  (b>  (v^9;  5,0929) 

5,  (a)  parabola  (b)  hipdrbote  (c)  rata  (d)  drculo 


Reta  CaidiGide  Cfrculo 

13,  (a)  -2, 1/4  (b)  -373/4,373/4  IS,  (a)  -1/4,  1/4 
17,  (a)  t  —  jr/2  +  firr  para  ft  =  0,  ±  I . . ,  * 

(b)  f  =  «JT  para  fi  —  0,  ±1 . . . , 

19,  (a)  A  parte  tie  eirna  €  tra^ada  da  direila  para  a  esquerda  quandc  t  vai 
de  0  a  jt.  A  pane  de  baiso  £  tra^ada  da  direila.  para  a  esquerda  quando  t 


RIO  Calculo 


vai  dc  it  para  2ttt  cxcoio  pclo  latjo.  qucd  tra^do  no  sentido  anti-hordno 
quando  t  vai  do  k  +  art  sen  (1/4)  para  2jr  -arc  sen  (1/4).  (b)  >'  -  1 

(c)  horizontal;  t  =  nf 2,  3jt/2j  vertical:  t  =  x  +  arc  sen  (1/4/4), 

2tt  —  arc  sen  (1/4/ 4) 


m  r  =  4  +  cos  sec  0,  0  =  jr  4-  arc  sen  (J  /4)+  0  =  2?r— arc.  sen  (1/4) 


foco:  (9/4,™]}; 
vdrtice:  (4,  -  I); 
diretnz:  x  =  23/4 


vertices'  (0n  ±5); 
extrcnudadcs;  (±2, 0) 


39.  x2  =  -16 y  41.  y2-x2  ^9 


(b)  x  - 


>  12 

i.'rt  vZ  sen  o! 

“  sen  a  cos  ct ;  y  ^  >'g  4*  — - 

S  2# 


45.  (a)  V  =  — —  —  7<t')'Ja2  4-  62  +  (b)  V  —  — jt 

3ql  3  3a 


47.  f?  =-  jr/4;  5(_y')2  --  (x/)2  =  6;  hipdrbolc 
49.  0  =  are  tg  (1/2);  yT  =  {xf)2  parabola 

51.  (a)  (I)elipse;  (ii)  &<Jiraita;  (iii}  1  (b)  (i)  hipdrbole; 

(ii)  &  esquenda;  (iii)  1/3  (c)  (i)  parabola:  (ii)acirna; 

(iii)  1/3  (d)  (i)  parabola;  (ii)  abaiJto;  (iii)  3 

53.  (a)  (x  4-  3)V25  +  (y  -  2)2/9  -  1  (b)  (*  4-  Z)2  =  -8j 
(c)  (>’  -  5)2/4  -  I6(x  +  l)3  =  1 
55.  15,36543959 


Exercscios  12.1  {pagina  790) 


1.  (a)  (0,  0, 0),  (3, 0t  0)t  (3,  5, 0)f  (0, 5, 0),  (0, 0, 4),  (3, 0, 4), 
(3, 5t  4)+  (0. 5+  4) 

(b)  (0,  1 , 0),  (4,  1 1 0)f  (4,  6,  0)t  (0t  6+  0)t  (0.  1.  -2), 

(4,  L  “2),  (4,  6^-2),  (0,6*  -2) 

3.  (4,  2t  -2),  (4,  2,  1)T  (4t  lt  (4t  lt  -2)t  (-6,  1,1), 


K  UU-4  2+  “2)  (—6, 1  ,  “2) 


5.  (a)  ponto  (b)  reta  paralela  ao  eixo  y 
(c)  piano  paralelo  ao  piano  yz 

7.  raioV74,  centre.  (2, 1,-4)  9.  (b)  (2,  1,6)  (c)  drca4‘J 
li.  (a)  (i-lf  +  y^a  +  D^lfi  (b)  <jt+  iy  +  0-3)*  +  a-2)J  =  l4 
(c)  (*  +  i)2  +  O  -  2) 2  4-  (z  -  2)5  =  f 
J3.  (.t-2)3  +  (>'+ 1>2  +  ft  +  3)W  (a)  rJ  =  9  (b)^-i  (c)  r  =4 


17.  esfera,  centra  (-5  s  -2,  - 1  }*  raio  7 

/it  s  \  3 

19.  esfera,  centra  (| .  | raio  — 

21.  nenhuni  gnifico 


23. 


Respostas  dos  Exercicios  Impares  R1 1 


27,  {a)  -2y  +  z  =  G  (b)  -2x+z  =  Q  (c)  (x~  \?  +  {y-\?=  1 

(d)  (*-l)s  +  C«-l)a  =  l 

29.  f  31, 


33. 


37. 


39. 


3,4 


4,4 


f - 

1  1  1  «  1  1  . 

> 

.  1  1  * 

k _ 

i _ ^ 

\A 


■1,4 


41.  maior  distancia  3  +  7ti,  mcnor  3  -76 

43.  todos  os  pontes  fora  do  cilindro  circular  (y  +  3)2  +  (z  —  2)'  -  16 

45.  r  =  (2  —  73)/t  47.  (b)  )i‘  +  z2  =  <?‘ 


►  Exercfcios  12.2  (pagina  SOI) 


5.  fa)  (3,  -4)  (b)  <-2,  -3, 4) 


7.  (a)  (-1. 3)  (b)  <-7.  2)  <c)  (-3, 6,  1> 
9.  (a)  (4.  —4)  (b)  (8, -1,-3) 


11.  (a)  -i+4j-2k  (b)  18i+12j-6k  (c)  -i -5j - 2k 

(d)  40i-4j-4k  (t)  -2S  -  1 6j  -  1  S3c  (f>  -L  +  1 3j  -  2k 
13,  (a)  75  (b)  575  (c)  75T  (d)  7i4 

15.  (a)  273  (b>  714  +  72  (c)  2/M  +  275  (d)  2737 

(e)  (1/75)1  +  0/76)j  -  (2/76)k  (1)  1 

17.  (a)  M/7l7)i  +-  (4/717)1  (b)  (—31  +  2j  -  k)/7w 

(c)  (41 +  j- k)/(372) 

IS*,  (a)  (-|,2)  (lb)  ~  (7. 0,-6) 

21.  (a)  (375/2.  372/2)  (b)  (0,  2)  (c)  (-5/2.573/2)  (d)  (-1,0) 
23.  ((73  -  72)/2,  (1  +  75)/2> 


25. 


31.  7?.  3  33.  (a)  ±|  (b)  3 

35.  (a)(I/7I0.3/7TO).(-l/7iO.-3/7IO) 

(b)  (1/72.-1/72),  (-1 /75. 1/75)  (c)  ±-=75, 1) 

,  ,  726 

37,  (a)  o  cfrcuJo  de  raio  I  em  lomo  da  origem 

(b)  disco  feehado  de  raio  1  em  Lomo  da  on  gem 

(c)  lodos  os  pontes  fora  do  disco  fcchado  de  raio  I  cm  tomo  da  origein 
39,  (a)  a  esfcra  (oca)  de  raio  1  cm  torno  da  origein 

(b)  a  bola  fechada  de  raio  1  em  lomo  da  origem, 

(c)  lodos  os  pomes  fora  da  bola  fechada  de  raio  1  em  lomo  da  origein, 
41,  magnitude  =  30  75  lbt  &  ^  26,57" 

43.  magnitude  «  207 ,06  N,  6  =  45 0 
45.  magnitude  94,995  N,  6  &  28,28° 

47.  magnitude  &  9, 1 65  lb>  Angulo  ss  -70,390° 

49.  1 83,02  lb;  224,13  lb 

5t.  (a)  c,  =■  -2,  c%  =  1 


►  Exercfcios  12.3  {paging  810) 

I,  (a)  -10;  cos0  =  -1/75  tbj  -3 :cosfl  =  -3/758 
(c)  0;  cos  0  =  0  (d)  -20;  cos  £  ^  -20/(3770) 

3,  (a)  obtuse  (b)  agudo  (c)  obtuse  (d)  ortogonai 
5,  72/2,  0.  - 9/2/2,  —  1,  —  72/2. 0,  72/2 
7,  (a)  vertice  B  (b)  82%  60%  38°  13.  r  =  115 
15,  (a)  a  =  0^55%  y  **  125°  (b)  cc  ft*  48%  0  ft*  132%  y  &  71 * 
19,  (a)  ^  35*  (b)  90* 


21,  64%  41%  60°  23*  71%  61%  36 
25.  (a) 


j 2  4  4V  f4  7  5\ 

\y  3  3/  \3'  3+  3/ 

j  74  Ill  222  V  /270  62 
(  *  \_49^“  49"f  49 'ja\  49  ’  49' 


121 

49" 


27.  (a)  (l,l)  +  (-4t4) 
(b)  (0s -7,  5 


S “ ?  - f  1  1  'I  J 

L  8  4\  /  „  13  26V 


(e)  v  —  { 1 , 4, 1)  6  ortogonal  a  b 

29.  7564/29  31.  98  N 


R12  Calculo 


33.  (a) 


(b)decresce  (c)  40/VG5  pes 


35.  -5v/3J  37*  W'  =  375pds-lb 
45.  (a)  4(3°  (b)  -r  -  Op6S232B 


500 


-100 


►  Exercfcios  12.4  (pagina  821) _ 

1-  fa)-j  +  k  3-  <7,  10,9)  5.  -3) 

7.  (a)  {-20,  -67,  -9)  (b)  <-7S,  52,  -26) 

(c)  (0,-56,-392)  <d)  (0,56,392) 

9.  — [-,{)  II*  ±-^(2.UJ  13.  V59  15.  V374/2 

v2  v2  V6 

17.  SO  19.  “3  21*  36  23.  (a)  sim  (b)  sim  <c)  nao 

25.  (a)  9  (b)  7122  (c)  arc  sen  (£) 

27.  (a)  2v  141/29  (b)  6/^5  29.  §  33.  0=?r/4 

35.  (a)  1 0\/2  lbpds>  sentido  de  roiagSo  em  tomo  de  P  £  anlj~hof£[rio  olhari’ 
do  ao  lotigo  de  xF  =  -10i  +  10k  em  dire^ao  a  sen  ponto  inicial 

(b)  10  Lb  -  pi*s,  sentido  de  rota^So  cm  lomo  de  P  6  anti-bordrio  plhando 
ao  lorigodc  — 101  cm  dire^ao  a  sen  pouto  burial. 

(c)  0  lb j  pds,  nenhuma  rota^ao  em  tome  de  P. 

37.  ss  36,19  N'  ■  in  41-  -8i  -  20j  +  2k,  ~8i  -  8k  45.1,887850 


►  Exercfcios  12.5  (pagina  S2S) _ 

1 ,  (a)  L\  :  x  1 ,  y  =  l „  Lz  :  x  ==  t ,  y  =;  1 ,  :  x  l ,  y  —  t 

(b)  L]  :x=l,y  =  lTz  —  f>^2  ;x  =  t.y  =  1  ,z  =  1. 

:  x  =  1,  7  =  t% z  =  1.  P-4  :  ,r  = /,  y  =  f,  z  =  t 
3.  (a)  x  =  3  +  2f,  y  ~  -2  +  3/;  segmento  de  ret  a:  0  £  /  £  I 

(b)  x  =  5  -  3t,  y  =  -2  +  6l,  z  =  1  + 1;  scgmcnto  de  reia:  0  £  t  £  1 


5. 


7. 


9, 


11. 

15. 

17. 

19. 

21. 

23. 

31. 

35. 


(a)  x  =  2  +  f,  j  =  -3  -4/  (b)  jc  =  y  =  -r,  z  =  1  +  f 
(a)  P(2,  -1),  v  =  4i  ~j  (b)  /*(-lT  2, 4),  v  -  51  +  7j  -  8k 

(a)  (-3-  4 }  +  t(h  5);  -3i  + 4j  +  f(i  +  5)) 

(b)  (2,  -3,  0)  +  ((— 1,  5,  1);  2i  -  3)  +  f(-i  +  5 j  +  k) 
x  -  “5  +  2i,  y  =  2  -  3?  13.  x  =  3  +  4/,  y  =  “4  +  3/ 
j-“l  +  3t,  y-  2  -  4t,  z  =4  +  / 

x  =  —2  +  2l,y  =  —Lz=-5  +  2l  , _  _ 

,  ,  ,  7  .  .  “1±785  43^785 

(a)j-  =  7  (b)  y  =  |  (c)  x  = - - - , y= - ^ - 

(-2,  10,  0);  (-2,  0,  -5);  a  reta  nao  iatersecEa  o  piano  yz 

(0, 4,  -2);  (4,  0+  6)  25.  (1 ,  “1 , 2)  29.  A  s  retas  s5o  paratel  as. 

Os  pontos  nao  esiqo  situados  na  mcsma  reta. 

toy)  =  (-1,2)4 -f<U) 


37.  0  ponto  a  1/jt  do  caminho  de  (-2, 0)  a  (1 ,  3). 

39.  0  segmcnto  dc  tela  un i  ndo  os  pontes  ( 1 1 0)  c  (-3 , 6). 

41.  (5,2)  43.  275  45,  disttoda  =  75576 
47.  (a)  x*j*  +  t*,-jro)r,  >•=>»  +  (> t  =  +  {«,  -  tjt 
(b)  jsjrj+flr,  y-yi  +  bt.  z-z^  +  ct 
49.  (b)  (xr  y\  z)  —  (l  +  26  -3  +  4f*  5  +  if) 

51.  (b)  S4fr  (c)  *  =  ?+;,  y -  -  L  ^  =  -2  +  / 

53,  rf  “I,  >■  =  2  +  (,  1  ^  t 


(d)  v^/2ein 


►  Exercfcios  12.6  {pagfna  836)  _ 

1.  j;  =  3,_y  =  4,  ^  ^  5  3-  +  4y  -f  2z  —  2S  5*^  =  0 
7,  x  —  ^  -  0  9.^  +  z-I  11.  2jj  -  z  -  1 
13.  (a)  paraldo  (b)  perpendicular  (c)  nenhum 
15*  (a)  paraldo  (b)  nenhum  (c)  perpendicular 
17*  (a)  ponlo de interae^aod |)  (b)  nenhuma inten$e^9o 
19*  35°  21*  4t-2>  +  7z  =  0  23*  4*- I3y  +■  2U  =-14 
25*  x  +  y  -  3z  -  6  27*  x  +  5y  +  3z  ™  -6 
29*  .T  +  2v  +  4z=f  3L*  =  5^2f.  y-St,  s  =  -2 -h  1 1  r 
33*  lx  4-  y  +  9z  —  25  35*  sim  37*  &im 
39*  j:  =  —  -y  —  23f  >  y  “  —  ■y  +  f ,  z  “  —7/ 

41*  f  43.  5 A/54  45.  25/V06 

47*  (x  -  2)2  -b  {>  -  l)1  +  (z  +  3) 3  =  ^  49.  5/VT2 


►  Exercfcios  12*7  (pagina  848)  -- 

1.  (a)  paraboldide  clfptico,  a  =  2>b  =  3 

(b)  paraboldide  hipcrbolico-  a  -  1 ,  b  =  5 

(c)  hiperboldide  de  uma  fotha,  a=-b  —  c  =  4 

(d)  cone  circular,  a- h-\  (e)  paraboldide  cliptico,  a  =  2,  h-  1 

(f)  Liipcrboldidc  dc  duas  folhas*  o  =  b  —  c  -  3 

3*  (a)  -z  ~  x  +  y\  paraboldide  circular  aberto  para  baiso  no  eixo  z  nega- 
tivo  z 


(b)  z  -  x1  +  >’2,  paral>ol6ide  circular,  sem  mudan^a 
(q)  z  =  x1  +  j72,  paraboldide  circular,  sem  mudan9a 


Respostas  dos  Exercictos  Imps  res 


W  y  -  x  +  z!, 
paraboldide  circular  aberto 
ao  Jongo  do  eixo  >■  positivo 


i 


5. 


7. 


(a)  hi  per  bolide  de  uma  Iblha,  eixo  6  o  eixo  y. 

(I>)  hipcrboldide  de  duas  fo]  has  separadas  [>clo  platio  yz 

(c)  paraboloids  elfptico  aberto  ao  longo  do  eixo  x  posit!  vo, 

(d)  cone  elfptico  com  o  eiso  x  coino  eixo 

(e)  paraboloids  hiperbdlico  moniado  no  eixo  x 

(f)  paraboldide  aberto  ao  longo  do  eixo  y  negatim 

2  2 
X*  7* 

y  =0  :  —  +  —  =  I] 

p  p 

e  =  0:t  +  -  =  1 


p  p 

—  +  —  =  ] 

25  4 


V3 

16  =  1 


(b)  x  - 
y  =  Q:z  = 
z- D:je  = 


=  4y2 


9,  (a)  4-x1  +  z2  =  3;  clipsc  (b)  y1  +  z2  -  3;  cfrculo 
(c)  y*  +  £“  “  20;  clrculo  (d)  20;  hipdrbolc 

(e)  z  —  9*"  +  16;  parabola  (f)  +  4j'2  - 4:  clipsc 

11.  i  13.  * 


IS, 


Hiperboldide 
de  duas  folli  as 


19. 


Paraboloide  hiperbblico 


23, 


27. 


31. 


Hiperboldide 
de  Lima  folha 


29, 


Parabolbide 

hiperboFico 

z 


33. 


35, 


(d)  O  eixo  focal  6  paraEcIo  ao  eixo  jc. 

2  2 

39.  (a)  i-  -  *—  «  1  <b)  (0,  ±2,4)  (c)  (0,  ±2V2, 4) 


R14 


Calculo 


(d)  O  cIko  focal  6  paralclo  ao  cix.o  y. 

41.  (a)  j  +  4=/  (b)  (2, 0.-4)  (c>  {2,0,~t) 

(d)  o  ei*o  focal  d  paraleia  ao  eixo  z. 

43,  Cineulo  do  raio  */2  no  piano  z  -  2n  cciUrado  cm  (0, 0,  2), 


45.  v  =  4(je2  +  z1}  47,  z  =  (x 2  +  y2)/4  (paraboldide  circular) 

►  Exercfctos  12.8  (pdgina  ESS)  _ 

1-  (a)  (^jr/6t~4)  (b)  (5^2. 3*r/4,  6) 

(c)  (2.  jt/2,  0)  (d)  (8t  5jt/3>  6) 

3.  (a)  (2 V3f  2, 3)  <b)  (-4^2, 4V%  -2) 

(c)  (5,0,4)  (d)  (-7s03  -9) 

5,  (a)  (2\/2s  jr/3*  3*/4)  (b)  (2, 7*/4,  tt/4) 

(c)  (6.  */2t  7T/3)  (d)  ( 1 0+  5 jr/6,  ?r/2) 

7.  (a)  (5n/6/4t5V2/4,5V^/2)  (b)  (7,0,0) 

(c)  (0,0,1)  (d)  (0,  -2,  0) 

9.  (a)  (2a/3.  jt/6*  ?r/6)  (b)  (V2,  tf/4t  3jt/4) 

(c)  (2,  3/1/4,  jt/2)  (d)  (4  A  1 , 2tt/3) 

11.  (a)  (5V3/2, jr/4,. -5/2)  (b)  (0,7jr/6,-I) 

(c)  (0, 0,  3)  (d)  (4,  tt/6,  0) 


31,  (a)  z  =  2  (b)  p  =  3  sec  ^  33.  (a)  1  =  3^  (b)  p=  l/3(cossec  $cotg  $) 

35.  (a)  r-2  (b)  p  =  2cossec^  37.  (a)  r2  +  zz=- 9  (b)  p  =  3 

39.  (a)  2r  cos  3  rscrt  B±4z  -  1 

(b)  2  p  sen  $  cos  9  +  3  p  sen  <p  sen  0  +  4p  cos  <p  =  1 

4|.  (a)  r  m2  9  =  }6-z2  (b)  p2(  1  -  sen2  4>  sen2  0)  =  16 

43.  Todos  pomos  no  on  aeima  do  paraboldide  z  —  x2  +  y2  quo  tambsSm 
estfto  no  ou  abaixo  do  piano  £  =4. 

45.  Todos  ponEos  nas  ou  entre  as  esferas  concentricas  dc  raios  l  e  3  centra- 
das  naorigem. 

47.  esftriea  (4000.  jt/6,  jt/6),  rcttmgular  (100075* 1 000,  200075) 

49.  (a)  (10*?r/2,  I)  (b)  (0,  10*  1)  (c)  (7M,  rr/2,  arc  tg  10) 

51,  ss2927kni 


►  Gapftulo  12.  Exercfclos  de  Revisao  (p£gina  856)  __ 

3,  (b)  -1/2,  ±75/2  (d)  verdadeiio 
5,  (a)  r2  =  16  (b)  r2  =  25  <c)  r2  =  9 
7,  (7,5) 

9.  (a)  (b)  \  (c)  <48  ±2573)/ 11  (d)  c  =  | 

13,  13  p&  >  lb  15*  (a)  726/2  (b)  726/3 

17,  (a)  29  (b)  -~L  19.  x  =  4  +  t.y=\^t,z  =  2 

v65 

21.  x  +  5_v  -  z  -  2  =  0  23.  U)£i2  +  bih2  +  C]£'2 —Q 

25.  (a)  hiperboldide  de  uma  folha  (b)  esfera  (c)  cone  circular 

27.  (s)  *  =  i1  -  y1  (b)^  =  l 


Respostas  dos  Exerc  icios  Im  pa  res  R 1 5 


►  Exerc  icios  13.1  (pagina  863) 

1.  (”OC,  +oo);  r  (jr)  =  -i  -  3jrj  3*  1 2,  +oc);  r  (3)  =  -i  -  In  3j  +  k 

5,  r  =  3  cos  ri  +■  (f  +  sen  t )j  7.  r  =  2ii  +  2  sen  3rj  +  5  cos  3/k 

9*  x  =  v  —  -2  1 1.  x  =  2r  —  1 ,  y  =  z  —  sen  3/ 

13,  A  re  La  no  espago  bidimcnstonal  por  (3+  0)  coin  vclor  diretor  a  =  “2i  +  5]. 

IS.  A  reta  no  espago  tridimensional  quo  passa  pclo  ponto  (0,  -3,  1)  e  e 
paratela  ao  vclor  2i  +  3k. 

1 7.  Uma  eljpse  ccniruda  em  (0, 0,  1 )  no  piano  z  =  1 . 


19.  (a)  indinagSo 

-1  w(}.o.J) 

21.  (a)  * 

^  (b)  4 

yy 

(0. 1)' 

\ 

(U  I) 

B 

Xi 

Tx 

- hr 

(1,0) 

(1,-1)' 

23.  r  w  {]-  r)(31  +  4j)+  0  £  f  £  1 

25.  Jt  —  2  27.  (x-  I  )2-h  (y 


-  3)2  =  I 


j 

.  J 

j 

L 

X 

2  * 

D 


X 

-Jr 


37.  r(f)  =  ti  +  rj  ±  \  v'33  -  9l-  -  dk  43*  c  =  3/(2jt) 


47,  (a)  HI,  pois  a  cum  €  urn  subconjunto  do  piano  y  —  -x. 

(b)  [V,  pois  apenas  x  €  period  ico  em  f  e  y\  z  crescem  seni  cota. 


(e)  II,  pois  todos  os  trfiscosnponeiHes  sao  pcriodicos  em  t. 

(d)  l,  pois  a  projegao  sobre  o  piano  yz  d  um  circxdo  e  a  curva  cresce 
sem  cola  na  dinsgBo  x. 


►  Exercfcios  1 3.2  {pagina  874) 


1.  (jT0)  3,  2i-3j  +  4k  5*  (a)  contfnua  {b)  naocontfnua 

9*  (sen  z)j  11.  r^(2>  *=  (1,4} 


19.  x=\  i-2t,y  =  2-t, 

21.  x  —  1  —  V^ri,  y  =  \/5  +  xt*  z  =  1  -f  3t 
23.  r  =  (-i+2])  +  r(2i  +  |j) 

25*  r  =  (4i  +  j)  +  /(-4i  +  j  +  4k) 

27.  (a)i-j  +  k  (b)  ~i  +  k  (c)  0 
29.  if,  ]M-lG/4j 
31.  M  +  2(*j  +  C 


39, 


47. 


(-J  cos  t  +  sen  f)i  +  /j  +  C  35.  (rV3)i  —  f3j  +  in  \t\  k  +  C  37.  j 
(5VS-1J/3  41.  yi  +  4j  43.  (I3  +  l)i+  (f3  -  l)j 
y(r)  =  (\t2  +  2)i+  {ef  -  l)j 

49.  (a)  (-2,4tfi)ea  1,-3) 

(b)  76%71* 

51.  6S° 

2n 


0 


0 


►  Exercicios  13.3  (pagina  884) _ 

L  lisa  3.  nao  itsa,  r'(1)  =  0  5.  L  —  |  7.  L=e-el 
9.  L- 28  11.  L  =  2WH>  13.  rr(r)  ”4i  +  S(4r  + J)j 


R16  Calculo 


IS.  r'(t)  =  2te'2i  - 
19-{a)JC=^’y  =  ^ 

21.  +  —  3“—,;— 4-5-—  (b)  (y ,  —  y ,  y } 

23.  x  =  3  +  cos  s,  y  =  2  +  sen  s,  0  <  s  <  2tt 

25.  *  =  J[(3 f  +  l)m  -  l]m,y  =  |L(3J  +  l)Vi  -  1],  j  >  0 


27-  *={-k+ihH7=2  +  1): 

0<«<vV*-i> 

,"U+!)"r(^+1).- 

31.  Jt  ==  2(3  arc  cos  [1  —  s/(4a)] 

“2a(l  -  [1  —  j/(4fl)]a),J,2(2[l  -  ,s/(4a)]2  —  I), 

j(8fl  —  5} 

y  =  — para  0  <  s  <  Sa 

tKJ 


33.  (a)  9/2  (b)  9  -  2V6  35.  (a)  75(1  -  e~2>  (h)  4^5 


37.  (a)  g(r)  =  7 r{t)  (b)  g(t)  -  7t(l  -r)  39.  44  poL 
41,  (a)  2 t  +  (Ur)  m  2r+(l/r)  (c)  8-Hn3 


►  Exercfcios  13.4  (p£gina  891 ) 


’■  T(f)— 77,+  ^!fc"(f)— 1 

13,  x-sTy-  1  15.  R  =  |  cos  ft  -  |  senrj  -|k  17,  B--k 


J9.  I0=|H+j),N0  = 


V2 
^r(i  +  j)5 


»©-k  r 
retiftcador:  jc  4-  y  =  v2;  osculador:  j  =  1;  normal:  -Jt  +  >‘  =  0 

23.  N  =  -sen  fi  -  cos  rj 


►  Exercfcios  13.5  (pagina  897) _ 

1.  jc  2  3.  (a)  1  6  a  curvatura  de  11  (b)  l  c  a  curvatura  de  IT 
6  _  I2e*  „  4  _  I 


5. 


__  7  „ 

r(4+  9f 2^3/2  (9-e^  + 


9.  ft  1L  - 
17  2  tosh3 


72  372 


13.  ic—  — j  15.  jc  —  -— , p  = 


V5 


4 

J7i 


23.  —  25.  —  27.  ^  29. 


17.  k  =  |  21.  ! 

I 


5a/T0 


31.  — 

V2 


51, 

55, 


(a)  jc  = 


_ |l2xa-4| 

[1  +  (4jf3  -  4a:)2  p- 


(c)  p  =  ^  para  x  =  0  e 
P  =  l  quanrfo  a  =  =t  1 


3 

2^2 

Atmi 


43.  I  47.  p  =  2[p| 

—  1 !  72;  Pjiiax  —  2 


49.  (3,0),  (-3.0) 


Exercfcios  13.6  (pagina 910) 


1.  v(j)  s=  -3sen*i  -|-3co£fj 
a(0  =  -3 cos/i  -  3  sen  rj 

Mm  =3 


3.  v(f)  =  efi  —  fl”*j 
a(0  =  + 

|jv(r)|[  =  7^  +7=® 


5. 

7. 


13, 


17. 


v  =  i  +  j  +  k,  ||vj|  =  73,  a  ==  j  4-  2k 
v  =  -V2i  +  ^j  +  ka  llvll  =  75,  a  =  ^75i  -  s/ll 


vdocldade  minima  372  quando 


(a)  6 


^24i  +  Hj 

(b)  vclocidade  m^Jtima  =  6, 
vclocidadc  mfnima  ~  3 

<d)  A,  velodckdc  mas,irna  ocouc 
quando  t  ~  jt/6. 


v(f)  =  (1  -  sen  /)i  +  (cos  t  -  I  )j; 
r(0  =  (f  +  cos  t  -l)i  -  (sen  i  -  j!  +  1  )j 


19.  v(0  =  (1  —  cos  f)i  +  sen  fj  +  e  k; 
r(t)  -  (/  -  sen  l  -l)i  -  (1  -  cos  f)j  + 

21.  15°  23.  (a)  OJi  +  2>7j  -  3,4k  (b)  r,  =  -0,7i  -  2,9j  4-  4,8k 

25.  Ar  =  Ri+ =  (13^/l3-5v/5)/3 

27.  Ar-  2i-  |j  +  V5ln3k;s-  | 

31.  (a)  aT  «  0,  ax  »  (b)  aT T  =  0,  =  i  +  j  (c)  1/75 

33.  (a)  aT  =  2v^,  =  2-v^  <b)  at  T  »  2\  4-  4j,  ajvN  «  4i  -  2j 

(c)  2/V5 

35.  (a)  iiT  =  20/714,  =  6^3/77 

(b)  arT  =  4?i  +  f  j  +  f  k,  owN  =  f  i  -  f  j  +  J^k  (c)  (f  )-V2 
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37.  (a)  a?  =  0.  a ,v  =  3  (b)  £?j-T  =  ©,  —  —  3i  (c)  | 

39.  *T  =  ^3.^  =  2>T  =  ~-j,N=i 
41.  fl7-  =  jlffJV=V29/3*T=  J(2i  +  2j+k)t 
N  =  Ci  -  Sj  +  14k)/(3V29) 

43..  |  45.  47.  av  =  8.41  x  1 km/s2 

49.  %- 18/(1 +4^)”  51.  av  =  0  53.  &  38,73  m/s 

55.  (a)  *  =  160/,  v  =  160V3r  ~  !6/3  (b)  I  200  p <$&  (c)  16CW3  pds 

(d)  320pdsA 

57.  40V3pes  59, 800  pes/s  61.  15uou75u  63.  (c)  «  14.942  p£s 

65.  (a)  /)ffl  176,78  m  (b)  ^  m 

67.  (h)  /?  d  maxima  quando  «  =  45v,  valor  mdximo  v^/g 

69.  (a)  2,62  s  (b)  181,5pes 

71.  (a)  t>0  sk  83  pds/s,  or  ss  8''1  (b)  268.76  p£s 

►  Exercfcios  13.7  (pagina  920)  _ _ 

7.  7,75  fcm/s  9.  10,88  km/s 
11.  (a)  dist&ncia  mniima  =  220.680  milhas, 

distant: ia  maxima  =  246.960  mUhas-  (b)  27,5  dlias 
13.  la)  17.224  mi  lhas/h  (b)  e&0t071saldm4edoapogea“819milhas 

►  Capftulo  13.  Exercfcios  de  Revisao  (pagina  921)  _ 

3.  O  circulo  de  raio  3  ccrrtrado  rta  oripcm  no  piano  xy. 

5.  A  parabola  de  Venice-  em  (-2,  0,  - 1 )  abrindo  para  cima  no  piano  verti¬ 
cal  x  =  -2. 

11.  x=  I  +t,y  =  -r,  z  =t  13.  (sen  f)i ™  (cos  f)j  +  C 

15.  y(r)  =  (^3  +  I)  i  +  (t2  +  l)j  17.  15ft 

.  4  —  3,  12  -2j,  9  + 2s, 

19.  r(r)  —  — - — i  4 - - — j  H - - — k  25.  3/5  27,  0 

29.  (a)  velocidade  esc  alar  (b)  distancia  percomda 

(e)  distancia  da  part  fail  a  at6  a  origem 

33.  (a)  r{/}  =  (g/4  + /)  i  +  (jf*  +  2t} j  —  (|  cos 2/  + 1  —  k 
(b)  3,475  35.  24.78  pSs  37,  36,50  km/s 


►  Exercfoios  14.1  (pagina  933) 

1.  (a)  5  (b)  3  (c)  1  (d)  -2  (e)  9a3  + 1  (f)  aV-eV+l 

3.  (a)  jc2-y2  +  3  (b)  3xV  +  3  S.  jcVJ(3j+1> 

7.  (a)  /-kV0  fb)  0  (c)  3076 
9.  (a)  WC1  =  1 7,8°  F  (b)  WQ  =  22,6^  F 
11.  (a)  66%  (b)  73,5%  <c)  60,6%  13.  (a)  19  (b)  -9  (c)  3 
Id)  <?±3  (e)  -/*  +  3  (!)  (ff  +  *)(fl-fr)V-h3 
IS-  (3F+l)e*,^+1>=2  17,  (a)  80yfr  (&)*(* +  !>/2 


23.  (a)  todos  os  pontes  na  ou  acima  da  reta  y  -  -2  (b)  todos  os  pantos 
na  on  dentio  da  esfera  x'  +  y~  +  z '  =  25  (c)  todos  os  ponlos  do  espat^o 

tridimensional 


35.  (a)  1  -  jf  —  y2 

(b)  N/*3Vy2 

(c)  x1  +  y1 

37.  (a)  A 

(b)  B 

(c)  crcscer 

(d)  dccrcscer 

(e)  crescer 
(I)  decrescer 


39.  41. 


43.  k  =  -\ 


k~- 1 


45. 


0) 


47. 


49.  es ferns  conc^ntricas,  ccmro  em  comum  em  (2, 0,  0) 


51.  cilindros  conccntricos,  cixo  comum  o  cixo  y 
53.  (a)  xz  —  2.x'1  +  3 xy  =  0  (b)  Jt’  -  +  3x y  =  0 

(c)  jf2  -  2/  +  3av'  =  -IS 

55.  (a)  jC  +  y2  -  z  =  5  (b)  ^  +  j3  —  z  =  -2  (c)  jc3 +y2  -  z  =  0 


R1S 


Calcylo 


57. 


59. 


(b)  o  caminho  xy  -  4 


61.  (a) 


63.  (a)  O  gr^fico  de  g  6  o  gdfico  de /dcslocado  uma  unidade  no  sentido  do 
eixo  x  positive. 

(b)  O  gtafi.co  de  g  6  o  grafioo  de/de$3ocado  uma  unidade  para  cima  no 
sen  Lido  do  eixo  z  posit!  vo¬ 
te)  D  gr^dco  de  g  €  o  grdfico  de/ dcsloeado  uma  unidado  no  scniido  do 
cixo  y  negative  c  erttao  invcitido  cm  rela^So  ao  piano  z  =0 


►  Exercfcios  14.2  (pagina  944) 

1.  35  3.  -8  5.  0 


7.  (a)  O  limite  nfio  exists  ao  longo  de  a  =0 
(b)  O  limite-  nao  existe  ao  longo  dc  x  =0 
9.  I  11.0  13.0  IS.  o  limite  nao  exists  17.  f  19.0  2L  0 
23.  o  limite  nao  exists  25.  (fl)  nao  (d)  nfio;.  sim  29.  -tt/2  31,  n&o 


33. 


35. 


+  >' 


f 


\ 


v. 


\ 


75 


x 

■*- 


37. 


+  y 


JT 

-*■ 


41 .  todo  o  c  spa^o  trid  i mcnsional 

43.  todos  os  ponlos  que  nao  estao  no  cilindro  x2 +z3=  1 

►  Exercfcios  14.3  {pagina  955) _ _ 


1.  (a)  9xV  {b}6xy  (0  9/  (d}9*  (e)6y  (t)6xJ  (&)  36  (h)  3  2 


3. 

7. 

11, 

13, 

IS, 

17, 

19. 

21. 

23- 

25. 

29. 

31, 

33, 

35. 

37. 

39. 

4i, 


(a)  |  (b)  ±  5.  (a)  -4  cos  7  (b)  2  cos  7 

dzldx  =  — -4;  t)s/ Oy  =  i  9,  (a)  4,9  (b)  3,2 

z  —  fix ,  v)  lem  |i  como  o  $eu  gr&fico,  fx  lem  f  corno  o  seu  grdfico, 
f7  tom  m  como  o  seu  gr&fico, 

8jyV2j|5, 

*3/(j ’3h  +.r)  +  3j2  In  (I  +  .ry“3/5),  —  |jr4/fj>s/s  +  xy) 
y(x2  —  y2)  x(x2  —  y2) 

"  (x2  +  y2)2  1  (x2  +  y2)2 
(3/2)x2y(5x2  -  7)Qx5y  -  7x2yTl/2 

(\/2)x*Qx2  -  1  )Ox5y  - 1  x3y)-l/1 
1/2 


xy  3/2  3  _5/2 

773  -  ^  "  A* 


(?) 


y^+x*1  }ijE+x 
-  §  y 2  sec2  jc  (y  2  tg  x  )~7i  3 .  -  §  y  tg  x(y 2  ng  x) _7/3 
-6,-21  27.  l/vT7aS//l7 
(a)  2*yV+y  (b)  4/yV +  x  (c)  3*W  +  2g 
(d)  2yV  +  y  (e)  32/+ 1  (f)  438 
2~/x,  z/y,  ln(x2y  cos  z)  -  c  tg  z 

-yY/( I  +  /y  Yj,  -2xy//{  I  +  ,\VV’),  -3xyV/<  1  ■+///) 

yze i  cos  {xz\  sen  (xz),  ytf*(sen  (xz)  +x  cos  (xz)} 

xf  /x2  +  y2  +  z2y  y/y  x2  +  y2  +  z2i  zf  </x2  +  y2  +  z2 
(a)  e  (b)  (c)  e 

<b>  ^2  _ 


(a) 


47, 

49. 

51. 

55. 

59. 

61. 

63. 

65. 

67. 

69, 


43,  4 
45,-2 


(a)  dVidr  =  lurk  (b)  BV/dh  =  Jir  (c)  (d)  64 tt 


(a)  i 


lb 


_  (b) 

5  pt>l3  •  K  8  lt> 

(a)  ±v,'6/4  57. 

2t  +  yz1  CQS(xyz) 


dv 

(c)  —  -  10 


dh 

xz2  cos(jr  yi) 


xy  z  cos  (.TrVz)  +  sen  (xy  z) '  xyz  cos  (xyz )  +  sen  ( xy  z) 
-a/ tii,  -yfw,  -z/w 

yzwcos(xyz)  jrzu^cos(xyz)  jcyjucosOryz) 
2w  +  scn(xyz)'  2«t  +  scn(xyz)N  2w  4-  cos(.ry^) 

1 


c*  ,  -e* 

«  c“y 


(b)  -Vxcosy  (c) 


A-Jx^ 

—32y3  71,  —e*  sen  y  73, 


2*fx 


sen  y  (d) 


2/* 


Sen  y 


20 


75. 


-  y) 


77.  (a) 


d3/ 


(b) 


a3/ 


(4a  -  5y)2  (*  4-  y)3 


(cl 


a4/ 


(d)  : 


a4/ 


3y3  tlx 


79, 

31, 

83, 

91- 


Sx5  9>,2f7x  '  cJx23y2 

(a)  30xy4™4  (b)  60xJy5  (c)  OOx^y1 
(a)  "30  (b)  -125  (c)  150 

(a)  l5ryY  +  2y  (b)  35j?yY  +  3y*  (c)  21  jcVi*  (d)  42x3// 
(e)  140/>V  +  6y  (D  30r>4z7  (g)  l'OS^yV  (b)  210xy4/ 

^  =  Su.i.Vy5,  =  1217*1.^ V,  ^  =  16u2u7^3y5, 

OJT 


8  v 

dy 
&/ 

3i?i  -3-  u|  ’  9i>2 

g/  __  ”2t'4(pf_-v|) 
(y|  +  u|)3 


8w 

=  20a2uj3xV 

2i?j  3/ 


— 2v2 


M'  ‘  "  oj  +  ol" 


V 

3  L'3 


—  2i'3  (t?2  -  Aj|) 

(t’l  -bu2}2- 
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95,  (a)  0  (b)  0  (c)  0  (d)  0  (e)  2  (1  +yw)eftlt  sen  £  cos  £ 
(f)  2xw(2  +  ytwV™  sen  z  cos  z 

97,  — if  sctK-t^  -f-  2x2  B-  r  r  ■  Hr  NJn) 

99,  (a)  planoxy,  12*2 (b)  J?  #  0,  —3xz/y2 
»1-  A(2r-l)=llfy(2^l)  =  -8 
103,  (b)  nao  existe  se  y  ^  0  e  jc  —  -y 


►  Exercfcios  14.4  (pagina  965) 

1.  5,04  3*  4,14  9*  dz  =  ldx  -  2 dy 

y  X 

13,  dz  o  ?  d”  h  .  2  t 

17.  f/fij  =  3.x'2 etc  -l“  2xJyz  dy  +x3y2  dz 
yz  .  :  '  xz 


11.  rfz  —  3,v3>|2  dx  +  2 x3)1  dy 
15.  dw  =  8  dx-  3t/y  +  4  dz 


19.  dw  - 
21 


dx- h 


dy  + 


*y 


dz 


1  +  *W  '  1  +  x2y2z2  -  1+jrW 
#=  0,10,  A/  =  0.1009  23.  0,03,  A/  «  0.029412 

25,  df  ~  0,96,  A f  »s  0,97929 

0  aumento  da  area  do  reiangolo  6  dada  pela  soma  das  £reas  dos  trds 
pequenos  retanguios,  e  a  difereneia  t  iota!  6  dada  pel  a  soma  das  areas 
dos  rct&ngulos  superior  b  esquerda c  inferior  k  direita. 

(a)  L=  l -±(x-  4)  -  ^(y  -  3)  (b)  0,000176503 


27, 


29 


31,  (a)  L-0  (b)  0,0024 

33.  (a)  L-6+6(x-  1)  +  3(y  -  2)  +  2{z -  3)  (b)  -0.000481 
35,  (a)  L  =  tr  +  eix  -  l )  -  eiy  +  1)  -  e(z  +  l)  (b)  0,01554 
41.  0,5  43,  J,  1T  -1, 2  45,  (-1,1)  47.  (1,0,1)  49.  8% 
51.  r  %  53.  0,  3% 

55,  (a)  (r  +  s)%  (b)  (r  +  s)%  (c)  (2r  +  3r)%  (d)  ^3r  + 
57.  ^-39  cm2 


►  Exercfcios  14.5  (pagina  975) 


1.  42f'3  3.  jr’sciiO/O  S.  —  “!,7/V-'10''5  7.  ^  =  165/“ 


9.  -llcos  f  11.  3264  13.  0 
17.  24hV-  16  uy3  -2t?  +  3.  \6av-2Auif-2u-2 


di 


19, 


2senw  2coswcose 


21.  e\  0 


3senu+  3seii2u 
23,  3r3  sen  0  cos3  &  -  4r*  sen3  9  cos  9, 

-  2r3  sen2  &  cos  9  +  /  sen'1 9  +  /  cos1  0-3  r  sen  '1  $  cos2  $ 
x2+y2  y 


25. 

29. 


2 "2  "2  —  3x2  __  3?  2r  COS2  0  Bz  —  2r2  COS#  SCn# 


4-xv 


.4 


r2  cos2  0  +■  1  ’  d&  r 2  cos2  &  H-  I 


4x2y3 

dw  2  i  3tu  2  dw 

— ■  2 p  (4  seir  p  +cos"  <p),  —  “  6p  sen  p  cos  p,  —  =  0 
dp  Bp  '  d& 

2  xyl 

3x2v2  —  sen  y 


31.  -jt  33,  (2  -  4V3)^^  35, 


37. 


43. 


ye 


xy 


41. 


2,v  + 


3  r 


+  cJ’  6yj£  -  .ry  6yz  -  xy 
yex  e x 


15eos3^;+3  !5cos3^  +  3 

I-  ^  ci  £.r\ i  -  /kx  26 


45.  -39  kin/li  47.  -  J  ^3  rad/s 


49.  16.200?r  por/auo  51.  (a)  60pol7s  (b)  f  pol/s 

53.  (a)  2  (b)  1  (c)  3  (d)  -4 

3tif  fitw  ftw  3uf 

67.  -—  —  (sen  $  cos  0)- — b  (sen  <f>  sen  G) - h  (cos  (p)  — , 

i)p  dJC  By  Bz 

3m  dw  3w  Bw 

—  —  [p  cos  <p  cos  0)  —  +  [p  cos  p  sen  6} - (p  sen  $)— 

Bp  3jc  By  Bz 

dw  ,  ,.dw  3u? 

■— -■  —  ~{p sen p  sen G)r—  +  (p  sen p cosG)- — 

B&  o.r  dy 

4  4 

.  dw  xr^  Bw  dxf  ^  Bw  3uj  &jrd-  .  ,  ^  ^ 

7i.  «— =£5^  w -=y:-— >paraj= 1,2.3 


di 


F  =  1 


Bv 


i  “  9 if, 

j  [=1  ^ 


►  Exercfcios  14.6  (pagina  986)  _ 

1,  6%/2  3,  -3/VIO  5,-320  7.-314/741  9,0  11, -8V5 
13,  V2/4  15,  72A/14  17,-8/63  19.  1/2  4-73/8  21.  2a/2 
23,  1/V5  25,  -\e  27,  3/VH  29.  (a)  5  (b)  10  (c)  -5V5 
31.  Ill  33, 4i  -  8] 

y  V  UJ  ”  -  —  j  —  I  . i-,™ - i  ■  ,Jr,  ...  ^ - -  t 

x2  +  y2  +  ^2  X2  4*  y2  +  +  y2-  + 

37,  -36i-I2j  39,  4(i+j  +  k) 


45.  ±(-4H-j)/Vl7  47.  u  —  (3i  —  2j)/vT3,  || V/(“l ,  l)j|  —  4^0 

49.  u  =  (4i  -  3j)/5,  II -7/(4,  -3)11  =  I  SI.  -Ui  -j),  3</2 
1  1  ^ 

53‘ 


55,  u  =  -(i  +  3j)/VlO.  -||V/(-|.  -3)||  =  -27!0 
57.  u  =  (31  -  j)A/m  -  II V / (,t/6,  jt/4)  ||  =  - V5 
59.  (i  —  1 1  j  +  I2k)/V266.  -V^66  61.  S/,/29 

63.  (a)  w  I/V2 


(b) 


-V/(4, 4) 


X 

-> 


65.  9x3  +  y2  =  9 
67.  36/ vT? 

69.  (a)  2e~^i 

71,  —  f  (21  -*  j  —  2k) 

77.  x(0  -  y(;)  =  4e"2f 


(c)  V/  =  (2x  —  2x(x2  H-3y2)]^1+^i+ 
[6y  -  2y(x2  +  3y2)]e“^+^Jj 

(d)  x  =  y-0oux=0,  y  =  ±]  ou 
x^±Ly=0 


►  Exercfcios  14.7  {pagina  994) _ _ _ 

1.  piano  tangcntC:  4£Lc  -  14y  —  Z  =  64; 

reta  normal;  x  -  1  +  48r,  y  =  -2  -  14r3  ?  “  12  -  r 

3,  piano  tangenle;  x  -y  -  z  -  0; 

reta  normal;  x-  1  +  r,  y  =  -i,  z  =  l  -  r 

5,  piano  tangenle;  3y  -  z  -  —  l ; 

reta  normal;  x  -  ?r/6T  y  =  3/T ;  ==  1  - 1 


R20 


Calctilo 


7.  piano  tangente;  3*  —  Az-  -25; 

reta  normal;  x~-3  +(3f/4),  y  —  0T  Z  ~  A  —  t 


9.  (a)  todos  o$  pomos  no  eixo  x  ou  no  eixo  y  (b)  (0,-2,  -4) 

11.  (\ .  -2,  - 1)  13.  (a)  (-2,  l,  5),  (0. 3, 9)  (b)  — *=,  -3= 
15.  (a)  x  +  y  +  2z  =  6  (b)  x  =*  2  +  r,  y  =  2  +  t,  z  =  1  +-  2r 


(c)  35,26" 

17.  ±-3={I  -  j  -  19k)  21.  (1,2/3, 2/3),  (-1, -2/3, -2/3) 
v365 

23,  x-  1  +  8f.y  =  -l  +  5/,  z  =  2  + 

25,  x  —  3  +  4r,  y  —  -3  -  4r.  z  —  4  -  3t 


►  Exercidos  14,8  (pagina  1004) _ 

1.  (a)  mini  mo  cm  (2,  -1  )f  nenhnrn  miximo 


3, 

7. 

9. 

13. 

17. 

21. 


41. 


43. 


47. 

51. 


53. 


(b)  miximo  em  (0,  G)s  nenhum  minima 


(c)  nenhum  miximo  nem  mfnimo 

mfnimo  cm  (3,  -2),  nenhum  maxi  mo  5.  mfnimo  relative  cm  (0,  0) 
mfnimo  relative  cm  (0+  0);  pontos  de  sclaem  (±2,  1) 
pontode  selaem  (1* -2)  11.  mfnimo  relative  em  (2*  -1) 

mfnimos  relatives  cm  (-1*  -1)  c  (1t  1)  15.  ponto  de  sclaem  (0, 0) 

nenhum  porno  crftico  19.  miximo  relative  em  (-1,0) 


ponto  dc  se!a  em  (0t  0); 
mfnimos  relatives  cm  ( 1  >  l ) 
e(-U-l) 


(a)  x  =  0;  mini  mo  -3„  maxim o  0; 
x=  1;  mini  mo  3,  miximo  13/3; 

y  =  0;  mfnimo  0,  miximo  4; 
y  “  1;  mfnimo  -3,  miximo  3 

(b)  j-  jct  mfnimo 0,  miximo  3; 
y  =  \  -  x\  miximo  4,  mini  mo  -3 


23.  (b)  mfnimo  relative  cm  (<X  0) 
27.  miximo  absolute  0, 
mfnimo  absolute  -12 
29.  miximo  absolute  3. 

mfnimo  absolute  -1 
31.  miximo  absolute  ^ , 
mfnimo  absolute  —  | 

33.  16,  16,  16 

35*  miximo  em  (1, 2, 2) 

37*  2a!  4 3,  2 a/43,  2a/43 
39.  comprimcnto  c  iargura  2  pds, 
altura  4  pds 


(c)  mfnimo  -3,  miximo  1 3/3 
comprimcnto  e  largura  42V  altura  42V/2 
y  —  I  x  +  49*  y  =  0,5x  +  0,8 


(a)  y  —  63,73  +  0,2565/  (b) 
(e)  em  tonrto  de  84  anos 


►  Exercfclos  14.9  {p£gina  1014) 

I.  (a)  4  3.  (a)  15 


-31,5 


31*5 


-27 


(c)  miximo^* 

mini  mo  -5 


5,  maxi  mo  42  em  ( — /2,  — l)e(V2, 1), 
mfnimo  —  4l  cm  (-75,  l)e(72,  -1) 

7.  mdximo  72  em  (i/75,  0). mfnimo -75  em(— 1/75,0) 

9.  mdsimo6  CEn  (4,1.  —  4)  mfnimo  -6  cin  (—  ( ,  —  | ,  ?) 

11.  miximo i  1/(375) em(l/75,  1/75,  1/75), 

(1/75,  -1/75,-1/75),  (— 1/V3.  1/75,  -1/73)  e 
(- 1  /75,  — 1/*/3,  l/s/3);  mfnimo  6  - 1/(3 75) cm 
(1/75, 1/75,  -1/73),  (1/73,  -1/75, 1/75), 

(-1/73. 1/75, 1/T3)e(-1/T5,  -1/75,  -1/75) 

»  (ft.-i)  *MiH) 

37.  (3, 6)  d  o  raais  perto  e  (-3, -6)domaisafastado  19.  5(i  +  j  +  k)/75 

21,  9,9,9  23.  (±75,0,0)  2S.  compri  mento  c  largura  2  p£$,  aftura  4  pcs 

29.  (a)  of  =  fi  =  y  =  n/X  miximo  1/8 


►  Capitulo  14.Exercicios  de  Revrsao  (pagina  1 015)  * _ 

1.  (a)  xy  (fa) 

5.  (a)  nao  definida  na  reta  y  =  r  fb)  naocentfnua 
9.  (a)  12Pa/min  (b)  240Pa/tnin 

IS.  A  difercncial  df  de/d  uma  aprexima^lo  da  variable  A /  dc/ 

17.  dV  =  -0,06667  mJ;  AV  =  -0,07267  m3  19.  2 

2i.  25  ’  +  *  ltl2  27.  -7/75 

fy  2  5 

29.  (0,0,2), (1, 1, 1),(~1,-1, 1)  31.  {— 

33*  mfnimo  reialivo  em  (15,  -8) 

35.  ponto  de  sela  em  (0, 0),  mfnimo  relativo  em  (3f  9) 

37*  mlxi  mo  absol ulo  de  4  em  ( ±  1 ,  ±2),  m mi  mo  absol  uto  de  0  em  (±v/2 , 0) 

e(0,±2V2) 

41*  (a)  bPlftL  =cccLC(-lKPtdP/3K  =c&LaKP~l 


►  Exercrclos  15*1  (pagina  1024) 


L  7  3,  2  5,  2  7,  3  9*  I -In 2  11*  - — —  13.  0  15*  { 

2  3 

17.  (a)  37/4  (b>  valor  exato  =  28/3;  diferen^a  de  1/12 

19.  (a) 


y 


Respostas  dos  Exercicios  Impares  R21 


21.  E9  23.8  2S,  —  27,  29,  ^  °C  31.1,381737122 

3jt  .  '■%  3 

35.  priineira  integral  igual  a  ^ ,  segunda  igual  a  —  | ;  nao 


►  Exercicios  15.2  (pagina  1033) 


1-  is  3-9  S.  j  7.  I  9.  i 


11.  (a)  [~  r  f(x ,  y)  dy  dx  (b>  f  l~  f(x,y)dxdy 

J 0  Jo  Jo  J 


2  /J 


0  j<jy 

f(x,y)  dy  dx  +  /  /  /(*,  >0  dy  dx  4- 

]  J-2X+5  J^  J 1 

n3  y3  i-0+7)/2 

/{*,]?}  rfyrfx  (b)  /  /  /(*pjO  dxdy 

x-7  J]  J(5-i 


i3- (a)  /7 


15.  fa)  16/3  (b)  38  17,  576  19.  0 
21.  23.  f  25.-6 

27. 


43,  ~  45.  f  /  f(x>y)dxdy  47.  /  /  /(*,  y)dydx 

2  Jo  Jl  Jinx 


p3  r2 


Thz 

~ 


2EXK) 


^ir/2  yttMi*  i  _  —16  8  \ 

■  /  /  fu<y)dydx  51.  — — -  53. 

Jo  Jo 


49 


55. 


Jo 

1  —  cos  8 


8 


57.  (a)  0  (b)  tg  1  59.  0  6L  ~  -  In  2  63.  f  C 

2 


65.  0,676089 

►  Exercicios  15.3  (pagina  1041) 


til  5  Q  7  —  9  —  n 

i.  0  u  '■  2  16 


j-5tt/6  rA\xn$ 

.  1  /  f^eydrd# 

J: r/fi  J2 


yff/2  y3  y  COSi? 

13.  8  /  /  r^9-r2drd&  15.2/  / 

J0  J|  Jo  Jo 


x/fi 

x/2  H>cnai!? 


i,.  £  2T.  ^ 

3  32  16 


23*(l-e"V  25,  ”  In  5  27,^ 

a  o 


29,  4  31*  —  fl  —  -=L= 1  33*  -(VS  -  1)  35*  tt a2k 

y  2  V  Vl  +ff2/  4 

37.  ^f!£  39i|  +  2V5^2  41,  (b)  5 

43.  (a)  1,173108605  (b)  U  73 108605  45.^  +  ^ 

_ '  ■— 


►  Exercicios  15.4  (pagina  1053) 

(b) 


3* 

5* 

7* 

9, 

1L 

13* 

15, 

19* 

21* 

23* 

25. 

27. 

29* 

35* 

43. 

51. 

57. 

59. 


(a)  x  —  u,  y  =  if,  z  =  ^  +  lu  —  2v  (b)  x  =  u,y  =  v,  z  =  u2 

(a)  x  =  V5  cos  u t  >h  =  V^  sen  u,  z  =  u;  0  <  u  <  2jt,  0  <  o  <  1 

(b)  jt  =  2  cos  k,  j  =  v,  j  =  2  sen  w;  0  <  u  <  2jt,  I  <  t-1  <  3 
j  =  u,  v  “  sen  it  coa  v,  z=  sen  u  sen  v 

x  —  r  cos  8,  y  =  r  sen  8,  z  =  — — t 

1  +  j*“ 

jc  =  r  cos  0>  y~r  sen  6,  z-  2/  cos  8  sen  8 
x  ”  r  cos  0,  >>  ™  r  sen  z  =?  V9  —  r  <  V5 

1  1  V3 

x  =  -p  cos  8,  y  ~  -  p  sen  z  =  —  p-  1 7,  ^  =  j  -  2y;  um  piano 

2  r  2  2 

[x/3f  +  (y/2)"'  -  1 ;  2  <  ^  s  4;  parte  dc  um  cilindro  cUptico 

(t/3)  '  +  (>■/ 4)  “  ^';0  <  4  <  1 ;  parte  de  tint  cone  elfptico 
(a)  a  =  t  cos  y  =?  t  sen  8yz=rM<r  <2 
jc  =s  y  s=  v,z  —  Vt (2  4-  o2;  0  <  V  +  o2  <  4 

(a)  0  <  a  <  3„  0  ^  v  <  jr  (b)  ()<u<  4t  —jt/2  <v<*  jt/2 
(a)  OS  <f>  £  tt/2*  05  2jt  (b)  QZ6Zjt>Q£9Z7t 

V2 

2x+  4y - z  =  5  31,  z  - 0  33,  x  -  y  +  —  z  = 


6,  37.  4  3it.  (5V~  ^  41. 

6  6 

— ™  45.  8tt  47.  4na2 


2  ~  8 

(l7Vf?-5V5)7r 


IE 

4 jTab  53.  9^099  55*  (a)  um  elipsriide  (b)  111,55 

(x  fa)2  4-  (y/b)1  +  (z/c)2  —  1;  elips6ide 

(x fa)2  +  (y/^)2  ~  (z/c)2  =  —1;  hlpetboldide  de  duas  folbas 


►  Exercicios  1 5.5  (pagina  1062) 


1,  8  3,  f  5.  ^  7,  f  D.  jKtt-  3)/2  11,  £  13,  9,425 


15,  4  17,  ^ 


TT 

/O  p  V  5  ri-Sy2 

19*  (a)  /  /  _  / 

J^]  J™ 1  — J 4jt y- 

/■t  r-F7  H-iy2 

(b)  /  /  _ / 

J-l  J— V^~V 

y  1  r  Vi  ~Jt2  y  4-5y3 

21.  4  /  /  / 

JO  JO  J 4-y2 

yJ  y  ^  V^-Jt2  yx+l 

23,  2  /  /  / 

J —3  JO  Jo 


25. 


(b) 


x 


(1,2,0) 


R22 


Calculo 


a  fb( J-x/ri)  A t( i  -x/ii-y/z) 


dzdydx 


27,  i  20.  3,291 

4  jTft  r^—xwy  c 

31.  {a)  urn  escmplo  £  If  j 

Jo  Jo  Jo 

4-rJt-  AS 

/  /(*>}%  rJyr/x 

Jo 

nJ-^/x  {■$—*/ X 

j  /(jc,  y^z)  dzdydx 
Jy 

nt-xl  f%-y 

j  f(x,  y,  z) dzdydx 
Jo 

35.  (a)  a csfera 0<^  +  y2  +  J2  <  1  (b>  4,934802202  (c)  it2/ 2 

—  I 

37.  (a)  0  (b)  — - - 


►  Exercfcios  15.6  (p^gina  1073)  _ _ 

1.  (a)  positiva:  m2  estA  no  folcro,  portanto  pode  ser  ignorado;  as  massas 
m  |  e  m3  estao  eqiiidistantes  da  posigao  5,  mas  mj  <  ^3,  portanlo  a 
viga  gira  no  senrido  hor&riu. 

(b)  Q  fulcro  d  even  a  ser  colocado  a  y  unidades  &  direita  de  mi. 

3.  g, d  s.  (j,  i)  7.  (i,  |}  9.  (0,  ^l~_aX)  “■  (i  1) 

13,  A/  —  ~ ,  centre  de  gravidadc  (37?'  n) 

1 5.  Af  =  o4/8,  ccn  tro  dc  gray tdade  (8&/  3  5 ,  8a/  3  5) 

17.  (i,  y  J)  19,  {J,  },  J)  21,  (J,  0T  l)  23,  (So/Oa/S,  3a/8) 

25.  M  -  a*f2,  centra  dc  gravidade  (a/3,  aF2t  a/2) 

27.  M  =  g  centre  de  gnmdude  (0,  |,  [)  29,  (a)  (|,  |)  (b)  (s,  |) 

(p8  pH  \ 

— —  F  ■— —  ) 

105jt  1057T  / 

39.  27fabk  4L  (a/3,  b/3) 

►  Exercfcios  15.7  (pagina  1084)  _ 


1. ;  3.  ^ 

4  16 

5.  A  regiao  d  dclinvitada  pclo  piano  xyc  a  nietade  superior  da  esfera  dc 
raio  1  centrada  na  origem;  f(rt9,  z)  —  z. 

7.  A  regiSo  6  a  porgao  do  primeiro  octante  qtie  esltf  detUro  de  Lima  esfera 
de  mo  1  centrada  na  origem;  f(p,  9,<p)  ~  P  cos  $>. 

9.  ~  m.  f*+?ws  13.  ~  is. 


^  7 

17, 


1 1  mr'  _  7ta 


19, 


32(2 V2-  I),t 


48 


15 


21,  (a)  l(-S  +  3  In  3)  fn(V5  -  2)  (b)  /(*,  y,z)  = 


x^+f\  +  z2 


G6  a  cunh.acilfndri.ca  I  <  r  <  4,  y  <  &  <  J,  —  2  <  z  <  2 

6  3 

_  _  Ana}  21  n  4 

23.  —  25. - -  27.  nka 

3  4 

29.  ( 0, 0..  - - -J - )  31.  (3 a/8t  3am,  3o/8) 

\  16v2  —  14/ 

33.  (1,0,  f)  35-  2(V^  ~  1)JT  37.  (°'°-3s)  39.  (0, 0,  2 s/5) 
41.  5 7r(l  —  e-l)5olf3  43.  ^5jra4/i  45,  a4) 

►  Exercfcios  15.8  (pagina  1097) 


1.  -17  3,  cos  (w  -  u)  5.  jt  ?=b  pu  +  | iip  _v  —  i 

1 


_  Ju- To  Vv  - « 

7.  x  = - ,  y  = 


3 


-  9.5  II.- 

V2  —  u2  v 


17,  2  In  3  19.  i  -  Jsen2  21.  96?r  23.  ^-{1  -  cos  1}  25.  ]-fn 

27,  u  —  arc  cotg  (xf  y),  1?  —  y/x1  4-  y 2 
29,  «  =  (3/l)x  -  (2/7 )j?;  v  =  (-1/7)jc  +  (3/7)y  31.  3 


4ln2 


g  37.  2  In  3  39.  —na%  43.21/8 


33.  i  ^ln(V5  -f  1)  “  |  35. 

^  Capihiio  15.  Exercfcias  de  Revisaa  (pagina  1100) 


»»//"  mfjfdv  «*// 

/?  O  A‘ 

ni+Vw1 

f(x,y)dxdy 

9.  (a)  d  =  2ffr=  ltc=lprf=2  (b)  3 

11.  1 


(£)*(©■ 


I  -r 


v^?r 

■  ] 


13.  /  /  fc,rTey£/^Jy 

JO  J2y 


17.  4(1  -  cos 64) 
19.  a2 

21.  | 


i*2?r  fir/3  Art 

25.  (a)  /  /  /  p*  scir^  dp  d$d0 

Jo  Jo  Jo 


27. 


r  2”  y'l/iia/l  r  Vet1  — f  ~ 

(b)  /  /  / 

J0  JO 

/■  Vf3o/2  a 1* .%,/ tj ^ 

(c)  /  ^  /  _ _ _  /  _ _ 

J  -  V  3fr/2  J  —  \f  J  v(t-  + 

JT^i  S.T  j—  ru 

___  29.  “(3-\/3  —  1)  31.  2r  +  4y-£  =  5  33.  (|,0) 


3S.  (0, 0,  /i/4)  37.  39.  <a)  — i— 

4  2(h  4-  to) 


►  Exercicio$  16-1  (pagina  1110) 


(b)  j  (7  in  7  -  In  84,  375) 


I.  (a)  HI  (b)  IV  3.  (a)  yerdadeira  (b)  verdadesra  (c)  verdade Era 


5, 


Ay 


w 


x 

-*■ 


9. 


L  %  ^  K  1.  -fc  %.  H. 


^  .■'x' 

r?yyrrr?yjjry7ff7J  ' 

^  p-8,  X-  X1  ^  X1-  X*  X* 

.-  j¥j* j*  X«  >■ 


1 1*  (a)  todos  jc,  v  (b)  todos  x,  y 
13.  div  F  -  2x  +  y,  rot  F  =  ii 


Respostas  dos  Exercicios  Impares  R23 


15.  div  F  =  0,  not  F  =  (40xV  -  12xy3)i  4-  (Uyyz  4  3y4)j 

(I6*£5  4*  2lyV)k 
2 


17.  div  F  = 


ml  F  =  0  19*  4x  21.  Q 


V*2  +  ys  + 

23.  (1 4  >')!  4  aJ 

35.  V  *  (fcF)  —  fcV-F(,V-(F  +  G)  —  V-F4-^  *  G, 

V  ■  <^F)  —  0  V  -  F  4  ■  F,  V  *  (V  x  F)  =  0  43.  (b)  j?  4  y*  =  K 

dy  1 

45.  -jL  =  nxifrK  W 

dx  x 


r 

r 

T 


jf 

■> 


(c) 


^29  f f12-2*^ 

16 

v/29  ft  fdl-Wft 
4  JQ  JO 

y/29  ^  r^-lz 


15,  (a)  ^  [  f  xy{\2-2x  -  3y)dydx 

Jo  Jo 
T_  f 3 

(b)  —  /  /  yz(12-3y-4£)rfyrf£ 

Jo  Jo 


// 


££(12  —  2r  —  4z)  dxdz 


17, 


f»V29 

5 

■4  i-2 


«■  rr  j y’tyj^y2  4- 1  dydz:  -  J  xz*f\  4  4x  dx  dz 
391  vT?  5^5 


21. 


23.  info  25.  4(3?V37  —  I)  27.  M  =  foS 


15  3 

93  ;r 

29.  (0.0,  149/65)  31.  -=  33.  -  35,  57,895751 

vTo  4 


►  Exercicios  16.2  (pagina  1126}  _ 

l.  (a)  l  (b)  0  3.  16 

7.  (a)  -^/T0~^ln(v^3)~i  (b)  0  (c)  -J 
9.  (a)  3  (b)  3  (c)  3  (d)  3  11.  2  13.  ^  15.  1  -  jt  17,  3 
19.  -1  —  (tf/4)  21-  1-e3  _ 

23.  (a)  63 vx 17/64  4  i  ln(4  4  vT7j  -  i  In  ^=i-  -  ln(V2  4  l)  4 


4 

(b)  l/2  —  Tif 4 

«  y 2  - 1 

5 


s  yi?  -  1  4 


25.  (a)  -1  (b)  -2  27.  §  29.  0  31.  1  -<T]  33.  6^3 

3  -in  27  Ai  3  —  17V17-I 


35.  5k  arc  tg  3  37.  ±  39.  §  41.  j  43. 
45.  (b )S  =  J  zU)dr  (c)  4n  47,  a  = -12 


4 


Exercicios  16.3  (pagina  1137)  _ 

2  2 

1.  conservative.  ^  —  4  ^  4  A'  3.  nao  conservative 

5.  conservative,  <j>  -  x  cos  j  4  y  sen  j  +  K 
7.  (b)  13  9.  -6  11.  9^  13,  32  15.  W 
17.  1  - e']  19.  In 2-  1  21.  a* -0,307  23,  nao 

29.  h(x)  =  Ce 

31.  +  i  +  ^  ^  W=0 


►  Exercicios  16.4  (pagina  1145) 


1.  0  3.  0  5.  0  7.  8 9*  -4  11.  -1  13.  0 

15.  (a)  a*  -3,550999378  (b)  ^-0,269616482  17.  19. 


23.  Formula  (1)  da-Segao  1A  do  Volume  I.  25,  27,  -3jra 


29.  ( TS'Ii )  31.  ^0,  ^  ^  33.  o  rfrcuio  jc2  +  y2 


►  Exercicios  16.5  (pagina  1153) 

1.  — W2  3.  %  5,  1.9 


=  1  35.  69 


9.  (b)  2n 


i  ~yn^4 


Jl 


3  7T  cjuartdo  r  —>  1 


(c)  r(#*  (?)  =  sen  ^ cos^i  4  sen sen 0j  4  cos 0k , 
[}  <0  <:  2k,  0  ±  tp  <  jt/2; 

y.  Z-1?  r  7*12 

C14;)^A"”  /  /  (1 4eos0) s£Xi<frd$d& 


// 

13,  (c)  4*/3 


—  3n 


Exercicios  1 6.6  (pigina  1162) 


1-  (a)  nolo  (b)  nolo  (c)  positive  (d)  negative  («)  nolo  (f)  nolo 
3,  (a)  positive  (b)  nob  (cl  positive  id)  nulo  (c)  ptjsitivo 
(0  nub 


5,  (a)  n  =  — cos  oi  -  son  i?j  (b)  paradentro  7.  2jt  9, 
13,  18jt  15.  I  17.  (a)  &  (b)  24  (c)  0  19,  3jt 
21.  (a)  OmVs  (d)  0  kg/s  23.  (b)  32/3 
25,  (a)  W3  (b)  A --3 

►  Exercicios  16.7  (pagina  1172)  _ 


14jt 


II,  0 


4?r  4  192tt 

1.  3  3.  —  5.  12  7.  3jm2  9.  I80?r  11.  -  13.  - 

3  5  2 

4608 

15.  — -  17.  !  35jt  29,  rwnhurna  fonte  on  pogo 

35  ,  In 

31*  fonte  cm  todos  os  pantos  exceto  na  origem,  nenhiim  po^o  33,  — 


>  Exercicios  16,8  (pagina  1179) 


1,  f  3.  0  5.  2tz  7.  16t  9.  0  II,  na* 

"  j  |  ^ 

13.  (a)  |  (b)  -1  k  19. 


►  Capitulo  16  Exercicios  de  Revisao  (pagina  1181) 

1  —  X  .  2  -  y 


3. 


;!4 


V(i  -jt)2+{2  -  >-)2  yo  -  xf  +  (2  -  >)* 

7.  (a)  f/(x(0.y(O)J+*{x«).>-(0jJ 
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